
� ������� 	�
��� 	����
 ���

������
� ����
������� ������

��� �����	
	��� ��
����	����
�� �	
 �	����
��	� ����	

���� ��
�
����

��

�
������� �	
 �
��	
 	��	
 �����
����	��	�

 ��
 ���� !

�	�	�����	

� � 
 
 	 
 � � � � � �

���

��������	� 
��
� ���������

��
 "	##	��	�� �� �	
 $	
�
�
�%	

$	
����	

����	
& '
�( �
 )��� * *������
����	
����	

����	
& '
�( �
 
	
 ��� + ,�����
����	
����	

����	
& '
�( �
 )��� $ -	�����
��� �	
 ���
	������& ./ ��� 0..1
��� �	
 �2������	� '
2(���& .3 *��� 0..1

��
�
���� 0..1

� 45



������ ���� �	�� 
���
��� ���
���� ��������
����
����������������
���� 	����������������������
��
���
��
������

�	�� 
���
��� �� �����
�
 � ��������!
"�������	��#�$������ �% �� &��
���
��
	����������������������
��
���
��
�
��������'�������
��
���
��
�

�	� ����������� �� 
��� ��
�� �	� %����(��# )������� )�

��� ��������
*���������� � +�� 
��� ��������� �	� (��, �� �	� 
����� �����-�
 � �	� ���	�� ��
�������� .��� ��� �� �� (� �	�� ��##���� �	�� �	� ��
����  �� ��  ��� ��� �% �	� (��,/�
�����

������ � +�� 
� ��� ��� �	�� (��, %�� ��

������ ���������
�� &��������� 0��,� � +�� 
� ��� �����! �����%��
! �� ����
 ���� �	�� (��,�
	����������������

������#����������� �����
�1�2�
��



���

����������	 
�� �
�������
��

3"��� ��45��� 6�
������6��	�
� %7� ���������4�� ��� 
������� $��� �8
��� ��,�� $�	���
��

&���� *����� ��	��
��� 
�� 
��	�
�����	� ��
 ��
�����	� 9���	������# ��� ���������
�4���! ��� 
�������� $��� � 
�� 
�
 7���#���
����� :���! 
�� ;��	����� ��� ;�������
���#�,��%�
���	���� #������ ��
 
�� #����#���
 ���	����%(��
 5� ��
�������� &��
(��������	�� $��� �	4��
��� �� 
����� $ ���
�� ���
 
�� ���
4�� ��
 ��,��
4�� :���
%��� 
�� <��%����=����	��! 
�� <�������� ��
 ;��
�
�%��# ��� ����%�� ��(�� 
�� 0�
���
����
�,��%�! (���	� ��� 
�
 
���� ����������� >�� ��% 
�� ����%�� (��,�� &�
 $��� 
,�

� 
���� 
�� *�%#��� 5�! 
�� 9�������= �
 9�������
 �� 5� ���������! 
��� �

���#���	���� ?�� ��
 5�
 ���	��#�� :������,� 
�� 9�������=�>���>�
���	 57�
��� *�%�
#���
 
�� ����,�� <������# 
�� #�������� ���5���� ,@���� ���	 ��#�����#,����� ��� 
��
$��� �����	���# ���������� �
�� ��#�� �����4�,��! (�� 
�� $�
������� 
�� ��#������	��
;���������# ����	(����

&�� ,�
���A� ;��	����� ���	����	�� $��� � ,��� 5(�� 
�� 
���,��� ��
�����	�� $��

������� #���� (��
��#�#���� (��
��! 
���� ��� B�
��	 ���	� ���,��,����! 
� ��� ���	�
5� ���	�%����#��
�� ���	����%(��
 ����@��� ���� $����
����� (��
�� %7� 
�� ����%���
�	��� �� #������� ��#���#�� ��
 "�����6��	�
�� ���#����5�! 
�� 
����% ��������! 
���
�@���#�� 
�� ,�������	�� $��� #����	��#! ����� ���������� &�=��������#����	��# %7� 
��
;��������#�%��,���� ��� ����%��! ��#��4	��� (��
��� ?�(�	� 
�� ��#���#��6��	�
� 
��
����� <�
���A��4� 
����� >����	��# 
��������� ,���! 	4�#� �	� ���	����%(��
 ��� 
�� C��
�����������4� ��
 
�� ����%������
��# 
�� $��� � ���
� ��� 9�� "�����6��	�
�� ��� 
���
���	� 
�� D���! �����
��#� ��
7�%�� 
���� 6��	�
�� ����� 0��������(��,���#! 
� ��� 
����
��� 
���
�
���� >���	(��
�#,�������������#�� ��
 ���#�#������ >�@E�����������#��
���#�	��� &���� *���	
�� ���
 �� ���	����	�� $��� � ���	� 	������! 
� ��� 5� ���
�	 ��,�����	�� ����%��,��5����������� �� <���5��#����,��� ��� $��� ����	��� ��
 5�
%�	���	�%��� ;��
�
�%��#������ %7	����

C� 
����� *����� (��
 ��� ��45������ "������	�� *����5 ���#���	��#��! 
�� 
�� ����
#�������� ������
� 
�� ,�������	�� "�����6��	�
� �@��� F���5� (��
 
�� ,�������	� $��� �
#����	��# �� 6�
�����#����	��#�� 7���%7	��! 
�� 
���	 ����� ��� ���(��,����� *����5 
��
;��������#�%��,���� 
�� ����%�� #���	������ (��
��� &����� ���7�,���	��#� 
�� 5������	�
��
 �4�
���	� G�
����# 
�� &��������� ��� ����%��#�@E�� ��
 �#���	(��
�#,������ &��
�� 
�� *����� ���(��,����� ��
�����	�� *�#����	
�� %��#�� ��� 
����
 *����5� 9�� 
��
0�	� 
�� 
��	�
�����	�� ��
 ��
�����	�� 6�
��������# 
�� $��� � (��
� 0��� 
����%
#���#�! 
��� 
�� 6�������������	 5(���	�� ����%�� ��
 >�� #���� ��#����
�� (��
��
,���! 
� 
����� ;��#��# 
�� ;���������# �����	��
��
 �����H����� &�� I�����7%��# 
��
����� 6��	�
� ��%��#� 
������ �������4��� ��
 ���������4���! ���
�
���������� ��
 5(���

�
���������� ����%4���! �� 
���� ��� ��� 
�������� $��� ���
�
�%�! 0�
������
�,��%�
��%4	�� �
�� ��% ���� 0��
 ������ ��
 ����(���� ��H�,����� (��
� &���� <��-#���������
���
 �� #�(4	��! 
��� ���	 5(�� �
�� 
�	���� $��� ����	��� ,���5�� ��
 ��
�� ��� �
�� 
���
��
�
��� >���	(��
�#,�������������#�� ��%������� &�� ;��#����	 
�� "�#������� 
�� 	��	
��%#��@���� ��#���#�����	���#�� 5��#�! 
��� 
�� ���� 6��	�
� #���#��� ���! 
�� ��� 
���
������ )	���,��� ��� $��� � ��
 
�� <���5�� ��� $��� ����	��� #���� (��
��5�#�����



��

������� �� ��� ����
�

3* )������ 6�
��� 6��	�
 %�� ������
 ��� 
������� $��� �8
� ��,�� $�	���
��

�	�� ��
 �% �������	 
���� (��	 �	� 
��	�
������ ��
 ��
������ 
���������� �% ������
 
��� 
������� ���� �� �	� �������� ��B������ �� �� ��
����� �	� ��	������ �% ��
�������
��#���� (��	 	�#	�� ������� ��� ��(�� ��
���������� ������ �	� 
��� ���� �	���
���
�� �	�� � �� �% ��������� ��� �	� ���
�� ��
 �����
�� ����,�� �% �	� %��� B��! ���������
��
 ����������� �% 
�������! ��
 ������������ �� 
����������� �% 
������� 
�� �� 
��#
%������ �	� ������� �% �	� ���� �� �� 
��������� �	� %��� �� �	� ��
������� �	�
���
���	 �	�� �	� %������� 
�A���� �#����� �� ������������ ��������� ��
 ��
��� "����� �� �	�

�
�����# �% B��� ��� �% �	� ����� ���� �	���
��� ��� �����
 ��
 ���� �
���% �� �	�
��
������� ��
������� ������
�� �	�� ������ 
�� �� �	� �����# �������# ���(��� �	�
��������� �������
�

*��	��#	 �	� ��	������ �% ���	����� ���� � ��� �� �������
 ��������� (��	 
�����
��
������ ��
������� �� �� ��� ������
 �� �	� ��
���������� (��,���
 (���
 �� �A�����
��
��� � C�����
! 
��	�
� ���	 �� ��#���#� ��
 "���� 
��	�
� ��� ���
 �� 
������� �	� ���� 
��	������ � �����A�
����# � �������� �� �	� ,������ ���� �J������! � ������� 
�=��������
�J������ %�� �	� 
����������� %������� �% 
�������� *��	��#	 �	� ��#���#� 
��	�
 ����
����� �	� %��� ��
���A�� �% �	�� �J������! �� �� ��
����������� ��� �A������� �� ��� �� %��
������
 H�(� �	�� 	��� � 	�#	 
��� ���
��# �% 
�������� �	� ��
���������� ���%��
����
�% "���� 
��	�
� �� ��
����
��� �% �	� ������
����� ��
 
��� ���
��#� F�(����! "����

��	�
� ��J���� %���	�� 
������
��� �� 
��� �% �	�
 ����
� �	� ������� 
�����������
�% 
������� �� �� 
����
�
�� ��
 ��� �����
�
 ��5� 
������������ �� 
������� �	� ��� �

������� �	������� �% ���� �� �	��� ����
������ ��� ��� B����-�
 %�� ���	����� ���� � ��
�	� ���
 �� �������� 
������ �������������� �� �������# ������ �% %��� B��� ��
 ����������
����������� ������

C� �	�� �	���� � ������� "���� 
��	�
 �� �������
 �	�� �������� �	� ����� ������
�
�% �	� ��������� "���� 
��	�
�� �	� ,������ ���� �J������ �� �����%��
�
 ���� 
�
���
�J������� �	�� ��� �����
 � ����
��# �	� 
������ 
����������� %������� �� 	��� � �����-�
%��
� F�(����! �� ����� ��,�� ���� ������� �	� ������� ��
 ��
����� �	��#�� �% 
���������
�� ��5� ��
 ������� ������ *�� ��
������ ��#����	
� %����( %��
 �	�� �����-������� C� �	�
�	���� �% �	� 
��	�
������ ��
 ��
������ 
�
��! ���� (�� ��,�� �� 
�
�����# �	� 
���
�����%�� ���(��� 
������� ��
 #��� C� �� � ,� %������ �� ��
������� ��#���� ������� ��

����
���� �	� %������� 
��� %�������� �� ������ �	� ��������� �% �	� 
��	�
 �� (�� �A����
����� �����
 �� ����
 ��
 ������
 ! ���� ��
 �(��
�
�������� ���-#�������� �� (	��	
� ��� 
������� ���� (�� �����	�
! ���������
 �� �=����
 � � $��,�� 
��# %����� �	�
����� (��� ��#�����
 �� ���	 � (� �	�� �������# �% �(� �� 
��� ���� 
������������ (��
��(� � �����
�
 ��
 ��� �� 
�����
�
�� ������� 
������������ (��� �������� �	� ��
����
���� �% �	� ������� (��	 	�#	� �������
 ��#���#��� ������������ 
�
��������� �	�� �	�
��� 
������� �	������� �% ���� � ��
 �	� �������# �% ���� B��� ��� �� �������
 ��������� �



�

�����������	
� ����
����

F���
�� ��,�4�� ��	 �� "�
�� �����! 
��� ��	 
�� ������#��
� &����������� ������4�
�# ����
%���� ��
 ,���� ��
���� ��� 
�� ��� 
�� ��#�#������ F��%�
����� ���(��
�� 	���� C�	
��,�4�� ��E��
�
! 
��� ��	 ���	�� ���	 ,����� ���
������������	 �������

�� 	����

��,�� $�	���
�� &��
���
�! 
�� 2K� 6�� 122�





���

��������
	�����

6 ������� #������
� #��� �� ���%� &���C�#� L�	����� L����,�! 	��
 �% �	� ���������
M"���# ��
 ��(�� ����� ���	����# N ."<�/! ��
 �� ���%� &�� ���� ���� *
���� $�
�,�
%�� �	��� �������#�
��� ��
 �������-� �
����� C �
 #����%�� �� �	�
 %�� �	��� #��
���� ���
���� %�� �	� %���
�
 ��
 ����� �	� #��� 
� (	�� �������# �	�� �
��#��# -��
 �% �������	�
C ���� (��	 �� �	��, ���%� &���C�#� 9���	��
 0��#��
 �% �	� C�������� �% *��������
�	��
�
 ��
��� �� ���������4� $����#��� %�� 	�� (�����#���� �� ��,� ���� �	� �����( �%
�	�� �	�����

*� ��
������� ������� %�� �	� ������� �% �	�� (��, �� ����#��
 �� �	������ ;����
���!
*�������� ���%����� �� C�$* ��
 ������ ��������� �� ?�"�*�&6*" �� ��������! ��
 ��
���	��� �� ������! 	�� �	�&� ���
���� C ���������� �	��� 	��������� ��
 �	��� �������� ��

 (��,� C ���� �	��, �	�
 %�� �	� 	�#	� ����-���� 
���������� �� (��� �� �	��� (�����#����
�� ��������� %�� �	� ������� �% ��������

6 ������� �	��,� ���� #� �� &������ 6���	����! *�������� ���%����� �� ����������� 
�
������! ��
 <���
��� F�����! ���%����� �� "�F :7���	! %�� �	� �������#�
��� ��
 �	�
����������# 
�����������

C �
 %���	�� ��
����
 �� �	�
�� 9���������#��! L��� <7	��! )	������� <��(��!
6���
� )	��#�� ��
 D��
���, F�	� %�� �	��� �A������� ���� �% �	� ��
����� ���(��,�
�	��,� ���� #� �� ������� 6���� ��
 <���	�� ���	�
 %�� �	��� �
����# �% �	� 
����������
C �
 ���� #����%�� �� "�������	 :(� ��	�! L��
�� <���5��! $�
��� "����	��	 ��
 
 
������#��� �� "<� %�� �	��� 	��� ��
 �	� #��
 ��
�� (� ����
 ��#��	��� C� ����������! C
�	��, 
 ���

����! &�������� &�
������! D������ $�=���! 6���
� )	��#��! 0�	�
 *	�

�
� ��
 &
��� >�� ����� %�� �	� ����#	�����# 
���������� ��
 
��������# ��
���	���
�� �	� �O���

�	�� ��
 �% �������	 �� �	� ������ �% P 1
2
 ���� �
��� 
��� �� "<�� �	� -�������

������� %��
 ���	����	� ���������4� &��
���
� ��
 $D9 Q�� �� #����%��� ��,��(��
#�
�

C (���
 �������� ��� �� (	��� C ����
 ��
� (��	��� �	� ���������� �������! 	���
��
 �������#�
��� �% 
 %�
�� � �	� 	��� ������
 ��
 ��������
 
� ���
��
���� 

����# �	��� �������-�  �����

* 
������ �	��,� #� �� 
 (�%�� &������ 	�� �(� ���# (��,��# 	���� ��
 ����
���
(��,���
! �	� ��������
 
� (	������ �	� ����
� $	� 
�������
 �	� �	��������� ���� �% �	�
�	���� (��	 
� ��
 
���#�
 ��� �����# (	������ C (�� 	�����# ��
� ��# �� �	� ��
��
$	� ����(�
 
� �� %��� ����������� �� �	�� (��,! (	��	 �� �� ���������� �������������
0��	��� 	��! �	�� (��, (���
 	��� ��
�����
� ��,�� � #��
 
��� ���#��! �% -���	�
 ��
����

��,�� $�	���
�� &��
���
�! 6�� 2K! 122�





�A

�� "������! >�����
�! F���! <��	�����! >��#��! &����! <���! 9����! D��,� ��
 *����



A

���� ����� �	 
��� ��
� ��� 	�
 �� ��	 �
��	�� ���������	




��������

� �������	�
�� �
��� 6��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��1 ?�B������� ��
 6��	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Q
��P $���� �% �	� $������-� <��(��
#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R
��K $�������� �% �	� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

� �
��
	�� ������ ��� ������ ��
1�� C����
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �P
1�1 )	������������� �% $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �K

1�1�� ��������� "=���� �% $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �K
1�1�1 )���#��������� �% $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Q
1�1�P �	� ��� 
������� ������ �% $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
1�1�K �������� ���B����� )������# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �R

1�P ��������� �	 ����� *������	�� �� $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
1�K &�������>�� C���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 12

1�K�� D����� �� &������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 12
1�K�1 "���������� ��
 &������ F�����# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 11

1�Q &�������&������ C���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1R
1�Q�� $����
�� 9���,�� �% &������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1�
1�Q�1 )�������� ��
 )���������� �% &������� � � � � � � � � � � � � � � � � � P1

1�� &�������0��� C���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � P�

� � ���
����
	�� ����� ��� ����� ����� ��
P�� C����
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � P�
P�1 �	� <������ $��� "J������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K2

P�1�� D��
�
������ �% <������ "J������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � K�
P�1�1 $������������� �� $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KP
P�1�P &�
���������� <������ $��� "J������ � � � � � � � � � � � � � � � � KK

P�P *������	�� �� $���� �	� <������ $��� "J������ � � � � � � � � � � � � � � � K�
P�P�� �	� ��#���#��� �������� ����,��# 6��	�
 � � � � � � � � � � � � � � K�
P�P�1 �	� )�������� "������� *������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KR
P�P�P "������� *������	�� ����
 �� ����-�
 >�� �	��� � � � � � � � � � K�
P�P�K 6�
��� 6��	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Q2
P�P�Q )�
������� �% �	� 6��	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Q�

P�K 6��	�
������ 6�
��� %�� >�� D��(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Q�
P�K�� $��#����	���! 6������
������ >�� D��(� � � � � � � � � � � � � � � � QR

A�



A�� ��������

P�K�1 C�H����� �% �	� $��� �� �	� >�� �	��� � � � � � � � � � � � � � � � �2

� � ��� ������ ���
�� ��� �����
������ ������ ��
K�� C����
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �P
K�1 6�
��� ��������� "J������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �K

K�1�� 6�
��� �����%��
 �� ;������ ��
 ��
�������� $���� � � � � � � � �Q
K�1�1 6�
��� �����%��
 �� $�5� $���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

K�P 6�
��� )������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �R
K�P�� *����A�
����� �% �	� ��
��� &����� D������� � � � � � � � � � � � ��
K�P�1 )	���� �% 6�
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

K�K )�
�������� �% �	� "A��������� ��
 S��
������ ����
����� � � � � � � � � R1
K�K�� �	� "A��������� ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R1
K�K�1 �	� S��
������ ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RK

K�Q ��
������ �% �	� $��� 6�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
K�Q�� )	���� �% �	 ����� $��� 6�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
K�Q�1 )��������� �% �	� �����
 6�
��� ��������� "J������� � � � � � � � � �P

 �����
	�� ����� !"
Q�� C����
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �R
Q�1 D��������� $��� 6��	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

Q�1�� $����# $�������# �% �	� <������ $��� "J������ � � � � � � � � � � � � ��
Q�1�1 $����# $�������# �% �	� 6�
��� ��������� "J������� � � � � � � � � ��

Q�P &������������� �% �	� )��������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �P
Q�P�� <������ $�	�
�� �% 9���	��! L�� ��
 �� � � � � � � � � � � � � � � � � �K
Q�P�1 D�����?�
�� D����� ;���
� $�	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
Q�P�P $����
�?�
�� D����� ;���
� $�	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

Q�K ��
����� %�� &������ D����� ��
 F��� �����%�� � � � � � � � � � � � � � � � �2�
Q�K�� &������ D����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �21
Q�K�1 F��� �����%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2K

Q�Q &������������� �% �	� "���������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2K
Q�� ��
����� %�� �	� $����	��# )��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2R
Q�R �	� >����� *�#����	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2�

� #��
$	��
��% #��
���
�� ��� ����
	��
�� ���
��� C����
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��1 ;���-������ ��
 ;���
����� �% �	� $�������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � ��1

��1�� )�
������� �� � $�
��*��� ����� $������� � � � � � � � � � � � � � � ��P
��1�1 )�
������� �� �	� "A����
��� �% 0��# ��
 )	��# � � � � � � � � � ��Q
��1�P &��������� �% ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �12

��P ;���-������ �% �	� S��
�������9���
 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �12
��P�� )������# �% 6���
������� $��� L��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�
��P�1 * 6���
������� $��� �� � �� ����>���� ;����A >�� D��( � � � � � �11
��P�P &��������� �% ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1K

��K �	� ��( 6�
��� 6��	�
 �� ?�� &�
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � �1Q
��K�� )������# ��� 
������� $��� � (��	 "���������� � � � � � � � � � � � �1Q
��K�1 )������# ��� 
������� $��� � (��	 &��# %���� � � � � � � � � � � � � �1�



�������� A���

��K�P $����	��# �% � ��� 
������� $��� L�� �� � 0��� � � � � � � � � � � � �P�
��K�K &��������� �% ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �PQ

��Q �	� ��( 6�
��� 6��	�
 �� �(� &�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � �P�
��Q�� )������# �% ��� 
������� $��� L��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �P�
��Q�1 $����	��# �% � ��� 
������� $��� L�� �� � 0��� � � � � � � � � � � � �K2
��Q�P &��������� �% ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �K1

��� ��� 
������� $��� L��� �� � �� ����>���� ;����A � � � � � � � � � � � � � � �KP
����� ������� %�� � ��� 
������� $��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �KP
����1 ������� %�� �� "���������# ��� 
������� $��� � � � � � � � � � � � � �KQ
����P &��������� �% ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �KQ

" &��	���
��� ���

! ������ ���' �  

� ���
(������
	�� �����
�� �� �
� )
���
	 ����� *+���
�� � "
*�� ��
���
 <������ $��� "J������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �QR
*�1 �	� 6��	�
 �% )	������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �Q�
*�P $�
��*��� ����� $������� �� �	� 6�
���� �% �	� �&D � � � � � � � � � � � � ��2

, -�
+������ �� �
� ��	�
���� ���
�� ���

& ����
�. ���� ������� �� /�
.
�� ��� �0�	
���� �� 

1 2
���� 3����������
�� ��� 3�������
�� �� ������� ��"

,
0�
�.���
� �"�



�����	
���
�

$�
� ��������� (��� 	��� � 
����� 
�����# �������! �% ��� ��	��(��� �����
! %��
 ����
���� P�1�P ��� J��������� ��� ����
�
 �� �� 
�
����������� F���! �	� J��������� ��� �����

(��	 
�
�������� * 
��	 .T/ �� �	� M�����N ����
� ��
������ � 
�
���������� J������ �
"�������N� ���������� �% ��

����� �� ���
 %�� ����� ��� ��� %�� >���, �����������

-����	��� 2��
� ������� -�
�

F ����� %���� �� � 
������ N
Fd 
��# %���� �� � 
������ N
Up

k 
��� 
������ ������� ������ �� ������� Ik m s−1

Ug ������� ������ �% �	� #�� m s−1

Uα
k ������� �������� %�� ��
� α �� ������� Ik m s−1

Q ����,�� %��J���� s−1

Rs 	��� �����%�� ���
 �� �	� 
�
���������� 
�
��� �J������� −
Vd

k ��� �% 
�
���� �% �	� 
�
�
�������� ����� �� ������� Ik −
Wβ

k ��� �% ����
����� �% f̃ �� ������� Ik (��	 β ��
�� −
Rd d�
�
�������� "����
��� ������ ����� −
R± ��� �% ��� ������#����� � ������������ ���� ��
���� −
K ����������� ���� �% �	� 
������ ���%��� m2s−1

MK,L,M
k;lmn 
�
��� %�� ���%���! ��
�������� ��
 ������� �� ������� Ik −

R ���� �% �	��#� �% �	� 
������ ��
�������� K s−1

DM
k;lmn 
��# ���
 �� �	� 
�
���������� 
�
��� �J������� −

Dvα 
�=������ �% %��� ������ �� ��� m2s−1

Ik ������� (��	 ��
�A k −
K ��
�� �% 
�
��� MK,L,M

k;lmn (��	 ������� �� �	� ���%��� �������� −
L ��
�� �% 
�
��� MK,L,M

k;lmn (��	 ������� �� �	� ��
�������� �������� −
M ��
�� �% 
�
��� MK,L,M

k;lmn (��	 ������� �� �	� ������� �������� −
Ns ��
��� �% -���� �������� −
Nx ��
��� �% ����� �� 
�������� ex −
Ny ��
��� �% ����� �� 
�������� ey −
Schar �	������������ 
������ ���%��� m2

Vchar �	������������ ������� �% �	� #�� H�( m s−1

Xchar �	������������ ���#�	 ����� �% �	� #�� H�( m

2����	��� 2��
� ������� -�
�
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� �������� s
u! v! w ������� ��
������� �� ex! ey ��
 ez 
�������� m s−1

vi ������� ��
������! �J��� �� v · ei m s−1

x! y! z ��
������� �% x �� �	� 
��������� ex! ey ��
 ez m

-����	��� 4���' ������� -�
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Δsk ��5� �% ������� Ik m2

Δt ��
� ���� s
Δxi ��5� �% �	� i��	 ���� �� 
�������� ex m
Δyj ��5� �% �	� j��	 ���� �� 
�������� ey m
Γ ��������� %��J���� s−1

Θk ��
�������� �������� �� ������� Ik K
Θchar �	������������ 
������ ��
�������� K
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αx �����	��# ����
���� %�� vx −
αy �����	��# ����
���� %�� vy −
αz �����	��# ����
���� %�� vz −
β ��
��� �% J��
������ ��
�� −
βd �����	��# ����
���� %�� 
������ ��������� −
σU ������� ���������� 
����A m2 s−2

ηg 
 ��
�� �������� �% �	� #�� kg (ms)−1

γ �����	��# ����
���� %�� 
��� ������ −
ρ� 
��� 
����� �% �	� 
������ ��J��
 kg m−3

ρg 
��� 
����� �% �	� #�� kg m−3

σd ���%��� ������� �% � 
������ N m−1

τd 
������ �������� ��
� s
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τg ��
� ����� �% �	� #�� H�( s
τev ��
� ����� %�� �	� ����������� s
τhe ��
� ����� %�� �	� 	��� �����%�� s
θ ��
�������� �% 
������� K
θg ��
�������� �% �	� #�� K

5�������� ��� ���0���

(̄·) J������ �� ����,��� �� 
���
�
 � 
∫ sk+1

sk
s3/2f(s)ds

δ(·) &���� 
���� %�������
δij <�����,�� 
����
a · b ������ ���
��� �% ������� a ��
 b
| · | "����
��� ���

∇ ����� ��������

1
����
������ ���0���

Bh ���O����� �% 	��� �����%�� −
Bm ���O����� �% 
��� �����%�� −
Ev ����������� ��
��� −
Fr D���
� ��
��� −
He 	��� �����%�� ��
��� −
Knd 
������ <��
��� ��
��� −
Nu ������� ��
��� −
Red 
������ �� ���
� ��
��� −
Sh $	��(��
 ��
��� −
St $��,�� ��
��� −
We 0���� ��
��� −
�00��6
��
���
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Ṁg

, .1�P/

(	��	 �� �	� ����� �% �	� ������� 
��� H�( ���� �% �	� 
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� �
�� �� %����(�
 %�� �	� �����������
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��# %���� �� ���������
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 ��
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Fd = ρgs|vrel|F̃d(Red,We)vrel , .1���/
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�
���������� ��
�����
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ρg

√
s vrel√
π ηg

, .1��1/

0���� ��
��� We :=
ρg|vrel|2

√
s√

π σd
. .1��P/
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��� .�%� U�K�V �� U���V/� C� �	� �����A� �% �A����
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.1���/ �� ��

��� (������ ��

Fd =
1

8
Cd ρg s |vrel|2 vrel

|vrel| , .1��K/
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��#! Cd U�V! 
����
��# �� �	� 
������ �� ���
� ��
���� *���	��
��

�� %��
 �% �A�������� .1��K/ ��

Fd =
md

τd
vrel , .1��Q/
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1

τd
=

3
√
π

4
Cd
ρg

ρ�
s−1/2|vrel|, (��	 ρ� = mp

s3/2

6
√
π
. .1���/
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������� ��
 ��) �� 
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D�� �
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Cd,St =
24

Red
��
 τd,St =

ρ�s

18πηg
. .1���/
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 � ����������
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�

Cd,SN =

{
Cd,St

(
1 + 0.15 · Re0.687

d

)
, Red < 103,

0.44, Red ≥ 103 .
.1���/
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�� �	� $��,�� ��(�
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�� ���
������� �% �	�
��J��
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ds

dt
= K(s,v, θ) .1�1�/
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%�� �	� ���%��� �% � 
������ ��

dθ

dt
= R(s,v, θ) .1�11/

%�� �	� ���%��
 ��
�������� �% � 
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 ��
���������
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��� ����������� ���� K U
2�−1V �� ������
 �� �	�

��� �����%�� ṁd := dmd/dt U,# �−1V ���

K(s,v, θ) =
6
√
π

ρ� s1/2
ṁd(s,v, θ) . .1�1P/

�	� ���� �% �	��#� �% �	� ��
�������� R U< �−1V �� ������
 �� �	� #���
������ 	��� ����

������! Q̇gl U0V! 
��� �����%�� ��
 �	� ������ 	���! L(θ) UL ,#−1V! �	���#	

R(s,v, θ) =
Q̇gl(s, v, θ) + ṁd(s)L(θ)

cp(θ)md(s)
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ṁd(s,v, θ) =
√
πs1/2ρgDva(θ̃)Sh0,mod(v, θ̃)ln(1 + Bm(θ̃)) , .1�1Q/
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���!
Sh0,mod UTV! �	� ���O����� %�� 
��� �����%��! Bm UTV! ��
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�������� (��	�� �	�
�	��
�� -�
 �������
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θ̃ = θ +
1

3
(θg − θ) , .1�1�/
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Sh0,mod := 2 +
Sh0 − 2

F (Bm)
, .1�1R/

(	���

Sh0 := 1 + (1 + RedSc)1/3 · g(Red), g(Red) :=

{
1 Red ≤ 1,

Red
0.077 ��	��(��� ,

.1�1�/
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F (Bm) = (1 + Bm)0.7 ln(1 + Bm)

Bm
%�� 0 ≤ Bm ≤ 20, 1 ≤ Pr, Sc ≤ 3 . .1�1�/
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Pr :=
c̄pgη̄g

λ̄g

, Sc :=
η̄g

ρ̄gDva
, .1�P2/
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Bm(θ) :=
Ysat(θ) − Y∞
1 − Ysat(θ)

, .1�P�/
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cpmd R(s,v, θ) = Nu
√
π s1/2λ̄g(θf − θ) − ṁd L(θ) , .1�P1/

(	��� Nu �� �	� 
�
���������� ������� ��
���� �	� ���O����� �% 	��� �����%�� .���� �����
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��# ��
��� %�� 	��� �����%��/

Bh :=
c̄pF (θg − θ)

(cpmd R)/ṁd + L(θ)
.1�PP/
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�-��
 �� ��
�� �� ����
������� �	� ��H����� �% �	� $��%�� H�( ��

cpmd R(s,v, θ) = ṁd

(
c̄pF (θg − θ)

Bh
− L(θ)

)
, .1�PK/
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ṁd
(2.32)
=

√
π s1/2 λ̄g

c̄pF
Nu Bh

(2.25)
=

√
πs1/2ρgDvaSh0,modln(1 + Bm) , .1�PQ/
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! �	� 
�
�-�
 ������� ��
���

Nu0,mod := Nu
Bh

ln(1 + Bh)
= 2 +

Nu0 − 2

F (Bh)
, .1�P�/
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���
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Nu0 := 1 + (1 + RedPr)1/3g(Red) . .1�PR/
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c̄pg

c̄pF

λ̄g

ρg c̄pgDva︸ ︷︷ ︸
=Le

Nu0,modln(1 + Bh) = Sh0,modln(1 + Bm) , .1�P�/
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�
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Bh = (1 + Bm)φB − 1, φB :=
ln(1 + Bh)

ln(1 + Bm)
=

(
c̄pF

c̄pg

)(
Sh0,mod

Nu0,mod

)
1

Le
, .1�P�/

� 
����� ����������� ���(��� �	� ���O������ �% 
��� ��
 	��� �����%���
�	� ������ 	��� �% ����������� �� �������
 %��
 �	� )��������)���� ��� �J������ UR�V

L(θ) =
R0

Mv

(
1

θ
− 1

θ̃

)−1

ln

(
psat(θ̃)

psat(θ)

)
.1�K2/
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(0)
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φ
(n)
B =

c̄pg

cp

Sh0,mod

Nu
(n−1)
n,mod

Le−1 , .1�K1/

B
(n+1)
h = (1 + Bm)φ

(n)
B − 1 , .1�KP/

Nu
(n+1)
0,mod = 2 +

Nu0 − 2

F (B
(n)
h )

. .1�KK/
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gas flow(vi)

gas flow(vii)
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������ %��#
�������� �� �	� �	������������ ��
� %��
�	� �� ���#	��� ��� ������������� #�������
 �� �	� ���%��� �% 
������� �� �	� �����������
����,�� ��#�
�� C� ��� �� �A������
 �� UKPV

τRT :=
s√

π |Ug − v|
√
ρ�

ρg

. .1�KR/

�	� �A����
����� ���
��� �% ����	 ��
 "�

�� U�1QV ��� �	�� ��
� ����� �� 
�-�� �	� ��
�
����� �% %��#
��������! τfra U�V� �	��� ����������� ���
� UKPV �

τfra
τRT

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

6(We − 12)−0.25 �% 12 ≤ We ≤ 18,

2.45(We − 12)0.25 �% 18 ≤ We ≤ 45,

14.1(We − 12)−0.25 �% 45 ≤ We ≤ 351,

0.766(We − 12)0.25 �% 351 ≤ We ≤ 2670,

5.5 �% 2670 ≤ We.

.1�K�/

C% �� �� ����
�
 �	�� �	� ��
� �% %��#
�������� �� �
��� ��
����
 �� � �	������������ ��
�
����� �% �	� #�� H�( ��
 �	� 0���� ��
��� �% � 
������ �� ���#�� �	�� �	� �������� 0����
��
���! �	� ���������� �% %��#
�������� (��	�� �	� ��
� Δt ��

pfrag = min

(
Δt

τfrac
, 1

)
. .1�K�/

�	���%���! �	� %��J���� �% %��#
��������! νfrag U�−1V! �� 
�-��
 � 

νfrag :=

{
0 �% We ≤ Wec,

Δt
τfrag

�% We > Wec .
.1�Q2/

�
<� 1
���
0��
�� ����� ���.������
��:
�	� 
������������ �% 
��#	��� 
������� �� �����
�� ����,�� ��� ����� ���
��
 �A�����

������ ������� �	� %��#
�������� ������� �� ��������� %��� ��
 �� ���	����� ������������

�@���� 
�������	��� 
�� �� ����� 	� �7+�" �<<� ��� ���/�




P2 ���	��
 �� 	���
��� ������ ��
 �	
���

�	� 0���� ��
��� �� 	�#	� ������ �������#������ �% �	��� ��������� ��
 �� �������( ��
�A����
����� ���
��� �� #���� � ;�����
��A U�R�V�

?�� 
��	�
 �� 
�
�� �	� 
����������� �% 
��#	��� 
������� �� �	� �����
������� �%

��� 
��
������ �	� $6& �� ��

��� ���
� C� �� 
�-��
 � 

dmn =

(∫ +∞
0

dmf(d)dd∫ +∞
0

dnf(d)dd

) 1
m−n

=
1√
π

(∫ +∞
0

sm/2f(s)ds∫ +∞
0

sn/2f(s)ds

) 1
m−n

, .1�Q�/

(��	 m = 3 ��
 n = 2! (	��	 ��� �� ����� 
������
 �A����
������ U�R�V�
C� ������� 
�
���! �	� 
��#	��� 
������� ��� ����
�
 �� 	��� �	� ��
� ��5�� �	����

%���! �	� $6& ��
 �	� ������������ �% 
��� ��� ��O����� �� 
�
��� �	� ��
��� �% 
�������
��������# %��
 �	� ����,�� �% ��� 
������� �	�� �������	 
��� ��� ��,� ���� ������� �	�

��������� �% 
������ ��5��! (	��	 �� �������
 %�� 
��� ����,�� 
��	����
� .��� D�#���
1�P/� �� ������� �	�� ������
 F����# ��
 D���	 UR�V! ?N����,� ��
 *
�
�� U�12V ��

����	 ��
 "�

�� U�1QV 	��� �������
 �����
�
 ��#����
��! ���
�� ��
 �A���������
%��
� �% �	� 
��#	��� 
����������� �
�����# �	� ����
����� �% �	��� -A�
 %�������� ��
��
�� �� �������� �	� $6& ��
 �� �������� �	� 
���� ��%��������� ! �	��� 
������������
���
 �� 
������� �% ���#�� ��5�� �	�� �	� ���#���� M
��	��N 
�������� &�%��� UKPV �������

� �����
�
 
��#	��� 
����������� �% �	� %��


gs(s,v
�, s�) :=

⎧⎨
⎩

α

8π
exp

(
− γ2

4π
s

)
�% s < s� ,

0 �% s > s� ,
.1�Q1/

(	��� v� ��
 s� ��� �	� ������� ��
 ���%��� �% � 
������ ��%��� %��#
��������� �	�
����
����� α U
−2V! γ U
−1V ��� 
����
���
 ����# �	� ������������ �% 
���

(s�)3/2 =

∫ s�

0

s3/2gs(s,v
�, s�)ds =

αI(γ, s�)
γ5

,

I(γ, s�) := −γ
√
s�√

4π
exp

(
− γ2

4π
s�
)(

3

4
− γ2s�

8π

)
+

3
√
π

8
erf

(
γ

√
s�

4π

) .1�QP/

��
 �	� ������������ �% �	� $6&

d32 =
γ4s�3/2

4π3/2αJ(γ, s�)
,

J(γ, s�) =
1

2

(
1 − exp

(
−γ

2s�

4π

)(
1 +

γ2s�

4π

))
,

.1�QK/

(	��� erf(x) �� �	� ��������� ����� %������� 
�-��
 � 

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt < 1 . .1�QQ/

0��	 ��
� 
���� ��
���-������� .�%� UKPV/ �	� ����
����� �% �	� �A��������� %������� ���
�������
 %��


γ =
3
√
π

2d32
, α =

γ5s�3/2

(4π)3/2I(γ, s�)
. .1�Q�/



���� �
�	�����
�	��� 
���
���
�� P�

�	� $6& ���
 �� .1�Q�/1 ����� 	�� �� �� 
�
����
� 0��� U�R�V �������
 �	� %����(��#
�����������

d32

√
4π√
s�

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.32(We�)−1/3

(
4.1

(We� − 12)1/4

)2/3

�% We� ∈]12, 18],

0.32(We�)−1/3

(
2.45

√
We� − 12 − 1.9

(We� − 12)1/4

)2/3

�% We� ∈]18, 45]

0.32(We�)−1/3

(
12.2

(We� − 12)1/4

)2/3

�% We� ∈]45,+∞].

.1�QR/

(	��� We� �� �	� 0���� ��
��� �% 
������� ��%��� %��#
��������� �	�� 
�
�� %�� �	�
$6& ��
������ �	� 
�
�� %�� �	� 
��#	��� 
�����������! (	��	 �� 
�-��
 %�� �	� (	���
���#� �% �������� 0���� ��
�����

#���	
�� �� ���.�����:
)��������# �	� ������� 
����������� �% �	� 
��#	��� 
������� ��� 
�� ������������ ���
�� %���
 �� �	� ����������� �	� 
��� ��

�� �����������! (	��	 (�� �������
 � F����#
��
 D���	 UR�V! ����
�� �	�� ��� 
��#	��� 
������� (��	 �	� ��
� ��5� 	��� �	� ��
�
������� � �	��� ����������� ���
�

vfrag = Ug +
v� − Ug

1 + 2.7
(√

ρg

ρ�

√
s�
s

)2/3
. .1�Q�/

�	�� �������� �����
��� �	� %��� �	�� �	� �������� ������� ����� �% ��(� ������
 
�������
�� ���#���� 
������� �� �� �
��� �� �	� ����� �% �	��� ��5�� �� ���#�� �	�� �� �� �#���
��� (��	
�	� %��� �	�� �	� 
�
����
 �% �	� %��#
���� �� �
����� �	�� �	�� �% �	� ���#���� 
�������

5������� �� ��	������ ,���'��:
�	� �������� �% �����
�� ����,��! Q! (	��	 
�
��� �	� %��#
�������� �% 
������� ��
�	� ,������ ���� �J������ .��� )	����� P/ �� ��( �����
���
� �� �	�� ��
! � %�������
H(s,v, s�,v�) �� 
�-��
 �� ��������� �	� ��5� ��
 ������� 
����������� �% �	� 
������
%��#
����� D�� �	� ��,� �% ��
������ �	� 
����������� �� 
�������
 ���� �(� ����� �	��
��,� ���� ������� �	� ��5� ��
 ������� 
�����������! ����������� � �	� 
��������# ���
�
UKPV

H(s,v, s�,v�) =
H(s,v, s�,v�)∫

v
H(s,v, s�,v�)dv

∫
v

H(s,v, s�,v�)dv = gv(s,v, s�,v�)gs(s, s
�,v�) .

.1�Q�/
C� �	�� ��������������! �	� %������� gs �����
��� �A�������� �	� ��5� 
����������� �% 
��#	�
��� 
�������! (	����� gv ���������� �	� ������� 
����������� .���
������� �&D/ %�� ���	
��5�� �	� ��5� 
����������� �������
 � &�%��� UKPV �� 
�
����
 � �	� �A��������� ��������
.1�Q1/ ����# �	� ����
����� 
�-��
 �� .1�Q�/ ��
 .1�QR/� 6�
�����# %������� gv (��	 �	�

�
�� �% F����# ��
 D���	 UR�V! .1�Q�/! �	� %������� ��
���� ��

gv(s,v, s�,v�) = δ(v − vfrag(s, s
�,v�)) . .1��2/



P1 ���	��
 �� 	���
��� ������ ��
 �	
���

C� �� ����
�
 �	�� �	� %��#
���� �% � 
������ �% ��5� s� ��
 ������� v� 	��� �	� ��
�
������� �����
�
 �	�� �	� ��� �% ��
� ��5��

�	� �������� �% �	� �����
�� ����,�� �������� �% �(� �����! ����

Q = −Q− + Q+ . .1���/

�	� -��� ���
! Q−! J�����-�� �	� ���� �% 
������� 
�� �� ����,�� ��
 � �����
 ���
 Q+

��H���� �	� #��� �% �
����� 
��#	��� 
�������� �	� ���� �% ���#� 
������� �� ����
 �� �	�

�
�� �% %��#
�������� %��J���� ! .1�Q2/! ��
 �	� ��
��� 
����������� %������� f(s,v)��

C� ���
�
Q−(s,v) := −νfrag(s,v)f(s,v) . .1��1/

�� ������ �	� #��� �% 
��#	��� 
������� �% ��5� s ��
 ������� v .(��	�� �	� #������ ����
�
ds× dv/ �� �� ��O����� �� �����
�� ��� �	� ���#���� 
������� �	�� 
������#���� ��
 �	�� ���
���#�� �	�� ��5� s� �	� ������� �% 
������� �	�� 	��� �	� ����������� ��5� ��
 ������� 
���������� �� Q+� �	��� �����
��������  ���
 ��������

Q+(s,v) :=

∫
s>s�

∫
v

νfrag(s
�,v�)f(s�,v�)H(s,v, s�,v�)ds�dv� , .1��P/

(	��� νfrag ��
 H(s,v, s�,v�) ��� �����-�
 �� .1�Q2/ ��
 .1�Q�/! ����������� �

��%�� ��������� ��� ������	��	� �� "�������

�	� ��������� �% �(� ����
 ��������� ���
� �� � ���J�� ������! ���� �	� ������	��#� �% 
��

����
� D�� 
�������! �� �	� ��	�� 	��
! �	� ����� �% ��������� ��� ���
 �� ������
!
����������� �� ��	��! 
��� ������ �=����� C� �� ����! �	� ��������� �% 
������� �������
���� �	��#�� �% �	� 
������ ��5�� ��
 ����������� C� �� ������� �	�� �	� ��������� �% 
�������
�� 
��� ��,�� �% �	� ��J��
 ����
� %������� �� � ���� � ���
 �� 	�#	� �� J�����% �	�
�
�������� �% ���������! �	� �����#� ��
� ���(��� �(� ����������! τ̄c U�V! �� ��
����
 (��	
�	� �����#� 
������ �������� ��
�! τ̄d .��� .1��Q//� 0��	 �	��� ��
� ������ �	� 
������
<��
��� ��
���! .1�Q/! ��� �� ��
�-��
 � 

Knd =
τ̄c
τ̄d
. .1��K/

C� ����(� �	� %����(��# ����#��������� �% ���� ��

7
8 C% Knd 	 1! �	� 
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8 C% Knd � 1! �	� 
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�
�����
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 �	� ���� � ���
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�
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C� )	������ K �� � �	� ���� �� ����
�
 �� �� 
����� ��
 �	���%��� ��� �	� ���������!

��# %���� ��
 ����������� ��� �����
���
� F�(����! �� � ��������� ���
 �� �����
���

�� �	� 
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������ 
�
�� .)	����� P/ �	� �	���
���� �% �����
��# 
������� �� ����H 

�������
 	����

)�������� ��
 ����������� 	��� ���� �A�������� ���
��
� C� �� � ���B��� �% 	�#	 ��������
�� 
��������# U�! 11! �1V! ���� %��
����� U���V �� �� ������������ UP2V� D�� ���� � ��
��
������� � ���
�! ��������� 
�
��� (��� �������
 � *�	�
 U1V! &�%��� UKPV! "����
�
UKRV! ������� �� ��� U�RV! ?N����,� U���V �� ���#�� �� ��� U�KKV�

=�.
��� �� &���
�
��:
�	� ��������� �% �(� 
������� �� 
����
���
 � ������� ����
������ �	� 
�
����������
�
���� ����
����! b! �	� ����� �% 
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��! Δ! ��
 �	� ��������� 0���� ��
���! Wecol

��� �
������� ����� �� �	� ����#��������� ��
 
�
�����# �% 
������ ���������� �	� ���

�-��
 � 

0 < b :=
L

Rs +Rb
< 1, 0 < Δ :=

Rs

Rb
< 1, Wecol :=

2ρ�Rsv
2
col

σd
, .1��Q/

(	��� �	� ��������� ������� �� �����-�
 ��

vcol := |vs − vb| . .1���/

D�� �	� 
�-������ �% L! Rs! Rb! vs ��
 vb ��� D�#��� 1�K� �	� �
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���� �	�����
������� �	� 
�#��� �% �A��������� �% �	� ���������� �	� ����� �% �	� 
������ ��
�� ��������
%�� �	� 
��� 

��� �% �	� �����
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 ��
������
���
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��� ��� ��
���
 �� 
�-�� -�� ��#�
�� �% ���������� �	��� ��� �	� ��#�
�� �% .��� D�#��� 1�Q/
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 ���������� �	�� ��H��� �	� ���������� 
�% �	� ���������� ���������� �	� ��� 
�����
 �� Ecoll! Ecoal! Eref ��
 Estre! ����������� 
��
 �����% �	� ���
������

0 < Ecoll < 1, Ecoal, Eref , Estre ≥ 0 ��
 Ecoal + Eref + Estre = 1 , .1��R/

(	��� �	� �	�������# ��#�
� �� ������ ��� ����
� ��
 �	� 
��� �% �
��� ���������� �� ���
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���� �� �	� �������� �% �����
�� ����,��! �	� �������� �% �����������! Γ(f)! (	��	

����
� �� �	� ��
��� 
����� %�������! f ! �� 
���
�
 ���� �(� �����! ����

Γ(f) = −Γ−(f) + Γ+(f) . .1���/
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 �	�� ���������� �	� ���� �� (	��	 
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��������� �� �������
 %��
 �	� �����
������� �% ��� �������� ��������� �������� �% ��5� s◦ ��

������� v◦� �	� ��������# ���
 	�� �	� %����(��# ����������

Γ−(f)(s,v) =

∫
v◦

∫
s◦

∫ 1

0

f(s,v)f(s◦,v◦)
{
Ecoll(Ecoal + Eref )

(
√
s+

√
s◦)2

2
b

}
db ds◦ dv◦ ,
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��# �	� ���������� 
�� �� ������	��# �� ��� �=��� �	� ��5� ��
 ������� �% �����
��#

��������

�	� ���
 Γ+(f) �������� �% �(� �����! ��� %�� �	� ���������� 
�� �� ��H������ ��

��� %�� �	� 
�-���� �����������! ����

Γ+(f) = Γ+
ref(f) + Γ+

coal(f) . .1�R2/

�	� -��� ���
 J�����-�� �	� ���
������ �% 
������� 	����# ��5� s ��
 ������� v ��

���#������# %��
 �	� ���������� �% 
������� �	�� ���#����� 	�
 �	� ��5� s◦ ��
 ������� 
v◦� �	� ��5� �% 
������� ��� �� ����
�
 �� ��
��� �	� ��
� ��%��� ��
 �%��� ����������
F�(����! �	� ������� �% �	� ���
���
 
������� ��� �	��#�� C� �� 
�
����
 � �	� �������
��������� ��(

v′
s = vs − 2s

3/2
b

s
3/2
b + s

3/2
s

{(vs − vb) · n}n, s′s = ss ,

v′
b = vb +

2s
3/2
s

s
3/2
b + s

3/2
s

{(vs − vb) · n}n, s′b = sb ,

.1�R�/

(	��� �	� ������������ �% 
��� ��
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����
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 �	� ���� ���
�� ������ ���(��� �	�
������� �% �	� 
�������! n! 	��� ���� ���
� �	� �������� %�� �	� ��H�����# 
������� ���
�

Γ+
ref(f)(s,v) =

∫
v◦

∫
s◦

∫ 1

0

f(s′,v′)f(s◦,v◦)

{
EcollEref

(
√
s′ +

√
s◦)2

2
b

}
db ds◦ dv◦ .

.1�R1/
C� �	� ���� (	�� �(� 
������� 
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 ������� 

s = (s3/2
s + s

3/2
b )2/3,

v =
s
3/2
s

s
3/2
s + s

3/2
b

vs +
s
3/2
b

s
3/2
s + s

3/2
b

vb .
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0��	 �	��� ���������! �	� ����������� �% � 
������ (��	 ������� v∗ ��
 ��5� s∗ < s! ��
 �

������ �% ������� v� ��
 ��5� s� ��� �� �A������
 ��

Γ+
coal(f)(s,v) =

1

2

∫
v◦

∫
s◦

∫ 1

0

f(s�,v�)f(s∗,v∗)J
{
EcollEcoal

(
√
s� +

√
s∗)2

2
b

}
db ds∗ dv∗ ,

.1�RK/
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 ������ �� ����� ��� ����" dS = Ecoll(Ecoal + Eref ) (
√

s+
√

s◦)2

2 bdb" 	� 
����� ��� 	���	���(
	��� 
���� ��
�	�� �� 
���	�	�� ��7��
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(s�,v�) =

(
(s3/2 − s∗3/2)3/2,

s3/2v − s∗3/2v∗

s�3/2

)
.1�RQ/

(�� ���%��
�
 ��
 �	� L������� J = s5

s�5 (�� ���
� C� �	���
 �� ����
! �	�� �	� %�����
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�� � 
������ �	�� �� ������
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 � H�� (���! %����# ��(��
� −ex! (��	
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U = −αxU
′, V = αyV

′ ��
 W = αzW
′ U
 �−1V .1�R�/

�� �	� 
��������� −ex! ey ��
 ez! (��	 
��
����

D = βdD
′ U
V .1�RR/

��
 
���
M = (1 − γ)M ′ U,#V . .1�R�/
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������� �% ��5� d′ ��%��� ��

d �%��� �����	��#  ���
�

u = −αxu
′, v = αyv

′, w = αzw
′ ,

d = βdd
′, m = (1 − γ)m′ ,

.1�R�/

(	��� ��� 
������� �� �	�� ��� 	��� �	� ��
� ���������� u′, v′, w′, d′, m′ ��%��� ��
 u, v,
w, d, m �%��� �����	��#� C% �	��� 
������� ��� ����
�
 �� �� ��	������! �	��� 
���! m U,#V!
��
 �	��� ��
���! n U�V! ��� ������
 � 

m =
4

3
ρ�π

(
d

2

)3

n . .1��2/

�������� .1�R�/4,5 ��
 .1��2/ ��� ���
 �� ������ �	� �����	��# ���
�����!

n =
1 − γ

β3
d

n′ , .1���/

� �������� ���(��� �	� ��
��� �% 
������� ��%��� ��
 �%��� �����	��#� )����J����� !

������� �% 
��
���� d′ .�� ���%��� s′/! 
��� m′ ��
 ������� v′ = (u′, v′, w′)� ��� �����	�

���� (1 − γ)/β3

d 
������� �% 
��
���� βdd
′ .�� ���%��� β2

ds
′/! 
��� m! ��
 ���������� v =

(−αxu
′! αyv

′! αzw
′)��

&������# �	� ��
��� �% ����
��� 
������� �% ���%��� ���(��� s′ ��
 s′ + ds′ ��

���������� ���(��� v ��
 v′ + dv′ � f+(v′, s′)dv′ds′ ��
 �	��� �	�� ��� ��H����
 � 
f r(v, s)dvds! �������� .1���/ ��� �� �����%��
�
 ���� �	� �����	��# ���
�����

f r(v, s)dvds =
1 − γ

β3
d

f+(v′, s′)dv′ds′ ,

u = −αxu
′, v = αyv

′, w = αzw
′, s = β2

ds
′ .
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 ��
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 �% �	� �����	��# ���
�����

f r(u, v, w, s)dvds = − 1 − γ

αxαyαzβ5
d

f+(− u

αx
,
v

αy
,
w

αz
,
s

β2
)dvds . .1��P/
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∂ψ

∂t
+ ∇x · (ψu) = −∇x · (Φ) + Π + Γ , .P��/

(	��� ψ(x, t) �� � #������ �	 ����� ��������! u(x, t) �	� ������� ��
 Φ(x, t)! Π(x, t) ��
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∂f

∂t
+ ∇x · (vf) + ∇v ·

(
F(v, s)

md(s)
f

)

+
∂

∂s
(K(v, s, θ)f) +

∂

∂θ
(R(v, s, θ)f) = Q(f)(v, s) + Γ(f)(v, s) . .P��K/
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��������� #�� H���������� �� �	� 
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�
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 ��
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�
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� �������
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�
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�
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t = τgt
∗ , x = Xcharx

∗ , v = Vcharv
∗ , s = Schars

∗ , θ = Θcharθ
∗ , .P��R/
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Ug(x, t) = VcharU
∗
g(x

∗, t∗) .P���/

��� 
�-��
! (	��� τg = Xchar/Vchar U�V �� �	� �	������������ ��
� ����� %�� �	� #�� H�(� �	�

�
���������� %��
 �% �	� �&D �� 
�����
 %��
 �	� ����
����� �	�� �	� ��
��� �% 
�������
�� �	� ��-������
�� ����
� [x, x+dx]× [v, v+dv]× [s, s+ds]× [θ, θ+dθ] �� �	� ��
� ��
�� �	� ���������
��# 
�
���������� ����
� [x∗, x∗ +dx∗]× [v∗, v∗ +dv∗]× [s∗, s∗ +ds∗]×
[θ∗, θ∗ + dθ∗]� �	� 
�
���������� �&D! %����(��# %��
 �	� �	��#� �% ��������� �� .P��R/!
�� 
�-��
 � 

f ∗(x∗, t∗;v∗, s∗, θ∗) = f(x, t;v, s, θ)X3
charV

3
charScharΘchar . .P���/

0��	 �	��� 
�-������� �� 	��
! �	� ,������ ���� �J������ .P���/ �� (������ ���

∂

∂t∗
(f ∗) + ∇x∗ · (v∗f ∗) + ∇v∗ ·

{(
U∗

g − v∗

τd/τg
+

gτg
Vchar

eg

)
f ∗
}

+
∂

∂s∗

(
τgK

Schar
f ∗
)

+
∂

∂θ∗

(
τgR

Θchar
f ∗
)

= τgΓ + τgQ , .P�12/
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��������
 � (τgX
3
charV

3
charScharΘchar)� D��
 �J������ .P�12/ �	� 
�-�

������� �% �	� 
�
���������� ��
���� ��� �������
 ��

St(s∗,v∗) :=
τd(Schars

∗, Vcharv
∗)

τg
, .P�1�/

Ev(s∗,v∗, θ∗) :=
τg

−Schar/K(Schars∗, Vcharv∗,Θcharθ∗)
=:

τg
τev(s∗,v∗, θ∗)

, .P�11/

He(s∗,v∗, θ∗) :=
τg

Θchar/R(Schars∗, Vcharv∗,Θcharθ∗)
=:

τg
τhe(s∗,v∗, θ∗)

. .P�1P/
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Fr :=
Vchar

gτg
. .P�1K/
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Q∗(s∗,v∗) := τgQ(Schars
∗, Vcharv

∗), Γ∗(s∗,v∗) := τgΓ(Schars
∗, Vcharv

∗) . .P�1Q/
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∂

∂t
(f) + ∇x · (vf) + ∇v ·

{(
Ug − v

St
+

1

Fr
eg

)
f

}

− ∂

∂s
(Evf) +

∂

∂θ
(Hef) = Γ(f) + Q(f) . .P�1�/
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 %�������� ��� ���������
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�
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������ ��� �����
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 �% �	� �	 ����� 
�
���� )����J����� �	� ��� �� ���
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��
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�������� �	� kth ������ �� �	���
��������
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��# %����! (	��	 ��� �������
 � ������# �	� �J�������

dxk

dt
= uk,

duk

dt
=

Ug(xk, t) − vk

St(sk,vk)
+

1

Fr
eg, .P�1R/

dsk

dt
= −Ev(vk, sk, θk),

dθk

dt
= R(vk, sk, θk), .P�1�/

%�� ���	 �% �	� Nd ������� .k = 1, . . . , Nd/� �	� ����,�� ��
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�������
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fPD(x, t;v, s, θ) =

Nd∑
k

wk(t)δ(x − xk(t))δ(v − vk(t))δ(s− sk(t))δ(θ − θk(t)) , .P�1�/

(	��� wk �� �	� (��#	� �% �	� kth ������� �	� ������������ �% �	� �����A�
��� �&D ����
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� T �%��� ��
� ��#���� T �	� ��������� �J������� ��
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dwk

dt
= (Γ(fPD) + Q(fPD)) |k . .P�P2/
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������� ��
���! �	��� �J������� ��� �� ���#�� ������������� �	�� 
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� �� ����5��� ��
 �	�� �A����� �	� �=��� �% ��� ��	��
�	���� ���� ��� ���������� �	��� ��
 ���� ������ ?�� ��� ���� �	��, �% �	� �	��
 ������
������ �� ������# %��� � ����������� ��
 �����
����# �	� ������� �������� J��������� (	��	
���������� �	� ������# ����������
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�������� ���
� �� �� �������� ��	������ �% �	� (����,��(� �������� ���������� �����
���
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 �� ��� ���������� 	 ��������� C� �
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����� ������
���� �	� ��) ������� ��� �� 
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�� ������� 
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�
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�� ������� �	� 
�O������� 
�������
 �� $������ P�P�1 ��
 �� ��,� ���� ������� ���������
�=����! DX����� �� ��� UQ�V ��
 <��%
��� �� ��� U�KV ���
 ������� �J������� %�� 	�#	�����
��
������� 
�
���� �	�� ��� ����
 �� �	� ���
������� �������� ������� �&D �����
���
 � 
���,� U�PPV� �	��� � �� �% "���� 
��	�
� ����� ��������� �J������� %�� �	� 
��� ������� 
Ud

i :=
∫
v
vifvdv ��
 �	� ������� ������� 
�
����

Rij :=
1

n

∫
v

v′iv
′
jfvdv, Sijk :=

1

n

∫
v

v′iv
′
jv

′
kfvdv, Qijkl :=

1

n

∫
v

v′iv
′
jv

′
kv

′
lfvdv, .P�P�/

(	��� v′ = (v−Ud) �� �	� ������� H��������� ��
 n �	� ��
��� 
����� �% 
�������� �	�

�=����� 
�
��� ��� ����#�����
 �� -���! �����
 �� 	�#	�����
�� 
�
���! 
����
��# �� �	�
��
�� �% 
�
���� �	�� ��� �����
���
� C� �	� %��
� �% ,������ ���� �J������ .P�1�/!
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ffirst(x, t;v, s, θ) = n(x, t)δ(v −Ud(x, t))δ(s− s̄(x, t))δ(θ − θ̄(x, t)) , .P�P1/

(	��� s̄ ��
 θ̄ ��� �	� �����#� ���%��� ���� ��
 ��
�������� �% 
������� �� � �������� ��

��
�� �	� ������������ �% �	�� �����A�
��� �&D ���� �	� ,������ ���� �J������ .P�1�/!
�	� 
������������� (��	 1! s3/2! s3/2v ��
 s3/2θ! ����������� ��
 �	� ����#������ �% �	�
��������# �J������� �� �	� ��
����� ����������������� �����  ���
�

∂n

∂t
+ ∇x · (Udn) = −ψn(Ud, s̄, θ̄) + Cn(Ud, s̄) ,

∂m

∂t
+ ∇x · (Udm) = −ψm(Ud, s̄, θ̄) + Cm(Ud, s̄) ,

∂mUd

∂t
+ ∇x · (mUd ⊗ Ud) = −D(Ud, s̄) − ψmv(U

d, s̄, θ̄) + Cmv(U
d, s̄) ,

∂h

∂t
+ ∇x · (Udh) = −H(Ud, s̄, θ̄) − ψmv(U

d, s̄, θ̄) + Cmv(U
d, s̄) .
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C� �	��� �J�������! m ���������� �	� 
�
���������� 
��� 
����� ��
 h �	� 
�
����������
���	��� �% 
�������� D! ψ! H ��
 C ��� �	� ������ ���
� %�� 
������ %�����! �����������!
	�����#! ��������� ��
 ����,�� %�� ���	 �����#�
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 �� � ��������� �	��! ��
���� �� �	� ��������� "�������
�������	! ��� 
������� �� �	� ��
� �������� 	��� �	� ��
� ������� (	��	 �� �J��� �� �	�

��� �% ��� �	� ��������� �������# �� �	�� �������� .M����, ���������N 
�
��/� ?� �	� ��	��
	��
! �	� ��������� �J������� .P�PP/ 
� ��� �����
� �������� ���
� .������������� #��

 ��
���/! ��
 �� �J������ %�� �	� ��
��� �% 
������� 
��� ��� 	��� �� �� ���������
!
�� �� �	� ���� %�� �	� ��������� "���� 
��	�
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�
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�����
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.
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���
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�
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�
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�����
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����� �	� ��������� ���
� �� �	� 
�
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����������� �� ����
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 �� ��
����� �� �� �J��������
 
����������� ���������
��# �� �	� ����� �A��������� .6�A(������/

������������ �	� ��,��(� 	�#	�����
�� 
�
���� ��������# �� �	� ��������� �J�������
��� �����
 � ����# � #��
�����
�=����� 
�
��� �	� �����
���
�� 
�
�� �% $�
���� U�QRV!
%�� �A�
���! ���� �	� �������

Sijk = −Kip
∂

∂xp

Rjk −Kjp
∂

∂xp

Rki −Kkp
∂

∂xp

Rij , .P�PK/

(	��� Kpq = (3/τd +1/τc)
−1Rpq� �	�� 
�
�� ��� 
������� H�(� �	�� 
������ ��� ���#	�� 
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 �	� �J��������
 ������� 
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� �	����

�
����� �	� 
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MK,L,M
ijk (x, t) :=

∫
R3

∫
R+

∫
R+

sKθLvivjvkf(x, t;v, s, θ)ds dθ dv , .P�PQ/

(	��� K! L ��
M ��� �	� ��
��� �% �	� 
�
��� (��	 ������� �� �	� ���%���! ��
��������
��
 ������� ��������! ����������� � M �#���� ���� (��	 �	� ��
��� �% ������� ��
����� �	�

�
���� ��� �����#�
 J��������� �% �	� �&D ��� ��� ���� �� ����������
 �� 
��� �	 �����
-��
� �� �	� 
������ ����
� �	� 
�
���� ������
 �� [K,L,M ] = [0, 0, 0] ��
 [K,L,M ] =
[3/2, 0, 0]! %�� �A�
���! ��� ������������ �� �	� .�����#�/ ��
��� ��
 .�����#�/ 
��� �%

������� �� ��� ����� �� ����� ��
 ��
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��� 
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��� �������
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�
��� ������# �� �	� ����#����
 ,������ ���� �J���
���� ��� ���������� %�������� �% �	� �������� ��������� ��
 �	� ����#���� �% �	��� %��������
������ �� �A������
 �� ���
� �% �� �% �	� 
�
���� ������# �� �	� 
�
��� ��������� �J���
������ ������! �	� ��������� �J������ �% �	� 	�#	��� ��
�� 
�
��� �� ������� �������� �

�
��� �	�� �A���
� �	� ��
�� �% �	� 	�#	��� 
�
��� � ���� �	�� 
�
��� �� ��,��(�
������� �� ��������� �J������ �� %��
�����
 %�� ���� �	� ������� 
�
��� 
��	�
� .%�� ��
�������( ��� >����	 �� ��� UR1V! 6���	���� �� ��� U�2�V �� ��
,���	�� U�P1V/ 
�=�� �� �	�
(� �	��� �������
 ����#���� ��
 �	� ��,��(� ������� 
�
��� ��� �����A�
���
� C� �	�
��
���
�� �% �	�� (��,! �	� %���� �� �� J��
������ ��
 ��������� 
��	�
� ������� �	� 
��� 
�
��� 
��	�
� �	�� ����( �	� ������� �% �	� ,������ ���� �J������ (��	��� ��
����#
�	� #�������� �% �	� �	 ����� ���� 
�
����

>��������� ���
��� ��� 
�
��� 
��	�
� �	��! �� ���� �% �	� ,������ ���� �J������
.P�1�/! ��� ����
 �� �	� %����(��# �����A�
����� �% �	� �&D

fQu(x, t;v, s, θ) =

β∑
α=1

wα(x, t)δ [v − Uα(x, t)] δ (s− sα(x, t)) δ (θ − θα(x, t)) ,

δ [v −Uα] :=

d∏
i=1

δ (vi − (Ui)α) .

.P�P�/

�$�� � ����	��� ���	���	�� �� ��� ������ ��������� �*���	��� ��� 0�
�	�� /
�

���" �� ���� �����" ��� ������ ��������� �*���	��� 
���� �� ������ ��� � ��	�� ��� �� �������"

��� 9D$ 
���� ���� �� ��
������
���" 	� �� ���" ��� ���� ���
	�� ����� �� ��� 9D$
 $�� � B����	��
�	���	���	��" ��� �!�����" ��� ���� ����� ������� MK " (K = 0, 1, 2) ����� �� �� 
	���
 �� ����	���
	� 0�
�	�� �
�
> ��� ����� 	� .������ - ��� �	)� �	���	���	�� �� ������ 
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����� 
���	������� ����
����&��" 
���	�	��" ���� ���
�� �� �������(���� 	�����
�	�� ��� �������
 ���������" ��� ��
������
�	�� �� ���
9D$ �	�� ������	
�� �!�����	��� �	&� ��� F��	�(F������ �	���	���	�� #
�
 �7�" �??�% 
�� �� �	�����	��

�������" 	� 	� ��
� ���� ������� �� 	�������� ��� �����	
�� ������� ��� 	�� 
�����	��� �	�� �!���	�����
�� ��� ����� �� �������
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F���! β �� �	� ��
��� �% ��
��! d �	� 
�
������ �% �	� ������� �����! wα(x, t) �	�
(��#	� �% ��
� α! (	��	 �� ��J����
 �� �� ������#������ Uα! sα ��
 θα ��� �	� ��������
��������� �� ��
� α! ���� �����
 ���������� 0��	 �	�� �����A�
����� ���� ����#��� �� �	�
����#����
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 �	� ��,��(� ������� 
�
��� ��� �����%��
�
 ����
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�
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�

MK,L,M
ijk =

β∑
α=1

wαs
K
α θ

L
αUαiUαjUαk , .P�PR/

(	��� ��� J��������� �� .P�PR/ 
����
 �� x ��
 t ��� � C� �	�� ��
 �������� �	� 
�
��� ��
#������� ,��(� %��
 � �������� ��
� ����! �� ������� �� ����
�� ���
������ �	� �������
�% �	� J��
������ ��#����	
� �� �� -�
 �	� (��#	�� ��
 ��������� ����# �J������ .P�PR/ ��

�	� ,��(� 
�
����� �	� ��
��� �% 
�
���� 
��� �� ����� �J��� (3 + d)β! (	��	 �� �	�
��
��� �% ��,��(� (��#	�� ��
 ��������� �� .P�P�/� �	� �	���� �% 
�
���� �� ��� ���J��
��
 
����
� �� �	� J��
������ 
��	�
 ��
 �	� ��B������� �% �	� �������#����� ����
�	����� ��� ���
 �� �������J�� ��������� ��
 ��#����� (��#	��! ���� ���	 ����� ����������
UQRV� C� �	���
 �� ����
! �	�� ������� .P�P�/ 
��� ��� ��
�� �	� �	���� �% �	 ����� 
�
���!
���� �	� ��������������� �% �	� 
�
��� %�� Ev(v, s, θ)! He(v, s, θ)! Γ(fQu) �� Q(fQu) .���
)	����� 1/ 
� ��� ������� �	� ������� �% �	� 
�
��� ��������� �J��������

�	� ��
��
���� 
����� �� 
�
���	 .S6�6/ (�� -��� %��
�����
 �� ���R � 6�>��(
U�2�V %�� �� ������� � ���
 ��
��#���# �	� �	 ����� ��������� �% ���
��������! ��������
����! ����������� ��
 ����,��� C� ��� ���#���� ������� S6�6 (�� ������
 �� ,������ ���� 
�J������� (��	 ��� �������� ��������� 6�>��( U�2�V �	��� �	� 
������ ��
��� ��
 ������
�����
 �	� 
�
����! Mk �% ��
�� k = 0, . . . , 2β − 1 .β = 3, 4 �� 5/� �	� 
��� ���� �%
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�������� �J������ � ���
 ���� � (��� ���
��
�����
 ��#������� ������
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��� UQ�! R1! �2�V/� F�(����! �	� 
��	�
 �� ��
���
 �� ��� .
�����������/ �� 
�A�
�� �(�
.����������/ �������� ��������� .�%� U��PV/! (	��	 �������� ��� ����������� �� ��� 
�������!
��������	��
�� ���� � �	�� �A�������� ��)� *��	��#	 S6�6 �� ��� ���� �� 
������� �	�
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f(x)dx =

∑β
α=1 �αf(xα)
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������� �������� ���������� C� �	� �����A� �% ���� �! �	� ���������
�J������� %�� (��#	�� ��
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������� 
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�����������! 
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�
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���������� �	� ��
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 ��

∂

∂t
(f(t; s)) =

∂

∂s
(Ev(s)f(t; s)) . .P�P�/
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�
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∂

∂t
(MK) =

∫
R+

sK ∂

∂s
(Evf) ds , .P�P�/

(	��	 ��� �� %���	�� �����%��
�
 ����

∂

∂t
(MK(x, t)) =

[
sKEv(s)f(x, t; s)

]s=∞
s=0

−K

∫
R+

sK−1Ev(s)f(x, t; s)ds . .P�K2/

0��	 �	� ����
�����! �	�� �	� ��5�� �% �	� 
������� ��� ��� ���#�� �	�� ��
� -���� �����!
�J������ .P�K2/ ����� ����

∂

∂t
(MK(x, t)) = −δK0Ev(0)f(x, t; 0) −K

∫
R+

sK−1Ev(s)f(x, t; s)ds , .P�K�/
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 δK0 ���������� �	� <�����,�� 
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δK0 =

{
1 �% K = 0,

0 ��	��(��� .
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fSec(x, t; s,v) =

Ns+1∑
k=1

1sk≤s<sk+1
ak(x, t)δ (v − Uk(x, t)) δ (θ − θk(x, t)) gk(x, t; s) ,
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∫
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∫ sk+1

sk
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gk(x, t; s) = exp (−bks) , k = 1, . . . , Ns + 1 (��	 bNs+1 > 0 . .P�KQ/
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∫
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Ûg = −∇x̂p̂ +

1

Reg
∇x̂ · T̂E − 1

Frg
eg . .P��P/

�	� -��� �% �	��� �J������� �� ������ ���
 �� B����% �	� ����
����� �% �������� H�(�!
(	��	 �� ����������� %�� ��( 6��	 ��
����� C� �	�� ���� �	� ��������# p(t,x) = p0(t) +
p̃(t,x) �� ����(�
 ��
 �	� �������� p0 
���� ��� �� ��� ������� �J������� .��� �� �	� �J������
�% �����/ �% �� �� ����
�
 �� �� ��
����
��� �% ��
��

�	� �����
 �J������ 	���� �� 
�=��������� ���(��� ��
���� ��
 ��������� H�(�� D��
�
��� �� ���
� ��
���� �	� %������� ������ T̂E! �� 
�
����� ��
 �	� ���������� ���

.�����
 ���
 �� �	� ��%��	��
 ��
� �% .P��P// �� 
�
��
� C% �	� �� ���
� ��
��� �� ���#�
�	� ��������������� �� �	� ���������� ���
 ��� ��� ��
���
 � �	� %������� ��
 � �	�����
��	������ �� �������
� C� �	�� ���� �	� H�( �� ���
 �� �� ���������! ���� �	� 
����� �% �	�
H�( �� ���
�
 �� �	� ����� �	�� � ���#� ������ �% ���#�	 ��
 ��
� ������ ��� �������� 
�� �	���������� �	� H�(� �	��� ��� ������� ���	��������
 ��
������� 
�
��� �� �������
��������� H�(�� �	� ��� �����
 
����� ��
������ ��
������� .&�$/! ���#���

 ��
�������



���� ��������
��� ������ ��
 ��� ����� Q�

.�"$/! ��
 �� ���
�������#�
 �������$��,�� .�*�$/ 
��	�
� .%�� �� �������( �� �	���

��	�
� ��� ���� U�1�V/�

�	� ��	�� ��,��(� H�A�� �� �J������� .P�QP/ ��
 .P�QK/ ��� ��

��� �����A�
���
 � 
#��
�����
�=����� 
�
���! (	��	 ���
 .D������ ��( �% 	��� �����%��/

q = −λg∇xθg .P��K/

��
 .D��,N� ��( �% 
�=�����/
Jα = ρgDα∇xYα , .P��Q/

(	��� λg U0 .
</−1V �� �	� �	��
�� ���
������� ��
 Dα U
2�−1V �	� 
�=����� ���O�����
�% �	� ��
������ α �� �	� #��� 0��	 �	��� 
�
��� 
��� ������ ��H������ �� �	� 	���
��
 
�=����� H�A ������� .��#� �	� $���� ��
 &�%��� �=����/ ��� ��#�����
� D�� 
���
���	��������
 
�
��� ��� >�����#�#�� U��V�

�	� �J������� ��� ��
�����
 � �J������� �% ����� %�� �	� ���	��� ��
 �	� �	��
��

 ��
�� ��������� D�� �
��� #����! �	� �J������ �% ����� %�� �	� ���	��� ���
�

h =
∑

α

Yαhα, (��	 hα(θg) = hα0 +

∫ θg

θg0

cpα(θ◦)dθ◦ , .P���/

(	��� hα UL ,#−1V �� �	� ���	��� �% ��
������ α! hα0 UL ,#−1V ��
 θg0 U<V �	� ��%��������
���	��� ��
 ��
�������� ��
 cpα UL .,#</−1V �	� �����-� 	��� ������� �% ��
������ α�
�	� 	��� ������� �% �	� #�� 
�A���� �� �������
 %��
 cp =

∑
α Yαcpα� �	� �J������ �%

����� %�� � �
��� #�� ���
�

ρg =
pM̄

Rθg
, .P��R/

(	��� �	� ��������� #�� ��������! R = 8.314 L .< 
��/−1! ��
 �	� 
���� 
���! M̄
U,#
��−1V �% �	� #�� 
�A����

M̄ =
1∑

α Yα/Mα
.P���/

	��� ���� ���
� Mα U,#
��−1V �� �	� 
���� 
��� �% ��
������ α�

C� ���	����� #�� H�(�! ��
� �� ��� �% �	� %����(��# ����
������ ��� 
�
��

7
8 $��,�� ����
������ ζg = 0!

7

8 ����
��������� H��
� ρg 
= f(p)!

7


8 �
��� 6��	 ��
��� �����A�
������ p = p0 + p̃ ⇒ ρg = f(θg, p0, Y1, . . . , Yn)!

7
68 
����� ����������# H��
� ρ = ������ ⇒ ∇x ·Ug = 0 �

C% �	� H��
 �� ��
���������! ���� ���� �% �	� ����
������ .�/�.��/ �� ��%����
! p �� � �	���

�
 ��
�� �������� (	��	 �� ������
 �� �	� 
��� 
����� ! ������������� ��
 ��
��������
�% �	� H��
 ��� �J������ .P��R/ �� ��
� ��	�� �J������ �% ������ C% �	� H��
 �� ����
�

����
��������� ��� �	� �	��#� �% ��
�������� ��
 ��
�������� �� ���#�! �	� 
����� ���!
�� #������! ��� �� ����
�
 ��������� �	�� �� ��� �	� ���� (	�� �	� H��
 �� ����
�




�2 ���	��
 �� � ��������
��� ����� ��
 �	
�� �����


����� ����������#� C� �	� ������ ���� p �� � J������ �	�� 	�� �� �� 
����
���
 ��#��	��
(��	 �	� ��	�� M%���N ��������� ρg! Ug! h .�� θg/ ��
 Yα� �	� $��,�� ����
����� ��
 �	�
�
��� 6��	 ��
��� �����A�
����� �� ������ ��%����
 �� �	� 
���������� �% ��
�������
� ���
��

����� 4�5���	� �� �
� ����� �� �
� 0�� �
���

�	� ���� �� ��H������# �	� #�� �	��� �� ������� (� �� #��	�! �	� �������� 
����� ���(���

������ ��
 �
����� #�� ��
 �	� -���� ��5� �% � 
������ ���
 �� �	� %��
����� �% �������
����
�� �� ���! ��������
 H�(� ��
 (�,�� �	�� �	��#� �	� ������� -��
 �% �	� #�� H�(�
������! �	� ����������� �% 
������� ������� ���� � 
��� ��
 	��� �����%�� ���(��� 
�������
��
 #��� �	� ����� ����������� �� �	� 	��� ���
������ (	��	! �� � ��
������� �	�
���!
���
� �� �	� ������# �% �	� #��� D�� �	� �������� ���
������ �% ��
������� ��������� �	�
	��� ��
 
��� �����%�� ��� �
������� ��������� ������� �	� 
����
��� �	� ��	������ �%
�	� �	�
���� �������� �� �	� H�
��

�� ������ �	� ������� �J������� %�� �	� #�� H�( �� �	� #���
������ 
�A����! �	�
������������ �� $������ P�P�1 ��� ��%����
� �	�� ����(� �	� 
��������� �% �	� �J������� %��


����
∂ρ̄g

∂t
+ ∇x · (ρ̄gUg) = π̄m , .P���/


�
����
�
∂ρ̄gUg

∂t
+ ∇x · (ρ̄gUg ⊗Ug) = −∇x(p̄) + ∇x · T̄E

+ ρ̄ggeg + π̄v , .P�R2/

����# �
∂ρ̄ghg

∂t
+ ∇x · (ρ̄ghgUg) = T̄ij

∂Ugi

∂xj

+
∂p̄

∂t
+ Ug · ∇xp̄−∇xq̄

+ ρ̄gr + π̄h , .P�R�/

��������������
∂ρ̄gYα

∂t
+ ∇x · (ρ̄gYαUg) = −∇x · J̄α + Π̄α + π̄Y δα,fuel , .P�R1/

(	��� π̄m! π̄v! π̄h ��
 π̄Y δα,fuel ��� ������� ����������� ���
������ ���� 
�������� %�� �	�

���! 
�
����
! ����# ��
 �������������! ����������� � �	� %����( %��
 �	� ��������
���� (��	 �	� 
������ �	���� �	� ����������� �% 
������� ������� ��� �� �	� �	��#� �%
�	� %��� ������ �������������! �A�������# �	� <�����,�� 
���� δα,fuel �� .P�R1/� �	� ����
�� �	� ��������������� %�� �	� ���
������ ����� ��
 �� ρ̄g! p̄! T̄E! q̄! J̄α ��
 Π̄α ��H��� �	�
������� �	������� �% �	��� J���������� �	� ��� ��� 
�-��
 (��	 ������� �� �	� ����
� �%
�	� #�� �	��� ��� (��	 ������� �� �	� ����
� �% �	� ������ 
�A����! �����
��# �	� ����
�
�% �	� 
�������
 �	���� �	� ������� ��
 ���� 
�������� �% � #������ #�� J������ ! φ! ���
������
 � 

φ̄ = νgφ , .P�RP/

(	��� νg �� �	� ����
� %������� �% �	� #�� �	���� �	� #�� ����
� %������� �� �� �

�������
-��
 �	�� ��J����� �� �

������� ������� �J������� C� 
��� ��
������� ������������ �	�
#�� ����
� %������� �� ��� �J��� �� ��� ������� ��
� 
������� �(� %��
 �	� ��55�� �	�
����
� %������� �% �	� 
������� �� ����
�
 �� �� �
��� .< 1.0.e−4/� ����# �	�� ����
�����!
�J������� .P���/ �� .P�R1/ ���� ���� �J������� .P�Q�/ �� .P�QK/ (��	 �

������� ���
������



���� ��������
��� ������ ��
 ��� ����� ��

���
� %�� �	� 
���! 
�
����
! ����# ��
 �������������� 6�
��� %�� �	��� ���
� 
����

�� �	� 
��	�
 �	�� �� ���
 %�� �	� 
�������
 �	���� C� �	���
 �� ����
 �	�� �	� �������#
���(��� 
������ ��
 #�� �	��� �� 
��� �� �� "������� ������ )����J����� ! �	� "� 
��	�

��J����� �� �����#��# �����
��� �	�� 
������� �	� ���
������ ���
� %�� �J������� .P���/ ��
.P�R1/� �	� ������� �% "" 
��� ��� ��J���� �	�� ,��
 �% �����#��# ������� �	� ���
������
���
� �� �	� ������� �J������� %�� �	� #�� ��� �	� ��#����� ���
������ ���
� �� �	�
�J������� %�� �	� 
�������
 �	���� F����! �	� �������# �% �	� �(� �	���� 
��� ��� ��J����
�� �

������� �������# �����
����





������
 �

� ��� ������ ������ ��


��
������
�� ��
���

#�� $����
���
��

�	� ��B������ �% �	�� (��, �� �� 
�����! ����% ! ����
��� ��
 ���� � ��( 
�
��� 
��	�
�
�	�� 
��	�
 �� ����
 �� �	� ��
������ �������� �% 
�
��� ��������� �J������� 
�
���

%��
 �	� ,������ ���� �J������ .P�1�/� C� )	����� P �	� ������ �J������ (�� ����������

�� �� �	� ��#	� �	���� %�� 
�
�����# ���� ��
�������� C� (�� ���� �������
 �	�� �������� 
�	��� �� �� "���� 
��	�
 ��������� �	�� ��� ����� �	� ,������ ���� �J������ .P�1�/ �� ���
%��� ��
���A�� � * ��( 
�
��� 
��	�
 �� ��������
 	��� �	�� ��
����� �	� �
�����#��
�% �	� J��
�����������
 
��	�
 �% 
�
���� .S96�6/ UP�! Q�! Q�! ��V (��	 �	��� �% �	�
��������� 
��	�
 .$6/ UK�! KK! �P! ��! �RV� �	� ��������# "������� 
�
��� 
��	�
 ��
���� �� 
������� �	� ��� 
������� ������ �% ���� � .�����������! 
��#! �����	��#/ ��
 �	�
���A������� �% �(� �� 
��� 
������ ���������� �� ��� ��������� �	� ��( 
��	�
! 
����
 �	�
J��
�����������
 ��������� 
��	�
 .S9$6/! �#���� (��	 �	� 
�
��� 
��	�
� ��������

�� )	����� P �� �	�� �� �� ����
 �� 
�
��� ��������� �J������� ��
 �	�� �	��� �J�������
	��� �� �� �����
� F���! � ��( ��
 
��� #������ �����A�
��� �&D �� �������
 �	��
��
���� �� �	� �����A�
������ �% &�%��� ��
 ;����
��� UKKV ��
 D�A UQ�V �� �� ������
�� ��� U��V (	�� ������� ���� �% ����
����� ��� �	�����

�	� �������# ����� �% �	� 
���������� �� �	� 
�
���������� ,������ ���� �J������ .���
.P�1�//

∂

∂t
(f) + ∇x · (vf) + ∇v ·

{(
Ug − v

St
+

1

Fr
eg

)
f

}
− ∂

∂s
(Evf) +

∂

∂θ
(Hef) = Γ + Q ,

.K��/

�� (	��	 �	� �	 ����� 
�
��� %�� �	� 
��# %����! �����������! 	��� �����%��! ��������� ��

����,�� ��� ����
�
 �� �� #����� C� ��	�� (��
�! �	� %�������� St(v, s)! Ev(v, s, θ)!
He(v, s, θ)! Γ(v, s) ��
 Q(v, s) ��� �����
���
 �� ,��(�� ?� �	�� ����� �% ��
���A�� 
�	� �&D �� � %������� �% �	� ��
����
��� ��������� (x, t, v, s, θ)� ?�� �� ��
� 	�#	� 

�P



�K ���	��
 �� � ��� ������ ������

����������� ���-#�������� .��� *����
�A */ ��� �J������ .K��/ �� �����
 ���� ������ � �	�

��� 
�O������� �	�� ������� �	� ���� ����� �����
��� �% �J������ .K��/ ����

7
8 �	� ���#� ��
��� �% ��
����
��� ���������!

7

8 �	� 	�#	� ��������� �	 ����� 
�
��� .��� )	����� 1/�

��
������ �����
��� �% �J������ .K��/ �� ��� �����#	� %��(��
 ���	�� ��� ����(� ��#��������
�% 
�O������� �� .�/ ��
 .��/ #���� ������� ��
����# �����%��
������ ��
 ����
������ �� �	�
�&D�

C� $������ K�1! �J������ .K��/ �� �����%��
�
 ���� � � ���
 �% 
�
��� ��������� �J���
����� �� (	��	 �	� 
�
���� �% �	� �&D 
����
 �� �������� ��
 ��
� ��� � �	� �����
%�� �	� ��
������ �% ��
����
��� ��������� �� �	� ���� �% ��%��
����� �� �	� �	 ����� ����
������ ��������
 �� �	� ,������ ���� �J������� ������	�����! �� (��� �� �	�(� �� )	�����
� �	�� �	� 
��� 
�
���� �% �	� �&D ��� ����������
 ��
 ���������
! �	� 
��� �	 �����
���� �	���
��� ��� �� 
�������
� ��%��������� ! �	� ��
��� �% ����������
 
�
����
�� ��
���
 � �	� ��������� ��
����� ���������� �	� 
�����
 ������� �% �	� ���� 
��
��������� ��
 �	� ��
���A�� �% �	� ����������� 
����
���� �	� ��
��� �% ����������


�
���� ��
! (��	 �	�
! �	� ��
���������� �=��� �	�� ���
� �� �� ����
� C� �	�� (��,
�	� ��������� �� ��� �� ����� %�� � ���#� ��
��� �% 
�
���� �� ���� �� ����������� �	�
�&D %��
 �	� 
�
����� C� �� ������
 ����
�
 �	�� ,��(��
#� �% � ��
���
 �
���� �%

�
���� �� ��O����� �� 
��( ����������� %�� ��#�������# ������������ �� �� ��
���� (��	
��	�� ��
�������� �� �A����
����� C� (�� �	�(� �� $������ P�K�1 �	�� �	� �������# ���(���
�	� #�� ��
 �	� ��J��
 �	��� �� ����
����	�
 �� �� "������� �����! ���� �� � %��
� (	��	
������� �������
 ��(�����
�� 
�
���� �% �	� �&D (��	 #�� �	��� J���������� C� $������
K�P �	� ��������� �J������� %�� � #������ 
�
��� ��� �����
 � �����A�
����# �	� �&D
�� � (� �	�� �� ������� �� ���� �� *� �A������ ��� �% ����������
 
�
���� �� �	����� �	�
%��
���� �� 
����
��� �	� ��,��(� ����
����� �% �	� ��( �����A�
��� �&D %��
 �	�
�	���� 
�
���� ��� �	� ���B��� �% $������ K�K� �	� ����������� �% �	��� ����
����� ��
���������
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��� %�� �	� ������� ��
 ��
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ML,M
lmn (x, t; s) :=

∫
R+

∫
Rd

θLvlvmvnf(x, t;v, s, θ) dvdθ , .K�1/

(	��� L ��
 M ��������� �	� ��
�� �% �	� 
�
��� %�� �	� ��
�������� ��
 ������� 
���������! ����������� � C� �

�����! M �#���� (��	 �	� ��
��� �% ������� ��
����� �	�

�
��� �����%��
 �% �	� ,������ ���� �J������ .K��/ %�� �	� ��
�������� ��
 ������� 
��������  ���
� �	� %����(��# �A��������

∂

∂t
(ML,M

lmn ) +
∂

∂xi

(ML,M+1
lmni )

+

∫
R+

∫
Rd

θLvlvmvn
∂

∂vi

{(
Ugi − vi

St(v, s)
+

1

Fr
eg · ei

)
f

}
dvdθ

−
∫
R+

∫
Rd

∂

∂s

(
Ev(v, s, θ)θLvlvmvnf

)
dvdθ

+

∫
R+

∫
Rd

θL ∂

∂θ
(He(v, s, θ)vlvmvnf) dvdθ =

∫
R+

∫
Rd

θLvlvmvn (Γ + Q) dvdθ .

.K�P/
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8 �	� � ���
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��� ��������� �J������� %����(��# %��
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�
��� ML,M+1

lmni �� �	� �J������ %�� �	� 	�#	��� ������� 
�
���
�� 
�����#!

7

8 �	� ����#���� �� �J������ .K�P/ ������ �� ��������
 ������� �% �	� �������������� ��
�	� �	 ����� 
�
��� .��� )	����� 1/ ��
 �	� #�������� �% f(x, t;v, s, θ)!
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768 C� �	�� (��,! �	� #�� ������� ! Ug(x, t)! �� ����
�
 �� �� �������
 � ��
� ���� �����
�� ��
������ �������� �% �	� #�� H�(�

�	� ���� ����#��� �� �	� ��%��	��
 ��
� �% �J������ .K�P/ �� (������ ��∫
R+

∫
Rd

θL ∂

∂θ
(He(v, s, θ)vlvmvnf) dvdθ

=

∫
Rd

[
θLHe(v, s, θ)vlvmvnf

]+∞
θ=0

dv − L

∫
R+

∫
Rd

θL−1He(v, s, θ)vlvmvnfdvdθ . .K�K/

*���
��# �	�� �� 
������ 	�� ��
��������� θ = 0 ��
 θ = +∞! �	� -��� ����#��� �� �	�
��#	��	��
 ��
� �% .K�K/ ��� �� 
�����
�
 ��
 �J������ .K�P/ ����� ����

∂

∂t
(ML,M

lmn ) +
∂

∂xi

(ML,M+1
lmni )

+

∫
R+

∫
Rd

θLvlvmvn
∂

∂vi

{(
Ugi − vi

St(v, s)
+

1

Fr
eg · ei

)
f

}
dvdθ

−
∫
R+

∫
Rd

∂

∂s

(
Ev(v, s, θ)θLvlvmvnf

)
dvdθ

− L

∫
R+

∫
Rd

θL−1He(v, s, θ)vlvmvnfdvdθ =

∫
R+

∫
Rd

θLvlvmvn (Γ + Q) dvdθ .
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 �������
�� ��� U�RV! �	� ���%��� ����� [0, +∞) �� ����� ���� (Ns + 1) -A�
 ���������! Ik = [sk, sk+1)
(k = 1, . . . , Ns) ��
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 ��������� �	� ��-����
������� INs+1 �� �������� (	�� 
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MK,L,M
k;lmn (x, t) :=

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sKθLvlvmvnf(x, t;v, s, θ)dv dθ ds , .K��/
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� #
�
 ��C��%
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����
�	�� k �� ��� ��
�	�� Ik ���� ����
�	��� l, m, n �� ��� ����
	�� 
��������� vl" vm ��� vn




���� ������ �����
� �R

(	��� K �� �	� ��
�� �% �	� 
�
��� %�� �	� ���%��� �������� ��
 k �� �	� ������� ��
�A�
������ �	�� �	� ������� ��
��� �% 
�
���� �� ��������
 � � %����� �% (Ns + 1) (	��
�����
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 � sK ��
 ����#����
 %��
 sk �� sk+1 %�� ��� ��������
Ik (k = 1, . . . , Ns + 1)! (	��	  ���
�

∂

∂t
(MK,L,M

k;lmn ) +
∂

∂xi
(MK,L,M+1

k;lmni )

+

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sKθLvlvmvn
∂

∂vi

{(
Ugi − vi

St(v, s)
+

1

Fr
eg · ei

)
f

}
dvdθds

−
sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sK ∂

∂s

(
Ev(v, s, θ)θLvlvmvnf

)
dvdθds

− L

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sKθL−1He(v, s, θ)vlvmvnfdvdθds

=

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sKθLvlvmvn (Γ + Q) dvdθds .

.K�R/

0��	 �J������ .K�R/ �	� ,������ ���� �J������ .K��/ �� ��( ��
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C� �	� ��
���
�� �% �	�� (��, �	� �&D �� �����A�
���
 � 

f(x, t;v, s, θ) ≈ f̃(x, t;v, s, θ)

=

Ns+1∑
k=1

1sk≤s<sk+1
exp (−bk(x, t)s) δ (θ − Θk(x, t))

β∑
α=1

nα
k (x, t)δ[v −Uα

k (x, t)], .K��/

(��	 �	� ��J����
���
bNs+1(x, t) ≥ 0 .K��/

��
 �	� 
�-������

δ[v −Uα
k (x, t)] =

d∏
i=1

δ
(
vi − Uα

k;i(x, t)
)
. .K��2/

C� �	� ����� %��
���� d ∈ [1, 2, 3] 
������ �	� ��
��� �% ���� ����� 
�
�������! (	�����
β �� �	� ��
��� �% J��
������ ��
�� �� ������� ������ F���! ���	 ������� ����� 
��������
(��� �� ����������
 � �(� ��
��! �� β = 2d�� ��(! ���

Wβ
k = [bk,Θk, (n

α
k ,U

α
k )], (��	 k = 1, . . . , Ns + 1 ��
 α = 1, . . . , β .K���/


������# �	� ��� �% (2 + (1 + d)β)(Ns +1) �������� ��,��(� ����
�����! (	��� (nα
k ,U

α
k )

��� �����
 �	� J��
������ ����
����� �% ��
� α �� ������� Ik! (��	 (��#	� nα
k ��
 ������� 

�������� Uα
k � Θk ���������� �	� ��
�������� �������� �� ������� Ik ��
 bk �� �	� ����
����

�	�� 
�-��� �	� �	��� �% �	� �A��������� %������� �� ������� Ik� �	��� ��,��(�� ���
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 �� � #������������� �% �	� $6 �����
���
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����� UK�V! >�����
 �� ��� U�PV! ������� ��
 6����� U��V! ������� �� ��� U�RV T 
���
�������� ! ��� ������� �������
 � &�%��� ��
 ;����
��� UKKV T ��
 �	� S96�6 ������� 
�����
���
 � D�A UQ�V ��
 �� ������ �� ��� U��V� C� �	� ���� �% Ns = 0! β > 1! 
����#��
��#
���%��� ��
 ��
�������� ��������� ��
 �	� �
����-������ �% nα

1 (x, t) (��	 wα(x, t)! �	�
J��
������ �����A�
����� .P�P�/ �� ��������
 %��
 �����A�
����� .K��/� )�������� ! %��
�	� ���� �% Ns > 0! β = 1 �	� �����A�
��� �&D ����� ���� �	�� �������
 � &�%��� ��

;����
��� UKKV .��� �������� .P�KP//�

�	� J��
������ ���� �% �����A�
����� .K��/ ����(� �	� 
���������� �% ������ ���
�
��
.�� 
�����
�
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� C� )	����� 1 ������� ���������� (��� ����������
 �� (	��	 �������#
�% ���� 
������������! 	��� �����
 �������� ���B����� �������# .��)/! �� ��������� C� ��� �%
�	��� ���������� �	� �&D ������ �� 
�������
 (��	 �� �J��������
 .���� �����
 6�A(������/

�����������

fk
eq(v) =

M0,0,0
k

(2πσk
eq)

d/2
exp

(
−|v −Up

k|2
2σk

eq

)
, .K��1/
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� ��

(��	 
��� Up
k ��
 �������� σk

eq! ,��(� %��
 ,������ #�� �	��� .�%� U1K! 1�! �R1V/� �	��
� �� �% ������� 
����������� %������� �� �������
 �� H�(� (	��� �	� 
������ <��
���
��
��� �� ��� �
���! ���� ��������� �% 
������� �� ���J������� C� �	�� (��,! 	�(����! �	�

����� ���� �� ��� 
�
�����
 � ���������� .Knd �� ���#�/ �� �	� ���� ������ �% ���������

� ��� �	��� �	� ������� 
����������� %������� �����
��# �� fk

eq� F����! �� (���
 ��

�����
��# �� �����A�
��� �	� ������� ���� �% �	� �&D (��	 �	� �J��������
 
�����������
.K��1/� D��
 �	�� ����� �% ���(! �����A�
����� .K��/ �� ��#��
�
 �� � �����J��������


����������� %��������

*���	�� ����� �	�� �� ������� �� �	� ��
������� �% ���� ��
������� �� �	� ��������

���������� �% �	� 
��� �����%�� %��
 �	� ��J��
 �� �	� #������ %���� �	� �	�
���� ��������
�� �	� H�
� �� 
����
���
 � �	� 
��� ����� ���(��� ������ %��� ��
 �A�
���� (	��	 ��
�����#� ������
 �� �	� ����������� ������� �% �	� 
�������
 
�������� C� )	����� P ��
(�� 
�
��������
 �	�� �	� ,������ ���� �J������ �� � ���������� 
��	�
������ 
�
��
%�� ���� ��
�������� C%! �� �

�����! �� �������� ����������� 
�
�� �� �	����! �	��
�	� ����� 
��� �% 
������� 
��� ��� �� 
�������
 � �����# ����-���� ����
������ �� �	�

�
��� �����%��
 ��
 �	� ������� �% �	� 
�
��� ��������� �J�������� 9 �����
����# ��
�A��������� %������� �� s .��� .K��// %�� ���	 ������� Ik! �

������� 
�#���� �% %���
�
! bk
.k = 1, . . . , Ns +1/! ��� ��������� �	�� ����( �	� ������� �% �	� 
������ 
���� �	� ��,��(�
����
���� bk (��� ����� �� ������
 �� �	� 
�
��� ����� M

3/2,0,0
k /M0,0,0

k ! (	��	 �� ������������
�� �	� ����� �% 
��� ��
 ��
��� �% 
������� �� ������� Ik� �	� �A��������� %�������
#��������� �	�� �	� ��
��� ��
 
��� �% 
������� ��� ��(� � ��������! ������������ �% �	�
��#� �% bk�� 9���
�� �	� ���������# 
��	�
������ ��#�
���� %�� �	�� �	����! �A����
����
U��V ���-�
 �	� �A��������� �	��� �� �	� ���� �% �	� 
������ 
������������

*���
��# �	� ����
����� �� �	� �����A�
��� �&D .K��/ �� �� ,��(�! �	�� �	�
������������ �% f̃(x, t;v, s, θ) ���� �	� ����#���� �% �	� 
�
��� ��������� �J������ .K�R/
��
 ���� �	� ������� H�A MK,L,M+1

k;lmni �% �	�� �J������  ���
� � �������� �	�� �������� ��
��,��(� ���
�! ���� �J������ .K�R/ �� �����
� �	� �A��� �A��������� %�� �	� 
�
���
�J������� ��� #���� �� $������ K�Q�1�

����� �
��	� �� +�'����

D�� �	� ��������� �% �� ����������� ��� �% 
�
����! �� �� �
�����#���� �� ������ ��
�
�% �	� 
�
����! MK,L,M

k;lmn 
�-��
 �� .K��/! �� ���� �	 ����� -��
�� �	� ��
��� 
����� 
�% 
�������! n(x, t) U
−3V �� ������� Ik ��! � 
�-������ �% �	� �&D! ������������ �� �	�
5����	���
�� 
�
��� M0,0,0

k U�V� �	� 
��� 
����� �% 
�������!Mk(x, t) U,#
−3V! �� 
�-��

� �	� ��������

Mk(x, t) := Mchar

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

s3/2f(x, t;v, s, θ)dv dθ ds = McharM
3/2,0,0
k (x, t) , .K��P/

(	��� �	� 
�
��� M
3/2,0,0
k U�V ���������� �	� 
�
���������� ����
� �% 
������� �� �������

Ik ��
 Mchar U,#
−3V �� �	� 
��� 
����� �% 
������� (��	 ���%��� Schar U
2V �� �	� #��

���	� ������	�	�� ������� ���� ��� ���(�����	�� 
����
��� �� ��� 	��������� [sK exp(−bks)f(· · · )]"
#K = 3/2, 0% 	� ��� ����	�	�� �� ��� ������� M0,0,0

k ��� M3/2,0,0
k 	� #/
-%




R2 ���	��
 �� � ��� ������ ������

H�( (��	 �	������������ ���#�	 ����� Xchar U
V! ����

Mchar :=
ρ�(Schar)

3/2

6
√
π(Xchar)3

. .K��K/

�	� 
��� 
����� �% �	� 
������ ��J��
! ρ�! �� ����
�
 �� �� ��������� �	� ����
� �����-�
���	��� Hk UL
−3V �� ������� Ik �� 
�-��
 � 

Hk(x, t) : = Mchar c
d
p

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

s3/2θf(x, t;v, s, θ)dv dθ ds+H0

= Mchar c
d
pM

3/2,1,0
k (x, t) +H0 ,

.K��Q/

(��	 �	� ��%������ ���	��� H0 UL
−3V ��
 �	� �����-� 	��� ������� �% � 
������ cdp
UL ,#−1<−1V� �	� ���	��� �� 
�-��
 �� � ����
����� J������ ������� M

3/2,1,0
k ��
 ���

M0,1,0
k �� �	���� ����( �� �� �� ���
��� �% �	� ��� �% ����������
 
�
����� C� �	�� 
�-������

�	� �����-� 	��� ������� �� ����
�
 �� �� ��
����
��� �% �	� 
������ ��
��������! θ�
D����� ! �	� 
�
����
! Imk U,#
−2�−1V! �% �	� 
������� �� ������� Ik �� �����
���
 � 

Imk(x, t) : = McharVchar

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

s3/2vf(x, t;v, s, θ)dv dθ ds

= McharVcharM
3/2,0,1
k (x, t) .

.K���/

�	� ����� J��������� �% ��
���! 
���! ���	��� ��
 
�
����
 �% 
������� ��� 
�������

%�� ������� �% ������ � F�(����! �� �	� ��
���
�� �% �	�� (��, ��� �J�������! ��#����	
�!
�������! ���� (��� �� �A������
 �� ���
� �% 
�
���������� J����������

C� ��
�� �� 
����
��� �	� (2+(1+d)β)(Ns +1) ����
����� �� �	� �����A�
��� �&D
.K��/! �� ����� (2 + (1 + d)β)(Ns + 1) 
�
���� 	��� �� �� �	���� %��
 �	� ��-���� ��� �%
�������� 
�
����� �	�� �	���� �	���
 ������� �������J�� ���������! ��#����� (��#	�� UQRV
��
 �	���
 ����( �	� ���J�� 
����
������� �% bk� ?������� ! �	� ��(�����
�� 
�
����
M0,0,0

k ! M
3/2,0,0
k ! M

3/2,1,0
k ��
 M

3/2,0,1
k;i 
��� �� ���
���� �% �	� ��� �% �	���� 
�
�����

?�	��(��� �	� ��
���! 
���! ���	��� ��
 
�
����
 �� � ������� ��� ��� ���������
 .���
�J������� .K��P/ �� .K���//! ���� �� ������ �� #��������
 �	�� �	��� 
�
���� �#��� (��	
�	��� 
�
���� �% �	� �A��� �&D! (��	�� ��
� ���������� ������ D�� �	� ������� 
���������!
��� ������� 
�
���� �� �� �	� �	��
���
�� ��� �����
���
 �� (���� �	�� ������� �	�� ���

��������� �� ������� ����� ��� ������
 �J���� ��
 �	�� �	� 
�=����� ������� 
���������
��� ������
� 0��	 �	��� �����
�������� �� 
��
! �	� �	���� ��� �% ��
����
��� 
�
����
�� �����-�
 ��

Vd
k :=

{
M0,0,0

k ,M
3/2,0,0
k ,M

3/2,1,0
k ,M

3/2,0,1
k;l ,M

3/2,0,2
k;lm ,M

3/2,0,3
k;lmn

}
,

(��	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n ��
 k = 1, . . . , Ns + 1 ,

.K��R/



���� ������ �����
� R�

(	��	 ��� 6 ��
����
��� 
�
���� %�� ��� ���� ����� 
�
������ .d = 1/! 12 
�
���� %��
�(� 
�
������� .d = 2/ ��
 22 
�
���� %�� �	��� 
�
������� .d = 3/ �� ���	 �% �	�
Ns + 1 ��������� C� �	� ���� �% ��� 
�
������ ��
 �(� ��
�� .β = 2/! �	� ��
��� �%

�
���� �� �J��� �� �	� ��
��� �% ����
������ F�(����! %�� �(� ��
 �	��� 
�
�������
�	� ��
��� �% ����
����� �A���
� �	�� �% �	� 
�
���� �% β = 2d �� �	����� ?�� (� 
�� ������� �	�� 
��������� �� �	� �A������� �% �	� ��� �% ������� 
�
���� �� �	� %����	
��
��� D�A UQ�! QRV �	�(�
 �	�� �� ����
�� ��� �% 
�
����! �����
��# �	� %����	 ��
 -%�	�
��
�� 
�
����! ��� �� %���
 %�� �	� ��
�������� �% �	� (��#	�� ��
 ������� ���������
�� Wβ

k ���! �� 
�������
 �� UQ�V! �	�� �����
���� �	� %����(��# �

������� ������� #��	�!
�	� (��#	�� ��
 ��������� 	��� �� �� %���
 ��
������� � ������# � ��������� � ���
 �%
�J������� ��
 	�����! �	� ����
�� ��� �% 
�
���� ���� �����
�� 
�
���� �% ��
�� -��� D�A
UQ�V 	�� �
���
����
 � ��������� ������ �	�� �� ���� �� �������� �	� (��#	�� ��
 ������� 
��������� �� ��� Wβ

k ����# �� ����
�� ��� �% 
�
����� F� ������� �	�� �	� ���������
������ ������#�
 ��� ��� �� ��� ������ �	� ��������� �% �	��� �

������� 
�
���� ��
 �	�
��������� ������ �������� �	� ��
���������� ����� 
��������� � F����# �	��� �����
��������
�� 
��
! �� �� ���%������! �� �	� 
����� �% D�A UQ�V ��
 �� ������ �� ��� U��V! �� ��
���
�	� ��
��� �% ��
����
��� J��
������ ����
����� �� .K��/ ���	 �	�� ��� 
�
���� �� Vd

k !
�A���� �	� �	��
���
�� ����� 
�
����! ��� ���������
� C� $������ K�K�1 �	�� ����� (��� ��

�������
 �� 
��� 
�������

�	� #������ ����
������ �	�� ��� ������ 
�
� (	�� �����
����# �����A�
����� .K��/
��
 �	� ��� �% 
�
���� .K��R/ ����

7
8 D�� � #���� 
������ ���%���! �� � #���� ����� (x, t) �	��� �� ��� ��� �	������������
�����#� ��
��������

θ̄(x, t; s) :=

∫
R3

∫
R+

θf(x, t;v, s, θ) dθ dv∫
R3

∫
R+

f(x, t;v, s, θ) dθ dv
. .K���/

�	� ��
�������� 
��������� �����
 �	� �����#� ��
�������� θ̄(x, t; s) �� 5��� �� ���

���������! ��#��
���� �% �	� ����� (x, t, s)� �	�� �
����� �	�� ��� 
������� �� ���
������� 	��� �	� ��
� ��
��������! ����

θ̄(x, t; s) = Θk(x, t) %�� sk ≤ s < sk+1 . .K���/

7

8 D�� � #���� 
������ ���%���! �� � #���� ����� (x, t) ! ��� ������� 
�
���� �� �� �	�
�	��
���
��! ���� .��� .K�1//

M0,M
lmn(x, t; s) =

∫
R+

∫
Rd

vlvmvnf(x, t;v, s, θ) dvdθ ,

(��	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n ��
 M = 1, 2, 3 ,

.K�12/

%��� �	���������� �	� ���� ��	������ �� ������� ������

�D��'���	�� �� ��
 �>+� ����
� ��� ��� �� *��������� ���������� �� ����" ��� 	� ���	�	�� �� ��� ��	��(
����� 
���� �������" ��� ��
���(����� 
���� ������� ��� ��� 
��������� �	����




R1 ���	��
 �� � ��� ������ ������

7


8 �	� ��
��� 
����� �% 
������� %�� � #���� 
������ ���%��� �� � #���� ����� (x, t)!

�-��
 ��

n(x, t; s) :=

∫
R3

∫
R+

f(x, t;v, s, θ) dθ dv , .K�1�/


�������� �A���������� (��	 �	� ���%��� �������� #���# �� ��-��� � �	�� ����
�����
�� B����-�
 � �	� �A����
���� �% ������� �� ��� U��V ��
 ���
��� �	� ����
�����
bNs+1 > 0 .��� .K��//�

#�# %��&����
�� �� ��� .1&�����
�� ��
 2��
������

'���������

�	� ,� ��
������ �% �	� ��
����
 
�
��� 
��	�
 �� �	� ��#����	
 �	�� ��
����� �	�
��,��(� ����
����� �� ��� Wβ

k .K���/ %��
 �	� ��� Vd
k .K��R/ �% ,��(� 
�
����� �� �	��

��
! �	� ��������

MK,L,M
k;lmn (x, t) = ΘL

k (x, t)

β∑
α=1

nα
k (x, t) [(Ul)

α
k (Um)α

k (Un)α
k ] (x, t)

sk+1∫
sk

sK exp (−bk(x, t)s) ds

.K�11/
�� ���
! (	��	 %����(� %��
 �	� ������������ �% �	� �����A�
��� �&D .K��/ ���� �	� 
�-�
������ �% �	� #������ 
�
��� MK,L,M

k;lmn .K��/� �	� ��#	��	��
 ��
� �% �������� .K�11/ ��! ��
#������! ��������� ��
 �	���%��� �� �� ��� ������� �	�� �	� ��,��(� ����
����� �% f̃ ��
Wβ

k ��� �� ���J��� 
����
���
 %��
 �	� 
�
���� �� ��� Vd
k (	��	 ��� ,��(� %��
 �

�������� ��
� ����! �� ������� �� ����
�� ���
������
C� $������ K�P �	� 
�
���� (��� �	���� ���	 �	�� �	� ����
���� bk ��� �� ���������


����� �� �	� ���� �% �	� ��,��(� ����
������ �	� ���J�� 
����
������� �% bk �� �	� ���B���
�% $������ K�K��� �	� (��#	�� ��
 ��������� %�� �	� ��
�������� ��
 ������� �������� ���

���� (��	 �� $������ K�K�1�

����� �
� �8��������� ����'�����

*� ��������� 
�������
 �	� ��������� �% �	� ���%��� �% 
������� �� �������
 � 
����������#
�	� ���%��� ����� [0, +∞) ���� (Ns + 1) -A�
 ��������! Ik = [sk, sk+1) (k = 1, . . . , Ns)
��
 INs+1 = [sNs+1, +∞) (��	 sNs+1 = 1 ��
 �����A�
����# �	� ���%��� 
����������� �%

������� � � �����(��� �A��������� %������� �% �	� %��


f̃(x, t;v, θ, s) =

Ns+1∑
k=1

1sk≤s<sk+1
ak(x, t,v, θ) exp(−bks), sk ≤ s < sk+1 . .K�1P/

C� ��� ���� %��
 .ak �� �� %������� �% v ��
 θ/ �	�� �������	 (�� 
�������
 � &�%��� ��

;����
��� UKKV� �	� ������������ ��
 ����%� �	�� ��� �������
 �� �	�� ������� ��� ��
���� ��
�	��� �% &�%��� UKPV� �	� 
����
������� �% bk �� ����
 �� �	� %����(��# ������������

������
�
�� �: $�� Ik �� 
� ������
� %����� �� ���& �� 	���
�� 	�
�� [0,+∞) 
�� f(x, t;

v, θ, s) 
 ��	����� �������� �� ���	 ������
� ���� 
�
���	 M0,0,0
k 
�� M

3/2,0,0
k ������ ��



���� ���	����
�� �� ��� 	�
�����
� RP

%'�(&� ����� �� ���	 ������
� ����� ���	�	 
 ������ �
��� bk ∈ R 	��� ��
� ��� �������� f̃ �

	 ������ �� %'�)*&� �
	 ��� 	

� 
�
��� �
���

gIk
(bk) : =

∫
Ik

∫
R+

∫
Rd s

3/2f̃dvdθds∫
Ik

∫
R+

∫
Rd f̃dvdθds

=

∫
Ik

∫
R+

∫
Rd s

3/2 exp(−bks)dvdθds∫
Ik

∫
R+

∫
Rd exp(−bks)dvdθds =:

M̃
3/2,0,0
k

M̃0,0,0
k

.K�1K/


	 �������� f �  � ��� ������� ������
� ��� �
�

���� bk �	 	������� ��	������ ���������� ��
�	 ��		���� �� ����� 
 ��+������ ��������� Ψk� 	��� ��
�

bk = Ψk(
M

3/2,0,0
k

M0,0,0
k

). .K�1Q/

D�� �	� ����% �% �	�� ����������� ��� *����
�A 9� C� �	� ����% �	� %����(��# ����������
��� �	�(��

7
8 �	� %������� gIk
(bk) �� ������� 
��������# ��
 ���������� �� �	� �������� Ik�

7

8 C� �A	����� �	� ��
���

lim
bk→−∞

gIk
(bk) = (sk+1)

3/2 ��
 lim
bk→+∞

gIk
(bk) = (sk)

3/2 . .K�1�/

7


8 C� �	� ��-���� ������� INs+1! (	��� bNs+1 �� ������� ��������! �	� ��������

lim
bk→0+

gIk
(bk) = (sNs+1)

3/2 .K�1R/

	��
� �����

�	� ������� 
�������� 
��� �% gIk
(bk) ����(� �	� ���J�� �������� �%

gI(bk) =
1

1 − e−bkΔs

(
s
3/2
k − s

3/2
k+1e

−bkΔs +
3

2bk
(
√
sk −√

sk+1e
−bkΔs)

+
3e−bksk

2bk

∫ √
sk+1

√
sk

e−bkr2

dr

)
!
=

M
3/2,0,0
k

M0,0,0
k

, .K�1�/

(	��� M
3/2,0,0
k ��
 M0,0,0

k ��� ,��(� %��
 � �������� ��
������! �� ������� �� ����
�� ����

������ &�� �� �	� ���������� �	������� �% �	�� �J������! bk ������ �� %���
 ���� ������ �
C� �	�� (��,! �	� ���� -�
�� ������ �% �	� $�*�") )�

�� 6��	�
������ ������ UQ1V
�� ���
! (	��	 �� ����
 �� �	� ��
�������� �% �	� ��������� 
��	�
 (��	 �	� ������ �����

�	� ��
��� �% gIk
%�� ��-����� ���#� ��
 ��-����� �
��� ������ �% bk ����(� �� H�A����

��
������� �% bk� �	�� �� �������� ������� %�� ��� ���#� .�� ��� �
���/ ������ �% bkT gIk

�� ����� �� (sk)
3/2 .�� (sk+1)

3/2/ T �	� .��
���A/ ����� %������� �� �	� ��%��	��
 ��
� �%
�J������ .K�1�/ �� 
�O���� �� �������� (��	 
����� ��������� ������� � �	�� ��������� ��



RK ���	��
 �� � ��� ������ ������

�������
 (	�� �	� �&D �� 
������������ �� ���%��� ����� �� � ��� �
��� 
��� �� ������� ��
� �������� �� ������� � ���#� ��
������ ����� ��
 �	� ����	 �% �	� ��#����	
! � 
���
�� ��

� 
�A�
�� �	���	��
! bmin ��
 bmax! �� �����
���
 (	��	 ��� �� ���������
 ���� �	���	��
�
%�� �	� %������� gIk

(bk)! ����

(sk)
3/2 + εmax

k

!≤ gIk
(bk)

!≤ (sk+1)
3/2 − εmin

k , .K�1�/

(��	

εmax
k = gIk

(bmax) − (sk)
3/2 ��
 εmin

k = (sk+1)
3/2 − gIk

(bmin) . .K�P2/

C� ���� gIk
�� ��� (��	�� �	� �������� [(sk)

3/2 + εmax
k , (sk+1)

3/2 − εmin
k ] ��� ����� (��	��

[(sk)
3/2, (sk+1)

3/2]! bk �� ��� �� �	� 
���
�� �� 
�A�
�� ����� ��
 �	� 
�
��� M
3/2,0,0
k ��

��� ������� �� ����-����� 
�
�-�
! ���	 �	��

M
3/2,0,0
k = gIk

(bmax)M
0,0,0
k �� M

3/2,0,0
k = gIk

(bmin)M0,0,0
k .K�P�/

�� �����-�
� �	� ��
�������� �% �	� �	���	��
� εmin
k ��
 εmax

k ��� �� ���
����
 �� �
������������# �����

C� �� �������
 �	�� bk �� �������
 %��
 M
3/2,0,0
k ��
 M0,0,0

k ��
����
���� �% �	� ��	��

�
���� �� �	� ��� Vd

k � �	� (��#	��! nα
k ! ������� ��������� Uα

k ��
 �	� ��
�������� Θk


� ��� ����� �� �	��� �J�������� �	���%���! bk ��� �� ���J��� 
����
���
 ����� �� �	�
��
�������� ��������� ��
 J��
������ ����
������

����� �
� 9��������� ����'�����

�	� 
����
������� �% �	� (��#	�� ��
 ��������� �� ���	 ������� Ik! (k = 1, . . . , Ns + 1) ��
��( ����
 �� �	� ��� �% 
�
����

V+
d =

{
M

3/2,0,0
k ,M

3/2,1,0
k ,M

3/2,0,1
k;l ,M

3/2,0,2
k;lm ,M

3/2,0,3
k;lmn

}
,

(��	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n ,

.K�P1/

(	���! �� ��
������� (��	 Vd
k �� .K��R/! V+

d 	�� ���� ��
���
 � �	� 5����	���
�� 
�
���
M0,0,0

k � �	� ��%��
����� ��������
 �� �	�� 
�
��� (�� ��������� ���
 ��
 �����
 ����
�	� �A��������� ����
���� bk�

�	� ��,��(� (��#	�� ��
 ��������� ��� ��
����
 %��
 �������� .K�11/ ����# �	�

�
���� �� V+

d ��
 �	� ��( ,��(� ����
���� bk� ��,��# ���� ������� �	� %��� �	��
[
∫ sk+1

sk
sK exp (−bk(x, t)s) ds] �� ��(� � �������� %�� 0 ≤ sk < sk+1 ��
 K ≥ 0! �	�� �	�


�
�-�
 
�
���

M̄K,L,M
k;lmn (x, t) : =

MK,L,M
k;lmn (x, t)

sk+1∫
sk

sK exp (−bk(x, t)s) ds

= ΘL
k (x, t)

β∑
α=1

nα
k (x, t) [(Ul)

α
k (Um)α

k (Un)α
k ] (x, t)

.K�PP/



���� ���	����
�� �� ��� 	�
�����
� RQ

�� �����
���
� ������ �	�� �	�� 
�
��� 
��� ��� �����
� �	� ����
���� bkY 	����! %�� ���	
������� Ik (k = 1, . . . , Ns + 1) �	� J��
������ ����
�����

W+
β = [Θk, (n

α
k ,U

α
k )], (��	 α = 1, . . . , β, k = 1, . . . , Ns + 1 .K�PK/

��� �� ��
����
 %��
 �	� ��� �% ,��(� 
�
�-�
 
�
����

V̄+
d =

{
M̄

3/2,0,0
k , M̄

3/2,1,0
k , M̄

3/2,0,1
k;l , M̄

3/2,0,2
k;lm , M̄

3/2,0,3
k;lmn

}
,

(��	 l,m, n = 1, . . . , d, l ≤ m ≤ n, k = 1, . . . , Ns + 1 .

.K�PQ/

C� $������ K�P �� (�� ����
�
 �	�� �� ��� ������� ��� 
������� �A	���� �	� ��
� 
���
��
�������� ��
 �� 
��������� �����
 �	�� 
��� �� �������� 0��	 �	�� ����
����� �	�
��
�������� �������� �� ��� �J��� �� �	� 
��� ��
��������

Θk =
M̄

3/2,1,0
k

M̄
3/2,0,0
k

. .K�P�/

�	� (��#	�� ��
 ������� ���������

W†
β = [(nα

k ,U
α
k )], (��	 α = 1, . . . , β ��
 k = 1, . . . , Ns + 1 .K�PR/

����� ���
 �� �� 
����
���
 %��
 �	� ��� �% 
�
�-�
 
�
����

V̄†
d =

{
M̄

3/2,0,0
k , M̄

3/2,0,1
k;l , M̄

3/2,0,2
k;lm , M̄

3/2,0,3
k;lmn

}
,

(��	 l,m, n = 1, . . . , d , l ≤ m ≤ n ��
 k = 1, . . . , Ns + 1 .

.K�P�/

*��	��#	 �	� ��
��� �% ��
�� �� ���	 ���� ����� 
�������� �� �	� ��
� .	���! �� �� �(�/!
�	� �A������� %��
 ��� �� �(� ��
 �	��� 
�
������� �� ��� �������� C� �	� ��J���! �	�
�����
���� %�� ��� UP�V ��
 �(� UQ�V ���� ����� 
�
������� ��� �A������
� D�A UQ�V �A���
�

�	�� �����
��� �� ����� ��
��	���	 �� ��
� 	�
�� ��
 �� 	�#	�� ������� 
�
���� UQ�V ���
�	��� �A�������� (	��� ��� �
���
����
 ��
 ��� ���
��
 �� �	�� (��,�

C� ��� ��
��	��� �� ��
� 	�
��! �	� ��������� ���(��� �	� 
�
���� �� V̄†
1 ��
 �	�

����
����� �� W†
2 ��� 
����
���
 � .��� �������� .K�PP//

M̄
3/2,0,0
k = n1

k + n2
k, M̄

3/2,0,1
k = n1

kU
1
k + n2

kU
2
k ,

M̄
3/2,0,2
k = n1

k(U
1
k )2 + n2

k(U
2
k )2, M̄

3/2,0,3
k = n1

k(U
1
k )3 + n2

k(U
2
k )3 .

.K�P�/

D��
 �	��� ��������� �� �� ��� ������� �	�� �	� ����
����� �����
�
 ��W†
2 ��� �� ���J��� 


����
���
 � �	� 
�
���� �� V̄†
1 ������� �	� ��#	��	��
 ��
�� �% .K�P�/ ��� ����������

�	� ���J������ ��
 �	� �A������ %��
������� �% �	� 
�����# V̄†
1 → W†

2 �� �	� ���B��� �%
�	� %����(��# ������������

������
�
�� �: $�� V̄†
1 �� ��� 	�� �� 
�
���	 ������ 
	

V̄†
1 =

[
M̄

3/2,0,0
k , M̄

3/2,0,1
k , M̄

3/2,0,2
k , M̄

3/2,0,3
k

]
.K�K2/



R� ���	��
 �� � ��� ������ ������

	��� ��
�

(i) M̄
3/2,0,0
k > 0, (ii) M̄

3/2,0,0
k M̄

3/2,0,2
k �

(
M̄

3/2,0,1
k

)2

. .K�K�/

����� �� �� 
 ���
��
���� ������� 	����	�����	 , 
�� )� ����� ���	�	 ���� ��� 	�� W†
2 ��

�
�

����	 ��
� 	
��	��	 ��� ���
����	 �� %'�*-&� ���	 	������� �	 ����� ��

n1
k = (1

2
+ xk)M̄

3/2,0,0
k , n2

k = (1
2
− xk)M̄

3/2,0,0
k ,

U1
k = Up

k −
(
n2

k

n1
k

)1/2

σp
k , U2

k = Up
k +

(
n1

k

n2
k

)1/2

σp
k ,

xk =
qp
k/2

((qp
k)

2 + 4(σp
k)

6)1/2
.

.K�K1/

��� ��
������	 Up
k � σ

p
k 
�� qp

k 
�� ������ ��

Up
k =

M̄
3/2,0,1
k

M̄
3/2,0,0
k

, σp
k =

⎛
⎜⎝M̄

3/2,0,0
k M̄

3/2,0,2
k −

(
M̄

3/2,0,1
k

)2

(
M̄

3/2,0,0
k

)2

⎞
⎟⎠

1/2

,

qp
k =

1

M̄
3/2,0,0
k

(
M̄

3/2,0,3
k − M̄

3/2,0,0
k (Up

k )3 − 3M̄
3/2,0,0
k (σp

k)
2Up

k

)
.

.K�KP/

.��
����	 %'�')& 
�� %'�'*& ���	������ ��� 

����� V̄†
1 → W†

2 �

�	� ����% �� �	�� ����������� ��� �� %���
 �� *����
�A )� ���� �	�� Up
k ��� �� ����������


�� 
��� ������� �% 
������� �� ��� ������� ��
 (σp
k)

2 �� �	� ������� �������� �% �	�
�&D� ���� ���� �	�� ������������ � ��
 1 ��� �	� ,� ��
������� �% �	� S9$6 �������
�	� ����� �	� �������� ���(��� �	� 
�
���� ��
 �	� ����
����� �� �� ���J�� ��
 �	� 
���� #��� �A������ %��
�������� �% �	� ����
����� �� ���
� �% �	� ,��(� 
�
����� �	�
�����
���� %�� 	�#	�� ���� ����� 
�
������ ��� �� �	� ��
� �������������

D�� ��� ��
��	��� �� ��
� 	�
�� �� �A��� �������� ���(��� �	� �1 ����
����� �% �	�
%��� ��
� J��
������ ���

W†
4 = [(nα,Uα)] , (��	 α = 1, . . . , 4 .K�KK/

��
 �	� 
�
���� �� �� �	� �	��
���
�� �� ��� �������� ������� �	� ��
��� �% 
�
���� ��

V̄†
2 =

[
M̄0, M̄1

x, M̄
1
y, M̄

2
xx, M̄

2
yy, M̄

2
xy, M̄

3
xxx, M̄

3
yyy, M̄

3
yxx, M̄

3
yyx

]
.K�KQ/

�� ���� �	�� �	��� �% �	� ����
����� �� W†
4 � F�(����! �� �	� %����(��# �	� J��
������

����
����� �� W†
4 (��� �� ��
���
 �� ����( ��� 
����
������� %��
 �	� ��� �% 
�
����

V̄†
2 � ?��#����� ! �	�� �	��
���
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�
��� 
��	�
 (�� �������
 � &��B��
��� �� ��� UP�V!

��� ��� ���� �� ��	� ��
�	��" ��� ����� �� ��� ������� ��� ��� �����
� ��� ��� ����������� ���	�����
#K = 3/2" L = 0% �� ���� �� ��� 	���! ��� ��� ��
�	�� k ��� ���������� ��� �	���	
	��
 ��� ���
�����"
����	��� ����" 	� ��� ���� ��� ��
� ��
�	���" Ik
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��� ����-���� �	���	��
� ��
 �����A�
������ �	�� �������
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 ��
��� �% ��
�� �� �	� ��������� �% 
��� 
�
����� C� �	� ���� �%
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������ �� �(� ���� ����� 
�
�������! %�� �A�
���! �� ������ �� ��� U��V
��������� ��#	� 
�
���� �� ���	 �������! (	����� D�A UQ�V 	�� �� ��������� ��� 
�
����
�� �	� �	��
���
�� .�2 
�
����/� C� �	�� (��,! �	� 
��� #������ �������	 �% D�A UQ�V ��
%����(�
� C� �� ������
����
 (��	 �	� 
��� ������ 
��	�
 �% �� ������ �� ��� U��V! (	���
��
������ ������������� ������
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 �% D�A UQ�V ��

����� (��	 
�-������� �% �	�

��� 
������ ������� ������

Up :=

[
M̄1

x/M̄
0

M̄1
y/M̄

0

]
, .K�K�/

��
 �	� ������� ���������� 
����A

σU = [σ̄ij ]

:=
1

M0

sk+1∫
sk

s3/2

∫
R+

∫
R2

(v −Up) ⊗ (v −Up)f(x, t;v, s, θ)dvdsdθ

=

[
M̄2

xx/M̄
0 − (Up

x)2 M̄2
xy/M̄

0 − Up
xU

p
y

M̄2
yx/M̄

0 − Up
yU

p
x M̄2

yy/M̄
0 − (Up

y )2

]
.

.K�KR/

�	� 
��� �
�� �% D�A UQ�V �� �	�� �� ������� �	� ������� �������� v � � ��( ��������!

X =

[
X1

X2

]
:= A−1(v − Up) , .K�K�/

(��	
v = AX + Up . .K�K�/

�	� ������ �����%��
����� 
����A A �� �	���� ���	 �	�� �	� ���������� 
����A σX 	�� ��
�=�
��#���� ���
����� D�A UQ�V ���� �	� )	����, 
���
�������� �% �	� ���������� 
����A
σU ! ����

σU = L�L, (��	 L =

⎡
⎣σ̄1/2

xx σ̄xy/σ̄
1/2
xx

0 σ̄
1/2
yy

⎤
⎦ , .K�Q2/
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��
 �
����-�� �	� ������ �����%��
����� A (��	 �	� ��(�� �����#���� 
����A L�� �	�
)	����, 
���
�������� ��� ��� �� ������
 �� � 

����� ��
 �������� 
�-���� 
��������
*� σU ��� ����
� ���#���� .det(σU) = 0/! ��#� %�� 
�������
 H�(� �	�� 	��� �� ������� 

���������! �	� 
��	�
 �% �� ������ �� ��� U��V �� ���
 �� �	��� ������

C� �	� ���� σU �� �������#����! �	� ���������� 
����A �% �	� �������� X ��
���� �� �

σX =

[
1 0

0 1

]
. .K�Q�/

�	� ��( �������� X �� ������
 ��
 ���
�����
 �� �	� ����� �	�� ��� �����
���
�� �����

�
���� ��� 5��� ��
 ��� ���
���������� �����
���
�� 
�
���� ��� ���� �	���%���! �	�
��
�������� �% �	� J��
������ ����
����� ���������
��# �� �	� �������� X! ����

W◦
4 = [(n◦

α,Xα)] , (��	 α = 1, . . . , 4 .K�Q1/

�� %���������
 ������� �	� 
�
���� �% �������� X

m̄M
ijk :=

1

M0

sk+1∫
sk

s3/2

∫
R+

∫
R2

XiXjXkf
◦(x, t;X, s, θ)dXdsdθ,

(��	 M ∈ (0, 1, 2, 3) ,

.K�QP/

��
��� ��

m̄0 = 1, m̄1
i = 0, m̄2

ii = 1, m̄2
12 = 0,

m̄3
ijk = hijk(A,U

p, M̄3
xxx/M̄

0, M̄3
yyy/M̄

0, M̄3
yxx/M̄

0, M̄3
yyx/M̄

0) .
.K�QK/

�	� %������� hijk 
����
�! �� #������! �� ��� ������� 
�
���� �� �� �	� �	��
���
��� �	�
%������� hijk �� 
�����
 ��
 �A������
 �� 
����� �� *����
�A &� *��	��#	 �	� ��������� �%
�	� ��( �������� X �� 
��� ����������! �	� �2 ���
���� �% ���

V◦
2 =

(
m̄0, m̄1

1, m̄
1
2, m̄

2
11, m̄

2
12, m̄

2
22, m̄

3
111, m̄

3
222, m̄

3
112, m̄

3
122

)
.K�QQ/

��� ����� ��� ����#	 %�� �	� �1 J��
������ ����
����� �� W◦
4 � �� �����
���� �	�� �����

��
! �	� ��#	� ���
���������� J��
������ ����
����� (n◦
(i)1, X(i)1) ��
 (n◦

(i)2, X(i)2) %�� ���	

�������� ei! (i = 1, 2) �% �	� ��( �������� X ��� �����
���
� �	��� ����
����� ��� ���

�� 
�-�� �	� �(��
�
�������� %������
� �&D �����A�
�����

f̃ ◦(X, s, θ) =δ(θ − Θk) exp(−bks)[
n◦

1δ(X1 −X(1)1)δ(X2 −X(2)1) + n◦
2δ(X1 −X(1)1)δ(X2 −X(2)2)

+n◦
3δ(X1 −X(1)2)δ(X2 −X(2)1) + n◦

4δ(X1 −X(1)2)δ(X2 −X(2)2)
]
.

.K�Q�/

�E�	�� ��� ����	�	�� �� σU 	� #/
/7% ��� ����	���	�� ��� ������� A−1 ���� ��� ���� ��� A−� ����
��� �	���"

[
A−1σUA−�

]
����� 	��� ��� ��	�� ����	!
 ;	�� ��� 	����	��

A−1(v − Up) ⊗ (v − Up)A−� =
[
A−1(v − Up)

]⊗ [
A−1(v − Up)

]
��� 	������� 	� ����	�	�� #/
/7% ����� 	��� σX 
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C� �	� 
�-������ �% �	� ������� ���������! (Xα
1 , X

α
2 )! α = 1, . . . , 4! �	� ����������
��� �%

�	� ���
���������� ��������� (�� ���
! ����[
(X1

1 , X
1
2 ) (X2

1 , X
2
2)

(X3
1 , X

3
2 ) (X4

1 , X
4
2)

]
=

[
X(1)1

X(1)2

]
⊗
[
X(2)1

X(2)2

]
. .K�QR/

0��	 �����A�
����� .K�Q�/ �	� ���
���������� 
�
���� ��� �� (������ ��

m̄0 = n◦
1 + n◦

2 + n◦
3 + n◦

4,

m̄1
1 = (n◦

1 + n◦
2)X(1)1 + (n◦

3 + n◦
4)X(1)2,

m̄1
2 = (n◦

1 + n◦
3)X(2)1 + (n◦

2 + n◦
4)X(2)2,

m̄2
11 = (n◦

1 + n◦
2)X(1)1

2 + (n◦
3 + n◦

4)X(1)2
2,

m̄2
22 = (n◦

1 + n◦
3)X(2)1

2 + (n◦
2 + n◦

4)X(2)2
2,

m̄3
111 = (n◦

1 + n◦
2)X(1)1

3 + (n◦
3 + n◦

4)X(1)2
3,

m̄3
222 = (n◦

1 + n◦
3)X(2)1

3 + (n◦
2 + n◦

4)X(2)2
3 .

.K�Q�/

C����
����# �	� ���
���������� (��#	�� ��

n◦
(1)1 = n◦

1 + n◦
2, n◦

(1)2 = n◦
3 + n◦

4,

n◦
(2)1 = n◦

1 + n◦
3, n◦

(2)2 = n◦
2 + n◦

4,
.K�Q�/

�	� ��������� �� .K�Q�/ ��� �� ����� �� �(� ����
�
�������� �����

m̄0 = n◦
(1)1 + n◦

(1)2,

m̄1
1 = n◦

(1)1X(1)1 + n◦
(1)2X(1)2,

m̄2
11 = n◦

(1)1X(1)1
2 + n◦

(1)2X(1)2
2,

m̄3
111 = n◦

(1)1X(1)1
3 + n◦

(1)2X(1)2
3,

m̄0 = n◦
(2)1 + n◦

(2)2,

m̄1
2 = n◦

(2)1X(2)1 + n◦
(2)2X(2)2,

m̄2
22 = n◦

(2)1X(2)1
2 + n◦

(2)2X(2)2
2,

m̄3
222 = n◦

(2)1X(2)1
3 + n◦

(2)2X(2)2
3.
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<��(��# �	� 
�
���� �� �	� ��%��	��
 ��
� �% �	��� �(� ���� �% �J�������! �	� �(��
��
� J��
������ %��
���� �� .K�K1/ ��
 .K�KP/ ��� ���
 �� 
����
��� �	� ���
����������
J��
������ ����
����� (n◦

(i)1, X(i)1) ��
 (n◦
(i)2, X(i)2) %�� ���	 
�������� ei! (i = 1, 2)� 0��	

�	� �
�������� �� .K�QK/! �	� J��
������ %��
���� .K�K1/ ��
 .K�KP/ ���� ����

n◦
(i)1 = 1

2
+ γi, X(i)1 = −

(
1 − 2γi

1 + 2γi

)1/2

,

n◦
(i)2 = 1

2
− γi, X(i)2 =

(
1 + 2γi

1 − 2γi

)1/2

,

.K���/

(��	

γi =
m̄3

iii/2

[(m̄3
iii)

2 + 4]1/2
. .K��1/



�2 ���	��
 �� � ��� ������ ������

&�� �� �	� %��� �	�� −1
2
< γi <

1
2
%�� ��� ������ �% m̄3

iii! �	� (��#	�� n◦
(i)1 ��
 n◦

(i)1 (���
��(� � �� �������� %�� ��� 
��������� ei! (i = 1, 2)�

������ �	�� .K�Q�/ �� � ������ �J������ � ���
 %�� �	� �(��
�
�������� (��#	�� n◦
α!

α = 1, . . . , 4! ��� ��� (��	 ���, �	���� �	� ������� ��
����
��� ��� �% �J�������

n◦
(1)1 − n◦

(2)2 = n◦
1 − n◦

4, n◦
(1)2 = n◦

3 + n◦
4, n◦

(2)2 = n◦
2 + n◦

4, .K��P/

(	��	 �� ����� 
�����
 %��
 .K�Q�/! ��J����� �� �

������� �J������ �� 
����
��� ��� �(��

�
�������� (��#	�� n◦

α� �	� �������� �� �	�� ������
 �� �	� �����
���
�� ����� 
�
���
m̄2

12 (	��	! �� �	� %��
� �% �	� �������� X! �� �
�������� 5���� �	� ������������ �% �	�
�����A�
��� �&D .K�Q�/ ���� �	� 
�-������ �% m̄2

12 .K�QP/  ���
�

X(1)1X(2)1n
◦
1 +X(1)1X(2)2n

◦
2 +X(1)2X(2)1n

◦
3 +X(1)2X(2)1n

◦
4 = 0 , .K��K/

(	��	 �� �������� ��
����
��� �% �	� ��������� �� .K��P/� ������ �	�� �	� ��������� X(i)α

��� ,��(�Y 	���� �J������� .K��P/ ��#��	�� (��	 .K��K/ ��� � %�������, ������ �J������
� ���
 %�� �	� (��#	�� n◦

α� �	� �������� �% �	��� �J������� �� -���� 

n◦
1 = n◦

(1)1n
◦
(2)1 = (1

2
+ γ1)(

1
2

+ γ2), n◦
2 = n◦

(1)1n
◦
(2)2 = (1

2
+ γ1)(

1
2
− γ2),

n◦
3 = n◦

(1)2n
◦
(2)1 = (1

2
− γ1)(

1
2

+ γ2), n◦
4 = n◦

(1)2n
◦
(2)2 = (1

2
− γ1)(

1
2
− γ2).

.K��Q/

*� �	� (��#	�� n◦
(i)α ��� ������#�����! n◦

β ! β = 1, . . . , 4! ��� ������#����� �� (���� ��,��#
���� ������� �	� ��������� .K���/2,4! .K��1/ ��
 .K��Q/! �	� 
�����# %��
 �	� ��� �% ��#	�

�
����

V�
2 :=

(
m̄0, m̄1

1, m̄
1
2, m̄

2
11, m̄

2
12, m̄

2
22, m̄

3
111, m̄

3
222

)
.K���/

�� ��#	� ��
����
��� J��
������ ����
����� �% ���

W�
4 :=

[
(n◦

1, X(1)1, X(2)1), (n
◦
2, X(1)1, X(2)2), (n

◦
3, X(1)2, X(2)1), (n

◦
4, X(1)2, X(2)2)

]
.K��R/

�� ��������� ������ �	�� �	� �(� �	��
���
�� ����� 
�
���� m̄3
211 ��
 m̄3

221 ��� ��� �����
�

�� ��� V�

2 � )����� ! �	� ��%��
����� �� �	��� 
�
���� �� ���� ��� �	� ��
�����# �	��
���
��

�
���� ��� ������ ��
��������� �% ��� �	��
���
�� 
�
���� �� �	� %��
� �% v� F�(����!
������� �	� �	��
���
�� ����� 
�
���� �� �	� X�%��
� ��� ��� ���������
 �� ����� ��
�����
���
 �� �	�� �����
����� �	� ����
����� �� W�

4 ��� ����� �����%��
�
 ���� �	���
�% ��� W†

4 � ����# �J������� .K�K�/ ��
 nα = M̄0n◦
α! (α = 1, . . . , 4)� ������ �	�� ���	��#	

W†
4 	�� �1 ���
����! ��� ��#	� �% �	�
 ��� ��
����
���� F�(����! ����# � ��������

��
���� �� .K�11/ �	� J��
������ ����
����� �� W†
4 ��� ����� �� ���B����
 ���� �	� ��� �%


�
���� V

2 ! � ������ �% V2� �	� 
�=����� �����%��
������ �����
���
 �� �	�� ������� ���

��

�����
 ��
V†

2 ↔ V◦
2 → V�

2 ↔ W�
4 ↔ W†

4 ↔ V

2 ⊂ V†

2 . .K���/

�	� ����� �	�� �� �����
���
 �� �	� �����%��
����� V†
2 → V


2 ��� �� �������
 � ��
�����#
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������� 	� ��� ����� �� v




���� 
�����
�� �� ��� �	
�� ����� ��

#�* 3�
���
�� �� ��� �&��� ��
��

C� �	�� �������! �	� �	 ����� 
�
��� ��� �A������� �����-�
 ��
 �	� #������ 
�
��� ������
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����# �	� �����A�
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� �� $������ K�K�

��%�� �
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�
��� (��� �����
���
 �	�� ����( �	� �����-������ �% �	�
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� St(v, s)! Ev(v, s, θ)! He(v, s, θ)! Γ(v, s) ��
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�
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! �� ���# �� �	� ��� �� �	� %��
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�	��������� ������ (	 �	� S9$6 �	���
 %��� �� 
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C� )	����� P �	� %���� F U,#
 �−2V �� � 
������ �% 
��� md U,#V (�� ��
���
 �� �	�

�
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Xchar

(Vchar)2

(
F

md

)
=

Ug − v

St(v, s)
+

1
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eg , .K���/
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 �	� ����
����� �% ��	������ 
�������� 0��	 �	��� �����
��������
�	� ����������� ��
��� ��� �� (������ ��

Ev(v, s, θ) = − 6
√
πXchar

ρ�Vchar(Schar)3/2
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√
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d

dt
(M
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ij (k, k) + E3/2,0,2

ij (k)
)

+ E
3/2,0,2
ij (k, k + 1)

+
1

Fr

(
eg · eiM

3/2,0,1
k;j + eg · ejM

3/2,0,1
k;i

)
+D2

k;ij ,

d

dt
(M

3/2,0,3
k;lmn ) = −

(
E

3/2,0,3
lmn (k, k) + E3/2,0,3

lmn (k)
)

+ E
3/2,0,3
lmn (k, k + 1)

+
1

Fr

(
eg · elM

3/2,0,2
k;mn + eg · emM

3/2,0,2
k;ln + eg · enM

3/2,0,2
k;lm

)
+D3

k;lmn ,

.K�R�/

(	��� �	� 
������� ��
� 
��������� d(·)/dt �� 
�-��
 �� UR2V

d

dt
(MK,L,M

k;lnm ) =
∂

∂t
(MK,L,M

k;lnm ) +
∂

∂xi

(MK,L,M+1
k;lnmi ) , .K�RR/

��
 �	� 	��� ������ ���
 �� �	� �J������ %�� M
3/2,1,0
k �� �����
���
 ��

Rk =

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

s3/2He(v, s, θ)fdvdθds . .K�R�/

�	� -��� ���
� �� �	� ��#	��	��
 ��
�� �% �J������� .K�R�/! 
�-��
 ��

EK,L,M
lmn (k, r) =

∫
R+

∫
Rd

sr
KEv(v, sr, θ)vlvmvnf(x, t;v, sr, θ) ,

EK,L,M
lmn (k) = K

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sK−1Ev(v, θ, s)vlvmvnθ
Lfdvdsdθ ,

.K�R�/

��� ������
 �� ������������ EK,L,M
lmn (k, r) ��� �� ����������
 �� H�A �% �	� ����������


�
��� ���� �� �����%��� �% ������� Ik� �	� ���
 EK,L,M
lmn (k) �� � ���, ���
 �% �	� ����������



�K ���	��
 �� � ��� ������ ������


�
��� (	��	 �������� �	� �����%�� �% 
���! 
�
����
! 	���! ���� %��
 �	� 
������ ��
�	� #�� �	���� ������ �	�� �	� �J������ %�� �	� 5����	���
�� 
�
��� 
��� ��� �����
�
����������� H�A ���
�� F����! �� 
������ �� �����
 (��	�� � ������� ��� ��� �� �	� ��#	�
�����%��� �% ������� I1! ���� �	� ����������� H�A E0,0,0(1, 1) ���
� �� � ���� �% 
�������� �	��
��������� �% �J������ .K�R�/1 �#���� ��� (��� (��	 �	� �	���
���� �% ����������� �������

������� %�
� �(� ��� (	�� �	� 	��� ����	�
 5��� ���%���� C� �	� ��A� �	����� �	�
����������� H�A�� ��
 ���, ���
� (��� �� ��(������ ��  ���
 � ������������! -���� ����
��
��,� ��	�
� �� ���%��� ������

C� �J������� .K�R�/4,5,6 �	� 
��# %���� �� ����������
 � �	� ���
�

DM
k;lmn = −

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

s3/2vlvmvn
∂

∂vi

{(
Ugi − vi

St(1)s

)
f

}
dvdθds, M = 1, 2, 3 . .K��2/

C� �	� -��� �	��� �J������� �% .K�R�/ �	� 
��# ������
 ���
� 
� ��� �����! �������

D0
k;lmn =

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

sKθL ∂

∂vi

{(
Ugi − vi

St(1)s

)
f

}
dvdθds

=
d∑

i=1

⎡
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���
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��������� �% ��
������ 
��	�
� %��
���������� ��
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 �% 	��� �����%�� �� ��#��
�
 �� � -������
��
��������� ?&"� C� �� �����
 ��
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 � �������� %��������� ����� C� �	�� (��,! �	� ��� ������
 �% 
������ %����� ��
 	���
�����%�� ��� ������
 �� �	� ��
� %��������� �����
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(f) + ∇x · (vf) + ∇v ·
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St(1)s
+
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eg

)
f

}
− Ev

∂

∂s
(f) +

∂

∂θ
(Hef) = 0 ,

(��	 t > tn, x ∈ L ⊂ Rd, v ∈ Rd, 0 < s ≤ 1, θ ∈ R+ ,
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f(x, tn;v, s, θ) = fn(x;v, s, θ) �� L ×Rd × (0, 1] ×R+ , .Q�1/

f(x, t;v, s, θ) = fB(x, t;v, s, θ) �� ∂L × [tn, t] ×Rd × (0, 1] ×R+ , .Q�P/

∂f(x, t;v, s, θ)

∂s

∣∣∣∣
s=0

= 0 �� L × [tn, t] ×Rd ×R+, .Q�K/
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�
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�2 ���	��
 �� ����

��� �����

��� ������
� �	�� ��� �� ������
 ��
����
���� � �	��� ������
� ���

�����������
∂

∂t
(f) + ∇x · (vf) = 0, �� L × [tn, t], .Q�Q/

f(x, tn) = fnc(x) �� L, .Q��/

f(x, t) = fB(x, t) �� ∂L × [tn, t], .Q�R/
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∂t
(f) + ∇v ·
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Ug − v

St(1)s
+

1

Fr
eg

)
f

}
+

∂

∂θ
(He(v, s, θ)f) = 0

�� [tn, t] ×Rd ×R+, .Q��/

f(tn;v, θ) = fnf(v, θ) �� Rd ×R+, .Q��/

������������
∂

∂t
(f) − Ev(v, θ)

∂

∂s
(f) = 0 �� [tn, t] × [0, 1], .Q��2/

f(tn; s) = fne(s) �� [0, 1], .Q���/

∂f(x, t;v, s, θ)

∂s

∣∣∣∣
s=0

= 0 �� [tn, t]. .Q��1/
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 (��� �#���

�� �����#��
 �� ������ � -���� ��
 �����
���
�� ���������� ��	�
� �	�� ���� �	� ��� �%
����
����� W4

k %�� �	� ������� H�A�� �� ���	 �J������ �% .Q��P/�
�	� ��� ������
 .Q��/! .Q��/ %�� �	� 
������ %����� ��
 	��� �����%�� ���
� �� �	�


�
��� �J�������

∂

∂t
(M0,0,0

k ) = 0 ,
∂

∂t
(M

3/2,0,0
k ) = 0 ,

∂

∂t
(M

3/2,1,0
k ) = Rk ,

∂

∂t
(M

3/2,0,1
k;l ) =

1

Fr
eg · elM

3/2,0,0
k +D1

k;l ,

∂

∂t
(M

3/2,0,2
k;lm ) = +

1

Fr

(
eg · elM

3/2,0,1
k;m + eg · emM

3/2,0,1
k;l

)
+D2

k;lm ,

∂

∂t
(M

3/2,0,3
k;lmn ) = +

1

Fr

(
eg · elM

3/2,0,2
k;mn + eg · emM

3/2,0,2
k;ln + eg · enM

3/2,0,2
k;lm

)
+D3

k;lmn ,

.Q��K/

(��	 �	� 	��� �����%�� ��
 
��# ���
� 
�-��
 �� .K��P/1 ��
 .K��P/4,5,6� ���� �	�� ��
���� ���
 .Q��K/! �	� ��
��� ��
 
��� �% 
�������! ���� M0,0,0

k ��
 M
3/2,0,0
k ! ��
��� ����

������ )����J����� ! �	� �A��������� ����
���� bk ��
����
 %��
 �	� ����� M
3/2,0,0
k /M0,0,0

k

��
���� ���	��#�
 �� (���� ���� ���� �	�� 
����# �	�� ��� ������
 ����	�� � �������#



�1 ���	��
 �� ����

��� �����

���(��� �	� �������� ��� �� ����������� ���(��� �	� ����� �� ���� ����� �� �������� � C��
����
 �� �� ��#��
�
 �� �������# ���(��� �	� ������� ���������� C� �� %���	�� �������
 �	��
�J������ .Q��K/3 ��� �� �����
 ��
����
���� %��
 �	� ��	�� �J������� �� .Q��K/! ����(��#
� ��
������ �����
��� (	��	 �� ����
���
 %�� �	� 	��� �����%�� .��� $������ Q�K/�

*��� ��# �	� 
�
��� �����%��
 ��
 
�
��� ������� �� �	� ����������� ������

.Q��2/�.Q��1/  ���
� �	� � ���


∂

∂t
(M0,0,0

k ) = −E0,0,0(k, k) + E0,0,0(k, k + 1) ,

∂

∂t
(M

3/2,0,0
k ) = − (E3/2,0,0(k, k) + E3/2,0,0(k)

)
+ E3/2,0,0(k, k + 1) ,

∂

∂t
(M

3/2,1,0
k ) = − (E3/2,1,0(k, k) + E3/2,1,0(k)

)
+ E3/2,1,0(k, k + 1) ,

∂

∂t
(M

3/2,0,1
k;i ) = −

(
E

3/2,0,1
i (k, k) + E3/2,0,1

i (k)
)

+ E
3/2,0,1
i (k, k + 1) ,

∂

∂t
(M

3/2,0,2
k;ij ) = −

(
E

3/2,0,2
ij (k, k) + E3/2,0,2

ij (k)
)

+ E
3/2,0,2
ij (k, k + 1) ,

∂

∂t
(M

3/2,0,3
k;lmn ) = −

(
E

3/2,0,3
lmn (k, k) + E3/2,0,3

lmn (k)
)

+ E
3/2,0,3
lmn (k, k + 1) ,

.Q��Q/

(	��	 ���� %����(� %��
 .K�R�/ � ������# �	� ���
� �% ����������! 
������ %����� ��
 	���
�����%�� �� 5���� �	� ���
� EK,L,M

lmn (k, r) ��
 EK,L,M
lmn (k) ��� 
�-��
 �� .K��P/2,3� �	�

����� �J������� ������ �	� ���� �% 
�
��� ��������� �J������� �% ���#	������# ��������
�	���#	 �	� H�A ���
 EK,L,M

lmn (k, r)� EK,L,M
lmn (k) ��� �� �����
���
 �� �� ����������� ���


(��	 �	� #�� �	���� �	� � ���
 �% �J������� �� .Q��Q/ �� �����
 ��
 ���! �� ���������! ��
�����
 ��� �� �� ��� #��������
 �	�� �	� ��
��� ��
 
��� �% 
������� (��� �� ��������
�
C� $������ Q�Q �	� ���� ����� �������� �% .Q��2/�.Q��1/ (��� �� ���
 �� 
����� � ������������
-���� ����
����,� ��	�
� �� ���%��� ������

�	�� ������� �� ������
�
 � �

������# �	� �
�����#�� �% ���� ��# �	� $����# ������
���# �� �	� 
�
��� ��������� �J������� �� .K�R�/ ��
 .K��P/� D���� �% ���! ��������# ����
���� ���
� ����(� �	� ����������� �% ����
��
���
 ��
������ ��	�
�� ��
 ���� ���� �����
���	��J��� .��� $������ Q�K/ (��	��� ��
����# �	� ��
�� �% ������� � $����
� ! �� �	� ����
(	�� ��
� ������ �% �	� 
�=����� ���� �=���� ��� ,��(� �� �
�����! �	� �O����� ��

������� �% �	� #����� ��	�
� ��� �� ��������
 � ���%��
��# � ��������# (	��	 �����
��
�	��� �	 ����� �=���� �	�� 	��� ��
������� ��
� ������ UPRV� *���	�� �����! �	�� �� ����
���� �� S9$6! �� �	� ���������� �% ��
�����# �	� ����
����� �� W4

k .K���/ �%��� ���� 
%��������� ����� �	� 
������� ���#�
��� ���(��� 
�
���� �� V2

k .K��R/ ��
 ����
����� ��
W4

k (��	�� ��� ��
� ���� 	�� � ����������# �=��� �� �	� ������� ��	�
��



���� �
��
��
���
�� �� ��� �������
�� 	�
� �P

*�! �
�����
���
�� �� ��� %������
�� '���

C� �	�� ������� �	� �������# ����� �� �	� �(��
�
�������� � ���
 .Q��P/ (	��	 �� (������ ��

∂W(k)

∂t
+
∂H

(k)
x

∂x
+
∂H

(k)
y

∂y
= 0 , .Q���/

(��	

W(k) :=
(
M0,0,0

k ,M
3/2,0,0
k ,M

3/2,1,0
k ,M

3/2,0,1
k;x ,M

3/2,0,1
k;y ,M

3/2,0,2
k;xx ,M

3/2,0,2
k;yy ,M

3/2,0,2
k;xy ,

M
3/2,0,3
k;xxx ,M

3/2,0,3
k;yyy ,M

3/2,0,3
k;xyy ,M

3/2,0,3
k;xxy

)�

. .Q��R/

�	� H�A ���
� �� .Q���/ ��� 
�-��
 ��

H(k)
x :=

∫
R2

∫
R+

sk+1∫
sk

vxk(vx, vy, s, θ) exp(−bks)δ(θ − Θk)
4∑

α=1

nα
kδ[v − Uα

k ]dsdθdv

=

∫
R2

vxI
(k)
3/2K

(k)(vx, vy)

4∑
α=1

nα
k δ(vx − (Uα

k )x)δ(vy − (Uα
k )y)dvxdvy , .Q���/

H(k)
y :=

∫
R2

∫
R+

sk+1∫
sk

vyk(vx, vy, s, θ) exp(−bks)δ(θ − Θk)
4∑

α=1

nα
kδ[v − Uα

k ]dsdθdv

=

∫
R2

vyI
(k)
3/2K

(k)(vx, vy)

4∑
α=1

nα
k δ(vx − (Uα

k )x)δ(vy − (Uα
k )y)dvxdvy , .Q���/

(��	

k(vx, vy, s, θ) :=
(
1, s3/2, θs3/2, vxs

3/2, vys
3/2, vx

2s3/2, vy
2s3/2, vxvys

3/2,

v3
xs

3/2, vy
3s3/2, vyvx

2s3/2, vxvy
2s3/2

)�
.Q�12/

��


I
(k)
3/2K

(k)(vx, vy) := I
(k)
3/2

(
I
(k)
0 /I

(k)
3/2, 1,Θk, vx, vy, vx

2, vy
2, vxvy, v

3
x, vy

3, vyvx
2, vxvy

2
)�

. .Q�1�/

�	� ����#���� �� .Q�1�/ ��� 
�-��
 ��

I
(k)
K =

∫ sk+1

sk

sK exp(−bks)ds . .Q�11/



�K ���	��
 �� ����

��� �����

�	� ��
������ �������� �% �J������ � ���
 .Q���/ �� ��� ������� ������� �%��� 
�-���#
�	� J��������� mk := M

3/2,0,0
k ��
 mkv̄

k
i := M

3/2,0,1
k;i ! �� %����(� %��
 �	� �����
! %����	 ��


-%�	 �J������ �% .Q���/! ����

∂

∂t
(mk) +

∂

∂xi

(mkv̄
k
i ) = 0 ,

∂

∂t
(mkv̄

k
i ) +

∂

∂xj
(mkv̄

k
i v̄

k
j ) = −ε ∂p

∂xi
, ε→ 0,

.Q�1P/

�	�� �	� � ���
 �% 
�
��� �J������� �� .Q���/ �� ������
 �� � M������������ #�� 
 ��
��
� ���
N .�%� U��! ��! 1RV/� �	�� � �� �% � ���
 �� �����
���
 �� (��,� 	 �������� �������
(��	 ε = 0 �J������� .Q�1P/ ������ �� �����
���
 �� .�����#� / 	 ��������� ������������
#�� 
 ��
�� � ���
� ��� ,��(� %�� �	� ���������� �% �����# 
��� �������������� �� ����
��
 �������� ������	�����! �	��� � �� �% � ���
� ��� �A�������� ���
��
 ��
 ��������	�

��
������ ��	�
�� 
� �A��� U��V� C� �	�� (��, ���	 � ��	�
� �� �A���
�
 �� �J������
� ���
 .Q���/�

9�%��� 
���# ��! �	� $����# ��������# (��� �� ������
 �� �	� ���������� �� (���� �� �	��
��
! �	� �(��
�
�������� ���������� ������
 .Q���/ (��� �� ����� ���� �	� ����
�
��������
���������� ����� .
�
�������� ��������# U�21V/�

���������� �� x�
���������
∂W(k)

∂t
+
∂H

(k)
x

∂x
= 0 , .Q�1K/

���������� �� y�
���������
∂W(k)

∂t
+
∂H

(k)
y

∂y
= 0 . .Q�1Q/

0��	 �	��� %��������� ����� �	� ��( $����# ��J����� ���
�

7
8 Δt/2 ���������� �� x�
��������!

7

8 Δt/2 ���������� �� y�
��������!

7


8 Δt/2 
������ %����� ��
 	��� �����%��!

7
68 Δt �����������! ����

���� �	�� �	� 
�
�������� ��������# �� ��� �	� ��� �������� (� �� ����� �	� ����������
� ���
 .Q���/� &�%��� ��
 ;����
��� UKKV 
�������
 � �����
���
�� ��	�
� %�� �(�� ��

�	����
�
�������� ���������� (��	��� ����# � ��������# 
��	�
 �� �
�����# �� �����������
�� �	� � �� �% #��
�

%���� (�����	 �	
�'�� �� &��	
��2 :�� ��� *�

��
������ ��	�
�� %�� �	� ����
�
�������� ���������� � ���
� .Q�1K/ �� .Q�1Q/ ��� ���	��
�� 
�����
 (��	 �	� 
��	�
 �% ��� U�P�V .��� ���� UKPV/ �� �	� ,������ �����A�
����� �%

��� #C
�>%1 	� ����	��	�� �� v̄k
i ��� ��� ������	�� �*���	�� 	� ������
��� ���� ��� ���(�	����	���� ����	��

�� #C
�>%2" ��� ����(&���� ,������ �*���	�� 	� ����	���
 ��	� �*���	�� ��� �� �����	�� ����� ��	�� �	��
	� ��� 	�	�	�� ����� v̄k

n(x) 	� ��
����	��




���� �
��
��
���
�� �� ��� �������
�� 	�
� �Q

9���	�� U��V� C� �	�� (��,! �	� �������	 �% 9���	�� U��V �� %����(�
 %�� �	� -���� ��

�����
���
�� -���� ����
� 
������������� �% ���������� ������
� .Q�1K/ ��
 .Q�1Q/�

�	� ,������ ��� ������
 �% ���������� �� x�
�������� 
�-��
 �� .Q�Q/ ��
 .Q��/ ��
(������ ��


∂

∂t
(f) + vx

∂

∂x
(f) = 0 �� [tn, t] × Lx , .Q�1�/

fncx(x) = a(x, tn)

4∑
α=1

nα(x, tn)δ(vx − Uα
x (x, tn)) �� Lx , .Q�1R/

(	��� �	� ������� ���
����� �� �J��� �� �	� �����A�
��� �&D �����
���
 �� .K��/� *���
��#
�	�� �	� ��
���������� [tn, t] �� �
��� ����#	 ��
 �	� �������� �% �������� �� ��O������ %��
�(� %��
 �	� ����
�� ! �	� ����
�� ���
����� �� .Q�R/ 
��� ��� 	��� �� �=��� �� �	�
�������� �% �	� ������ 	 �������� ������
 .Q�1�/�.Q�1R/! (	��	 ��

f(x, t) = fncx(x− (t− tn)vx) . .Q�1�/

C% �	� ����
�� ���
������ �� x = x���� ��
 x = x�����! (	��	 
� �� �% &����	����!
���
���� �� ������� �� ��� �����
���
! �	� �������� .Q�1�/ 	�� �� �� 
�
�-�
� F�(����!
%�� ��
������ N� ��,�! �� ����
�� ���
������ ��� �����
���
�

�	��,� �� �	� �������� ���(��� W4 ��
 V2! �������
 �� $������ K�K! .Q�1�/ �� ��
�A��� �������� �% .Q�1�/�.Q�1R/ ��� �� #������ f (��� ��� �� �% �	� %��
 .K��/ (	�� t >
tn� F�(����! �	�� �A��� �������� ����(� �	� 
��������� �% �� ������ ���J����� ! (	��	
������� �	�� �	� ��
��� ��
 
��� �% 
������� �� ��(� � �������� .������������ /� C� ����
#��������� �	� 
�A�
�
 ��������� �� �	� �����#�
 ������� � �	� ����% �� ��� #���� 	���Y
�	� ���������
 ���
�� �� ��%����
 �� 9���	�� U��V�

�� ������ �	� -��� ���������� ��	�
�! �	� �J��
������ 
������������� xi ∈ Lx! .i =
1, . . . , Nx/ �� �����
���
 (��	 x1 = x����! xNx = x����� ��
 Δxi = xi − xi+1� C���#������
�% �	� 
�
��� �J������� .Q��P/ �� �	� ���� ]xi−1/2, xi+1/2[ ��
 �	� ��
���������� ]tn, tn+1[
 ���
�

1

Δxi

xi+1/2∫
xi−1/2

MK,L,M
lmn (x, tn+1)dx− 1

Δxi

xi+1/2∫
xi−1/2

MK,L,M
lmn (x, tn)dx

+
Δt

Δxi

(
φK,L,M

lmn (xi+1/2, tn+1) − φK,L,M
lmn (xi−1/2, tn+1)

)
= 0 , .Q�1�/

(��	 �	� H�A ���


φK,L,M
lmn (x, t) =

1

(t− tn)

∫
]tn,t[

∫
R2

∫
R+

sk+1∫
sk

sKθLvxvlvmvnfncx(x− (t− tn)vx)ds dθ dvx dvy dt . .Q�P2/

��� ��� ����	���� �� ��	� ��
�	�� ��� 	���! k ��� ��
�	�� Ik 	� ����������
 ��� 
����
�	�� �
����� ���
��� ���� ��� ��� ��
�	���




�� ���	��
 �� ����

��� �����

C� �	�� H�A ���
 �	� �A��� �������� .Q�1�/ (�� �����
���
� C� �� �
�����#���� �� ���������
�	� ������� ����#��� �� .Q�P2/ ���� �(� ����� �	�� �����
�� �	� �������� ��
 �	� ��#�����
H�A�� ���� �� �����%��� ��������� ! ����

φK,L,M
lmn (x, tn+1) =

1

Δt

⎛
⎝ tn+1∫

tn

∫
R

∫
R+

∫
R+

sk+1∫
sk

sKθLvxvlvmvnfncx(x− (t− tn)vx)ds dθ dvx dvy dt

+

tn+1∫
tn

∫
R

∫
R−

∫
R+

sk+1∫
sk

sKθLvxvlvmvnfncx(x− (t− tn)vx)ds dθ dvx dvy dt

⎞
⎠ . .Q�P�/

���

MK,L,M
lmn |ni =

1

Δxi

xi+1/2∫
xi−1/2

MK,L,M
lmn (x, tn)dx .Q�P1/

�� �	� �����������#�
 
�
��� �� ��� ����� �	�� .Q�1�/ ��� �� (������ �� �	� ������������!
-���� ����
� %��


MK,L,M
lmn |n+1

i − MK,L,M
lmn |ni

+
Δt

Δxi

(
φK,L,M

lmn (xi+1/2, tn+1) − φK,L,M
lmn (xi−1/2, tn+1)

)
= 0 . .Q�PP/

%���� !����1;���� !����� 6���'� �	
�'�

�� #�� � -������
�� ��(��
 ��	�
�! �� �� ����
�
 �	�� �	� �	���� 
�
���� MK,L,M
k;lmn ���

�����(��� �������� ��
 �	� )D� ���
�����

Δt|vx| ≤ Δxi, %�� ��� i .Q�PK/

�� �����-�
� 0��	 �	��� ����
������! �	� ������������ �% �	� ������� ���
����� .Q�1R/ ��
 �
�	��#� �� ���������! �	� H�A�� �� x�
�������� %�� �	� �	���� 
�
���� �� ���� (i, j) ��� ��



���� �
��
��
���
�� �� ��� �������
�� 	�
� �R

(������ �� �	� ��������� %��
 .��� �������� �� .Q��R/ ��
 .Q�1�//

W|n+1
ij − W|nij = − 1

Δxi

[
+

∫
R2

1
2
(vx + |vx|)I3/2K(vx, vy)

4∑
α=1

nαδ[v −Uα]dvxdvy

∣∣
ij

+

∫
R2

1
2
(vx − |vx|)I3/2K(vx, vy)

4∑
α=1

nαδ[v − Uα]dvxdvy

∣∣
i+1j

−
∫
R2

1
2
(vx + |vy|)I3/2K(vx, vy)

4∑
α=1

nαδ[v − Uα]dvxdvy

∣∣
i−1j

−
∫
R2

1
2
(vx − |vx|)I3/2K(vx, vy)

4∑
α=1

nαδ[v − Uα]dvxdvy

∣∣
ij

]
.

.Q�PQ/

�	� -��� �(� ����#���� �� .Q�PQ/ ��������� �	� H�A ���� �	� ������� �����%��� (EI) �% � ����
�� �(��
�
�������� ���� ������ "��������# �	��� ����#����  ���
�

GEI

∣∣
ij

= +

4∑
α=1

nαmax(Uα
x , 0)I3/2K(Uα

x , U
α
y )
∣∣
ij

+
4∑

α=1

nαmin(Uα
x , 0)I3/2K(Uα

x , U
α
y )
∣∣
i+1j

= G+u
EI

∣∣
ij

+ G−u
WI

∣∣
i+1j

.

.Q�P�/

D�� �	� H�A �	���#	 �	� (������ �����%��� (WI) �% �	� ��
� ���� �	� %����(��# �A��������
�� �������
 %��
 ����#��� �	��� ��
 %��� �% �J������ .Q�PQ/

GWI

∣∣
ij

= +
4∑

α=1

nαmin(Uα
x , 0)I3/2K(Uα

x , Uαy)
∣∣
ij

+

4∑
α=1

nαmax(Uα
x , 0)I3/2K(Uα

x , U
α
y )
∣∣
i−1j

= G−u
WI

∣∣
ij

+ G+u
EI

∣∣
i−1j

.

.Q�PR/

D��
 �	��� �A��������� (� ������ �	� -������
�� ��	�
�

W|n+1
ij − W|nij +

Δt

Δxi

[
GEI

∣∣
ij
−GWI

∣∣
ij

]
= 0 , .Q�P�/

(	��	 ��� ���� �� (������ ��

W|n+1
ij = W|nij −

Δt

Δxi

[
G+u

EI

∣∣
ij

+ G−u
WI

∣∣
i+1j

− G−u
WI

∣∣
ij
− G+u

EI

∣∣
i−1j

]
. .Q�P�/



�� ���	��
 �� ����

��� �����

*� �A�������� ��
���� �� .Q�P�/ �� .Q�P�/ ��� �� %���
 %�� ���������� ��  �
���������
C� ���
�

W|n+1
ij − W|nij = − Δt

Δyj

[
JNI

∣∣
ij
− JSI

∣∣
ij

]

= − Δt

Δyj

[
J+v

NI

∣∣
ij

+ J−v
SI

∣∣
ij+1

− J−v
SI

∣∣
ij
− J+v

NI

∣∣
ij−1

]
,

.Q�K2/

(��	

JNI

∣∣
ij

= +
4∑

α=1

nαmax(Uα
y , 0)I3/2K(Uα

x , U
α
y )
∣∣
ij

+

4∑
α=1

nαmin(Uα
y , 0)I3/2K(Uα

x , U
α
y )
∣∣
ij+1

= J+v
NI

∣∣
ij

+ J−v
SI

∣∣
ij+1

.Q�K�/

��


JSI

∣∣
ij

= +
4∑

α=1

nαmin(Uα
y , 0)I3/2K(Uα

x , Uαy)
∣∣
ij

+

4∑
α=1

nαmax(Uα
y , 0)I3/2K(Uα

x , U
α
y )
∣∣
ij−1

= J−u
WI

∣∣
ij

+ J+u
EI

∣∣
i−1j

.

.Q�K1/

C� �� ������
�
 �	�� �	� ���������� �% �	� �	���� 
�
���� ��� �� 
�������
 (��	 �	�
-������
�� -���� ����
� ��	�
�� .Q�P�/ �� A�
�������� ��
 .Q�K2/ ��  �
��������� ������
�	�� �	� H�A ���
� ��� �� ��������
 (��	 �	� ����
����� W4 %��
 � �������� ��
� ����!
�������� %��������� ���� �� �	� ������� ���
����� �% �	� #����� ������
� �	�� �������� �����
.��/ �� $������ Q���

%���� ��	���1;���� !����� 6���'� �	
�'�

�	� �������# ����� �% �	� 
��������� %�� �	� �����
���
�� -���� ����
� ��	�
� �� �	�
�������������� %�� �	� H�A�� .Q�P2/ �% �	� �	���� 
�
����� C� ��������� %��
 �	��� H�A��
���


φ(xi+1/2, tn+1) =
1

Δt

tn+1∫
tn

∫
R2

∫
R+

sk+1∫
sk

vxk(vx, vy, s, θ)

× exp(−bk(xi+1/2 − (t− tn)vx)s)δ(θ − Θk(xi+1/2 − (t− tn)vx))

×
4∑

α=1

nα(xi+1/2 − (t− tn)vx)δ[v −Uα(xi+1/2 − (t− tn)vx)]dsdθdvxdvydt . .Q�KP/



���� �
��
��
���
�� �� ��� �������
�� 	�
� ��

C� �� �����%��
�
 ����

φ(xi+1/2, tn+1) =
1

Δt

4∑
α=1

tn+1∫
tn

∫
R2

vxK(vx, vy)m
α(xi+1/2 − (t− tn)vx)

× δ[v − Uα(xi+1/2 − (t− tn)vx)]dvxdvydt .Q�KK/

� ���������# �	� ���%��� ��
 ��
�������� ����#���� ��
 ����# �	� 
�-������

mα(x) := I3/2(x)n
α(x) . .Q�KQ/

�	� �	��#� �% ��������� x = xi+1/2 − (t− tn)vx  ���
�

φ(xi+1/2, tn+1) =
1

Δt

4∑
α=1

∫
R2

xi+1/2∫
xi+1/2−vxΔt

K(vx, vy)m
α(x)δ[v − Uα(x)]dxdvxdvy

=: φ−(xi+1/2, tn+1) + φ+(xi+1/2, tn+1) ,

.Q�K�/

(��	

φ−(xi+1/2, tn+1) =

− 1

Δt

4∑
α=1

∫
R

∫
R−

xi+1/2−vxΔt∫
xi+1/2

K(vx, vy)m
α(x)δ[v − Uα(x)]dxdvxdvy .Q�KR/

��


φ+(xi+1/2, tn+1) =

1

Δt

4∑
α=1

∫
R

∫
R+

xi+1/2∫
xi+1/2−vxΔt

K(vx, vy)m
α(x)δ[v − Uα(x)]dxdvxdvy . .Q�K�/

�	� ������ �(� ����#���� ��� �� (������ ��

φ−(xi+1/2, tn+1) = − 1

Δt

4∑
α=1

xi+3/2∫
xi+1/2

K(Uα
x (x), Uα

y )mα(x)1x>xi+1/2−Uα
x (x)Δtdx , .Q�K�/

φ+(xi+1/2, tn+1) =
1

Δt

4∑
α=1

xi+1/2∫
xi−1/2

K(Uα
x (x), Uα

y )mα(x)1x>xi+1/2−Uα
x (x)Δtdx . .Q�Q2/



�22 ���	��
 �� ����

��� �����

C% (I0/I3/2)(x) �� K! mα(x) ��
 Uα
x (x) ��� ������������
 � �������� %�������� �	� �����

-������
�� ��	�
� �� ��������
� D�� � �����
���
�� �����A�
����� �	��� ���
� ��� ����
�

�� �� ������ �� x� �	� ���


μ(x) :=(I0/I3/2)(x) = μ̄i +Dμi(x− xi+1/2), .Q�Q�/

mα(x) = mα
i +Dmα

i (x− xi+1/2), .Q�Q1/

Uα
x (x) = Ūα

x |i +DUα
x |i(x− xi+1/2). .Q�QP/

�	� ������������ �% �	��� ��������� ���� �	� H�A�� .Q�K�/ ��
 .Q�Q2/  ���
�

φ−(xi+1/2, tn+1) = − 1

Δt

4∑
α=1

∫ xαR
i+1/2

xi+1/2

K(Uα
x (x), Uα

y )mα(x)dx, .Q�QK/

φ+(xi+1/2, tn+1) =
1

Δt

4∑
α=1

∫ xi+1/2

xαL
i+1/2

K(Uα
x (x), Uα

y )mα(x)dx , .Q�QQ/

(��	 �	� 
�-�������

xαR
i+1/2 := xi+1/2 − Δt

min(UαR
i+1/2, 0)

1 + ΔtDUα
x |i+1

, .Q�Q�/

UαR
i+1/2 := Ūα

x |i+1 + (xi+1 − xi+3/2)DU
α
x |i+1 , .Q�QR/

xαL
i+1/2 := xi+1/2 − Δt

max(UαL
i+1/2, 0)

1 + ΔtDUα
x |i+1

, .Q�Q�/

UαL
i+1/2 := Ūα

x |i + (xi − xi+1/2)DU
α
x |i+1 . .Q�Q�/

0��	 �	��� 
�-�������! �	� H�A�� φ−(xi+1/2, tn+1) ��
 φ+(xi+1/2, tn+1) ��� �������
 � 
���������# ����#���� .Q�QK/ ��
 .Q�QQ/� �	� 
��� J��������� μ̄α

i ! Ū
α
x |i ��
 �	� #��
�����

Dμi! Dmα
i ��
 DUα

x |i ��
��� �� �� 
�-��
� �� �����% �	� ������������ �% 
�
����

��
 ��
��� �% 
������� �	� 
��� J��������� ��� �	���� �����
��# ��

μ̄i =μi −
4∑

α=1

DμiDm
α
i

12mα
i

Δxi
2, .Q��2/

Ūα
x |i =Uα

x |i −
Dmα

i DU
α
x |i

12mα
i

Δxi
2. .Q���/

�� �����% �	� 
�A�
�
 ��������� �� �	� ���������� �	� ��������
����

DUα
x |i = 1

2
(sgn(Uα

x |i+1 − Uα
x |i) + sgn(Uα

x |i − Uα
x |i−1))

× min

{
abs(Uα

x |i+1 − Uα
x |i)

(1 − ΔxiDmα
i /(6mi))Δxi

,
abs(Uα

x |i − Uα
x |i−1)

(1 − ΔxiDmα
i /(6mi))Δxi

,
1

Δt

}
.Q��1/



���� ����

�� ��
 �
�	��� ��
��� ��� ���� �
�����
 �2�

�� ���
� �	� ��
� ��������� �� ���
 %�� �	� ��������
���� �% Dμi� D�� �	� #��
���� Dmα
i �	�

��	�
����
���� �� ���
 (	��	 �����-�� �	� ������� �% ����� ��������� 
�
����	��# ���������
.�%� U�21V/�

9���	�� U��V �	�(�
 �	�� �	� � �� �% ��	�
� 
�-��
 �� .Q�PP/ ��
 .Q�QK/�.Q��1/ �� �%
�����
���
�� ������� �� ����� ��
 ��
� �% �	� )D� ���
�����

Δtmax
i,j,k

|Uα
k | ≤ min

i,j
(Δxi,Δyj),

i = 1, . . . , Nx, j = 1, . . . , Ny, k = 1, . . . , Ns

.Q��P/

�� �����-�
� �	� �����
���
�� ������� �� ��
� ���
� %��
 �	� ��� ������� ������� �%
�	� ������������ #�� 
 ��
��� � ���
 U��V�

*�# 4����
�� ��� ���&��� 0����� ��
 5��� -�������

�	� ��B������ �% �	�� ������� �� �	� �������� �% 
�
��� �J������� .��� .Q��K//

∂

∂t
(M0,0,0

k ) = 0 ,
∂

∂t
(M

3/2,0,0
k ) = 0 ,

∂

∂t
(M

3/2,1,0
k ) = Rk ,

∂

∂t
(M

3/2,0,1
k;l ) =

1

Fr
eg · elM

3/2,0,0
k +D1

k;l ,

∂

∂t
(M

3/2,0,2
k;lm ) = +

1

Fr

(
eg · elM

3/2,0,1
k;m + eg · emM

3/2,0,1
k;l

)
+D2

k;lm ,

∂

∂t
(M

3/2,0,3
k;lmn ) = +

1

Fr

(
eg · elM

3/2,0,2
k;mn + eg · emM

3/2,0,2
k;ln + eg · enM

3/2,0,2
k;lm

)
+D3

k;lmn ,

.Q��K/

(��	 �	� 
�-������� �% �	� 	��� �����%�� ��
 
��# %���� ���
� .��� ���� .K��P/1 ��

.K��P/4,5,6/

Rk =

sk+1∫
sk

s3/2 exp(−bks)
4∑

α=1

nα
kHe(Uα

k , s,Θk)ds ,

D1
k;l =

sk+1∫
sk

s1/2

St(1)
exp(−bks)ds

4∑
α=1

nα
k [Ugl − (Uα

k )l] ,

D2
k;lm =

sk+1∫
sk

s1/2

St(1)
exp(−bks)ds

4∑
α=1

nα
k (Uα

k )j [Ugi − (Uα
k )i] (δilδjm + δimδjl) ,

D3
k;lmn =

sk+1∫
sk

s1/2

St(1)
exp(−bks)ds

×
4∑

α=1

nα
k (Uα

k )s(U
α
k )t [Ugr − (Uα

k )r] (δrlδsnδtm + δrmδslδtn + δrnδsmδtl) .

.Q��Q/



�21 ���	��
 �� ����

��� �����

������ �	�� M0,0,0
k ��
 M

3/2,0,0
k ��
��� �������� �� �	�� %��������� ����� �	���%���! �	�

�A��������� ����
����� bk (k = 1, . . . , Ns) ��� ��� 
������ ��H�����
 � �	� 
������
%����� �� 	��� �����%��� ������ ���� �	�� �J������ .Q��K/3 ��� �� ��
����
 ��
����
���� 
�% �	� ��	�� �J������� �� .Q��K/! ���� �	� 	��� �����%�� ��
 �	� 
������ %����� ��� ��������
�
�	���%���! �� �	� %����(��# �(� �������� �	� �(� �	 ����� �	���
��� ��� ������
 ��������� 
(��	 
�=����� ��
������ 
��	�
��

%���� "������ !��	��

�	� 
��# %���� 
�
�� �% $��,�� ����(� � ��
������ ����� �������� �% �J������� .Q��K/4,5,6!
.Q��Q/2,3,4� �	��,� �� �	� ��������� �% �	� �����A�
��� �&D �	� �J������� .Q��Q/2,3,4 ���
�� �����%��
�
 �����

D1
k;l =

sk+1∫
sk

s1/2

St(1)
exp(−bks)ds

(
M̄0

kUgl − M̄1
k;l

)
,

D2
k;lm =

sk+1∫
sk

s1/2

St(1)
exp(−bks)ds

(
M̄1

k;jUgi − M̄2
k;ij

)
(δilδjm + δimδjl) ,

D3
k;lmn =

sk+1∫
sk

s1/2

St(1)
exp(−bks)ds

(
M̄2

k;stUgr − M̄3
k;str

)
(δrlδsnδtm + δrmδslδtn + δrnδsmδtl) ,

.Q���/

(	��� �	� 
�
�-�
 
�
����! M̄M
k;lmn! ��� 
�-��
 �� .��� ���� .K�PP//

M̄M
k;lmn =

MM
k;lmn∫ sk+1

sk
s3/2 exp(−bks)ds

. .Q��R/

�	� ��
� 
���������� �� �	� ��%��	��
 ��
�� �% .Q��K/ ��� �� �����%��
�
 ����

∂

∂t
(MM

k;lmn) =

∫ sk+1

sk

s3/2 exp(−bks)ds
∂M̄M

k;lmn

∂t
.Q���/

������� �	� �A��������� ����
���� bk ��
���� �������� �� �	�� %��������� ����� 0��	 �	���

�
�-�������! �	� �J������� .Q��K/4,5,6 ��
 .Q���/ ���� ����

∂

∂t
(M̄1

k;l) =
1

Fr
eg · elM̄

0
k + D̄1

k;l ,

∂

∂t
(M̄2

k;lm) =
1

Fr

(
eg · elM̄

1
k;m + eg · emM̄1

k;l

)
+ D̄2

k;lm ,

∂

∂t
(M̄3

k;lmn) =
1

Fr

(
eg · elM̄

2
k;mn + eg · emM̄2

k;ln + eg · enM̄2
k;lm

)
+ D̄3

k;lmn ,

.Q���/

�$�� ��	� �����
�	�� ��� ������ M3/2,0,M
k;lmn 	� ��	���� �� MM

k;lmn




���� ����

�� ��
 �
�	��� ��
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�����
 �2P

(��	

D̄1
k;l =

1

S̄tk

(
M̄0

kUgl − M̄1
k;l

)
,

D̄2
k;lm =

1

S̄tk

(
M̄1

k;jUgi − M̄2
k;ij

)
(δilδjm + δimδjl) ,

D̄3
k;lmn =

1

S̄tk

(
M̄2

k;stUgr − M̄3
k;str

)
(δrlδsnδtm + δrmδslδtn + δrnδsmδtl) ,

.Q�R2/

(	���
1

S̄tk

:=
1

St(1)

∫ sk+1

sk
s1/2 exp(−bks)ds∫ sk+1

sk
s3/2 exp(−bks)ds

.Q�R�/

�� 
�����
 �� �	� 
�
�-�
 $��,�� ��
��� �% ������� Ik� "J������� .Q���/ ������
����

� .Q�R2/ ��
 .Q�R�/ ���������� � � ���
 �% �J������� %�� �	� 
�
�-�
 
�
����� C� ��� ��
�����
 �A���� ����# ��
�����
� ���� ����� �������� ���	��J���� �	� 
���� ����
������!
�	�� (��� �� ��%����
 �� �	� ��J���! %���������� �	� �������� �����
����� �

"J������ .Q���/1 ��� �� �����
 ���� ������ ������� M̄0
k �� ��� �	��#��# �� �	�� %����

������ ����� �	� �������� �� �	� ��
���������� [tn, t] ���
�

M̄1
k;l(t) = M̄1

k;l(tn) exp

(
−t− tn

S̄t

)
+ M̄0

k

(
Ugl +

S̄t

Fr
eg · el

) [
1 − exp

(
−t− tn

S̄t

)]
. .Q�R1/

�	� ���� ����� �������� �% �J������ .Q���/2,3 �� ��� ����� ���������� ������� �	� ���������
%�������� M̄1

k;l(t) ��
 M̄2
k;lm(t) ������ D�� �	��� �J������� � ��
������ �������	 ����
 ��

%����(�
 �	�� ����
�� �	� ��#	��	��
 ��
�� �% .Q���/2,3 �� �� ��������
 �� ��
� tn�
F�(����! �� �	�� (��,! �� �� ���%����
 �� ����� %�� �	� ���������� (Uα

k )l := Uα
k;l 
������ 

����# ��� �	� -��� �J������ �� .Q���/� �� �	�� ��
! �	� 
�
���� M̄1
k;l ��
 M̄0

k ��� (������
�� ���
� �% �	� ����
����� W4! ����

4∑
α=1

nα
k (t)Uα

k;l(t) =
4∑

α=1

nα
k (tn)Uα

k;l(tn) exp

(
−t− tn

S̄t

)

+

4∑
α=1

nα
k (tn)

(
Ugl + eg · el

S̄t

Fr

) [
1 − exp

(
−t− tn

S̄t

)]
. .Q�RP/

9 ����
��# �	� (��#	�� nα
k �� �� ��������! �J������ .Q�RP/ ��� �� ����� ���� d×β .d = 2/

�J������� %�� �	� ������� ���������! ����

Uα
k;l(t) = Uα

k;l(tn) exp

(
−t− tn

S̄t

)
+
(
Ugl + eg · el

S̄t

Fr

) [
1 − exp

(
−t− tn

S̄t

)]
. .Q�RK/

�	� ����
����� �% �������� (��#	�� �� �	� %��������� ���� �% 
������ %����� �� (��,� �	��
%����(� %��
 ���
 �% �	� �A��� �������� �% �J������ � ���
 .Q���/ .��� �	�(� 	���/��

��� ��������	�� �� ��� ���	(������	
�� ������
� ����	��� ����� 	� ��� �����	
�� ��������� �� ��� �*��(
�	��� 	� #C
-+%
 �� ��	� ������
� ��� �	���(���� �	��� �� #C
-+% ��� #C
7?% 
���� �� ��������� �� � ����	���
���
�	���� ���� ��� ��� ������	�� 	�������	�� 
���� �� ��������� �� �� @D3(������
 E������������" �*��(
�	�� ������ #C
-+% 
�� �� ���� ��	G ��� ����� 0��&�� �������" ��	
� 	������
�� �	 
���	�� �� ��� �

�����

�������	�� �� ��� 
������ ��� �� ���� ��� ����	�� ���
�� �+7�
 H������" ��� �����	
�� ������
� ������
��� ��� �� ���� 
�����! ���� ������ #��� 0�
�	�� �
/
�%




�2K ���	��
 �� ����

��� �����

%���� $��� ��������

�	� �������� �% �J������ .Q��K/3 �� ��� ���������� �� �� ���� ����� �� ��
������ ����� ���
�����	 ������� He �� .Q��Q/1 ��! �� #������! � ���������� %������� �% Θk� �	���%���! �
��
������ 
��	�
 	�� �� �� ������
 �	�� ����
�� �	� ��#	��	��
 ��
� �% .Q��K/3 �� ��
,��(� %��
 � �������� %��������� ����� �	� �
��#��# ?&" �� �����
 ����# �	� ?&"�
������ ��
��� �% �	� 
��	�
������� ������ ?&"�*)< UR�V� ��
��� �(���	�� ����
���
����� ���(��� �������= ��
 ���= �������� �	� �(��%�	���
�� �
������ *
�
� 
��	�
 (��
���
 %�� �	� �������= ���� ��
 �	� -%�	���
�� ���,(��
 
�=����������� %��
���� .9&D/
%�� �	� ���= ����� �	� 	�#	 ��
�� �% ������� �� �	� ����
��
 %�� �	��� ��������� C� ���
����� �� ��
���
 �� ���������� �	� ������������� �� ������� ���#� ��
������ ������ %��

�	� ��
������#������! �	� 	�#	���
�� 
��	�
� ��� ���
�

*�* �
�����
���
�� �� ��� .��&����
�� '���

�	� 
��������� �% �	� ��
������ ��	�
� %�� �	� ����������� ��

����� (��	 �	� ���� �����
�������� �% �	� ������ 	 �������� �&" .��� .Q��2/�.Q��1//

∂

∂t
(f) − Ev(v, θ)

∂

∂s
(f) = 0 �� [tn, t] × [0, 1], .Q�RQ/

f(tn; s) = fne(s) �� [0, 1], .Q�R�/

∂f(x, t;v, s, θ)

∂s

∣∣∣∣
s=0

= 0 �� [tn, t]. .Q�RR/

�	� ��������� v ��
 θ ��� -A�
 �� �	� %��������� ���� �% ����������� ��
 �	���%��� �	�
�������� ���
� f(t; s) = fne(s+Ev(v, θ)(t−tn)) %�� ��� (tn; 0) ≤ (t; s)� �	�� �������� �� ���

�� 
����� � -���� ����
����,� ��	�
� %�� �	� 
�
��� �J������� �� .Q��Q/� �	� 
���������
�% �	� ��	�
� �� ��
���� �� �	� ,������ �������	 ������
 �� $������ Q�P�

�	� �������# ����� �% �	��� 
���������� �� �	� ������������ �% �	� ����� �������� �%
�J������ .Q�RQ/� .Q�RR/ ���� �	� 
�-������ �% � #������ 
�
��� �� ��
� tn+1 = tn +Δt .���
.K��//

MK,L,M
k;lmn (x, tn+1) =

∫
R+

∫
R2

sk+1∫
sk

sKθLvlvmvnfne(s+ Ev(v, θ)Δt;x,v, θ)ds dv dθ . .Q�R�/

*%��� �	� �	��#� �% ��������� u = s + Ev(v, θ)Δt ��
 � �������#�
���! �	� ����#��� ��



���� �
��
��
���
�� �� ��� ���	�
��
�� 	�
� �2Q

.Q�R�/ �� �����%��
�
 �����

MK,L,M
k;lmn (x, tn+1) =

∫
R+

∫
R2

sk+1+EvΔt∫
sk+EvΔt

uKθLvlvmvnfne(u;x,v, θ)du dvdθ

︸ ︷︷ ︸
.C/

+

∫
R+

∫
R2

sk+1+EvΔt∫
sk+EvΔt

(
(u− EvΔt)K − uK

)
θLvlvmvnfne(u;x,v, θ)du dv dθ

︸ ︷︷ ︸
.CC/

. .Q�R�/

C���#��� .C/ ��� �� (������ ��

.C/ = MK,L,M
k;lmn (x, tn) +

∫
R+

∫
R2

sk+1+EvΔt∫
sk+1

uKθLvivjvkfne(u;x,v, θ)du dv dθ

−
∫
R+

∫
R2

sk+EvΔt∫
sk

uKθLvivjvkfne(u;x,v, θ)du dv dθ, .Q��2/

(	��� �	� ����#���� �� .Q��2/ ��� ��#��
�
 �� H�A ���
� �	���#	 �	� �����%���� �% �������
Ik� )����J����� ! ����#��� .CC/ ���������� �	� ���, �� ������ ���
 %�� ������������ ��
%��������� �	� ���������� �% ����#��� .CC/! �� �� 
���
����
 ����

.CC/ =

∫
R+

∫
R2

sk+1∫
sk+EvΔt

(
(u− EvΔt)K − uK

)
θLvivjvkfne(u;x,v, θ)du dv dθ

+

∫
R+

∫
R2

sk+1+EvΔt∫
sk+1

(
(u− EvΔt)K − uK

)
θLvivjvkfne(u;x,v, θ)du dvdθ . .Q���/

*� Ev �� 
����
��� �� v ��
 θ! �	� 
�����
 ������	��#� �% �	� ����#���� �� .Q��2/ ��

.Q���/ �� ��� %�������� �� �����
�����
 �	�� 
�O���� �	� ����� ����#���� ��� (������ ��

.C/ = MK,L,M
k;lmn (x, tn) +

sk+2∫
sk+1

uK

∫
R+

∫
Rd

θLvivjvkfne(u;x,v, θ)1u≤sk+1+EvΔtdv dθ du

−
sk+1∫
sk

uK

∫
R+

∫
Rd

θLvivjvkfne(u;x,v, θ)1u≤sk+EvΔtdv dθ du .Q��1/

�$�� �	���	
	�� ��� ��������
	�� �� Ev ��� ���������� 	� ��� ��*���




�2� ���	��
 �� ����

��� �����

��


.CC/ =

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
Rd

(
(u− EvΔt)K − uK

)
θLvivjvkfne(u;x,v, θ)1u≥sk+EvΔtdv dθ du

+

sk+2∫
sk+1

∫
R+

∫
Rd

(
(u− EvΔt)K − uK

)
θLvivjvkfne(u;x,v, θ)1u≤sk+1+EvΔtdv dθ du . .Q��P/

��A�! �	� ������� 
����������� fne �� ��� �J��� �� �	� �����A�
��� �&D �� ��
� tn� �	��
����(� �	� ���������� �% �	� ������� ��
 ��
�������� ����#���� �� .Q��1/ ��
 .Q��P/� �	�
��������# H�A�� %��
 ������� Ik+1 �� Ik ��� 
�-��
 �� .�%� .K�R�/1/

EK,L,M
lmn (k, k + 1) :=

Δsk

Δt
ΘL

k

4∑
α=1

nα
k+1(tn)Uα

k+1;l(tn)Uα
k+1;m(tn)Uα

k+1;n(tn)

×
sk+1+Ev(Θk+1,Uα

k+1)Δt∫
sk+1

uK exp(−bk+1(tn)u)du , .Q��K/

(	��� Δsk := sk+1 − sk� �	� ���, ���
� ��� �����-�
 �� .�%� .K�R�/2/

E1K,L,M
k;lmn (tn) := ΘL

k

4∑
α=1

nα
k (tn)Uα

k;l(tn)Uα
k;m(tn)Uα

k;n(tn)

×
sk+1∫

sk+Ev(Θk,Uα
k )Δt

(
(u− EvΔt)K − uK

)
exp(−bk(tn)u)du .Q��Q/

��


E2K,L,M
k;lmn (tn) := ΘL

k

4∑
α=1

nα
k+1(tn)Uα

k+1;l(tn)Uα
k+1;m(tn)Uα

k+1;n(tn)

×
sk+1+Ev(Θk+1,Uα

k+1)Δt∫
sk+1

(
(u− EvΔt)K − uK

)
exp(−bk+1(tn)u)du . .Q���/

0��	 �	� ����� �����
�������� �J������ .Q�R�/ ��� �� (������ ��

MK,L,M
k;lmn (x, tn+1) = MK,L,M

k;lmn (x, tn) − Δt

Δsk

[
EK,L,M

lmn (k − 1, k) − EK,L,M
lmn (k, k + 1)

]
+ E1K,L,M

k;lmn (tn) + E2K,L,M
k;lmn (tn) . .Q��R/
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�� ����
�
�� �2R

C� �	� ���� (	�� K = 0 ��
 M = 0 �� ���, ���
� �����! (	��	 �� ��� �	 ����� �������
����������� 
��� ��� ���
 �� �	� ��
������ �% 
������� �� s ∈]0, 1]� ?�� �� s = 0 ��� �	�

������� ��,�� %��
 �	� � ���
� ���� �	�� Δt 	�� �� �����% �	� �����������

EvΔt < (sk+1 − sk), .Q���/

��	��(��� �	� ����#���� �� �	�� ������� ��� ��� 
�-��
 ������ ! ���� ������� �������� (��� ���
�� �����
���
�

&�%��� UKPV �	�(�
 �	�� �� ����������� ��	�
�! ��
���� �� .Q��R/! �� �����
���
��
�������� �� ���%��� ������

*�+ 4����
�� ��� ��� �&����
�	 %��

�
��

C� �	�� ������� �	� �����	��# ���
����� .1��P/ �� ���������
 ���� � �������� ���(��� �	�

�
���� ��%��� �����	��# M

(K,L,M)+
k;klm ��
 �	��� �%��� �����	��# M

(K,L,M)r
k;klm � �	� ������������

�% �������� .1��P/ ���� �	� 
�-������ �% M
(K,L,M)r
k;klm  ���
�

M
(K,L,M)r
k;klm :=

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
R2

sKθLvlvmvnf
r(x, t;v, s, θ)dvdθds

=
γ − 1

αxαyβ5
d

sk+1∫
sk

∫
R+

∫
R2

sKθLvlvmvnf
+(− vx

αx
,
vy

αy
,
s

β2
, θ)dvdθds . .Q���/

�	� ��#	��	��
 ��
� �% .Q���/ 	�� �� �� ������
 �� �	� 
�
���� ��
 ����
����� �% �	�
�����A�
��� �&D ��%��� �����	��#� �� �	�� ��
! �	� %����(��# ������������� ��� 
�
�

t =
s

β2
d

, u = − vx

αx
, v =

vy

αy
. .Q��2/

�	�� �	��#� �% ���������  ���
�

M
(K,L,M)r
k;klm = (1 − γ)(−αx)

P (αy)
Q(βd)

2K−3

×

sk+1

β2
d∫

sk
β2

d

∫
R+

∫
R2

tKθLuPvQf+(u, v, t, θ)dudvdθdt , .Q���/

(	��� P ��
 Q ��� �	� ��
�� �% 
�
��� M
(K,L,M)r
k;klm %�� �	� ���������� vx ��
 vy! ����������� �

�	� ��
 �% P ��
 Q 
��� #��� M � �	� ����#��� �� �	� ��#	��	��
 ��
� �% .Q���/ �� ,��(�
%��
 �	� 
�
���� ��
 ����
����� �% �	� ����
��� 
�������� ���� �	�� �	� ����
����� �%
�	�� ����#��� 
� ��� ���������� �#��� (��	 �	� ����
����� �% �	� ��������� �	���%���! ��
�A������ ���������� �% �	� ����#��� �� .Q���/ �� ��J����
 ����# �	� ����
����� �% �	� ����
���

��������

�	� ��#����	
 %�� �	� �����	��# ����
�� ���
����� �� � (��� �	�� �� ���������
! %��
�A�
���! ��(��
� ex 
��� ���
�� �	� %����(��# �����������
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7
8 �	� 
�
���� �% �	� ����
��� 
�������! M
(K,L,M)+
k;klm ! 
��� �� �����
 ��
 �	� 
�
����

�% �	� �����	�
 
�������! M
(K,L,M)r
k;klm ! 
��� �� ������
 �� �	� (��� �����
��# ��������

.Q���/�

7

8 C� �	� ���� (	�� 
������ ������� v �� �	� (��� �� �	��#�
! �� ����
������� ��
�	�����# �% �	� 
������ 
����������� �� ���� ����� �� ��������

�� #�������� �	��� ����������! � �� �� �% #	��� ����� �� �����
���
 M��	��
N �	� (��� �%
�����	��#� �	� ����
�� ���
����� �� �	� ��%� �����%��� �% �	� -��� �� �� �% ����� �� �	�
��
���������� 
�
��� .�	� ������ �������� �% �	� (���/ �� � 5����#��
���� ����
�� ����

����� %�� �	� 
�
���� �% ����
��� 
�������� F����! ��� �	� 
�
���� �% ����
��� 
�������
����	 �	� #	��� ������ C� �	��� ����� �	� 
�
���� �% �	� �����	�
 
�������! M

(K,L,M)r
k;klm ! ���

��
����
 ����# �������� .Q���/� �	� 
�
���� �% ����
��� 
������� ��� �����
 ����# �	�
5����#��
���� ����
�� ���
����� �� �	� ��%� �����%��� �% ���	 #	��� ����� �	� ����
����
���� �� �	�����# �% 
������� �� 
�
����
 � �����
����# � ��( 
�
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x [−]

SAM
SM, Ns=30
SM, Ns=20
SM, Ns=10
SM, Ns=5

������ ��
	 0����� ���� �	������ #������	��� �� 	�	�	�� �����% ��
 ���	�	��
��	�� � ���	(������	
�� ������ #0�1% ��� ��� ��
�	���� ������ #01%: Nx =
150


.Stchar = 0.03/ �� ������
� �	�� �J������ �� ��
���
����
 � �	� ��H�( ���
�����

f(0; v, s) =: f0(v, s) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

exp

„
−0.5 (s−μ)2

σ2

«
−exp

„
−0.5 (sc−μ)2

σ2

«

M0
�� sc ≤ s ≤ 1 − sc ,

0 ��	��(���,
.��Q/

(	��	 �� � ��������
 >������� 
����������� (��	 
��� μ = 0.5! ����
��
 
�������� σ =
0.1/

√
2! ���������� ����� sc = 0.9 ��
 ���
��������� %����� (	��	 #��������� �	�� 1 =∫ ∫

f0dsdv .��� D�#��� ���/� 0��	 ����
�� ���
����� .��Q/ �� �� ����
�
 �	�� �� �	�
��H�( .��� ��� �	���/ ��� 
������� 	��� �	� ��
� ������� �

C� D�#��� ��1! �	� ��
������ ����� �������� �� ������
 ������ �	� ��
������ ��������
%�� %��� 
�=����� ��
���� �% �������� Ns = {5, 10, 20, 30} ��
 �Q2 ������ ����# ��� -��
��������! �� �� �������
 �	�� �	� ��
������ ����� ����
������ (��	 �	� 
������� %��
 �	�
����� ��
 �� ���#��� �� �	� ������� 0��	 ���������# ��
��� �% �������� �	� ���� ����� �����
���� �� ��� (��� ����������
 ��
 ��� ��� ��
������ ������ ��
��� %�� �	� ���� Ns = 20
�� Ns = 30� *��	��#	 ��� ��
��� 
�
��� %�� ����������� ��
 
��# (��� ���
! �	� ������
������� ��
����� �	�� �	� ��
������ ����� 
�������� (��	 ���������# ��
���� �% ��������!
� �������� ���
����� �� ���� �	� ��������� 
��	�
 �� 
��� ��
���A ���� ������
�� C�
D�#��� ��P �	� ��
������ ����� ��
 ��
������ ������� %�� ����� 
��� ��
 ����� ��
��� �%

������� ��� 
������
 (	��� �� �	� ��
������ ������������ Q ��
 �2 �������� ��
 �Q2 �����
(��� ���
� �	� ������� %�� 
��� �������� �	�� �2 �	�( �� ���������� 
�=������ ���(���
��
������ ����� ��
 ��
������ ������������ ��
 ��� ��� �	�(� 	���� D��
 �	�� ��
�������
�� ��� �� ������
�
 �	�� �� 
��� �� 
������� ��� ����-����� ��,�� %��
 �� �

�
 �� �	�
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SAM, n(x)
SAM, m(x)
SM, Ns=10
SM, Ns=5

������ ���	 ����� ���� ��� ������ �� �������� #������	��� �� 	�	�	�� �����%
��
 ���	�	�� ��	�� � ���	(������	
�� ������ #0�1% ��� ��� ��
�	���� ������
#01%: Nx = 150


� ���
� )�
�����# �	� ������� �� D�#��� ��1 (��	 �	��� �% D�#��� ��P �� �� �������
 �	�� ��
�	� ��#��� (	��� �	� ��������� %�� d32 ��� 
�������# %��
 �	� ��
������ ����� �������� ��� 
� �
��� �
���� �% 
��� ��
����� )����J����� ! �	� ������ �� d32 	��� �� �����# �
����
�� �	� ������� 
�������
 �	��� ������������

<���� ��'������� �� �
� �8����'��� �� =��� ��� �
���

�� ������ �	� ��� �% �	� ���%��
 ��
�������� 
�
�� U�V �� �	� %��
� �% �	� ��������� 
��	�

�� �� ��
����
 (��	 �	� �A���� 

����� ����������� �A����
��� �% 0��# ��
 )	��# U��1V�
�	� �����
���
 �� ����������# �������� .C10H10/ ���� �	�� �A	����� ������������! 	�����#
��
 ����������� �� � ���(� 
����# N2 #�� �����
 (	��	 
���� �	���#	 � � ���
����� �����
�	�� ���� �� %����# �� �	� 
�������� �% #����� � �	� 
������
���� ��� ���
����
 (��	 �	�
�	��� &������ �������� ���� 5�� .�&�*/ �� �	� ��
 �% �	� ����� �	� ���#�	 �% �	� ����
�� �����
 %��
 1 �� �Q �
� �	� ���� 	�� � 
��
���� �% 1 �
 ��
 �� ��������
 �� ��
��
�� ��
����� �� �
������� ����������� �������
��� ��
 �� ����
 %��� ���
�������� �� �	�
���� (���� C� �� ���	����
 �� 75◦ )� *� �	� �������� �% �	� ���� �	� ��� 
������� ���� 
	�� � 
��� ������� �% �����A� 2�� 
 �−1! � 
��� ��
�������� �% �����A� 308.0 < ��
 ��
$6& �% �����A� P2�2 μ
� �	� 
����������� �% 
������ ��5�� ���#�� %��
 R�2 �� �2�2 μ
�
�	� 
������
 ������� ��5� 
����������� �� 
������
 �� D�#��� ��K� �	� #�� �	�� �������
�
�	� 
������� 	�� �������� � ������� �% �����A� ��2 
 �−1! � 
��� ��
�������� �% �����A�
348.0 < ��
 �� �����A�
���
 
��� %������� �% �������� ������! YTg = 5.0e−04� �	��
�A����
��� (�� ���
����
 ��
�� ��
���	���� �������� ���
������� *�� 
������
����
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������ ���	 9����� ��
 �	������ �� �������� 	� � �����	������ �����: ����
�!���	���� �� ;��� ��� .���� ��<��


(��� 
�
� �� �	� �A�� �% � 

��� ! (	����� �	� ��
��� ��������� �% �	� �	������������
J���������! ���� 
������ ��5� ��
 ������� ! (��� �������
 ��
 �	�(� �� ��� ��� �����#� ��
�	� 
�

�� �% �	� �����

C� �	�� (��,! �	� �A����
��� �% 0��# ��
 )	��# U��1V �� 
�
����
 (��	 �	� ����

�
�������� ��������� 
��	�
 � ����# �	� %����(��# ����
�������

7
8 �	� ���%��
 ��
�������� 
�
�� �% *���
5�� ��
 $���#���� U�V �� �����
���
 %�� �	�
������������

7

8 * ����(� �������# ���(��� #�� ��
 
������� �� ��,�� ���� ��������

7


8 �	� ���������� �% �	� �������
��# #��! ���� �	� ������� ! ��
�������� ��
 �	� ������

��� %�������! ��� �������� ����# �	� ���#���
���� �A���

7
68 �	� ������� ��
��� 
����� %������� 
������
 �� D�#��� ��K �� �����A�
���
 � �	�

����������� �� .��Q/ (��	 
��� μ = 0.5! ����
��
 
�������� σ = 0.1/

√
2 ��
 �����

������ ����� sc = 0.9 .��� D�#��� ���/�

768 �	� �	������������ ������ ��� Xchar = 65.0 �
! Vchar = 1.0 
�−1! Θchar = 348.0 < ��

Schar = 60.0 μ
� �	� ��������# 
�
���������� ��
���� �� �	� ��H�( ��� Stmax = 0.07
��
 Evmax = 0.04 ����# �	� 
��� 
����� �% �������� ρC10H10 = 0.969 # �
−3 ��
 �	�

 ��
�� �������� �% �% �	� #����������� 
�A���� ηTg = 1.85e−04 # .�
 �/−1�

�	��� ���	�� �����# ����
������ ��
��� �	� ��
������� �=��� ��#��-����� ��� �� �	� ��
�
��
� �	� �����
��� �����# ������ ���� �	� �	 ����� 
�
��� �	�� �� ����������� �	� ����
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������ ��
	 D������ ����
	�� ��
 �����
� ��� ���	�	��: ��
�	���� ������ ���
Ns = 20 ��� Nx = 100


(	�� � ���� ���-#������� �� �����
���
 (	��� ���������� �% �	� #�� (��	 �������� ������
�� ����	�
 �� �	� ���� ��
 �	� ����������� ��
��� ��
���� �� 5����

D�� �	� 
������������� �% �	� ���%��� ����� 12 �������� ��� ���
� �	� ��
����������

�
��� �� 
���������
 � �Q2 ����� ��
 �	� �����
���
�� -���� ����
� ��	�
� �� ���
 %��
�	� ����������� �	�� ���#� ��
��� �% �������� ��
 ����� �� ���
 �� ����
 ��
������ �������

�	� ������� %�� �	� 
������ ������� ��
 ��
�������� ��
 %�� �	� ����������� ��
���
��� 
������
 �� D�#���� ��Q � ��R� �	� ������������ �% 
������� �� �	� ��������! �������

�� D�#��� ��Q! �� 
�� �� 
��# ��
 #����� %����� �	�� ��� 
������
 ��(��
� �	� ��
 �% �	�
����� &�� �� #����� ! �	� 
������� ����	 � ������� (	��	 �� ���#�� �	�� �	�� �% �	� #���
�	� ������� ������������ �% ���#� 
������� �� �
����� �	�� �	�� �% �
��� ����! ��� �	� ���#��

������� ����	 	�#	�� ����������� �	�� �=��� �� 
�� �� �	� ����������� ���(��� 
��# ��

#����� %����� (	��	 ����� �� �������� 
��������� �% v > Ug� �	� ����������� �% 
�������
���
� �� � ���� �% ���#� 
������� �� %����� �% �
����� ����� C% �� ���#� 
������� ��� ��%� �	�
-��
� ��� ��� �� 5����

�	� ��5��
����
��� �������� �% ��
��������! �������
 �� D�#��� ���! �� 
�� �� �	�
	��� �����%�� ���(��� #�� ��
 
�������� �	� �����
����� �% 	��� 
�� �� �	� �����������
�% 
������� �� ��� �������
 �� �	� ������� �� �	� 
������ ��
�������� ��
���� �J��� �� �	�
�������� #�� ��
�������� �%��� �	� ������� 	��� �����%�� .x > 0.2/� D�� �	�� ���-#�������
��� ��� ������
� �	�� �	� ��
� ����� %�� �	� 	��� ���
������ �� �
����� �	�� �	�� �% �	�
����������� ������� .��� D�#���� ��� ��
 ���/�

C� D�#��� ��R �	� ����������� ��
��� �� ������
 ������ �	� �������� ��
 ���%��� ������
C� �� ���-�
�
 �	�� �	� ����������� 
����
� 
������ �� �	� ������� ��
 �	� ��
��������
�������� ��
 ��� ��
������ �� �	� ��5� �% 
�������� �	� #����� %���� (	��	 ������� ��
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Ex. Wong & Chang
SM, all particles
SM, large particles

������ ���	 F���	�	�� ������ ���
�	�� #������	��� �� 	�	�	�� ������% ��
 �	��
� ������� ����	�� 	� ��� ����: ������������ ���� ;��� ��� .���� ��<�� ���
��
�	���� ������ #01% �	�� ��� �������� #���	� �	��% ��� �������� �� �	)� d > 20
μ� #������ �	��%" Ns = 20 ��� Nx = 100


���#�� ���������� �% ���#�� 
������� ���� ������� �� 	�#	�� ����������� ����� %�� �	� 
�������
�% ���#� ��5��� 0��	��� �	� #����� %����! �	� ����������� ��
��� (���
 �� �	� ��
� %��
��� 
������ ��5�� ��� ��� (	�� �	� 	��� ����	�
 �	� ��
�������� �% �	� #��� �	� �����
������� �������� �% �	� ����������� ��
��� �� 
�� �� �	� �����# ��
�������� �% 
��������
�	�� ��H���� �	� %��� �	�� � ��J��
 �� ������ 
��� �������� �% �� 	�� � 	�#	�� ��
���������

C� D�#��� ��� �	� ��
�����# ����
� %������� �% 
������� �� �	� 
�

�� �A�� �� ������

������ �	� �����#� ��
� � 
������ ��
���� �� �	� ���� .�	�� J������ �� ������������ �� �	�
��������/� C� �	� ���� (	�� ��� 
������� ��� �����
���
 �� �	� ��
�������� .����
 ����/! �	�
��
�����# ����
� %������� �% �	� 
������
 ��
 �	� ��
����
 ������� 
�=�� 
��������� �
�	��� 
� �� ������� ������� %�� �	�� 
��������� #��	�! �	� �����# ����
������ �	�� (���

�
� %�� �	� �	 ����� 
�
��� ������! �	� (��,���� �% �	� �&�* �� ������� ��� 
�������!
����������� �
��� ���� �� �����! �	� ���#� �� ���
� ��
��� .≈ 1.0e5/ �% �	� N2���������
#�� 
�A����� �	� ������ ����� 
��� ��� ����( �	� ����
����� �% � ��
���� H�( ��
 �	���%���
�� �� �������� �	�� ����������� �
��� �������� 
������� ����	 �	� (��� ��
 ����, �	����

?
�����# ��� 
������� (��	 ��5� d < 20μ
 �� �	� ��
��������� .
��	�
 ����/ � 
��	
������ �#���
��� ���(��� 
������
���� ��
 ��������� 
��	�
 �� �������
� C� �� ���
�����
�
 �� 
��( �� �����# ���������� %��
 �	��� �������� �	�� (���
 ��� 	�
� �	� %���
�	�� ����
������ .�/�.��/ �	���
 �� ��%����
 �� ��	���� ���������� ���
������� �% ���������
���� H�(�� �	� 
�
�-�
 ��
������ ������ .
��	�
 ����/ ��� ��
������ �	�� �
��� 
�������

� ��� �� �����
���
 �� �	� 
������
�����
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��	�
 �% �	������������� U��V �� �	� 9;� .*�P/�.*�Q/! �� �� (������
�� �	� J���������� %��
�

sv
∂f

∂x
+

(
Ug − v

Stchar
+

s

Fr

)
∂f

∂v
− sEv

∂f

∂s
=

1

Stchar
f , .*��/

(	��� �J������ .*��/ 	�� ���� 
��������
 � s� C� �� �������
 �	�� ��� %�������� �� %����
�% �	� 
���������� �% f ��� �% ����� C1 (	��	 B����-�� �	� ����������� �% �	� �	������������

��	�
 ��
 #��������� �	�� �	� �������� f(x, v, s) �� ���J���

�	� 
��	�
 �% �	������������� ��

����� (��	 �	� ����
����������� �% x! s! v ��

f �� ���
� �% � ������ J������ t! (	��	 ����(� %��
������� �% �	� ������
 � ���
 �%

�=�������� �J�������

dx

dt
= v(t)s(t) , x(t = 0) = x0 = 0 ,

dv

dt
=
Ug − v(t)

Stchar

+
s(t)

Fr
, v(t = 0) = v0 ,

ds

dt
= −s(t)Ev , s(t = 0) = s0 ,

df

dt
=

1

Stchar

f(t) , f(t = 0) = f0(v0, s0) .

.*�R/
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�-��� �	� �	������������ ����� t �→ (x(t), v(t), s(t), f(t)) = χ(t) ⊂ R4 �	��
�����
�� �	� ����� (x0, v0, s0, f0(v0, s0))� �� ����� �J������ � ���
 .*�R/! �J������ .*�R/2
�� 
���
�
 � .*�R/3 ��
 �J������� .*�R/3 ��
 .*�R/2 � .*�R/1� �	�� #���� �	� ���������

dv

ds
= −β Ug − v(s)

s
− 1

FrEv
,

ds

dx
= −Ev

v
,

dv

dx
=

Ug − v(x)

s(x)v(x)Stchar
+

1

v(x)Fr
,

.*��/

(	��	 ��� �����
 ��#��	�� (��	 �	� M������� ���
������N v(s = s0) = v0 ��
 s(x = 0) = s0�
�	� -A�
 ����
���� β �� 
�-��
 ��

β :=
1

Ev Stchar
=
τev
τd

. .*��/
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���� ��� ������ �� ���
����

��
�� �Q�

�	� -��� ��
�� ?&" .*��/1 ��� ����� �� �����
 ����# ����
��
 �������� 
��	�
� .	�
��
#������ ���� ���������� ��������/� �	� ������� v! �� � %������� �% �	� �������� s! ���
�

v(s, v0, s0) = Ug − (Ug − v0)

(
s

s0

)β

+
s

Ev Fr

1 −
(

s
s0

)β

(β − 1)
%�� β ∈ (0, +∞) \ {1}

.*��2/

��


v(s, v0, s0) = Ug − (Ug − v0)
s

s0
− s

Ev Fr
ln

(
s

s0

)
%�� β =

τev
τd

= 1 . .*���/

C� �	� ��
���
�� �% *����
�A * �	� 
��	 ��
���� ��� ��� ������� ���� �% β = 1 �� ���
���
�� 0��	 ������ .*��2/! �	� �������� �% ?&" .*��/2 �� �������
 � � ���������� �%
���������� ����# �	� 
�-�������

d1 = v0 − Ug − s0

Ev Fr(β − 1)
��
 d2 =

1

Ev Fr(β − 1)
, .*��1/

�	� �������� s %����(� %��
 �	� �������� �% �	� ��#������ �J������

s(β+1) +
d2

2

sβ
0 (β + 1)

d1
s2 + Ug

sβ
0 (β + 1)

d1
s

− sβ
0 (β + 1)

d1

(
Ugs0 +

d1

sβ
0 (β + 1)

s
(β+1)
0 +

d2

2
s2
0

)
= −Ev

sβ
0 (β + 1)

d1

x . .*��P/

)	�����# β �� �� ��
� ������� ����#�� ��
���! �� ���� ����� �������� �� .*��P/ ��� ��

�����
 M� 	��
N �� � ����# ��
����� ��#���� � ���
�� *� β ��� ��,� �� ����� (��	��
(0, +∞) \ {1} �	� �������� �% .*��P/ 	�� �� �� �����A�
���
 ����#! %�� �A�
���! �	� ����
-�
��# ��#����	
 ����
 �% 6*��*9�

�	� 
�=�������� �J������ .*�R/4 ��
���� �� �� �����
� C� ���
� �% �	� ����
���� t!
�� �� �� ��� ���, �� -�
 �	� ��������

f̆(t) = f0 exp

(
t

Stchar

)
.*��K/

��� 	��� �	� ��B������ �� �� -�
 �	� �&D �� � %������� �% x! v ��
 s� F����# �	�� �� 
��
!
�	� �������� �% .*�R/3!

t(s, s0) = − 1

Ev
ln

(
s

s0

)
.*��Q/

�� ����������
 ���� .*��K/ �� ������

f̌(s, v0, s0) = f0(v0, s0)

(
s

s0

)−β
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# �� ���
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��� �����
��

?�� 
� �	��, �	�� .*���/ �� �	� �������� �% 9;� .*�P/�.*�Q/ ���! �� x ��
 v 
� ���
������ �A������� �� .*���/! �� ��� ��� �� �� �����
�
���� ������� �	� ��������� �� ����
(���� ������� �	� ��������� ���(��� s ��
 x! ��
 s ��
 v ��� 	�#	� ��
���A� �	���%���!
�� �A������ �A�������� %�� f(x; v, s) �� ��� ��	��������

��! ���
(������
��� �����
�� �� ��� ������� �� ���

4�0

*� 
�������
 �����! �	� ������� �% �	�� ��
������ ����� 
��������� �� �	� ��
������� (��	
�	� ��
������ ������������ �� )	����� �� �	���! �	� 
�
��� 
��	�
 
��� ��� ����� %��
�	� �&D �A������� ! ��� %�� 
�
���� �% �	� � ��

nKM(x, v1, v2, s1, s2) :=

∫ s2

s1

∫ v2

v1

sKvMf(x; v, s)dvds . .*��R/

�	���%���! �� �� ��O����� �� -�
 �	� ��������� %�� ������� 
�
���� �% �	� ��
���
 �&D�
*� (��� �� 
�
��������
 �� �	� %����(��#! � ��
������ ����� %��
 �% nKM(x, s1, s2, v1, v2)
��� ��
��
 �� %���
� �� �	�� ��
! �	� ��������� �� �	� ����#��� �% .*��R/ ��� �	��#�

�����
��# ��

s = Fx1(v0, s0) ��
 v = Fx2(v0, s0), (��	 x0 = 0 , .*���/

��
 �	� ��( 
�
��� �% ����#������ �� .*��R/ ��

D = F−1
x ([s1, s2] × [v1, v2]) = ([s01, s02] × [v01, v02]) . .*���/

0��	 �	��� 
�
�-�������! �	� ����#��� �� .*��R/ ����� ����

nKM(x, s1, s2, v1, v2) =

∫
D

FK
x1(s0, v0)F

M
x2(s0, v0)f0(s0, v0)J(x, s0, v0)ds0dv0 , .*�12/

(	��� J �� �	� L������� �% �	� 
�����# Fx = {Fx1,Fx2}� C� ��� �� ��������
 ��� �	�
��������

dJ(x, s0, v0)

dx
=

J(x, s0, v0)∇s,v ·
(

dFx1

dx
,

dFx2

dx

)�

. .*�1�/

�	�� �J������ �� � �������������� �% � #������ ������ %��
 ������ ��#���� .�%� )	�
(��,
U1QV/� 9 ����# .*��/2,3 ��
 ���� ��# �	� �	��� ���� �% 
�=�����������! �J������ .*�1�/
��� �� (������ ��

dJ(x, s0, v0)

dx
= −J(x, s0, v0)

(
Ug

s v2 Stchar

+
1

v2 Fr

)
,

(��	 J(x, s0, v0)
∣∣
x=0

= 1 .
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�������
��� �����
�� �� ��� ������� �� ��� ��� ���

�	� %����(��# �A�������� %�� J(x, s0, v0) �� �	�� �������
 %��
 ?&" .*�11/ ��� ����������
�% ���������Y

J(x, s0, v0) = exp

⎡
⎣− x∫

0

(
Ug

s(x′, s0, v0) v2(x′, s0, v0) Stchar
+

1

v2(x′, s0, v0) Fr

)
dx′

⎤
⎦ .

.*�1P/
�	� ����#��� �� �	� ��#	��	��
 ��
� �% .*�1P/ ��
���� �� �� ��������
� ��������� .*��/2
��
 .*��2/ ����( �	� �����%��
����� �% ��������� %��
 x′ �� u ��� �	� �
����-������ u = s�
�	� -��� �A�������� �% J(x, s0, v0) �� �	�� �������
 �	���#	 �	� ���������� �% �	� ����#���
��

J(x, s0, v0) = exp

⎡
⎢⎣− s0∫

s(x,s0,v0)

(
βUg

u
+

1

Ev Fr

)
1

v(u, s0, v0)
du

⎤
⎥⎦ , .*�1K/

(	��� v(u, s0, v0) �� �	� ������� #���� �� .*��2/� <��(��# s(x, s0, v0)! J(x, s0, v0)! �	�

�����# Fx .��� .*��2/ ��
 .*��P// ��
 �����% ��# �	� ����
�� ���
����� f0(s0, v0)!
nKM(x, s1, s2, v1, v2) ��� �� ��������
 ����# .*�12/�

*� ��#����	
 �	�� ����(� �	� 
����
������� �% nKM(x, s1, s2, v1, v2)�

.�/ �	� ����
�� ���
����� f0(s0, v0) ��
 (��	 �� �	� 
�
��� �% 
�-������ %�� s0 ��
 v0

�� �����-�
�

.��/ �	� ��������� s(x, v0, s0) ��
 v(s, v0, s0) ��� 
����
���
 %�� ��� �������� ������ �% x!
s0 ��
 x0 � ������# �������� .*��P/ ��
 ����# �J������ .*��2/� 0	�� ���� ��# �
��
������ ���� -�
��! s(x, s0, v0) �� ,��(� �� 
������� ������ ��� � 0��	 ��
�����
��#���� � ���
� �� ���� ����� �A�������� ��� �� 
�����
 %�� s(x, s0, v0)�

.���/ ����# �	� ������ %��
 ���
 .��/! �	� L������� J(x, s0, v0) �� ��������
 %��
 ��������
.*�1K/�

.��/ �	� L�������! J! ��#��	�� (��	 �	� ����
�� ���
�����! f0! ����( �	� 
����
�������
�% nKM(x, s1, s2, v1, v2)� *� s(x, s0, v0) ��
 J(x, s0, v0) ��� ,��(� �� 
������� ������
��� ! J��
������ ����� 	��� �� �� ������
 �� �����A�
��� �	� ����#��� �� .*��R/�

�	� ������� �% �	�� ��
������ ����� ��#����	
 ��� 
������
 �� D�#���� ��1 ��
 ��P .$������
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�
�������� �	� ����������� �% �	� ����������� ��
! ������� �� ���� 	���� �� ��
������

�	� ��
������ ��#����	
 �	�� �� ���
 �� ��
���� bk %��
 �	� ����� M

3/2,0,0
k /M0,0,0

k .k =
1, . . . , Ns/� �	� ����% �� 
���� %����(��# �	�� �% &�%��� UKPV�

/���� �� /����	����� ,� �	� �������� �	������� �% �	� ������� ���������# %������� s3/2f(x, t;
v, θ, s) �� �	� 
�
��� [sk, sk+1] B����-�� �	� ��������

(sk)
3/2f

M0,0,0
k

<
(s)3/2f

M0,0,0
k

<
(sk+1)

3/2f

M0,0,0
k

, (��	 sk < s < sk+1 .9��/

(	��	 � ����#������ �% ���	 ���
 ���� [sk, sk+1)  ���
�

(sk)
3/2 <

M
3/2,0,0
k

M0,0,0
k

< (sk+1)
3/2 . .9�1/

�	�� ������� �% �	� 
�
��� ����� �� ���� %�� ���� �������� %������� f(x, t;v, θ, s) ��

�	���%��� gIk

.
�-��
 �� .K�1K// 
��� ���������� �����% �	�� ��������� C� ��

� P �� ��
�	�(� �	�� �	�� �� ��
��
 �	� ���� ��
 gIk

! (	��	 �A�������� 
����
� �� bk ∈ R! �� �
��B������ %������� %��
 R �� [(sk)

3/2, (sk+1)
3/2]� �	��� ���������� ����( �	� ��������� �%

gIk
��
 �� �	� ����
���� bk �� �	� ���J�� �������� �% �	� ��#������ �J������

gIk
(bk) =

M
3/2,0,0
k

M0,0,0
k

. .9�P/

�	�� �������� ������� �	�� M
3/2,0,0
k /M0,0,0

k = M̃
3/2,0,0
k /M̃0,0,0

k � D�� �	� ��-���� ������� INs+1

�	� ��
� ����������� ��� �� 
��(�! �� sNs+2 �� �J��� �� +∞�

2���� �: $�� Ik �� 
 ����� ������
� �� R+� ���� ��� �������� gIk
(bk) ������ �� %'�)'&

�	 	������� �����
	��� �� R 
�� �������	 ��� ��
��	

lim
bk→−∞

gIk
(bk) = (sk+1)

3/2 
�� lim
bk→+∞

gIk
(bk) = (sk)

3/2 . .9�K/

 � ��� ������� 	������� gIk
(bk) �	 	������� �����
	��� �� R+ 
	 ����� ���� ��� ��
��

lim
bk→0+

gIk
(bk) = (sNs+1)

3/2 . .9�Q/
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# �� ��
 ������ �� ��� ����
���� ������

/����� �	� %������� gI(b)! 
�-��
 �� .K�1K/! ��� �� �����%��
�
 ����

gI(b) =
1

1 − e−bΔs

(
s
3/2
k − s

3/2
k+1e

−bΔs +
3

2b
(
√
sk −√

sk+1e
−bΔs)

+
3e−bsk

2b

∫ √
sk+1

√
sk

e−br2

dr

)
, .9��/

(	��� b 
= 0 ��
 Δs = sk+1−sk� �	� ��
��� %�� b→ ±∞ ��� �������
 ����� %��
 ��������
.9��/�

�	�� gI(b) �� �� ��B������ ��
 ���������� %������� ��
���� �� �� ������� �	� 
���������
�% gI(b) (��	 ������� �� b ���
�

gI
′(b) =

− ∫ sk+1

sk
e−bsds

∫ sk+1

sk
s5/2e−bsds+

∫ sk+1

sk
s3/2e−bsds

∫ sk+1

sk
se−bsds(∫ sk+1

sk
e−bsds

)2 . .9�R/

�� 
����
��� �	� ��#� �% gI
′(b) �	� ����� �% b �� -A�
 ��
 �	� ��
������ �% .9�R/ �� (������

��

hI(β) = −
∫ β

sk

e−bsds

∫ β

sk

s5/2e−bsds+

∫ β

sk

s3/2e−bsds

∫ β

sk

se−bsds . .9��/

&�=����������# �	�� %������� %�� β  ���
�

hI
′(β) = e−bβ

∫ β

sk

(−s5/2 − β5/2 + β3/2s+ βs3/2
)
e−bsds , .9��/

(	��	 ��
���� ��

hI
′(β) = e−bβ

∫ β

sk

(
β3/2 − s3/2

)
(s− β) e−bsds . .9��2/

������ �	�� hI
′(β) < 0 �% β > sk ��
 hI(sk) = 0� $�! hI(β) �� � ������� ��#����� %�������

�% β (	��	 ����(� �	� ���������� �	�� gI
′(b) < 0! ������������ �% �	� ��#� ��
 ����� �% b�

�	���%���! �	� %������� gI(b) �� ������� 
��������# �� R ��
 �	���%��� �� �� ��B������ ��

�����������
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