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El propésito de este articulo es mostrar una version para sucesiones,
de la Regla de I’'Hopital, en la cual el papel de las derivadas lo juegan

las diferencias.

La version de la regla de I’'Hopital, en el caso de funciones es :
Si dos funciones f y g de R en R ,tienen las siguientes propiedades:

lim f(x) = lim g(z) = 00

r—00 T— 00

f'(z)

lim =«
7= g'(7)
Entonces
lim M =«
00 g(x)

El primer enunciado se adjudica a Otto Stolz, alumno de Karl

Weierstrass.

“Criterio de Stolz”.
Sea {a,} una sucesién arbitraria y {b,} una sucesién creciente y

divergente.

Si existe
anJrl — Qp
n—oo bn—i—l _ bn
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Entonces también existe

. an
lim —
n—oo p
y ademas
. An41 a . Qp,
lim = lim —
n—oo 11— bn n—o0 bn
Una demostracion es como sigue :
Primero escribimos
Up4+1 — Ap
bo — by T
n+1 = Un

donde ¢, tiende a cero cuando n tiende a infinito y « es el limite

del cociente.

Luego
ani1 — ap = Q. (b1 — by) + €4.(bns1 — by)

Si sumamos en ambos miembros desde n = 1 hastan = N — 1

resulta :

2

CLN—CH:Oé N_bl Z n+1 )

podemos suponer a; = by = 0, ahora si dividimos por by se obtiene

a—N—omLZe . )—oz+RN
bN bN
donde
N-1
€n-(bp, b,
n=1 N
afirmamos que :



en efecto, podemos escribir :

K ep.(bugr — by) N 6. (bpyr — by)
L o

n=1 n=K+1

tomando valor absoluto y usando la desigualdad del triangulo se
tiene :

i ‘Gn“(bn+1—bn)| = ‘En"|(bn+l_bn)’
| Ry |< Z | by | + Z | by |
n=1 N n=K+1 N
como los €, tienden a cero, podemos encontrar una constante M

que los acota y dado un € > 0 un Ny a partir del cual | ¢, [< €.
Haciendo K = Ny , obtenemos :

all M. | (bpy1 —by) | = € | (bns1 —by) |
Ry 1<
e T 2 ]

como la sucesion b, es creciente podemos sacar los valores absolutos,
obteniendo sumas telescopicas, luego de cancelar obtenemos :

‘ bN0+1 ’ (bN - bN0+1) | bN0+1 ’
Ryv|<M————+e—-—"">< M -—=——
B l< M o | o |

finalmente como by es divergente, agrandando N de manera que

+e€

M.| bl;)fo-i-l | <
N

resulta :
| Ry |< 2.€

lo cual termina la demostracion.

Veamos una bonita aplicacién, definamos la sucesién {z,} de la
siguiente manera :

o 1 ,sin=1
"] seno(w,_1) ,sin>1

es decir las iteradas de la funcion seno a partir del 1.



La cuestién es calcular :

lim z2.n
n—oo
Para ello escribimos a,, = n y b, = - resultando :
n
2n =

O
2 dn
by

Sin detenernos en el hecho de que la sucecién {b,} sea creciente y
divergente, calculamos :

. an—l—l — Qp
lim ——

n—=o0 by, — by,
escribimos:

2 2
Upt1—Gn  (n+1)—n I e
bni1 — b L — L 22— g2
ntl " x?H»l ‘T’% n

n+1
usando el desarrollo de Mac-Laurin de la funcién seno se obtiene :

3y

T,
Tyl = Tp — — + ...
reemplazando llegamos a:
2 22 22 (z, — B 4 )2 (2 — 22 4 ..)?2
Ty Ty Ty, — n— et
2 _ 2
'Tn xn+1 l’% — ('In —

2?1 = )?
a2 (1— 24 )2 _ (1—22+..)?
(+.0).2-2+.) (3

xZ
st )2—+.)
finalmente tomando limite cuando n tiende a infinito y usando que
{z,,} tiende a cero, llegamos a que :

2 2
lim wn-l—l L

1 3
N0 Tn — Xpir -2
es decir :

. 2 _
lim z;.n =3

n—oo



el crecimiento y divergencia de la sucesion {b,} resultan de la desigual-
dad 0 < seno(z) < x vilida en el intervalo [0, 1] que garantizan que
{z,} sea decreciente y tenga limite. Este limite es cero por ser cero el
unico punto fijo de la funciéon seno en este intervalo.

Volviendo nuevamente la vista al “Criterio de Stolz”, el siguiente
ejemplo muestra que la hipdtesis sobre el crecimiento de las {b,}, no
puede, en principio, obviarse :

lim 9% — 1

pero analizando la demostracién resulta que solo necesitamos que
estén acotadas las sumas :

= ’ (bn-i-l - bn) |
n:zK:—‘rl | by |

por una constante que no dependa ni de K ni de N.
Dicho esto enunciamos esta generalizacion como sigue :

Sean {a,} y {b,} dos suceciones. Supongamos que {b,} es diver-
gente y que existe una constante H tal que :

N—1 _
Z M < H para todo N
n=1 | bN ‘

Si existe

. a'n—l—l — Qp,
lim ——
n—0oo bn-l—l - bn

Entonces también existe



lim —
n—oo
y ademas
. An4+1 — An . (7%
1 —_— = hm -—
n—oee bn+1 - bn n—oee bn

Para finalizar, me parece adecuado comentar que la necesidad de
aclarar estas ideas nacié en una discusion de la solucién de un prob-
lema de la competencia Paenza, mantenida entre Luis Silvestre, Martin
Sombra y el autor.
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