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Sommario

Lo scopo della presente tesi € quello di presentare degli algoritmi matematici utili per lo
studio di strutture in calcestruzzo, sulla base della teoria viscoelastica lineare dei materiali
invecchianti. J

Essa si compone di una parte introduttiva che descrive il comportamento istantaneo ¢
differito nel tempo del calcestruzzo e di una seconda parte dedicata ai modelli costitutivi
ed all'analisi strutturale alla luce dei principi della viscosita.

11 comportamento istantaneo, in accordo al codice Modello CEB-FIP MC 90 [2], €
rappresentato dal modulo di elasticita e dalla relazione sforzi-deformazioni monoassiale di
Sargin. Per gli stati di tensione pluriassiali si fa riferimento al criterio delle tensioni
principali di Mohr. Viene posta attenzione, inoltre, alla pil recente sperimentazione che
dimostra come la rottura del calcestruzzo sia un fenomeno discreto dipendente dall'energia
di frattura.

Il comportamento differito nel tempo viene individuato sotto l'aspetto duale della
viscositd e del rilassamento, evidenziando, in particolare, i fenomeni della elasticita
ritardata ¢ della deformazione irreversibile che rappresenta la parte puramente plastica
della deformazione viscosa.

Successivamente le caratteristiche reologiche del calcestruzzo vengono descritte
attraverso i fenomeni fisici della viscositd (basic creep, drying creep) ¢ del ritiro
(shrinkage) ponendo attenzione ai meccanismi reali ed apparenti che si verificano nella.
sua struttura. '

L'analisi dei fenomeni reologici consente, inoltre, di caratterizzare il legame
costitutivo esistente tra gli sforzi e le deformazioni in regime di viscosita lineare e di
definire la funzione viscosita, 1a funzione rilassamento ed il loro legame integrale ottenuto
per mezzo della soluzione numerica dell'equazione integrale di Volterra.

La rielaborazione dei modelli reologici semplici propri della teoria dell'ereditarieta
conduce alla definizione di modelli reologici a parametri variabili nel tempo adattabili
alla cosiddetta teoria dell'ereditarietd e dell'invecchiamento. In particolare, per mezzo
dell'espansione in serie di Dirichlet della funzione rilassamento, attraverso un modello di
Maxwell invecchiante a piti catene, si giunge a definire un nuovo Modello di Previsione
del Rilassamento del Calcestruzzo in accordo con il modello CEB 90 e del tutto
sostituibile ad esso [59]. :

Disponendo cosi di un modello di comportamento nel tempo del calcestruzzo, definito
dalla funzione di rilassamento, & possibile trarne dei vantaggi nel calcolo strutturale
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affrontando la soluzione dei problemi con il metodo delle deformazioni {duale del metodo
delle forze), che richiede un minor numero di incognite iperstatiche.

Quegto modello, inolire, fondato su una relazione costitutiva differenziale. consente la
elabqraz_mne giei 'prot)lemi secondo modalitd molto pitt semplici delle pl‘OCCdl;Ie basate su
rela_zml_u costitutive integrali: allo scopo di mostrarne le possibilita di applicazione sono
stati sviluppati esempi numerici su strutture omogenee con vincoli rigidi ed elastici
strutture non omogenee lungo il proprio asse. o5

Per l'analisi delle strutture omogenee soggette a variazione dello schema statico &
Stato messo a punto un algoritmo di calcolo sulla base del modello delle catene di

E/Iannxx;/le;l; (;Ilfp;::;;z}tfn Slm((i;::minare la funzione integrale &(t,#.¢)) con esattezza e con

Il modello di rilassamento & stato poi applicato al metodo delle Funzioni di
Rilassamento Ridotte, R* (£,1p), presentando un metodo analitico per la determinazione
approssimata delle funzioni R*, che risulta di buona precisione [60].

Viene - inoltre illustrata una Espressione Algebrizzata del Coefficiente di

Invecchiamento, y , proposta nel 1992 [56] et . .
e P A : » per I'utilizzo nell'ambito dei metodi algebrici
e poi adottata dal CEB, Bulletin d'Information n° 215 [32]. gebrici

(V%)
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Capitolo 1

Introduzione
1.1 Generalita

L'analisi delle strutture in calcestruzzo si conduce, normalmente, ‘sulle basi della teoria
viscoelastica lineare dei materiali invecchianti.

Le limitazioni ed i vantaggi di questa metodologia sono state ampiamente trattate
nella letteratura scientifica degli ultimi decenni ed un'ampia sintesi di questo dibattito ¢
contenuta nel lavoro pubblicato dal RILEM Technical Committee TC 69 "Mathematical
Modeling for Creep and Shrinkage of Concrete" [1], od in un recente lavoro del professor
M.A. Chiorino che riguarda gli aspetti concettuali ¢ linee guida per la formulazione del
Codice Modello CEB-FIP 1990 [7].

Dalle conclusioni si pud dedurre come l'analisi viscoelastica lineare per materiali
invecchianti & una metodologia appropriata per la valutazione degli effetti strutturali della
viscosita e del ritiro nell'ambito degli stati Limite di servizio, in particolare quando il
calcolo strutturale & indirizzato alla valutazione delle forze e degli spostamenti nelle
sezioni trasversali degli elementi elastoviscosi. '

Questa assunzione rimane, dunque, valida anche se, nell'ambito delle tensioni
ammissibili il comportamento del calcestruzzo ¢ caratterizzato da scostamenti non
trascurabili dalla linearitd, poiché la viscosita ed il ritiro sono fenomeni intrinsecamente
non lineari dipendenti dalla variazione di temperatura, dall'umidita ambientale e dalle
microfessurazioni. Per alti livelli tensionali, tuttavia, la non linearitd diventa l'aspetto
prevalente del calcolo strutturale.

1.2 Modelli di previsione della viscosita

L'analisi strutturale & basata, generalmente, su modelli di viscosita e di ritiro sviluppati da

specialisti [51] o da societa internazionali [2,8]. ' ‘
Queste formulazioni, dette Codici Modello, descrivono le proprietd medie nella

sezione trasversale di elementi in calcestruzzo, derivate da saggi su-provini di prefissate
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dimensioni, sottoposti a svariate condizioni ambientali ¢ ad azioni costanti nel tempo,
limitate al dominio delle tensioni ammissibili (0, <0,4 fzp,) . In tal modo, i modelli di
previsione definiscono generalmente la funzione viscosita ./ (1,f0) che rappresenta la

;defo.anazione al tempo ¢ dovuta ad una tensione unitaria applicata a partire dal tempo 1;;
11. ntiro, invece, ¢ descritto separatamente come una deformazione addizionalcle) n(?r;
dipendente dalla tensione. La funzione J(t,f)) contiene, dunque, tutte le informazioni
sulle deformazioni viscose del calcestruzzo in relazione al tempo iniziale di carico 1, al
temlioaaﬁieo ﬁeau'f;snbienteled alle proprieta geometriche del materiale. >

. rilassamento raram i i i i
difficoltd di definire una procwmaeg&zlmedjeﬁumﬂedﬁn pti:cl)l‘:i:o;%e?a?lzgttzl ldge{uf;

deformazione unitaria costante applicata ai provini. La R(z,fg) si ottiene dunque

4 invertendo il legame integrale esistente tra la funzione viscositi e rilassamento [16]

In questa tesi, allo scopo di ottenere dei vantagei ionali
‘ , ) gg1 computazionali nella determinazi
vdella‘ furmqne nla§samento, viene descritta una procedura numeﬂcaeggtza?SIIll:
crlelazwne differenziale del modello delle catene di Maxwell che, consente la
eterminazione diretta d ili ' i ’ '
o ella R(,#p) senza utilizzare l'algoritmo del Metodo Generale
Fra i modelli che definiscono le ieta i iscosi
Fr ' ‘ : proprieta medie della viscositd e del riti
:L:iml]il' trellsversal; degli elel‘:nenu'strutturali vi € il CEB-MC 90 [2]. Vi sono tutta\fioa,z?tﬁ
odelli che analizzano nei particolari i meccanismi microstrutturali del c’alcestmzzo €

consentono una discretizzazione piu realistica del comportamento strutturale considerando -

stati di tensione e di deformazione locali dovuti ai diversi
. ovuti i i veri
s i coment 1251 ai diversi fenomeni che si verificano nella
elen:.'errlnﬁocﬁlllilﬁngf S(é'(z);ioenigzpe, c;?munque, possono anche essere utilizzati per 'analisi ad
nent In calcestruzzo impiegando, nella definizi dell ioni
costitutive, alcune formulazioni aggiunti ; i meni oca relualazmm
utive, giuntive che tengono conto di fenomeni locali i
- - . . - - 1 1
I_lrlecl)résélﬁ;ong m()l(llugnudlta, il gradiente di temperatura e le proprietd di frattura unesl’:il
, . Tappresentano un buon compromesso tra la semplicita rati
. . . C '
l'accuratezza nella definizione del comportamento del calcestruzzo nel trt)am];l)t:' operativa €

1.3 Formulazione diretta della funzione rilassamento

g:téﬁmmzh::;e nnlassa;mento associata ad una particolare funzione viscositd pud essere

umericamente, nei singoli casi, per mezzo di aleoritmi ri 1vi

‘ : \ ite, , tmi risolutivi dell

€quazione integrale; particolarmente conveni i a

;. par ente, dal punto di vista ico &

proczc}ura basat:a §gll'ut1hzzo della formula dei trapezi [1622]. v numerico ¢ a

e li}ir: vpos.sﬂ'nhta sono offerte da formulazioni algebriche  [56], oppure da
pitlicaziont introdotte nella funzione viscositd per rendere possibile la soluzione

Giuseppe Lacidogna. "Modellazione del comportamento viscoelastico del calcestruzzo " 5
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analitica della equazione integrale (teoria dell'ereditarieta, teoria dell'invecchiamento):
queste ultime peraltro si allontanano sensibilmente dall'evidenza sperimentale.

E' tuttavia certo che il disporre di un modello analitico di previsione della funzione
rilassamento, analogo a quelli disponibili per la funzione viscosita e corrispondente ad uno.
di essi. & di grande utilitd pratica. Esso consente infatti di risolvere in modo elementare i
problemi relativi a deformazioni impresse ¢ vincoli posticipati ai carichi, in strutture
omogenee e con opportuni adattamenti [22,60], quelli relativi a strutture omogenee con
vincoli elastici. '

Tenendo conto di cid, da tempo sono stati profusi sforzi verso le formulazioni di un
modello di rilassamento corrispondente ad un assegnato modello di viscosita [71,72] le
soluzioni ottenute, tuttavia, erano valide solo per particolari forme della funzione viscositd
¢ la corrispondenza numerica tra i modelli di viscosita e rilassamento non era perfetta.

Nel presente lavoro viene, dunque proposto un modello che, utilizzando come dati di
ingresso i medesimi parametri del CEB-MC 90, come l'umidita relativa

dell'ambiente,(R. H.), resistenza del calcestruzzo a 28 giorni, (fcr). spessore teorico

dell'elemento, (24, /u = hy), fornisce, per tutti i valori di f e fg, la funzione rilassamento
con ottima precisione rispetto a quella ottenibile numericamente. )

Inoltre, il modello proposto si basa suil'utilizzo delle catene di Maxwell, per cui la
formulazione che ne consegue, sintetizzabile nella relazione elastica quasi-elastica fra le
tensioni e le deformazioni, risulta particolarmente adatta alla soluzione di problemi
complessi, consentendo l'utilizzo di procedimenti di analisi strutturale al passo, senza
memorizzare l'intera storia di tensione.

1.4 Analisi viscoelastica lineare delle strutture

Per procedere all'analisi strutturale, sulla base della teoria lineare della viscosita per
materiali invecchianti, & necessario estendere le relazioni costitutive che legano le tensioni

e le deformazioni per mezzo della funzione J(z,fp), alle equazioni di congruenza che

intercorrono tra le forze ¢ gli spostamenti, tale estensione deve essere effettuata in

relazione al tipo di struttura considerata tenendo conto, in particolare, del grado di

eterogeneita.

E' dunque conveniente distinguere le strutture nelle seguenti categorie:

1. strutture omogenee con vincoli rigidi; '

2. strutture internamente omogenee con vincoli elastici;

3. strutture eterogenee, nelle quali l'eterogeneita ¢ dovuta ai. diversi materiali che
compongono la sezione oppure alla diversitd di materiale o dei tempi di getto nelle
diverse zone della struttura. .

L'analisi delle strutture omogenee sollecitate da carichi o deformazioni costanti nel
tempo pud essere vantaggiosamente effettuata alla luce dei Teoremi della Viscosita; in tal
modo, il primo principio evidenzia la conservazione nel tempo dei risultati elastici per le
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teqs1qm, mentre le deformazioni si incrementano secondo la legge di viscositd; il second
principio, invece, ammette la conservazione dei risultati elastici per le dezformazi :
mentre le tensioni si riducono nel tempo secondo 1a legge di rilassamento [16] .
Per k?' str_ut‘ture_omogenee soggette alla variazione dello schema statico .ﬂ terzo ed il
quarto principio dimostrano come la loro soluzione sia completamente ;egolata dalla

funzmpe §(t, 1,%p). 1 cui valori numerici possono essere ottenuti mediante integrazione
numerica tra le funzioni J ed R [16,20].

11 calcolo delle strutturé omogenee con vincoli elastici, o delle strutture eterogenee, si
conduce geperalmeple app}icando il metodo delle forze che conduce alla scrzci:itturaagl¥
complessi sistemi dl <?quazmni integrali di Volterra, la cui soluzione pud essere ottenuta
con metodi numerici 0 con procedure approssimate [16,62]. Soluzioni compatie si

ottengono solo nel caso di strutture con un wnico vi i
' R co vincolo elastico o com i
aventi caratteristiche reologiche differenti. poste da due. part

La teoria gen ioni ri idos
generale delle funzioni rilassamento ndo;te_, [-.Z*(t, fp), consente, tuttavia, di

rende{e p1u agevo}e ‘il calcolo delle strutture complesse disaccoppiando il sistema di »
equazmm‘mteg‘rah di Volterra in sistemi di » equazioni integrali indipendenti, ognuna
delle quali contiene una delle incognite che caratterizzano il problema [21,22]. ’

In questa .tesi, nell'ambito dell'analisi viscoelastica lineare delle strutture, si pone -

particolare attenzione alle agevolazioni ottenibili nei i i di
: i el procedimenti di ¢ ili
la formulazione diretta delle funzioni rilassamento. P et yullumdo

Questa metodologia consente da un lato di risolvere i problemi relativi alle strutture

omogenee ¢ non omogenee dotate di vincoli elastici mediante il metodo delle '

giefqrmazmm, poiché ¢ nota ad ogni passo la funzione rilassamento; dall'altro di
impiegare, con il metodo delle forze, algoritmi risolutivi definiti dall'equz;zione elasti
quasi-elastica che non richiedono di memorizzare l'intera storia di tensione e
Pgr le strutture omogenee, con vincoli rigidi, soggette a variazione di s;:hema statico ¢
descritto un algoritmo che consente di determinare con semplicita la funzione integrglz

&t.1,10). :
Nell'ambito dell'analisi di -strutture dotate di 7 vincoli elastici viene illustrata la

formulazi‘one djre-tta delle funzioni rilassamento ridotte [60], R*(%.1p), a partire dagli
autovalori @ e dai parametri reologici che caratterizzano il problema.

1.5 Metodi algebrizzati

‘I:I:Iﬁ :nghm di strut‘ture m calcestrgzzo a comportamento viscoelastico sono ben noti i

s ggi c.omputazmnah-che flerlvano dal disporre di equazioni algebriche per la
cterminazione della funzione rilassamento che non comportino I'onerosa inversione dell

equazione integrale di Volterra. )

Giuseppe Lacidogna. "Modellazione del comportanmento viscoelastico del calcestruzzo". 7
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A questo scopo, fra i procedimenti semplificati che si sono rivelati piu idonei a
superare le difficolta di calcolo connesse con la soluzione delle equazioni integrali, il
metodo AAEM (Age-Adjusted Effective Modulus) € quello di maggiore utilita pratica.

Questo metodo, infatti, basato sulla conversione approssimata delle equazioni integrali -
in equazioni algebriche, consente una semplice formulazione matematica che si rivela
soddisfacente anche per I'attendibilita dei risultati numerici. ‘

Nell'ambito del metodo AAEM, sono state recentemente presentate espressioni
empiriche approssimate del coefficiente di invecchiamento x(,fp), che dipendono dalla

sola eta di messa in carico fg [53.67], o che tengono conto, in aggiunta, dei parametri
reologici che condizionano la deformabilita del calcestruzzo [54].

Con riferimento al modello viscositda CEB 1990, in questo lavoro viene presentata una
forma approssimata, z, del coefficiente di invecchiamento x(Z,fp) che, partendo dalla

formulazione data in [53], dipendente solo da 10, introduce l'influenza dei parametri
reologici mediante un coefficiente di ottimizzazione che consente di minimizzare l'errore,
in particolare per bassi valori del tempo iniziale di carico.

La nuova espressione approssimata 7 del coefficiente di invecchiamento viene

impiegata per ottenere una espressione  approssimata R(t,19) della funzione

rilassamentoR(f,fp), i cui risultati numerici sono molto prossimi a quelli oftenuti
mediante l'inversione della equazione integrale di Volterra.

s

La presente tesi & strutturata in sette capitoli:

- il secondo & dedicato alla descrizione del comportamento del calcestruzzo istantaneo €
differito nel tempo, ponendo particolare attenzione ai meccanismi fisici della viscosita
e del ritiro ed alla rappresentazione dei modelli reologici semplici;

-~ il terzo descrive l'espansione in serie di Dirichlet della funzione viscosita e
rilassamento per V'ottenimento di modelli reologici a parametri dipendenti dal tempo;

- nel quarto si descrive il modello di viscositd CEB 90 ed il modello di rilassamento
basato sulla formulazione differenziale delle catene di Maxwell; c

- nel quinto capitolo, dedicato ai principi della viscosita lineare, viene presentato i
Quarto Principio, recentemente formalizzato, per l'analisi di strutture omogenee Con
vincoli rigidi soggette a ripetute variazioni di schema statico; '

- el sesto capitolo, dedicato all'analisi viscoelastica lineare delle strutture, si pongono
in rilievo i vantaggi che si ottengono nel calcolo strutturale utilizzando la
formulazione diretta delle funzioni rilassamento e la relazione elastica quasi-elastica
tra le tensioni e le deformazioni; viene inoltre presentato un algoritmo che consente di
determinare con semplicita la funzione integrale che regola la variazione di schema
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statico nelle strutture omogenee ed una metod ia uti i i
nelle ologia utile a determinare (
le funzioni rilassamento ridotte; diretamente

nel seFtimo capitolg, nell'ambito dei metodi algebrizzati, viene descritta una
espressione:  algebrizzata del coefficiente di invecchiamento che, nei problemi

caratterizzati da una combinazione lineare di viscositd e rilassamento, conduce a

rsultati molto prossimi a quelli ottenuti dal Metodo Generale.

Giuseppe Lacidogna. "Modellazione del comportamento viscoelastico del calcestruzzo". 9

Capitolo 2

Il comportamento del calcestruzzo nel tempo

2.1 Caratteristiche meccaniche dei calcestiuzzi

11 calcestruzzo & un materiale ottenuto dalla miscelazione di composti attivi, cemento ed
acqua, ¢ di materiali inerti, ghiaia e pietrisco di varie dimensioni. )

La miscela di cemento ed acqua prende il nome di pasta. Da questa unione si
innescano le reazioni fondamentali per la formazione del calcestruzzo. Infatti I'acqua, a
contatto dei singoli granuli di cemento, da luogo ad un processo di idratazione al gquale &
legato il progressivo indurimento della pasta. Per rendere possibile questa reazione occorre
una certa quantitd di acqua, in rapporto con la quantitd di cemento. Se alla pasta di
cemento si aggiunge l'inerte fino, costituito dalla sabbia, si ottiene la malta, nella quale i
granuli dell'inerte devono essere avvolti in un involucro di pasta.

Per ottenere una massa compatta, priva di vuoti, la pasta deve avvolgere i granuli di
sabbia e riempire gli spazi tra un granulo e l'altro; affinché cid sia possibile & necessario
che il rapporto quantitativo tra sabbia e pasta sia comtenuto entro valori ben definiti,
occorre cioé che i granuli della sabbia abbiano dimensioni assortite in modo opportuno
secondo una adatta composizione granulometrica.

T calcestruzzo pud, dunque, essere considerato una miscela di malta e di inerte grosso

. (ghiaia o pietrisco): in relazione al rapporto quantitativo tra inerte grosso e malta, nonché

alla composizione granulometrica della ghiaia e del pietrisco, vale quanto detio per la
sabbia.

Le proprieta meccaniche di tale conglomerato lapideo artificiale dipendono da quelle
dei suoi componenti (aggregato ¢ pasta cementizia) e dal legame che si verifica
all'interfaccia tra i due.

Per un comune caleestruzzo di inerte pesante, per la cui produzione sono state eseguite
le corrette modalitd tecnologiche e chimiche, le proprieta meccaniche dipendono
prevalentemente dalla pasta cementizia che risulta essere il componente piu debole. La
resistenza teorica di questo materiale, determinabile in base alla relativa coesione
molecolare, & molto piu elevata di quanto si ricava dalla sperimentazione [1].
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11 fenomeno & spiegato dalla meccanica della frattura, che fa dipendere la rottura dalla
presenza di difetti all'interno del materiale. -

I difetti sono costituiti in primo Iuogo da microfessure che si verificano, durante Ia
presa ¢ l'indurimento del conglomerato, mella pasta cementizia e all'interfaccia con
l'aggregato, a causa del ritiro della pasta stessa e dell'imperfetta adesione tra i componenti.
Vi sono, inoltre, dei pori capillari diffusi nella pasta cementizia, anche se Ia miscela &
stata ben costipata, ¢ dei vuoti di maggiori dimensioni dovuti alla non omogenea
costipazione dei getti.

La resistenza locale della pasta cementizia, limitata dalla presenza dei difetti, di cui si
€ accennato, definisce quella del materiale composto. La resistenza locale del calcestruzzo
viene cio¢ intesa come una sua proprietd uniformemente diffusa, perché riferita ad
elementi di dimensioni sufficientemente grandi rispetto a quelle massime dell'inerte
impiegato, estendendo il concetto di omogeneita ad un punto di vista macroscopico.

2.1.1 1l comportamento sperimentale istantaneo e differito
nel tempo del calcestruzzo

11 comportamento del calcestruzzo sotto carico & rappresentato nei diagrammi tensioni-
deformazioni di figura (2.1.1). Da essi si nota:

1. forte dissimetria nei diagrammi con resistenze a compressione molto pit elevate di . .

quelle a trazione per le diverse resistenze del materiale;
2. comportamento deformativo non lineare gia da modesti valori delle tensioni;
3. deformazioni, a rottura, notevolmente piccole con carattere prevalentemente fragile

delle rotture stesse; ' .

4. modulo elastico nel tratto iniziale diverso per le differenti resistenze dei materiali;
5. caduta della rigidezza molto piu rapida a trazione che a compressione.

In particolare, il tratto discendente delle curve di figura (2.1.1) puod essere rilevato solo
con prove a deformazione imposta.

Se invece & la forza ad essere incrementata, raggiunto il massimo della tensione, it
provino si rompe bruscamente restituendo 1'energia potenziale elastica accumulata.

Le prove di trazione, invece, sono pitt complesse, poiché la resistenza del materiale &
molto ridotta e si ha la possibilita di imprimere delle deformazioni molto piccole. In via
indicativa si evidenzia una dilatazione a rottura indipendente dalla resistenza del
materiale. Riferendosi alle prove di compressione si rilevano tre fasi del comportamento
del calcestruzzo, come indicato nella figura (2. 1.2). Una fase « di basse tensioni limitate a
circa 0,4 della resistenza a rottura (f;), nella quale le microfessure non si propagano
sensibilmente ed il materiale ha un comportamento prossimo a quelio elastico-lineare. Una
fase b, compresa tra 0,4 e 0,85 di £, in cui il comportamento non ¢ piu lineare a causa
della propagazione delle microfessure nella pasta cementizia che trovano, tuttavia, un
proprio equilibrio. Una fase ¢ di tensioni elevate, superiori a 0,85 la resistenza ultima, in

"
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cui le curve si discostano molto dalla linearitd a causa della propagazione instabile delle
1 i la rottura.
microfessure, che porta progressivamente al- . ‘

Se si considera anche la durata del carico, la curva a tratto continuo d1. figura é?.. 1.2?
si riferisce al comportamento istantaneo del material_e, misurato Con prove di breve : urata; -
essa si interrompe con la rottura immediata del provino definendo il valore della resistenza

del materiale. ) . .
e Lasciando il provino sotto carico costante si leggono nel tempo gh mgremep’q della
deformazione . Solo dopo un tempo relativamente lungo la deformazione st stabilizza su
un valore finale. ‘ ) o _

Se 1a tensione, istantaneamente applicata, supera il valore di 0,83‘ fc, la defoimanone
non si stabilizza al tempo f, poiché il provino si rompe prev-'enmam?nte. e curve
tratteggiate di figura (2.1.2) indicano dunque le resistenze a termine, form@e dal _fl)rox(;nﬁ),
dopo unma certa permanenza del carico, a causa della propagazione instabile delie
microfessurazioni. : _ _

Le caratteristiche meccaniche del calcestruzzo vengono vrgggl‘unte 1entgme.:ntzi r;;é
tempo in relazione al grado di maturazione. Molte normative si nfgnscpno al limite o
giorni per la definizione della resistenza, ma anche dopo talg flata si sviluppa un sensibile
indurimento del materiale. Per accelerare il processo di indurimento ¢ ragglungere
rapidamente alte resistenze si ricorre alla maturazione fgrzgta che con‘smt‘e‘nel @ratta:e
termicamente i getti. In figura (2.1.3), a tratto continuo, € mdlca}tg la curva di indurimento
di un calcestruzzo; a tratto discontinuo ¢ indicata la curva di indurimento delio stesso
calcestruzzo trattato termicamente. ‘ ' .

T trattamento termico, tuttavia, anche se correttamente applicato, riduce la resistenza
finale del materiale a causa delle microfessurazioni.

a(MPa) A compressioni
50 ]
40 . / N
30 7 :
/. . e
) / / : | : :
/ : i
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. ] 2 3 TR
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Figﬁra 2.1.1: Diagrammi istantanei tensioni-deformazioni
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Figura 2.1.2: Diagramma tensioni-deformazioni nel tempo
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Figura 2.1.3: Curva di indurimento del calcestruzzo
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2.1.2 Modulo di elasticita

In accordo al CEB-FIP MC 90 [2], il modulo di elasticita del calcestruzzo all'eta di 28
giorni, E.;, definito come il modulo tangente di elasticita all'origine del diagramma sforzi-
deformazioni, pud essere stimato secondo la formula:

Eci =Eco (fcm/fcm(,‘)l/?’ N ' (.1.1)
dove fun & la resistenza media cilindrica all'eta di 28 giomni,

E,0=21500 MPa ¢ f¢,0 =10 MPa.

L'equazione (2.1.1) rappresenta una semplice relazione empirica tra resistenza e
rigidezza di un calcestruzzo che ha raggiunto un sensibile grado di maturazione.

Per quanto, data una certa resistenza, il modulo di elasticita del calcestruzzo dipenda
da svariati parametri, ed in particolar modo dal tipo degli inerti, l'eq. (2.1.1) stima con
sufficiente precisione il suo modulo elastico.

La seguente relazione, invece, descrive lo sviluppo nel tempo del modulo elastico:

E¢i(t)=E¢ PE(1) (2.1.2)

28 0,5
con Bg(t)=exp 2 1—(—,—] , dove:
2 |

E.;(t)= modulo di elasticita al tempo £,

E,; = modulo di elasticita tangente in accordo all'eq. (2.1.1);

S= coefficiente che dipende dal tipo di cemento; 0,2 per cementi ad alta resistenza e
rapido indurimento; 0,25 pet cementi normali od a rapido indurimento; 0,38 per cementi a
lento indurimento; ‘

t= eta del calcestruzzo in giorni;

11 = 1 giorno. ‘

La figura (2.1.4) paragona lo sviluppo nel tempo del modulo elastico di vari
calcestruzzi, misurato sperimentalmente, con i valori ottenuti dalla equazione (2.1.2). Si
nota come la formula precedente tenga conto con buona approssimazione degli effetti
dell'invecchiamento sul modulo elastico del materiale.
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Figura 2.1.4: Sviluppo nel tempb del modulo elastico

2.1.3 Relazione tensione-deformazione per compressione
monoassiale

In letteratura sono state proposte diverse relazioni per descrivere il comportamento sforzi
deformazioni del calcestruzzo in compressione. Una di queste, in particolare la formula

originalmente proposta da Sargin nel 1971 3], & stata largamente accettata ed introdotta
nel CEB Model Code 90 con alcuni perfezionamenti. :

La formula di Sargin, infatti, ha il vantaggio di descrivere con precisione il tratto )

ascendente della curva o-¢ € pud essere anche utilizzata per calcolare i diagrammi sforzi-
deformazioni per stati di tensione pluriassiali.

Questa relazione, tuttavia, presenta delle imprecisioni nel descrivere il tratto
discendente delle curve sforzi-deformazioni quando ]o*c] L0,5fpm € |$c{ > & lim -
La relazione o-¢, valida per il tratto ascendente delle curve e per il tratto discendente

finché 1a tensione non raggiunge il valore [crc[ <0,5 fem, € l1a seguente:

Jem (2.1.3)

"
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dove:
E.; = modulo di elasticit tangente in accordo all'equazione (2.1.2);
o, = tensione di compressione in MPa;
£, = deformazione in compressione;
& = -0,0022, deformazione nel punto di massima resistenza del calcestruzzo, fems;
Ec = fon/0,0022, modulo secante di elasticita dall'origine al punto di massima
resistenza, fom- o ‘
La deformazione & Jim. relativa alla tensione o, =—0,5 f¢p, nel tratto discendente
della curva, pud essere determinata con l'eq. (2.1.4)

1
2 2
fodim 11 Eei g1, l(-l—ECi +1) .
&l 2\2Eq 4\2 Eq 2 2.1.4)
i ii i 3 alcestruzzi aventi
Nella figura (2.1.5) sono diagrammati 1 valon.della eq. (2.1.3), perc 1
resistenze caratteristiche /. rispettivamente ugnali a 80,40 e 20 MPa. Il tratto discendente

delle curve oltre il valore & ji; ¢ determinato per mezzo di una equazione aggiuntiva
contenuta nel cap. 3.1 del CEB Model Code 90 [2].
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Figura 2.1.5: Diagrammi di Sargin
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2.1.4 Energia di frattura

La relazione o-& descritta dall'eq. (2.1.3), pur essendo in buon accordo con i risultati
sperimentali, non tiene conto dell'incremento del valore di &1 (deformazione nel punto di
massima resistenza), che si ottiene in funzione dell'incremento di resistenza del
calcestruzzo; infatti la contrazione &1 ¢ la stessa per tutte le classi di resistenza. Inoltre la
formula di Sargin ¢ indipendente dalla lunghezza del provino in compressione; la pit
recente sperimentazione [4] dimostra, infatti, che la rottura per compressione del
calcestruzzo ¢ un fenomeno discreto secondo il quale, in un elemento compresso, la
frattura non ¢ distribuita uniformemente nell'intero volume del materiale, ma ¢
concentrata in una regione di ampiezza limitata.

Per questa ragione, il ramo discendente della curva o-¢ del calcestruzzo sollecitato in
compressione ¢ influenzato dalla lunghezza, [y, della zona dei provini sulla quale si
‘misura la dilatazione. Ci6 che invece risulta essere una vera caratteristica del materiale &
il diagramma o=, che rappresenta la tensione trasmessa attraverso la fessura, in funzione
della apertura della fessura stessa, figura (2.1.6).

Figura 2.1.6: Diagramma tensione-apertura della fessura

Questa legge di decadimento indica un indebolimento della tensione all'aumentare
della distanza w delle facce della fessura. Quando I'ampiezza w raggiunge il valore limite
wc l'interazione si annulila totalmente e la tensione diventa zero. L'area sottesa dalla curva

o-w rappresenta l'energia di frattura:

Gre = | otw)dw | (2.1.5)

. . p
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che risulta essere un'altra proprieta intrinseca del materiale. _
L'energia dissipata sulla superficie della fessura vale Gjc 4o, essendo Ag la sezione

trasversale del provino. S ' .
Poiché, d'altro canto, si suppone che la dissipazione dell'energia avvenga

esclusivamente sulla superficie fessurata ¢ non nel volume del mat_eriale integro, l'energia
dissipata totalmente nel volume 4 /( rimane invariata essendo pari a GjC AQ‘

Se si rappresentano quindi le curve forza-deformazione relgt}va (F—Al)
all'aumentare della lunghezza del provino /o, si ottengono tratti elastici a r1gldezza calante
¢ tratti soffening a pendenza megativa crescente ed oltre un certo limitc a pendenza

positiva. . ' )
L'area sottesa da ciascuna curva deve infatti essere costante e pari a Gyc Ao, figura

@2.1.7). :

FA

Figura 2.1.7: Diagrammi forza-allungamento

In termini o-¢ la relazione descritta & rappresentabile da un unico tratto elastigo
lineare e da un ventaglio di rami soffening al variare della lunghezza /g. L'area sottesa, in
questo caso, varia con /g ed € pari a Gyc/lp. ‘

Per [y —0 il ramo softening diventa orizzontale rappresentando una risposta
strutturale "perfettamente plastica"; per o — oo l'area compresa tra la curva o-¢ € l‘asge £
deve tendere a zero e, quindi, il ramo softening tende a coincidere con il tratto elastico.
figura (2.1.8). B
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Figura 2.1.8: Diagrammi tensione-deformazione

2.1.5 Criteri di rottura per tensioni pluriassiali del °

calcestruzzo

1I criterio di rottura che maggiormente si adatta al calcestruzzo & quello di Mohr [5,6], 0 -

dell'attrito interno, che prevede la rottura per scorrimento che si verifica quando la
tensione tangenziale massima raggiunge un limite che & funzione della tensione normale

media. Con il criterio di Mohr si ipotizza che 7,4y e Gmed Si possano vahatare in base

alle due tensioni principali esterne o) e o3, mentre quella intermedia oy non influisca
sulla rottura.

Dette o1,.07 ¢ o3 le tre tensioni principali rappresentative dello stato di sollecitazione

in un punto del materiale, ponendo o <oy <o3, la rottura dipenderebbe dalia
componente ‘

03- 0]
2

Tmax =
¢ si verificherebbe quando si raggiunge il valore

Tmax = 72 = [ (Omed)

CON Oped =

+ . . L
I 5 B ed J funzione assegnata crescente verso le maggiori compressioni,

. . - . \ ” "
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Una rappresentazione del criterio & fornita dalla curva invilupp_o di‘ Mo_hr -(ﬁ.gu.ra
2.1.9) che costituisce appunto l'inviluppo di tutti i cerchi corrispondenti a situazioni limite

di rottura.

A
%,

trazioni —

%

8.

\

Figura 2.1.9: Curva di inviluppo di Mohr

Le prox;e classiche sul calcestruzzo forniscono due cerchi limite: quello (a) con J
oi=op=0eo03=f,, dedotto dalla prova a trazione; quello (b) con
ol=—feon=03 - 0, definito dalla prova a compressione.

11 cerchio (c) corrisponde ad uno stato di tensione tangenziale pura 7= 03 =-07: la
rottura avviene ancora per o3 = f,; = 7, il che porta alla equivalenza tra la resistenza a
trazione ¢ la resistenza al taglio.

11 cerchio (k) & l'ultimo tangente/ in A= fet/ f. . Esso separa gli stati corrispondenti ai
due modi di rottura: a destra per traziome, o3 = fy;, a sinistra con o/f; <, con

a=04f.. , ' o
" Questo criterio. - risulta qualitativamente corretto, ma contiene sensxbﬂ}
approssimazioni: la prima & quella di comportare una resistenza infinita per compressioni

idrostatiche o] = op'= o3; la seconda € quella di trascurare la tensione principale media

oy che, invece, ha una sensibile influenza.
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Inoltre, per la difficoltd della sperimentazione in stati di sollecitazione triassiali, la
funzione fdel criterio di Mohr non risulta ben definita.’

Per gli stati biassiali di tensione, o3 =0. sono state definite sperimentalmente delle
curve del tipo di figura (2.1.10).

A%
/
87
-~
4l %

Figura 2.1.10: Curva limite per stati biassiali limite di resistenza

Dalla lettura del diagramma appare come la resistenza a trazione sia indipendente

dalla tensione di compressione finché questa non raggiunge il limite «=0,4 f,. Si nota,
inoltre, come nel campo delle compressioni la componente o3 ha una notevole influenza
sulla resistenza, facendo incrementare la resistenza alla tensione monoassiale di oltre 1/4,
mentre nel criterio di Mohr viene trascurata.

Una buona rappresentazione della curva limite di resistenza & fornita, nel campo delle
compressioni, dalla formula ellittica:

o*~126 01 03 + 2% =1, (03=0)
dove le tensioni adimensionalizzate, 31 oze ?73, sono assunte positive.

Diverse ricerche sperimentali sono state condotte, da vari autori, su stati triassiali di
tensione; ma la difficoltd nell'effettuare le prove conducono ad una notevole dispersione
dei risultati. Resta tuttavia confermato che la resistenza per sollecitazioni triassiali & di
gran lunga superiore a quella biassiale. In figura (2.1.11) & rappresentato il diagramma
delle curve di livello della superficie limite di resistenza, che si ottengono ponendo

o3 = costante nel campo delle compressioni. Se ne deduce, per esempio, per stati di

tensione caratterizzati da 31 >> Ev_ = c—r_; una curva del tipo 51 =1+ 4_@, per 0 <32 <l.

: : : " 2
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Figura 2.1.11: Curve di livello della superficie limite di resistenza

2.1.6 Viscosita del calcestruzzo

Il calcestruzzo, soggetto a carichi permanenti, manifesta delle deformazioni di‘fferite cl}sa
crescono in misura sempre minore fino a stabilizzarsi per £ —>co. il fenomeng ¢ tanto pit
evidente quanto minore & l'istante iniziale di carico fp; inoltre, la deformazione viscosa

&y,, supera, di norma, la deformazione istantanea elastica &. In figura (2.1.12) ¢

. rappresentato il fenomeno come rilevabile sperimentalmente su un provino in calcestruzzo

sollecitato al tempo ) da una tensione monoassiale costante. _

L'aspetto duale del medesimo fenomeno fisico ¢ rappresentato dal nlgssamento, figura
(2.1.13), per il quale il provino in calcestruzzo soggetto ad‘u_na defoma21one permanente
&, reagisce con tensioni che, a partire dal valore iniziale elastico o, decrescono

progressivamente fino a stabilizzarsi ad un valore finale o, - oy, -

Per 1o studio di questi fenomeni bisogna definire le funzioni .viscosit;‘.l e rilassamento lg
cui determinazione dipende dal tempo o di messa in carico e cioe dal gr_ado di
maturazione del calcestruzzo, da parametri ambientali ¢ da quelli dimensionali e di forma
dell'elemento primitivo [7].
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Figura 2.1.12: Deformazione viscosa del calcestruzzo
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Figura 2.1.13: Rilassamento del calcestruzzo
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In figura (2.1.14a) sono rappresentate due curve di viscosita dello stesso calcestruzzo

caricato a partire dal tempo £, oppure da #(2 : le quantita &, e &y, si riducono a parita di

carico imposto e si riduce anche il rapporto ¢o = &y, / £e .

Le esperienze, inoltre, indicano che sulla base delle funzioni di viscosita e
rilassamento si pud applicare il princif)io di sovrapposizione degli effetti anche per cicli di
carico applicati in tempi diversi. Se si traccia, per esempio. una curva di carico e scarico,
figura (2.1.14b), ottenuta per semplice sottrazione delle curve di figura (2.1.14a), &
possibile evidenziare due importanti aspetti del fenomeno:

1. Velasticita ritardata come deformazione che il calcestruzzo restituisce lentamente una
volta azzerate le tensioni:

2. la  deformazione irreversibile  che rappresenta la parte puramente plastica
dell'elemento.

Le prove sperimentali si accordano bene con tali risultati, mostrando, in particolare,
che per calcestruzzi caricati molto giovani la deformazione irreversibile ¢ prevalente
sull'elasticita ritardata, per calcestruzzi molto vecchi avviene il contrario.
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&6 ritardata
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Figura: 2.1.14b: Diagramma carico-scarico del calcestruzzo

2.2 Meccanismi fisici della viscosita e del ritiro

2.2.1 Basic-creep e drying creep

La ViSCO'SiT.é‘I ed il ritiro per essiccamento del calcestruzzo di cemento Portland_sono
fenomem complessi che vengono determinati da diversi processi fisico-chimici [8].

I processi fondamentali si originano all'interno della pasta di cemento come risultato delle
proprieta dei prodotti dell'idratazione della microstruttura della pasta e vehgono modificati
dalla natura composita del calcestruzzo. ,

Per distinguere i vari processi che si sviluppano nel materiale una nomenclatura,
largamenjce usata, fu suggerita da Neville nel 1981 [9], che designd come basic creep la
deformazione dipendente dal tempo che si determina quando il calcestruzzo viene
sollecitato in atmosfera sigillata in modo tale che I'umidita non si disperda ¢ come drying
creep la deforrpazione aggiuntiva rispetto al basic creep che si osserva quando lo stesso
calcestruzzo viene caricato in ambiente che consente l'essiccamento. Il drying creep &
anche denominato Pickett effect dal nome del primo ricercatore che ne studiod :gli effetti.
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In tal modo il comportamento viscoso del calcestruzzo € determinato dalla somma del
basic creep e del drying creep. In pratica, tuttavia, tale distinzione non viene quasi mai
utilizzata, poiché la deformazione totale viscosa viene inclusa nella funzione di viscosita,
nella quale le deformazioni dovute al drying creep sono prese in conto mediante un fattore
correttivo relazionato alfla umiditd relativa percentuale (R.H.). Vi ¢&. inoltre, una
arbitrarietd nel separare la deformazione viscosa da quella elastica (deformazione
istantanea) poiché il creep interviene dai primi istanti della messa in carico, mentre &
necessario un certo tempo per misurare la deformazione elastica.

I creep & caratterizzato da componenti della deformazione reversibili ed irreversibili:
quando il calcestruzzo viene scaricato la deformazione elastica ¢ quasi del tutto reversibile.

Un altro termine di uso comune & il coefficiente di viscositd che esprime la
deformazione viscosa in rapporto alla deformazione elastica; mediamente il coefficiente di
viscosita ¢ pari a 2-6 volte la deformazione elastica istantanea.

2.2.2 Deformazioni dovute al ritiro

Nello stesso modo & possibile definire diverse componenti del ritiro. Quando non venga.

diversamente designato, il ritiro assume il significato di drying shrinkage che rappresenta

la deformazione associata alla perdita di umiditd del calcestruzzo per effetto
dell'essiccamento. Il drying shrinkage & solo parzialmente reversibile. Quando il
calcestruzzo & risaturato si verifica un rigonfiamento, ma questo ¢ insufficiente a
ricompensare completamente il ritiro per essiccamento a meno che non venga utilizzato un
cemento espansivo a ritiro compensato.

E dunque possibile distinguere tra componenti reversibili ed irreversibili, ma non &
possibile introdurre un'unica definizione per il ritiro; infatti sono stati identificati altri tipi
di deformazioni che rignardano questo fenomeno: il ritiro per carbonatazione che si
verifica quando il calcestruzzo & sottoposto a condizioni ambientali aventi bassa umidita
relativa (questo fenomeno ha suggerito che il drying creep possa essere considerato come
ritiro dovuto alla tensione); il ritiro per idratazione che avviene quando il contenuto di
acqua viene rimosso, all'interno del calcestruzzo, da combinazioni chimiche durante
I'dratazione in condizioni di umidita sigillata.

Durante lidratazione, tuttavia, si pud anche verificare un rigonfiamento, se il
calcestruzzo contiene molta acqua, dovuto al formarsi di grandi quantita di idrossido di
magnesio. v

Un rigonfiamento transitorio del calcestruzzo si pud anche verificare per
I'innalzamento termico dovuto al calore dell'idratazione. '

1l ritiro per capillarita avviene, infine, quando si hanno dispersioni del contenuto in
acqua nel cemento allo stato plastico.
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2.2.3 Meccanismi reali ed apparenti

Vi sono diverse teorie che spiegano il comportamento viscoso ed il ritiro del calcestruzzo;
in questo lavoro saranno descritte le phi importanti.

Inizialmente & utile distinguere tra meccanismi reali ed apparenti secondo la definizione_

data da Wittman nel 1982 [10].

I meccanismi reali sono associati alla pasta di cemento idratata € possono essere
considerati delle proprietd del materiale determinate dai processi chimico-fisici che si
sviluppano nella matrice cementizia; essi sono indipendenti dalla forma e dalle dimensioni
del provino.

I meccanismi apparenti sono causati da altri fattori che modificano le deformazioni
previste.' Ad esempio, la natura composita del calcestruzzo & tale che le deformazioni
differenziali tra la pasta di cemento e gli aggregati possono causare degli alti stati di
_ tensione localizzati e quindi delle micro fratture all'interfaccia. Un altro fenomeno .&

dovuto al gradiente di umiditd che pud incrementarsi durante I'essiccamento del provino;
questo comporta un ritiro differenziato tra gli stati interni ed esterni della pasta di cemento
causando delle microfratture o delle screpolature. Inoltre, il calore di idratazione puod
causare delle deformazioni termiche che comportano dei risultai erronei nello studio della
viscosita e del ritiro.

Se si studiano i meccanismi reali ¢ importante verificare che le deformazioni dovute
ad essi non vengano in alcun modo limitate, per cui ¢ necessario operare una scelta
accurata dei provini e delle dimensioni degli aggregati contenuti nella pasta di cemento
per essere certi di misurare solo le deformazioni spontanee. Questa prassi limita I'analisi
dei meccanismi reali all'uso di una pasta di cemento molto fine.

Modelli microstrutturali

Da studi di questo genere sono- stati individuati diversi meccanismi reali per i quali il
trasferimento dell'acqua attraverso i pori capillari & considerato il processo pili importante.
L'assorbimento dell'acqua attraverso i pori conduce, infatti, allo sviluppo di tensioni
capillari, legate alla formazione dei menischi curvi, che determinano la separazione delle
particelle componenti la pasta di cemento. -

Lo stato di autotensione, precedentemente descritto, e l'azione delle forze esterne
applicate al provino determinano delle deformazioni microstrutturali che comportano la
variazione della interazione tra le particelle solide ed i micropori della pasta di cemento.

Questi meccanismi, per quanto non sia possibile valutarli con esattezza, sono i
principali responsabili del comportamento viscoso e del ritiro del calcestruzzo.

‘La struttura della pasta di cemento indurita & molto complessa; essa, infatti, ¢ una
miscela di diversi componenti con proprieta estremamente variabili.

11 principale componente della pasta cementizia ¢ il silicato di calcio idrato (C-S-H),
che occupa circa i 2/3 del volume formando una matrice continua, ha una grande

. . . n
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superficie interna (=500 m? / em’ ) ed & fortemente idrofilo e poroso; la microporosita
associata a questa fase &, infatti, circa il 25% dell'intera struttura del calcestruzzo.

Il C-S-H si presenta, inoltre, come un materiale amorfo € colloidale con una struttura
fisica in evoluzione, dovuta principalmente alla variazione del contenuto d'umidita.

Lo studio della formazione chimico-fisica del C-S-H ¢ utile per definire il suo ruolo
nella viscosita e nel ritiro del calcestruzzo. La descrizione fisica di questa fase come uno

‘Xerogel -definito come un gel con porosita ridotta al minimo da cui il liquido medio &

stato rimosso per effetto di tensioni superficiali - ¢ risultata utile nella deﬁnizionc? del
cosiddetto 'Modello di Monaco [11,12]; questo modello (figura 2.2.1a) considera
J'accoppiamento tra le particelle di C-S-H dominato da energie interfacciali che vanno
riducendosi per effetto dell'assorbimento dell'acqua fino a distaccarsi.

I modelli tradizionali del C-S-H, presentati da Powers ¢ Brunauer e da Feldman e
Sereda megli anni '60 [13,14], (figure 2.2.1b e 2.2.1c), rappresentano invece questo
componente come una struttura a strati in cui le interazioni fisiche sono dovute
all'adsorbimento dell'acqua tra il gel e le particelle.

I modello di Tokyo (figura 2.2.1d) ha infine fornito una spiegazione piu accurata
delle modalita di formazione dei pori nella pasta di cemento.

tet {a}

Figura 2.2.1: Modelli del C-S-H
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Tra queste schematizzazioni, solo il Modello di Monaco e quello di Powers hanno il

vantaggio di esprimere, mediante relazioni matematiche, il legame esistente tra il
comportamento microstrutturale e le deformazioni di viscosita e ritiro del calcestruzzo.
) Powers, inoltre, per spiegare i meccanismi associati al ritito della pasta di cemento
introdusse il concetto del disjoining effect, secondo il quale l'acqua adsorbita tra gli strati
di C-S-H si localizza in spazi distinti dai quali si disperde inducendo variazioni di volume
nel calcestruzzo (figura 2.2.2).

Figura 2.2.2: Rappresentazione dell'assorbimento dell'acqua nella pasta di cemento

La vel.ocitii di dispersione dipende, poi, dall'umidita relativa dell'atmosfera esterna e
dall'intensita della pressione nei micropori. :

‘Bazant, in seguito, ha sviluppato questo concetto pilt rigorosamente, utilizzando una
teoria termodinamica secondo la quale l'acqua contenuta nei micropori si mantiene in

equilibrio con I'umiditd relativa c1rcostante la sua pressione interna 7z~ &, inoltre,
proporzionale alla pressione di distacco A degli strati di C-S-H. Al variare dell'umidita
delI‘gmbwnte per raggiungere l'equilibrio, I'acqua si diffonde dal microporo verso lo
spazio esterno, creando via via degli strati di materiale solido.

Un'altra causa della formazione degli strati solidi & 1'azione delle tensioni dovute ai
carichi esterni che trasmettono, attraverso gli strati di C-S-H, valori di pressione superiori

a n*; gli strati di materiale, dunque, cedendo l'acqua, divengono sempre pill ravvicinati
ripristinando contemporaneamente I'equilibrio tra la pressione esterna e l'interna.

La pasta di cemento pud, quindi, essere discretizzata attraverso diversi strati di
materiale solidificato. La sovrapposizione degli effetti della variazione di umidita relativa
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¢ delle pressioni esterne nella formazione degli strati solidi, secondo BaZzant, spiegherebbe
sia 1 meccanismi di ritiro che il drying creep del calcestruzzo. Questa teoria, detta della
diffusione [8] pud essere convenientemente modellata utilizzando un modello di Kelvm
viscoelastico, composto da molle e ammortizzatori in serie.

Modelli macrostrutturali

Come & gia stato osservato i meccanismi apparenti dipendono dalle dimensioni dei provini
analizzati.

E stato da lungo tempo riconosciuto, come ad esempio. la lenta perdita di umidita
dovuta alla diffusione influenzi 'andamento del ritiro, che risulta essere un fenomeno
fortemente caratterizzato dalla forma dei provini e dalla loro sezione trasversale {11,15].
In relazione a questo comportamento, poiché il drying creep si determina come differenza
tra la deformazione totale osservata sotto carico e la somma del basic creep e del ritiro
spontaneo, Pickett, nmel 1946, e successivamente Wittman e Roelfstra, nel 1980,
osservarono che il drying creep pud essere dovuto all'impedimento della fessurazione che
avviene durante il ritiro spontaneo.

Nella fase di essiccamento, inoltre, si sviluppano dei gradienti di umidita che danno
luogo a tensioni di trazione negli strati pitl esterni della struttura del calcestruzzo. Questa
ipotesi suggerisce di non misurare il ritiro spontaneo su provini nei quali sia avvenuta la
fessurazione, ma di utilizzare dei provini di pasta di cemento di spessore molto ridotto
2 =3 cm al fine di determinare con certezza il ritiro spontaneo;-infatti le microfratture che
si osservano nella superficie dei provini in essiccamento si estendono per meno del 5%
dello spessore del provino.

La natura composita del calcestruzzo induce, inoltre, delle ulteriori microfratture
all'interfaccia tra il cemento e gli inerti, dipendenti dalla concentrazione di tensioni dovute
ai carichi esterni applicati.

Tuttavia le deformazioni addizionali elastiche e quelle viscose si producono sempre,
nella struttura di calcestruzzo, in modo tale che la deformazione totale sia compatibile;
nella figura (2.2.3) ¢ rappresentata una parete in essiccamento per la quale si evidenzia il
ritiro spontaneo nel caso in cui gli strati che la compongono siano svincolati, nonché le
deformazioni dovute al ritiro che si sviluppano insieme alla fessurazione degli strati piu
esterni in conseguenza del ripristino della compatibilita.

Lo studio dei meccanismi reali del calcestruzzo conduce, quindi, alla formulazione de1
modelli di previsione del suo comportamento destinati in particolare all'analisi strutturale
con il metodo degli elementi finiti; l'analisi dei meccanismi apparenti produce, invece, i
classici modelli di previsione Code-type per il calcolo di strutture composte da elementi
monodimensionali. A rigore, dunque, i modelli Code-fype non sarebbero idonei per
l'analisi viscoelastica di sforzi e deformazioni all'interno della seziome, poiché le loro
relazioni analitiché descrivono principalmente le proprieta medie del calcestruzzo, in
regime viscoso, senza prendere in considerazione gli ulteriori stati di tensione o di
deformazione locale dovuti ai diversi fenomeni che si verificano nella pasta di cemento.
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~ L
_fessurazioni

Figura 2.2.3: Parete di calcestruzzo in essiccamento

I m‘odelli tipo Code-type, tuttavia, possono anche essere utilizzati per I'analisi ad
elementi finiti di sezioni in calcestruzzo wutilizzando delle relazioni aggiuntive che
tengano conto del suo comportamento in dipendenza dei femomeni locali, legati a
Ee;citmsnu reali, quali la transizione di umidita, il gradiente di temperatura e le proprieta

Tattura.

Qgesti {nodelh', dunque, rappresentano un buon compromesso tra la semplicita
operativa ¢ l'accuratezza nella definizione del comportamento del calcestruzzo nel tempo.

2.3 Il calcestruzzo come materiale invecchiante -

2.3.1 La funzione viscosita

- La deformazione totale al tempo ¢, 6‘(t), di un provino di calcestruzzo caricato in modo
monoassiale, si esprime come segue:

()= ep(t)+ ec() +es(t)+ er(t) = 65(1) + £n(t)
e S\)*eT ! ) 2.3.1)

sE(z‘) ¢ la deformazione istantanea, di tipo elastico se la tensione non & molto elevata;
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gc(t) ¢ la deformazione viscosa;

5S(t) ¢la defmimazione di ritito (o di rigonfiamento);

er(t) &l'espansione o dilatazione termica;

50-( t) rappresenta la deformazione prodotta dalla tensione, denominata anche
deformazione meccanica: eolt) = eg(t)+sc(1);

&n (f) rappresentéia deformazione indipendente dalla tensione: &, (t) =&5 (t) + 5‘7(1).

La deformazione 8E(t)é immediatamente recuperabile subito dopo il momento della

messa in carico; mantenendo il carico costante, tuttavia, essa diventa parzialmente
irreversibile a causa. dell'invecchiamento prodotto dall'idratazione e da altri cambiamenti
dipendenti dal tempo che intervengono nella microstruttura del calcestruzzo. .

In accordo con la precedente definizione della deformazione, la determinazione del
creep rtichiede, generalmente, l'utilizzazione di due provini identici di calcestruzzo
collocati esattamente nelle stesse condizioni ambientali, uno dei quali viene lasciato
scarico, mentre l'altro & sottoposto ad un processo di carico: la differenza tra le
deformazioni di questi due provini rappresenta la deformazione meccanica, definita come
la deformazione viscosa aggiunta alla deformazione elastica.

Misurando le deformazioni di provini sollecitati con diversi valori di tensione e
tracciando le curve isocrone di viscositd, che rappresentano i diagrammi tensione-
deformazione per prefissate durate di carico, si ritrova che per tensioni inferiori a 0,4 Jem
le curve sono approssimativamente lineari (figura 2.3.1).

Figura 2.3.1: Curve isocrone di viscosita
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In questo modo, il legame che unisce la deformazione allo stato di sollecitazione
monoassiale costante puo scriversi: '

50'(1): O-J(t:t )+5n(t) (2.3.2)
nella quale o rappresenta la tensione monoassiale, le & sono le deformazioni assiali, # & il
tempo prescelto per definire l'etd del calcestruzzo, J(r,t') & la funzione viscosita
(compliance function) che rappresenta la deformazione viscosa, aggiuntiva a quclla
clastica, misurata al tempo f, causata da una tensione monoassiale unitaria costante
agente a partire dal tempo ¢'.
Nell'ambito della linearita, il creep determinato da una temsione monoassiale &
totalmente caratterizzato dalla funzione J(z,t").
L'andamento tipico di questa funzione ¢ rappresentato in figura (2.3.2). La funzione
viscosita ¢ inoltre espressa come somma della deformazione istantanea 1/E(#') e quella

" viscosa C(,1") detta anche specific creep:

J(tt) =

+C(¢,1") 23.3)
E(t) :
essendo £(1') il modulo elastico che caratterizza la deformazione istantanea.
Per il modello CEB si pone al tempo ¢’

Ity = 4 £281) (2.3.4)
E{t')  Ecg

dove E g ¢ il modulo elastico del calcestruzzo a 28 giorni e la funzione

: C(t, v . . s . -
mg(t,t)= T/—EZ—’)_) detta coefficiente di viscositd, rappresenta il rapporto tra la
28
deformazione viscosa al tempo ¢ ¢ la deformazione istantanea per una tensione unitaria
applicata a 28 giorni.
Per il modello BP-KX {25], si ha invece:

J(t,tr)=%ﬂ) 1+ o(r1)] e (2.3.3)

C(t,t") . .
. rappresenta il rapporto tra la deformazione
VE)
viscosa al tempo ¢ e la deformazione istantanea per una tensione unitaria applicata al
tempo #'.
Di conseguenza si ha:

ed il coefficiente di viscosita, ¢(z,f') =
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Pag(tt’) _ @ (1) ' (2.3.6)
Ecag E(1")
¢ quindi: ‘

_ Ec28 . 2.3.7)
28(1,t )—m o (2.1") -

I valori di ¢, sia nell'uno che nell'altro modello, per tempi molto lunghi, 10~ gg., pari

a circa 274 anui, variano solitamente tra 1 ¢ 6, mentre i valori intermedi sono contenuti tra

2.5 e 3. I valori a lungo termine della deformazione dovuta al ritiro, espressa dalla &,(#),

equazione (2.3.2), sono generalmente compresi tra 0,0002 e 0,0008.

J(t,t0) Ee
6
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Figura 2.3.2: Funzione viscositd per vari tempi 7' iniziali di carico

Gli andamenti della funzione viscosita e del ritiro sono influenzati da molti fattori che
possono essere suddivisi in intrinseci ed estrinseci. I fattori intrinseci vengono fissati nel
momento in cui si determina la mescola del calcestruzzo e sono caratterizzati dai
parametri che compongono la miscela stessa come la percentuale ed il modulo elastico
degli aggregati, il contenuto in cemento, il rapporto acqua-cemento, la resistenza di
progetto. .

1 fattori estrinseci sono quelli che variano esternamente dopo che il calcestruzzo ¢€ stato
gettato in opera, come la temperatura atmosferica, 'umidita relativa e la sua variazione nel
tempo, il momento iniziale di carico, il grado di idratazione, ecc. Le espressioni
matematiche che caratterizzano la funzione viscosita ed i parametri che la influenzano
verranno presentati dettagliatamente nel Capitolo 4, dedicato ai Modelli di previsione per
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la Viscosita del Calcestruzzo; in questa fase, invece, si assume che la funzione viscosita sia

nota ad esempio attraverso una espressione matematica, un grafico od una tabella di valori
(figura 2.3.3). ‘

Shaste Dam, 1958 ‘9‘5;
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Figura 2.3.3: Confronto tra dati sperimentali e curve di viscosita, da Béiant e Wu [26]

Una caratteristica molto importante della legge di viscosita del calcestruzzo & quella,
tipica di un modello invecchiante, di essere funzione di due variabili: il tempo attuale ed ii
momento iniziale di carico f (figura 2.3.2); questa proprieta contraddistingue il
comportamento del calcestruzzo dalle leggi di viscositd classiche degli altri materiali,
caratterizzati da modelli ereditari, come ad esempio i polimeri, la cui descrizione viene

effettuata in funzione di una sola variabile: I'intervallo di tempo (z —#'). L'invecchiamento

del calcestmzzq, inoltre, determina una notevole complessita per la soluzione dei problemi
strutturali che, in molti casi, devono essere affrontati per via numerica.

2.3.2 1l principio di sovrapposizione

A causa della viscosita e del ritiro lo stato di tensione, nelle strutture iperstatiche, pud
variare nel tempo anche in presenza di carichi costanti. La determinazione delle
deformazioni viscoelastiche, causate da uno stato di tensione variabile, viene tuttavia
notevolmente semplificata dalla possibilita di applicare il principio di sovrapposizione.

(9]
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"Questo principio si assume valido per un livello di tensione o, <0.4 fr, (%), essendo
Jfem(fo) la resistenza media a compressione del calcestruzzo all'eta di carico f9, ed €
accettato dalla totalita dei codici modello internazionalmente diffusi.

1l principio di sovrapposizione afferma che I'effetto suile deformazioni (o tensioni)
dovuto a tensioni (o deformazioni) agenti in tempi diversi pud essere sommato; questo
principio & equivalente alla ipotesi della linearita per le equazioni costitutive che legano le
tensioni alle deformazioni. '

In accordo ad esso, la deformazione al tempo t, causata da una storia di tensione o(f),
si pud ottenere scomponendo il processo di carico in piccoli incrementi do(t'), applicati in
tempi ¢'; sommando, dunque, le corrispondenti deformazioni che risultano essere uguali a
do(t')-J(t,1"), in virth dell'equazione (2.3.2) si ottiene infine:

&) = o J(2,1") doft") + & (£) 233
L'equazione precedente rappresenta la relazione generale. monoassiale, che definisce
il calcestruzzo come materiale viscoelastico invecchiante.
L'integrale in questa equazione viene definito come integrale di Stiltjes; la sua
adozione & preferibile a quella dell'integrale di Riemann, poiché quest'ultimo ¢ applicabile
solo a storie di tensione continue. :

Quando o(t) & continua, si sostituisce do(t')=[do(1')/ds']dr' che definisce I'integrale
di Riemann ordinario. -

Per incrementi finiti della tensione Ao(z;), al tempo ti. il termine J(1,7;) Ao(z;) si
riferisce all'integrale di Stiltjes e pud essere sommato all'integrale di Riemann.

Il principio di sovrapposizione definito dall'equazione (2.3.8) fu introdotto da
Boltzmann nel 1876 [27] per i materiali non invecchianti ¢ da Volterra nel 1913 [28] per
quelli invecchianti. L'equazione (3.3.8) fu introdotta, per il calcestruzzo, da McHenry nel
1943 {29]. ,

11 principio di sovrapposizione comporta una previsione accurata della deformazione
solo quando si verificano le seguenti condizioni:

1. le tensioni devono essere contenute all'interno del service stress range, ossia inferiori

a 0.4 volte la resistenza media a compressione del calcestruzzo;

2. non devono verificarsi deformazioni di intensitd decrescente, per quanto le tensioni
possano diminuire come nel rilassamento;

3. durante l'evolversi della deformazione viscosa non devono avvenire significative
variazioni del contenuto di umidita del calcestruzzo;

4. non devono avvenire grandi incrementi di tensione molto tempo dopo la fase iniziale

di carico. . :

In pratica, il principio di sovrapposizione viene anche utilizzato quando non si
verificano le condizioni 2 e 4, anche se il suo impiego comporta, in questi casi, un certo
grado di approssimazione. Bisogna sottolineare, infatti, come l'andamento proporzionale
della deformazione viscosa sotto tensione costante, espressa dall' equazione (2.3.2) sia un
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modello di previsione molto pit accurato di quello espresso attraverso il principio di
sovrapposizione, equazione (2.3.8).

Sostituendo do(t’) = [do(t')/ dt ’]dt’ nella equazione (2.3.8) ed integrando per parti, si
ottiene la sua forma equivalente introdotta, per il calcestruzzo, da Maslov nel 1940[30}:

(=20, JLLT) ottt + (1) 2.3.9)
"TE®
_aJ@r)

nella quale L(z,1') = , funzione positiva in quanto I g,

or or
Geomet;ic‘:amente questa equazione pud essere rappresentata, figura (2.3.4), mediante
la scomposizione della storia di tensione in strisce verticali, ognuna delle quali &

considerata come una finzione impulsiva della tensione (funzione & di Dirac). In questo

- modo, L(t,t"), rappresenta la.deformazione al tempo f causata da una tensione unitaria -

impulsiva al tempo ¢’ ed € chiamata funzione memoria della tensione impulsiva.

Figura 2.3.4: Scomposizione della storia di tensione per incrementi finiti o per impulsi

Applicando la regola di derivazione di una funzione integrale, nella quale uno dCl
limiti di integrazione ¢ la stessa variabile indipendente di derivazione:

%jéf(‘ll,f)du— 1, t)_*_}t @((TI I)
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¢ differenziando I'equazione (2.3.8) si determina la forma incrementale della deformazione
espressa per mezzo del seguente integrale:

E(r) £ dott) (2.3.10).

2.3.3 La funzione rilassamento

11 principio di sovrapposizione viene espresso, in modo equivalente, in termini di funzione
di rilassamento R(z,t') (relaxation modulus), che rappresenta la tensione monoassiale o,
misurata al tempo £, causata da una deformazione monoassiale unitaria costante agente a
partire dal tempo ¢'.

Immaginando la“storia di deformazione &(t) suddivisa in piccoli incrementi de (¢')
imposti al tempo ', il principio di sovrapposiziome implica che l'effetto di questi
incrementi, R(¢,t') de (1'), pud essere sovrapposto.

In questo modo, la relazione costitutiva della wscoelasuata invecchiante si pud porre
nella forma:

o(t) = [y R(t, 1) de(t')— den (1] @.3.11)

nelia quale gli incrementi ds,(#') del ritiro e della deformazione termica devono essere
sottratti in quanto, per definizione, non producono tensioni.

La funzione di rilassamento tipica del calcestruzzo & rappresentata in figura (2.3.5). Si
nota altresi che questa & una funzione di due variabili f € ' ¢ che non pud essere espressa
come funzione di una sola variabile, l'intervallo di tempo (f—f'), proprietd che
contraddistingue il comportamento classico dei materiali non invecchianti.

Quando & nota la storia della deformazione, l'equazione (2.3.8) rappresenta una
equazione integrale di Volterra nella quale l'incognita ¢ la tensione o(f). Risolvendo
questa equazione per una storia di deformazione individuata da una funzione a gradino,
che rappresenti una deformazione unitaria costante a partire dal tempo ', si pud
determinare 1a funzione rilassamento R(Z,t'), ossia la storia di tensione per diversi tempi
iniziali di carico t'.

Come si- vedra in seguito, tale soluzione viene determinata numericamente per
funzioni di viscositd J(z,¢’) fornite dai codici del modello.

Inversamente, T'equazione (2.3.11) rappresenta una equazione integrale di Volterra
per l'incognita &(¢); risolvendo questa equazione per una storia di tensione rappresentata
da una funzione a gradino, si pué calcolare la funzione di viscosita.
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Figura 2.3.5: Funzione di rilassamento per vari tempi di imposizione della deformazione

Note le funzioni J(t,t') eR(t,t") l'equazione (2.3.8) si risolve per mezzo della

(2.3.11) e viceversa; le funzioni J(£,t') ¢eR(z,t') sono, dunque, I'una complementare
dell'altra. '

' dle(t)~ e, (t'
Sostituendo [de(t')~ de, (£')] = d[ &(t') — £, (t))] = —[‘E(—)éyl()ldf " nella equazione
(2.3.11) ed integrando per parti, si ottiene la sua forma equivaknte:

o0y =[&lt) - sa (O] Et)+ [y P(1) [at) ~ g (¢)] dt 2.3.12)

aR(t,t . .. 1t

nella quale P(z,t") = —ﬁé—;——), funzione negativa in quanto &R*&(‘t?’_) >0.

La P(1,t') rappresenta la tensione al tempo ¢ causata da una deformazione unitaria
impulsiva al tempo ¢ ed & chiamata funzione memoria della deformazione impulsiva.

Sebbene le equazioni (2.3.8) e (2.3.11) sono equivalenti, la descrizione del
comportamento viscoso del calcestruzzo in termini di funzione rilassamento viene
adoperata raramente; infatti i valori delfa R(¢,#") somo di pitt complessa determinazione
sperimentale rispetto a quelli di viscosita. Tuttavia per certi tipi di problemi ¢ pitt comodo
determinare la funzione R(¢,#') dalla J(z,#') e quindi sviluppare 1'analisi strutturale sulla
base della funzione rilassamento.

Vi ¢ inoltre una confermata evidenza sperimentale che dimostra come la conversione
della funzione viscositd nella funzione rilassamento, in accordo al principio di
sovrapposizione, sia di notevole precisione [26], purché l'azione simultanea

i : " 2
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dell'essiccamento e dell'umidita non causi evidenti deviazioni dalla linearita e lo stato di
tensione sia compreso nel campo delle tensioni ammissibili (figura 2.3.6).

Ross Dam, 1958

03
4 ©
o
5 5
< &
2 E
g g
2 2
L3 02
=
x

7-1'(days)

Figura 2.3.6: Confronto tra dati sperimentali e curve di rilassamento, da Bazant ¢ Wu [26]

2.3.4 Relazione integrale tra la funzione viscosita e la
funzione rilassamento

Sia la off) caratterizzata da un valore iniziale o(fp) per ' =#, in modo che valga:
' o(t)=0 pert<fy
Acltp) = olto)

I'equazioni (2.3.8), intesa come integrale di Stieltjes, diventa:

o(t10) (1) = 00i0) T4 )+ [} J(4.) dotr) 25.1%

per cui considerando la oft) variabile per passi Ao(t;) si ottiene:

n
&ty to)= 0{ty) J (b, 10) + 2. J (tn. ti)AO(ti ) + Enltn) (2.3.14)
i=1 ] i
Analogamente, -se la storia della deformazione dipendente dalla tensione ¢

caratterizzata da un valore iniziale &(fg)— & (fg) per t' =1y, in modo che si abbia:



’
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&t)-eqn(t)=0pert<p

A1) - en(10)] = &lt0) ~ £n(10)
I'equazione (2.3.11) diventa:

oft,10) =[e(t0) ~ en(t0)] R(10)+ [} R(t.1") d[ (1)~ 5 (1")]
0

(2.3.13)
¢ considerando Ia deformazione variabile per passi si ha:
1
olly,fg) = [5(1‘0 )—&n(to )] Rty 10)+ 2 R(ty. ;) A[g(ti) —&n (¥ )] (2.3.16)

Si consideri, ora, la storia di deformaz;orlle associata all'equazione (2.3.13) come una
‘ funzione unitaria a gradino (funzione di Heaviside H(#—1)): .
)= en(1)=0 per t <1y
ah)—ep(t)=1pertzpy
in questo caso la risposta in termini di tensione € per definizione o(z,f) = R(1,1)).
Sostituendo questi valori nella (2.3.13) e tenendo conto che R(fy, 1) = E.(%), si ba:

L=J(t,10) Ec(t0)+j , J(t,1") dR(t,0)
0

che rappresenta l'gquazione integrale di Volterra non omogenea per la determinazione
della funzione di rilassamento da quella di viscosita.

I_n mod9 si.mile si consideri la storia di tensione dell’equazione (2.3.15) come una
funzione unitaria a gradino:
o(t)=0pert<0
o(t)y=1pert=0
nel qual caso la risposta in termini di deformazione & per definizione
&L, t0)— en (1) = J(8,10)-

Sostituendo questi valori nella (1.3.15) e tenendo conto che J(zg,1p) = 1 < siha
Ec(tg)’

R
1= RG&10) I
E (1)) tO (2.3.18)
anche 1‘equa;1011e‘ (2.3.18) rappresenta una equazione integrale di Volterra non omogenea
per la determinazione della funzione di viscosita da quella di rilassamento.

LR A1)
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2.3.5 Soluzione numerica dell'equazione integrale di
Volterra

La procedura numerica che viene illustrata in questo paragrafo consiste nella soluzione
passo-passo dell'integrale di Volterra dell'equazione (2.3.8), per la determinazione del
valore della tensione per una data storia di deformazione [7,31,32].

Questa procedura & basata sull'approssimazione dell'integrale ereditario di Stiltjes in
una sommatoria finita di termini. 11 calcolo numerico di questo tipo di integrale puo essere
effettuato utilizzando la regola dei rettangoli, oppure la regola dei trapezi; entrambe le
procedure convergono rapidamente, tuttavia ¢ conveniente utilizzare quella dei trapezi per
ottenere una maggiore precisione nei risultati. La precisione numerica dipende, inoltre,
dalla ampiezza degli intervalli di tempo prescelti per la discretizzazione. -

Detti £0,81,22,...,ki---tk © At,-:t,-—t,-.l (i=1,2,...,k) rispettivamente i tempi della

discretizzazione e gli intervalli tra un tempo ed il successivo, l'integrale dell'equazione
(2.3.8) si pud scrivere nel seguente modo:

kq '
&(tx)— en(tk) = ZE[J (1, 1)+ J (1, ti-1)] Ao(t) (2.3.19)
i=1 \
La relazione (2.3.19) & anche valida per un incremento istantaneo della ¢ o della g;
infatti per una variazione istantanea della tensione ad un certo tempo Zp, si pud porre

Atyyaq =0, che implica ty,41 = by.
Nella figura (2.3.7) ¢ rappresentato il caso della variazione istantanca della tensione

nel momento iniziale di carico; ponendo fp =1, Afy =0, Ac(f1)= 01, si ottiene infatti:
&t)— & (1) = J(11,11) o1; ¢ quindi

o1

E(19)

L'eq. (2.3.19) pud anche essere usata direttamente per la determinazione passo-passo
della tensione per una data storia di deformazione; si ottiene. infatti, ponendo £ = f;:

g = , essendo &,(f)=0.

st n() =L (01.0) + (1,0)] Aota)

da cui si ricava

[8 (1) —en(y )] N
J(t.n)+J(f.10))

et Ao(fy)= 2[

ponendo‘nancora t=1y



_la procedura si particolarizza come segue: ponendo ¢ =1 = fy, che comporta g =

\
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)~ su(ty) == [J(12,/1)+J(l‘2 10)] Aoty +— [J(fv n)+J(t2.1)] Ao(tp),

si determina Ao(#2) e cosi di seguito; per ottenere la tensione al tempo & si pone infine:

k
o(tg)= Y Ac(t;).
i=l1

o(7) i K
Figura 2.3.7: Rappresentazione grafica dell'integrale di sovrapposizione

Nel caso di una variazione istantanea della tensione nel momento iniziale di carico fo,

B

Ec(vtO)’

per ¢ =ty si ha quindi: ’ -
&)~ en(t2)=J(12,0) o += [J(lz n)+J(n,n)] Adn)

Dalla procedura precedentemente descntta si pu ricavare l'algoritmo ricorrente per la
determinazione della storia di tensione; riscrivendo l'equazione (2.3.19) per 7 = f5_;

k-1
te-1)—en(lk-1)= 2. —;:[J (Th=1:6) +J (tg-1,1i-1)] Aoli;) (2.3.20)
i=1
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valida per ogni k > 1; sottraendo l'equazione (2.3.20) dalla (2.3.19) si ottiene:

Aett) Aoty 3 2 ATt 1)+ Tt ti-) = St ) =T Gt 6-0)]
Ao(ty)=2 =1

J@eti) +JI (o t-1)

(2.3.21)
eper k=1 siha:
Ag(ty) — Agy (1)
Ao(f)=2 =g E(10)
=2 Tt e
essendo
Ag(n) = a1;
Agy(11)=0;
ST =JL0) = :
(1,1)=J(n.% Eo(i0)
La relazione (2.3.21) pud essere scritta, in forma sintetica, nel seguente modo:
(2.3.22)

Ao = E (A —Ag,)
dove:

"w 2
E =
kIt te) + It 1)

. k-1 s
8, = % ALt 1+ It =T et )= T 1 D] A )
=1 N _ '
Inversamente se & nota la funzione rilassamento ¢ possibile Qetenmnare 1:3ndam§nto
della deformazione nota la storia di tensione; sostituendo 1’111tegﬂe del! equazione
(2.3.11) con una somma finita di termini ed utilizzando la regola dei trapezi si oftiene
infatti:

Aep =2 4 As, | (2.3.23)
By
dove:

v R(tg b))+ RO, tk-1)
E, = 5
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v 1 R agy
Agy = = > %[R([k,fi) + Rt ti-1) — R(fe—1. 1) — R(’k—l.«’-‘i—l)] +Agn(tk)
1 i=1
Per il caso particolare di una tensione unitaria costante questo algoritmo & adoperato

per la determinazione della funzione viscositd corrispondente ad una data funzione di
rilassamento [31].

2.3.6 Determinazione numerica della funzione rilassamento
R(t,tg) dalla funzione viscosita J(t,tqg)

Si consideri la storia di deformazione associata all'equazione (2.3.13) come una

funzione unitaria a gradino:

& —eu(H)=0pert<ty

gD —-s(H)=1pert>ty
con fy =11, in tal modo si ha:

&tg) — en(tp) = Ae(tp) =1

Ag(tg)—Agy (1) =0 perk>1,

in tal caso la risposta in termini di tensione ¢ per definizione la funzione rilassamento

o(tr) = R(tx.,19).
Adoperando I'algoritmo ricorrente della eq. (2.3.22) si ha:

3

k-1 _
S ARG (B ti )+ T (e 1)~ T (t—1,8) = J(tg-1,4i-1)]
AR(ty) = 4=
e 1)+ (e, 1-1)
dove -
I I -
AR(n) = Ec(10)- L

J,n)  J(to.t) )
Per le calcolazioni pratiche [32] ¢ conveniente scegliere i tempi discreti, (fx — 1), in
cui vengono valutate la funzione di viscosita e i decrementi della funzione rilasamento, in
progressione geometrica in modo che (fx —f5)/(fx—1 — fp) =costante=gq.
Adottando una scala dei tempi di tipo logaritmico, questi ultimi appaiono ugualmente

1
spaziati € ponendo g =107 si ha:

H : " ~
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L 1
(t —to) =107 (tp—1 — 1), ovvero logio(tk — L) = -t logyo(tk—1—140)
dove m rappresenta il numero di suddivisioni per decade.

2.3.7 Generalizzazione pluriassiale del principio di

sovrapposizione

Essendo il calcestruzzo un materiale essenzialmente isotropo, la genera_lizzazione
pluriassiale del principio di sovrapposizione pud essere ottenuta facilmente modificando le
equazioni (2.3.8) e (2.3.9) nella seguente forma:

&0=[iBJ(L.1) do(t')+ &,(1) (2.3.24)
oppure
&0=B %’%Jr RBL@.) oft) dt'+5,0) (2.3.25)
_.nelle quali: \ '
g=(011,022,033,012,023,o31)T
§=(£11,822,833,£12,823,£31)T
&, ={(&n.8n ,lsn,O,O,O)T
¢ inoltre:
(1 -v-v 0 0 o
-v1-v 0 0 0
—y-v1 0 0 0
éi'0' 0 0 20+v 0 0 (2.3.26)
p 00 0 o0 2+v 0
0000 O 0 21+




i
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I pedici dei vettori oe & rappresentano le componenti delle tensioni ¢ delle

deformazioni nelle coordinate cartesianc x; (i=1,2,3), l'apice T denota la matrice
trasposta e v rappresenta il modulo di Poisson generalizzato per il comportamento
mscoe_lasﬂco al tempo £, come ¢ noto, inoltre, la relazione tra G (modulo di elasticita
tangeziale) e v ¢ data da:

G(ry=L1)

2(1+v)
_ Pefr‘stati tensionali non elevati e nei limiti della isotropia, le prove sperimentali sulla
viscosita per effetto del taglio, della torsione ed in stati di tensione biassiale sono in buon
accordo con 1i risultati analitici espressi dalla equazione (2.3.24) per sollecitazioni

tensionali pluriassiali [33,34,35,36]. Piu in generale, il modulo di Poisson dell'equazione
(2.3.26) dovrebbe essere considerato una funzione di #' ef, Wt,t'); tuttavia, in ambienti

* con umidita costante si verifica generalmente che il modulo di Poisson & costante con

valore approssimativamente pari a 0,18; in questo caso la matrice B pud essere portata

fuori dal segno di integrale dell'eq. (2.3.24). Questo tipo di approssimazione viene anche
adottata per il drying creep.

In molti casi & utile definire un operatore viscoso £ -1 ed un operatore di rilassamento
E, ponendo le equazioni (2.3.8) e (2.3.11) nelle forme ridotte

e=BE lgte, e o=BE(6- &) nelle quali [37,38,39,40,41];

1-v v v

1-2v 1-2v 1-2v 0 00
v 1-v v 0 0

1-2v 1-2v 1=2v
d 1TV o5 0 o0

2_1:26 1-2v 1-2v 1-2v 2327
0 0 0 1 0 0 -
2 -
6 0 0 0 1 0 '
2 “
0 0 0o 0 0 -
L 2]
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L'operatore di rilassamento, E, ¢ l'inverso dell'operatore viscoso EL Questi operatori
possono essere trattati in accordo con le regole dell'algebra. tenendo conto di alcune
limitazioni, come ad esempio l'assenza della proprieta ~ commutativa dovuta
all'invecchiamento. Queste caratteristiche matematiche possono essere utilizzate per
estendere le equazioni della elasticita lineare in analoghe equazioni adatte all'analisi
viscoelastica dei materiali invecchianti.

2.3.8 Modelli reologici semplici

In questa categoria sono classificati tutti i metodi viscoelastici che permettono di ottenere
una soluzione analitica semplice per l'integrale di sovrapposizione dell'equazione (2.3.8)
utilizzando forme semplificate della funzione viscosita.

In particolare i due approcci fondamentali della reologia teorica si distinguono come
segue [7.23,42.48]: T
1. teoria dell'ereditarieta, nella quale la funzione di viscosita € del tipo

J(t, )= —;—+B(t 9 @

corrispondente ad una funzione memoria, nucleo deli'equazione integrale di Volterra, che

dipende solo dalla durata del carico (¢ — 7).

2. feoria dell'invecchiamento, nella quale la funzione viscosita ¢ rappresentata dalla
seguente forma

J(t, 0= %:—JFAU)—A( 2 ®)

corrispondente ad una funzione memoria, che dipende solo dall'eta di carico .

I comportamento invecchiante del materiale & esaltato nella teoria
dell'invecchiamento; le corrispondenti funzioni viscositd somo rappresentate da curve
parallele, ottenute, per le diverse eta iniziali di carico 7, dalla traslazione verticale della
curva originale calcolata per 7= £ (figura 2.3.8). Tale sistematico parallelismo, tuttavia,
non si verifica normalmente nel comportamento reale del materiale ed in particolare
nell'intervallo di tempo che intercorre immediatamente dopo ogni istante iniziale di
carico.

Inversamente, nella teoria dell'ereditarietd, non viene considerato alcun effetto
dell'invecchiamento; le curve di viscosita ad ogni istante iniziale di -carico,
r=t; (i=1,2,3,..n), si ottengono per mezzo della traslazione orizzontale della curva

originale calcolata per r=1y (figura 2.3.9).

Tale rappresentazione, particolarmente adatta a descrivere il comportamento viscoso
dei polimeri, & meno corretto nel rappresentare le proprietd reologiche del calcestruzzo,
che ¢ un materiale fortemente dipendente dal tempo.
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J(t,r) A

to t ta ' t

Figura 2.3.9: Teoria dell'ereditarieta

-
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L'utilizzazione della teoria dell'invecchiamento nell'analisi viscoelastica delle strutture
in calcestruzzo ha originato, invece, il cosiddetto metodo del rate-of-creep. molto diffuso
in passato, pubblicato in un lavoro pubblicato di Dischinger nel 1937, 1 cui risultati
approssimano sufficientemente la realta sperimentale [43].

Un'altra versione pit recente del metodo del rate-of-creep, chiamata improved
Dischinger method, basata sulla teoria dell'invecchiamento, & stata presentata da Rush,
Jungwirth e Hilsdorf, 1973 [44], ed adottata dal CEB/FIP Model Code (1978) [45], quale
approccio basilare nella categoria dei metodi semplificati di calcolo. 11 suo sviluppo teorico
& contenuto in trattazioni come il CEB Manual "Structural Effects of Time-dependent
Behaviour of Concrete" [7] . '

La correzione al metodo classico di Dischinger del CEB/FIP Model Code (1973)
consiste nel considerare una funzione viscositd fipe sommatoria ottenuta come
combinazione lineare delle funzioni (a) e (b), che contengomo sia la componente
invecchiante F(t)—F(1), flow, che la componente ereditaria D(f— 17), delayed elasticity;
inoltre, per conservare i vantaggi computazionali propri della teoria dell'invecchiamento,
la componente di elasticita ritardata D(¢— 7) & considerata come una costante elastica
istantanea. Una ulteriore . semplificazione del problema si ottiene tenendo costante il
modulo elastico.

L'improved Dischinger method non compare, tuttavia, nel CEB Model Code 1990 nel
quale viene proposta una funzione viscosita tipo produttoria di funzioni dipendenti dai
parametri viscosi.

Sébbene tali semplificazioni generalmente conducono a soluzioni approssimate dei
problemi viscoelastici, I'adozione di questi metodi pud, in molti casi, risultare vantaggiosa
per una prima valutazione dei fenomeni reologici nelle strutture in calcestruzzo.

239 Teoria dell'ereditarieta

Si considerino le equazioni (2.3.13) e (2.3.15):

£(t,10)— &n(D) = 0(10) J(L10)+ ], T(t,7) do(2) 23.28)
. i} ..

(2.3.29)

dove si & posto 7=¢ per indicare il tempo generico di carico; integrandole per parti si
ottengono le forme equivalenti: :

o, 10) =[el10) - n(10)] R(t10)+ R 7) d[ (D en(2)]

g(f) t()_) = _O-(_tl

t
 Eq() +Jfo+, Lo _T) detén(D) (2.3.30)
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o(t,lp)= [S(t)" 5}1(0] Ec(t)"‘j; + P(t,7) [8( )~ 8,7(1’)] dr 2331
' g 331

dove ?e 1‘"u'nzi0ni :/Z(t, 7) e P(t, 7), definite nelle (2.3.9) e (2.3.12) come i nuclei delle
equazioni mtegrgh, rappresentano rispettivamente la funzione memoria della tensione ¢ Ia
funz.lone memoria della deformazione; si consideri, inolire, un materiale non invecchiante
per 11.quale il comportamento viscoso ¢ caratterizzato da funzioni viscositd ¢ rilassamento
che dipendono dalla durata del carico (¢ — 7) ¢ non dall'istante iniziale di carico z.
Introducendo nelle (2.3.28) e (2.3.29) le funzioni:
Ji-1->J(, 1),
R(t— D> R(t,7)
. eponendo £y =0, si ha:
&)= o(0) J(t)+_[é.](t— 1) do(7)+ &,(1) - . (2.3.32)
o(t) = [(0) - &, ()] R(t)+ [y R(t = 1) d[ (1)~ £, ()] 2.3.33)

Allo stesso modo le (2.3.32) e (2.3.33) possono essere integiate per parti: '

dI(t— 1) d(t—

A= o) J(0)- [t 9 (2.3.34
0= o) J0)- o) G =2 T dr sty )
ot0)=[#0) = en ] RO - [ )= (9] T D KD @339
-7 T '
per la teoria dell'ereditarieta si pone:
J(D)=J(0)= % = costante
R(7)= R(0) = E = costante -
¢ le equazioni precedenti diventano: }
_ot), t -7 ., 7 (2336
o) = S ot ST der e 23:30)
o(t)=at)—gx(D| E ! ~%n di(f—_l’) g '
[ en(D)] +j0[<e(z') &n(D)] 0= dr (2.337)

Comparando con le equazioni (2.3.30) e (2.3.31) si pud scrivere:

v ]
p—
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B A dJ(t—1)

L, D=L(t—-17) ——_d(l' .
_ e dR(t—17)
P, )=P(—-1) _—d(t— p=

il che dimostra che le equazioni (2.3.30) e (2.3.31) corrispondono ad equazioni
differenziali a coefficienti costanti, rappresentabili mediante i modelli viscosi della
reologia classica [42].

" Pertanto, & essenziale ricavare le funzioni J e R dal modello reologico assunto per
descrivere il comportamento elasto-viscoso lineare del materiale. Inoltre, dal confronto
delle funzioni J e R con quelle ricavabili da dati sperimentali, si pud valutare entro quali
fimiti di aderenza al vero il modello reologico assunto ¢ in grado di descrivere il
comportamento sperimentale del materiale. '

2.3.10 Modelli semplici di Kelvin-Voigt e di Maxwell

2.3.10.1 Modello di Kelvin-Voigt

Si consideri un provino di materiale viscoelastico sottoposto ad uno stato di tensione
monoassiale. La: sua equazione di stato, ovvero la relazione esistente fra la tensione ¢ la
deformazione, si presenta nella forma di una funzione del tempo. Inoltre, le proprieta
viscoelastiche del materiale vengono descritte rappresentando la parte elastica con una
molla e la parte viscosa con un ammortizzatore (figura 2.3.10).

Poiché i due elementi sono disposti in parallelo la deformazione £ della molla e
dell'ammortizzatore sono identiche; in tal modo, 1a tensione o si decompone in due parti:

la prima, oy, relativa alla molla, la seconda, o3, corrispondente all'ammortizzatore.
Il legame sforzi-deformazioni della molla ¢ descritto dalla legge di Hooke o] =E ¢ ; il

L . . . de -
legame costitutivo dell'ammortizzatore, invece, segue la legge di Newton oy = 77—, dove
Tt

77 & la viscosita.
Sinteticamente, le equazioni:
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o=01+0y
A=a=¢ (2.3.28)
o=Fe¢
L
A 7 ar
descrivono l'equazione differenziale del modello:
de(t
oft) = E s(r) + n222
dr (2.3.28)

nella quale la tensione si scompone in due parti, una proporzionale alla deformazione,
T'altra alla sua derivata rispetto al tempo.

% 6
‘ L],

Figura 2.3.10: Modello di Kelvin-Voigt

La funzione viscosita del modello si determina integrando l'equazione differenziale
(2.3.39) nella quale si pone:

o(t)=0pert <0
o(f)=1peri=0
de E 1

R L RUOELD
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Y Lt F £t
Jty=e T (J=e® dt+C)=e T (—|—=eT di+C)
n E'n
= koo
Hy=e — e +
) - |
J(#)=0 per t =0, da cui si ricava:
c=-1
E
¢ quindi: :
J(5) =~ E/m1y (2.3.40)
E

La figura (2.3.11) rappresenta la funzione viscositd del modello di Kelvin-Voigt, in
funzione del tempo f, conformemente alla relazione (2.3.40). Se si pone
&)= oJ(t) con o=1, si osserva come la deformazione aumenti a partire da zero, fino a

raggiungere il valore —11% pert—> .

-

E(t)“L

Ve

%J(t)

Figura 2.3.11: Funzione viscosita del modello di Kelvin-Voigt
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1

La rapidita della crescita della deformazione dipende dal parametro 7= LE” rapporto

tra il coefficiente di viscosita ed il modulo di elasticitd, denominato tempo di ritassamento.

Una volta che la tensione, o=1, viene soppressa al tempo #, la deformazione
diminuisce fino a raggiungere un valore nullo per ¢t — o (figura 2.3.12). Se la grandezza
7, che rappresenta lo scorrimento interno del corpo, ¢ piccola a fronte di E, anche il
tempo di rilassamento & piccolo, per cui la deformazione diminuisce rapidamente. Se,
inversamente, 77 & maggiore di £ la deformazione diminuisce lentamente.

(oA

—_,—— ———— — ———

Y

cA

-
L

t t

Figura 2.3.12: Curva di recupero del modello di Kelvin-Voigt

Dall'equazione (2.3.40) si deduce, inoltre, che per # == 7/E la deformazione

(2.3.12) per £ > £ ¢ detta curva di recupero.

La funzione rilassamento si determina adottando il calcolo simbolico (trasfonnate/dj
Laplace), oppure direttamente ponendo nella (2.3.39):

gty=0pert<0
gf)y=1pert=>0,

sapendo che in tal caso R(t) = o(?), si ha:
R(t)=E+n&t) (2.3.41)
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n
h

dove &t) & la funzione di Dirac.

Lintroduzione della funzione di Dirac nella relazione (2.3.41) comporta che la
tensione tende all'infinito nel momento di imposizione della deformazione: tale
comportamento & dovuto alle caratteristiche del modello, nel quale I'ammortizzatore non
descrive una deformazione finita quando la variazione istantanea della tensione assume
valori finiti (figura 2.3.11). Inversamente, se si applica al sistema una deformazione finita
deve corrispondere una tensione infinitamente grande per l'ammortizzatore. E dunque
teoricamente impossibile, per questo modello, realizzare una prova di rilassamento, in
quanto il provino, sottoposto ad una deformazione unitaria istantanea, collasserebbe sotto
la tensione infinita sopportata unicamente dall'ammortizzatore.

2.3.10.2 Modello di Maxwell

11 modello di Maxwell si differenzia da quello di Kelvin per la posizione della molla e
dell'ammortizzatore che risultano connessi in serie (figura 2.3.13).

Tale semplice modello rappresenta solo parzialmente le proprieta di un corpo reale,
tuttavia pud diventare parte di un modello molto pit complesso che approssima bene le
proprieta reologiche dei materiali viscosi. :

e(t) A

t4 t

"Figura 2.3.13: Modello di Maxwell
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Poiché i due elementi sono disposti in serie la deformazione totale si compone di due
parti £= g + &2, dove &) e & sono le deformazioni relative rispettivamente alla molla ed

all'ammortizzatore. La tensione della molla, invece, ¢ identica a quella
dell'ammortizzatore, o= 0] = 03 .
Sinteticamente, le equazioni:
0] =02=0;
E|+& =&
o=Eeg; (2.3.42)
ds)
o= .
T S
descrivono l'equazione differenziale del modello:
de _1 do_ o (2.3.43)

d E dt 7
La funzione viscositd del modello si determina integrando l'equazione (2.3.43) nella
quale si pone:
o(t)=0pert<o0;
o(t)=1pert=0;
de

1‘ ]
E—Ty’ J() = &)

J(t)=lt+C>
n

per £ =0, J(t)=—}§,dacuisiha C=% e quindi:

70 iz (2.3.44)
E 7

La figura (2.3.13) rappresenta la funzione viscosita del modello di Mmell, 'in
conformita alla relazione (2.3.44). Infatti se si pone &(t)=0J(t), con o=1, si osserva

come la deformazione, al tempo ¢ =0, raggiunge subito il valore 1/, per incrementarsi

secondo una retta avente coefficiente angolare 1/7.
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Py g p )

>
N
Quando la tensione viene soppressa al tempo 1, la deformazione decresce subito della

quantita —;— per stabilizzarsi al valore costante t—l.
2 7
La funzione rilassamento si determina ponendo nella (2.3.43):
gt)=0pert<0
g)y=1pert=0

in tal caso per definizione si ha, infatti, R(¢) = o(¢);

lég+£=0; 10_':‘_?_ d[;
Ed n ea n

E [—it+C]
Ino=—=t+C; o(t)=e- " ;
n
. £t
0(t)=C*e 7 ,doveC*:eC;

per t=0, R(f)= E, da cui si ha C* = E e quindi

La figura (2.3.14) rappresenta la funzione rilassamento del modello di Maxwell, che
assume il valore E per ¢ =0 ed ha andamento decrescente per 7> 0.

LS

Y

Figura 2.3.14: Funzione di rilassamento del modello di Maxwell
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Per t—oo la funzione tende a zero. La (2.3.45) pud essere posta nella forma

R(H=FE et/ ¥ dove ’[ZEU rappresenta il tempo di rilassamento ed & definito come il

tempo che impiega la funzione per raggiungere il valore 1 del salto iniziale.

2.3.11 Modelli generalizzati

Nell'ambito dei modelli reologici ereditati, le considerazioni effettuate precedentemente
_ hanno dimostrato come il modello di Kelvin-Voigt, pur rappresentando bene la parte
viscosa della funzione viscositd, non tiene conto della’ defermazione istantanea, mentre il
modello di Maxwell descrive correttamente il fenomeno del rilassamento, ma da luogo ad
una funzione viscositd indefinitamente crescente nel tempo. '

Per rimuovere l'assenza di elasticita istantanea dal modello di Kelvin-Voigt ¢ dunque
sufficiente aggiungere una molla in serie al sistema: si ottiene, in tal modo, il modello a
tre parametri di figura (2.3.15). Questo modello & stato storicamente assunto da diversi
autori [42,43,47] per descrivere il fenomeno dello scorrimento, pur se si deve notare che
alcuni di questi studiosi sono pervenuti alla sua equazione lineare attraverso
considerazioni differenti.

E2
— AN
S AVAWAVAT L o
g E, G
1
L
Mg

Figura 2.3.15: Modello di Kelvin-Voigt con una molla in serie
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Per tale modello si pud scrivere:

e=g+ao0=Fa=E a+m e,
1a funzione viscosita risulta:

Ep
1 1 =1
J(t)=—+—(1-e T )
B B

e la funzione di rilassamento:

2 _EtE

E
R(=E ‘a—ié;“‘e m ).

Anche per il modello di Maxwell si puo rappresentare un sistema a tre parametri,
come il precedente, allo scopo di rimuovere l'anomalo comportamento dovuto alla
disposizione della molla e dell'ammortizzatore viscoso, che determina una funzione
viscosita linearmente crescente. '

Per ottenere la correzione basta disporre una molla in parallelo nel modello di base,
affiché l'ammortizzatore diventi efficace. Si ottiene cosi, il modello di Zemer (figura
2.3.16) assunto in passato da diversi autori (per esempio Trost) per determinare il
fenomeno del rilassamento.

n
Ey .2
—AAA 11
- — 0P
(-2 C
AVAVAVA
E

Figura 2.3.16: Modello di Zerner
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Per il modello di Zerner si pud scrivere:

3] Ey m

oc=01+0, €=

1a funzione viscosita risulta:

___EBEp
J(1) 1 B e (B1+Ex)m

By E(E+Ep)
¢ la funzione di rilassamento:

_E
RWO=E+Ee m

Tuttavia, con questi modelli a soli tre parametri si pud ottenere uma scarsa
corrispondenza al vero per il comportamento elastoviscoso di um calcestruzzo allorché si
cambi l'istante iniziale di applicazione della sollecitazione, a meno di non considerare
variabili i coefficienti delle equazioni di stato, ossia di ritemere, questi, funzione
dell'istante di applicazione della sollecitazione. Questo procedimento, sviluppato
recentemente in alcuni lavori di Bazant, non rispetta pit i principi ereditari della reologia
classica e viene applicato a modelli con un numero elevato di parametri per la cui
definizione & necessario utilizzare il calcolo automatico. _

Nell'ambito della reologia classica, un procedimento per definire modelli pit
rispondenti ai risultati sperimentali, ma che conservino parametri costanti nel tempo,
consiste nel generalizzare i modelli elementari delle figure (2.3.15) e (2.3.16), riconosciuti
come i pill semplici modelli capaci di descrivere, rispettivamente, i fenomeni dello
scorrimento e del rilassamento del calcestruzzo.

In particolare la generalizzazione di un modello di viscosita & fatta disponendo una
molla in serie ad » modelli di Kelvin-Voigt, oppure una molla in parallelo ad » modelli di
Maxwell (figura 1.3.17).

Nei due casi,” si ottengono le seguenti espressioni delle funzioni viscositi e
rilassamento:
per il modello generalizzato di viscosita

JO=—+¥1a Eh
B=—+>—=(U-e * ), -
Ey i=1 E; ‘ 4
per il modello "generalizzato" di rilassamento .
71 _& t
RHY=Ey+> Eje " .
i=1

In entrambi i casi, per far corrispondere al meglio i risultati teorici con quelli
sperimentali, € necessario stabilire i valori dei 27 +1 parametri Eq, Ej e 7.
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A
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o
m
g
m
»

m
3

Figura 2.3.17: Modelli generalizzati di Kelvin-Voigt e di Maxwell

La corrispondenza & valida, ovviamente, per ogni- singolo calcestruzzo e per ogni
istante 7 di applicazione della sollecitazione; in tal modo, per ogni calcestruzzo e per ogni
istante 7 si pud costruire un modello reologico affinché le curve di viscosita e di
rilassamento, . da esso ricavabili, corrispondano bene con quelle ottenute da saggi
sperimentali.

Naturalmente, a causa dell'invecchiamento del materiale, tale modello non sard pili in
grado di descrivere prove di scorrimento o di rilassamento eseguite sotto sollecitazioni
applicate a partire da tempi diversi dall'istante 7 prima considerato; cosi come non potra
descrivere, ad esempio, la legge di dilatazione £(¢) sotto ina tensione variabile nel tempo,
o= o(7), a meno di non far dipendere qualcuno dei parametri liberi del modello dal
tempo 7; questo, perd, "porterebbe la trattazione fuori dai limiti imposti dal principio di
ereditarieta della reologia classica.

Quindi, le migliori corrispondenze teorico-sperimentali di tali modelli si ottengono
solo per 7 elevati, quando praticamente il modulo di elasticita £y & costante e
I'invecchiamento & esaurito, cosicché il comportamento elasto-viscoso assume un carattere
ereditario.-
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o

2.3.12 Teoria dell'invecchiamento

Si assume che:
E(t)y=costante= L _
L(t. D) = (D) (2.3.46)
Sostituendo le (2.3.46) nella equazione (2.3.30) si ottiene:

¢, to)——+fr0 o(7) L(7) dr+ £, (1) (2.3.47)

Introducendo o(¢) = costante =1 nella (2.3.47) si determina la funzione viscosita:

Lot
J(t,10)=—+ fp LD de (2.3.48)

che puo essere scritta nella forma:

J(t, 1) = %+A(t) ~ A(t) A (2.3.49)

poiché, qualunque sia il tempo #p, 1a derivata prima della funzione precedente rispetto
al tempo ¢ ¢ sempre la stessa, l'equazione (2.3.49) comporta il parallelismo delle curve di
viscosita (figura 2.3.10). Questa importante osservazione sperimentale fu fatta da Whitney
[49] ed ¢ un'ipotesi applicabile per tempi lunghi dopo l'applicazione del carico. .

L'invecchiamento del materiale resta chiaramente indicato dal fatto che le curve di
scorrimento sono via via piu schiacciate per tempi di applicazione della sollecitazione
crescenti.

Dalla funzione viscosita, ricordando l'equazione (2.3.9), si ottiene:

L(D)=-— aJ(t,7) _ dA(r); (2.3.50)
rt dr
derivando l'equazione (2.3.47) e considerando la precedente si ha:
deat) _1 dowr) | .y dAW) dA(f) 23.51)
d E dt ’
che rappresenta l'equazione differenziale fondamentale della teoria dell'invecchiamento.
Sostituendo la (2.3.50) nella (2.3.47) si ottiene, inoltre: ' o
_ (T) ' 2.3.52
&(t,t0) = +ft0o< ) ——dr (2.3.52)

Utilizzando l'equazione dﬂferennale (2.3. 31) si pud determinare la funzione di
rilassamento ¢ sostituendo £=costante =1, si ha:

dott) __, A

o(t) Coar
Ino=-FA(t)+K;
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oty = EAD K.

pert=ty, o=FE g;

Eg= e~ E A1) eK;

K = sk LAl

ed infine si ottiene:

o(tto) = & E o E[A(n)-Ato )];

ot,10) _ g ,~E[4()-A4t0)]
&) ‘

R(t,1g)=

Per ottenere la funzione nucleo di rilassamento, invece, si considera l'equazione

(2.3.31) e sapendo che P(z,7) =— , sl ha:

OR(t, 1)
at

o AD-A(D)] dA(7) (2.3.53)

] dr ~

avendo posto r=t1g; introducendo, infine, la precedente equazione nella (2.3.31) si

ottiene:

P(t,D=-E

ot 10) = [ ()~ (O] E~ E[}. [a(2)— gy (9] ¢ A4 _“";(:) iz (2339

2.3.13 Il modello invecchiante di Dischinger

In maniera equivalente alla equazione (2.3.51) F. Dischinger [43] ha stabilito la seguente
relazione differenziale per l'incremento della deformazione totale elasto-viscosa al tempo 7.
Nel caso in cui la tensione & applicata a partire dall'istante <,

daty _1 do(t) o) S(t,7) ,, 23.55)
d E dt E ot

oqa(t 'r)

Nell'ipotesi di parallelismo delle curve di scorrimento, la derivata

indipendente dall'istante 1m21ale di applicazione della tensione (figura 2.3.18); mfatu per
il generico istante 7 si pud scrivere:

oL, 7) = plt,10) - P(T10),
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si mette in evidenza sia il valore asintotico @, del coefficiente di viscositd, quale massimo

!

’ valore possibile corrispondente a 7= fy, che la funzione temporale f(), la quale definisce
‘ 1o sviluppo nel tempo dello scorrimento.
l
1

dalla quale risulta 5’¢;f; 2 = o”gn(;;to) per un generico istante 7# ).

La definizione numerica dei parametri ¢, ef(f) ¢ contenuta nel CEB Model Code
1978 {16,45].

|

| |

@ R ! {
|

P (te)= Ry,

B(F) Peo- P, ) ‘

Figura 2.3.18: Curve di scorrimento per il modello di Dischinger

Uguagliando poi le equazioni (2.3.51) ¢ (2.3.55) si ottiene:

UW _ 1919
i E ot

ed integrando fra l'istante iniziale 7 ¢ quello ¢ di lettura si ha:

(448G T) -

A(t)—A(r)-—[w -7, 7= =

L

[

essendo ¢(7,7)=0. ; |
In questo modo, la misura dello scorrimento che avviene nell'intervallo di tempo t-rt, |
nella teoria dell'invecchiamento, ¢ data dalla differenza C(¢)-C(7), mentre nel modello f
|

di Dischinger ¢ data dalla funzione —%E—Q
Se si pone:

Pt, D) = g f (1)~ £ (D) (2.3.56) |
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Capitolo 3 -

Espansione in serie di Dirichlet delle funzioni
viscosita e rilassamento

3.1 La funzione viscosita in serie di esponenziali

L'analisi numerica delle strutture in regime di viscositd _puc‘y essere semplificata se le
relazioni costitutive integrali vengono trasformate in equazioni differenziali dipendenti dal
tempo.

Tale conversione si rende possibile se le funzioni J(z,') e R(£,¢') delle equazioni
(2.3.8) ¢ (2.3.11) assumono la forma di una somma di prodotti-di funzioni nelle singole
variabili te t'. ' >

La ‘scrittura della funzione J(#,#') in una serie di esponenziali reali assume la
seguente espressione

n 41
JE )=t 3 1 () ’)/Tﬂ) (3.1.1)
E(W) 2 EgtO)\
la cui forma algebrica corrisponde alla funzione viscosita ottenuta da un modello di catene
di Kelvin disposte in serie.
Nella (3.1.1) le 7, sono delle costanti denominate tempi di rilassamento; E 1 Sono dei
coefficienti che dipendono unicamente da t' ed hanno le dimensioni di moduli di

elasticita; E(t')= =modulo elastico istantaneo.

J{, )
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La sommatoria di esponenziali reali espressa dall'equazione (3.1.1) rappresenta anche

una serie di Dirichlet, la cui forma standard & la seguente: ZCﬂe_x/ | dove y & una
7

variabile e C;, sono delle costanti; quando 7y — Ty~1 =costante, la sommatoria di termini

viene denominata serie di Prony.

La procedura per la determinazione dei parametri E(f) eﬁ,,(t'), utilizzati per

approssimare la funzione viscosita per mezzo dell'espansione in serie di Dirichlet, & stata
messa a punto da Bazant [26,50]; il metodo, simile a quello dei minimi quadrati, consiste

nel fissare i valori di 7, scegliendoli in modo che siano regolarmente spaziati nella scala

dei tempi.
Si definisce poi la funzione:

&= %[J(tﬂ,t') - j(tﬂ,t’)]z ,

valida per ogni tempo B in cui ¢ nota la funzione viscosita J(1g,t'); il termine J (13.1")
simbolizza, invece, la funzione viscosita risultato della espansione in serie di Dirichlet; le

condizioni di minimo —fﬂ—@: 0, (u=12,..,n), € oo =0 conducono ad un sistema
CEL (1) - OE()

di (n+1) equazioni algebriche lineari che consentono di definire i termini E () e E(t").
Per chiarire, ora, quale relazione esiste tra l'espansione in seric di Dirichlet della
funzione viscosita ed il modello di Kelvin, si considera il sistema di figura (3.1.1), i cui

parametri E, e 17, sono dipendenti dal tempo. In quésto modello la relazione fra le
tensioni € le deformazioni assume la forma:

. .o O .
E—& =—+Y¢
] E Léu

C(3.12)
e H
con -7
. T,
fu=—t (3.13)
Nu .
(3.1.4)
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fJ'H 712 Tm

Figura 3.1.1: Modello di Kelvin con parametri dipendenti dal tempo

Nelle precedenti equazioni E =modulo elastico istantaneo; E e 7,sono il modulo
glastico e la wiscositd della sp-esima unitd di Kelvin funzioni del tempo;

& = £°(t)=deformazione della p-esima unitd denominata deformazione parziale;
oy, =tensione del p-esimo ammortizzatore.
Esprimendo o, mediante I'equazione (3.1.3) e sostituendola nella (3.1.4) si ottiene

una sola equazione per 1a &,

Eutu+Euu+Euéy=0 (3.15)
- +—£+=_O-_' (’u:l’zr’-,n) . . (3.1.6)
“ Tu Mu
nella quale
1 Eu+mn,
T ﬂnﬂ - G.17

- Assumendo ora che tutti i 7, siano costanti, & possibile integrare l'equazione (3.1.6)
definendo la o(f) come una funzione gradino

]
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o=0 pert<t’

o=1 pert>t,

dove le condizioni iniziali per £ =¢' sono &, =0¢ 29# = ;,
; (')
Si pud verificare, mediante derivazione, che gli integrali dell'equazione (3.1.6) sono
£u(t) A (.1.8)
£ = i
# 7u(t')

__ _ =7y
£u(1) ﬂ,u(l")[l e _J

La funzione viscosita J(z,¢') si ottiene, quindi, ponendo

1
J{t,)y=——+
@1 27 %sy (3.1.9)
che risulta del tutto identica all'equazione (3.1.1).
Dal confronto della (3.1.1) e (3.1.9) si ottiene anche

Tu(t)  E@t)
ed in accordo all'equazione (3.1.7) si ha, infine:

dép(l‘)

Mty = 1 B0 Ep(0)=Eu())- 7 (3.1.10)
Mediante questa dimostrazione si giunge alla conclusione che qualunque funzione di

viscosita espressa in serie di Dirichlet si pud rappresentare mediante un modello di Kelvin _

avente i parametri dipendenti dal tempo.

E importante notare, inoltre, che l'equazione differenziale del modello di Kelvin a
parametri dipendenti dal tempo risulta essere del secondo ordine, cid & dovuto alla
variabilitd nel tempo dei moduli elastici £ 1 che non consente di scrivere la (3.1.4) nella

forma o-oy =E, gy, come avviene nella teoria della ereditarietd. Per questo motivo

l'utilizzazione della espansione in serie di Dirichlet della funzione viscosita risulta essere

svantaggiosa rispetto alla formulazione della stessa utilizzando le catene di Maxwell che,

come si vedra in seguito, & caratterizzata da una eqauzione differenziale del primo ordine.
Una caratteristica ulteriore della formulazione delle catene di Kelvin ¢ quella della

possibilita che i moduli elastici £, possano avere segno negativo per la presenza del segno
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meno nella seconda delle (3.1.10); questa evenienza, tuttavia, pur essendo fisicamente
inaccettabile, non produce alcuna conseguenza sull'andamento della funziome viscosita
descritta dal modello.

3.2 La funzione rilassamento in serie di esponenziali

La formulazione differenziale della funzione rilassamento & basata, invece, sul modello
delle catene di Maxwell [26,50], figura (3.2.1), che conduce alla seguente relazione tra
tensioni ¢ deformazioni:

=By B 5o oy (=120 G2.1)

By M P
dove G}, SOno le tensioni incognite in ciascuna unita della catena di Maxwell.

t

L,

1
En’l(toié ‘ Enllg)

Figura 3.2.1: Modello di Maxwell con parametri dipendenti dal tempo

(\ .
In modo simile al caso delle catene di Kelvin, nella rappresentazione del modello si

richiede che vengano posti in relazione 7,,(2) conE 4 (2); il modo pit semplice consiste

_nel porre
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T -
W= costante, #=(L2,...,n). - (322
77

dove 7, ¢ il tempo di rilassamento di ciascun ramo della catena.
. Considerando, ora, 1a storia di deformazione come una funzione gradino
e=0pert<t
g=lpert=t
e ponendo £° =0, con le condizioni iniziali ou(t')=EyL(2"), l'integrale della prima delle
(3.2.1) assume la seguente forma

outy=Eyty e, \ (.2.3)

Dalla seconda delle (3.2.1) si ottlcnez quindi, l'espressione della funzione di
rilassamento

Rt1y= 3Byt e Y % 4 g, ) (.2.4)

=1
dove m=n—1; Ex(t') & scritto in tale forma poiché, per M=, si ha Ty >, OVVEro

7y — oo, nell'ultima catena della figura in cui non & rappresentato 'ammortizzatore.

L'equazione (3.2.4) rappresenta anche l'espansione in serie di esponenziali reali di
Dirichlet della funzione di rilassamento. Per la determinazione dei parametri incogniti

E,, anche in questo caso, si utilizza il metodo dei minimi quadrau basato su]la
minimizzazione della espressione

=3[R, 1)~ Ritp.t )]2 (3.2.5)
B

valida per ogni tempo #5 in cui ¢ nota la funzione rilassamento; il termine fé(tﬁ,t’/ ) |

simbolizza invece la funzione di rilassamento dell'equazione (3.2.4) ottenuta mediéhte
espansione in serie di Dirichlet. I metodo richiede, inoltre, che i valori dei tempi 7
vengano fissati precedentemente ¢ che siano regolarmente spaziati nella scala dei tempi.

Le condizioni di minimo &@/ﬁEﬂ =0 (u=12,..,m) e IP/SE, =0 conducono ad
un sistema di m+1=rn equazioni lineari algebriche per gli £, € E.
Ripetendo il procedimento per £ etd di applicazione del carico (¢'), si ottengono &

ennuple di valori per i moduli elastici del modello E,, (). Per poter tuttavia esprimere in
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modo continuo i parametri del sistema € necessario, ancora, determinare n funzioni £;(f')
tali da restituire con buona approssimazione i valori precedentemente  calcolati e

consentire la determinazione degli E,(¢') per qualunque valore di #'. Cid si ottiene

esprimendo i valori degli E,(7') nel seguente modo:

Eu(t") =G +Ca(logio )+ Gs(logio ') (3.2.6)
¢ determinando i termini C; in modo da minimizzare le differenze tra i valori forniti dalia
(3.2.6) e quelli precedentemente calcolati. Ne risultano, in definitiva, tante terne di
coefficienti C; quanti sono i rami del modello utilizzato.

Diversamente a quanto detto per i parametri della catena di Kelvin, i valori degli £,
della catena di Maxwell risultano essere sempre positivi, in quanto la derivata della
funzione di rilassamento risulta essere sempre non negativa e, quindi, in buon accordo con
I'aspetto fisico del problema.

Nelila equzizione (3.2.5) i valori della funzione R(zg,t") possono essere ricavati da

prove sperimentali, oppure determinati attraverso l'mversmne della equazione integrale di
Volterra per una data funzione viscosita.

3.3 Relazione costitutiva differenziéle del modello di
Maxwell

Per semplificare 1'analisi numerica delle strutture in regime di viscosita ¢ utile trasformare
le equazioni risolutive integrali, trattate nella soluzione numerica dell'equazione integrale
di Volterra, in equazioni incrementali elasfiche-quasi elastiche al fine di risolvere il
problema viscoso come una sequenza di problemi elastici.

A questo scopo si suddivide il tempo f in intervalli di tempo
At =1 —t1 (r=12,...,m) sufficientemente piccoli e si risolve l'equazione differenziale
(3.2.1) posta nella seguente forma:

. G, ..
5 +?&=(£_ PVE,; o=Y 0y (p=12,..n) (33.1
H yii

dove =17, /E 1, considerando in ogni intervallo Af. tutti i parametn' come delle
costanti. '
L'equazione (3.3.1) & una equazione differenziale del primo ordine completa del tipo:
Y +ya(x)=>b(x)
in cui l'integrale generale ¢&:



74 . ' R Capitolo 3. Espansione in serie di Dirichelet

y= e_J a(x)dx{j b'(x) e-[ a(x)dx dx+ C}

La soluzione della (3.3.1) tra il tempo £, e £, si scrive dunque:

_{ 1/t J 1z dz

our=e "l jtf (&-&)Eype dr+C

imponendo la condizione iniziale o, = oy—1 per A =0 si har oy, =C; sostituendo

& =Ag [AL,; Zc:(r) = Agg / At e semplificando si ottiene:
_ Aty /T o W/
dove
(g N/ Ty
A =(1-e ) A (3.3.3)

s

Nella (3.3.2) il pedice  indica il tempo £ (per €s. oy = oy(5)); il pedme ¥ —l si

riferisce, invece, al valore intermedio nell'intervallo di tempo A, =(t,.—t,._1), per

= %(Ew +Epr1).

L'equazione (3.3.2) rappresenta la formula ricorrente per la determinazione delle oy,

esempio E
p: /»0‘—%

considerando poi Aoy = Gy — Opp—1, in accordo alla seconda delle (3.3.1) si deve avere

Aoy = S Ao | (B34

p=1
Sottraendo, quindi, dalla (3.3.2) il valore 0,1 si pud scrivere

—Af,
O — Opr—1= O',ur—l(e ] T —1)'*'/1;0- Ew_%(Agr —Aa}?)

ed in termini di sommatorie
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n n éAz n
AG;«= Z (O;Ur_o-'ur—l)= Z O:ur—l(e l’/rﬂ_lj_l_ ﬂ[ur

0
P P z Epl (A5 -as0)

Acy = z( A [T _ ljaw_1+Aa, z A B, 1-A8 > A E

P =1 a3 =1 -
che conduce alla equazione:
Ac, "
Ag, =?,Z—+Aar (3.3.5)
r
nella quale
E = z rr By 1 +Eg, 1 (3.3.6)
=l 2 2
E As =3 (1 e N’/’ﬂ) 1+E, A& (3.3.7)

p=1
L'equazione (3.3.5) rappresenta una relazione pseudo elastica fra le tensioni e le

deformazioni nella quale As; ¢ l'incremento di deformazione inelastica; E: ¢ il modulo
pseudo elastico istantaneo.
In un dato problema di viscositd, nel quale le tensioni oy, sono date al tempo %, i

valori di E: e Ag; vengono determinati dalle equazioni (3.3.6) ¢ (3.3.7); per cui

nell'analisi strutturale in ogni intervallo di tempo Af, si procede nel seguente modo:
1. sicalcolano dapprima i valori di A4, E:, Aes;- utilizzando le tensioni del tempo #,—3;
2. si risolve la struttura elastica con il modulo E:,' calcolando i valori di o; e di A

causati da Aa'r' e dalla variazione delle tensioni esterne;

3. sicalcolano i nuovi’ ‘T,Uf' (#=1,2,...,n) per mezzo dell'equazione (3.3.2), si scaricano i

valori precedenti e si procede al passo successivo Afy4] .

E importante notare, inoltre, che
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/
N

Ayr —>1per Aty 7, —0
Ayr >0 per Aty /7, >0
per cui 0< 4y, <1, tale condizione risulta intuitiva, poiché per tempi Af,. molto lunghi e

per tempi di rilassamento 7, molto piccoli le unita della catena di Maxwell di figura

(3.2.1) non oppongono resistenza alla deformazione e risultano avere tensione nulla.
Dalla equazione (3.3.5), infine, si possono anche ottenere le funzioni rilassamento e

viscosita per via incrementale: la prima si determina ponendo Ag =0 e, valutando la

- variazione dello stato di tensione nel tempo, la seconda con Ag; =0 e l'equazione (3.3.2),
valutando la variazione della deformazione nel tempo.

3.3.1 Generalizzazione pluriassiale della relazione costitutiva
differenziale

Per quanto detto precedentemente, I'espansione in serie di Dirichlet delle funzioni
viscositd ¢ rilassamento consente di trasformare le equazioni costitutive integrali della
viscositd in equazioni di tipo differenziale; inoltre per un materiale invecchiante come il
calcestruzzo, si ha piu aderenza al problema fisico e la conversione si rende piti semplice
se viene utilizzata l'espansione in serie della funzionme rilassamento ottenuta dalla
equazione differenziale delle catene di Maxwell. ‘

Per generalizzare al caso pluriassiale il legame sforzi-deformazioni che si ottiene dalla
relazione pseudo-elastica (3.3.5) del modello di Maxwell ¢ sufficiente scrivere I'equazione
nel seguente modo [8]:

1 "
Ag, =—BAg, +Ag, _ (339

nella quale :

p=l My Ty ’
" 1 m -
Mg =—r 3 (- N/ yg  Ad
r H=1

mentre i valori delle G, VEngono aggiornati ad ogni passo con la seguente relazione:

. . "
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—AL /T —1 0
O =y @ #+AWEW_%§ (Ag, - M) (3.3.9)

. :(1—e’A"/T#) Ty [ A

Nelle precedenti relazioni i vettori o2 §0 ¢ le matrici Qﬁ'l sono definiti nelle

(2.3.24,2.3.25, 2.3.26 € 2.3.27) con la differenza che ogni componente del vettore

T
o=(011, 022,033,012 023, 031)
si ottiene per mezzo della seguente sommatoria:

n
o5 = Yom (1=123j=123).
p=l

Si noti che anche in questo caso i parametri £, ¢ Ag, vengono valutati prima che

inizi la soluzione al passo (t, —t,._1), utilizzando i valori delle tensjoni elastiche iniziali;

mentre le tensioni O SODO ricavate mediante la (3.3.9).
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Capitolo 4

Modelli di previsione della viscosita del calcestruzzo

41 T Modello CEB 90

Le relazioni analitiche della viscosita ¢ del ritiro. contenute nel capitolo 2.1 del CEB-FIP
MC 90 {2] si basano su di un lavoro del General Task Group 9 del CEB intitolato
"Evaluation of Time Dependent Behaviour of Concrete" [51].

Le formule di predizione sono state ottenute dall'elaborazione di dati provenienti da
saggi di laboratorio su provini di calcestruzzo strutturale soggetti a normali temperature
ambientali.

Le relazioni analitiche della viscositd descrivono principalmente le proprieta medie
nella sezione trasversale del calcestruzzo senza considerare lo stato di temsione o di
deformazione locale dovuto ai diversi fenomeni che si verificano nella pasta di cemento. Il
modello CEB 90 puo anche essere utilizzato per 1'analisi ad elementi finiti di sezioni,
calibrando le proprieta locali del calcestruzzo con formule aggiuntive che tengono conto di
dati come le proprieta di frattura, il gradiente di temperatura ¢ 1a transizione di wmidita.

Il modello analitico di viscosita, CEB 90, ¢ definito, inoltre, come una funzione

. prodotto di termini che rappresenta un buon compromesso tra la semplicitd operativa e

l'accuratezza nella definizione del comportamento del calcestruzzo nel tempo.

Nel modellare il comportamento viscoso del calcestruzzo, infatti, nel passato sono
state utilizzate due diverse formulazioni: i modelli tipo sommatoria e quelli tipo
produttoria di termini. Essi differiscono principalmente nell'approccio matematico.

I modelli invecchianti, definiti da un prodotto di termini, sono caratterizzati da una
funzione viscositd che descrive gli effetti dell'istante iniziale di carico e della sua durata.
In questo gruppo ricade anche il Modello RILEM BP-KX [25].

La caratteristica specifica dei modelli tipo sommatoria, o Dischinger migliorato, € la
separazione del comportamento viscoso in elasticita ritardata € scorrimento, utilizzata nel
CEB-FIP Model Code 1978 [45]. v .

Le differenze tra i due tipi di modelli sono sintetizzate nella figura (4.1.1), tratta dal
lavoro del General Task Group [51], dalla quale si deduce come le funzioni sommatoria
descrivano meglio, attraverso il principio di sovrapposizione, il comportamento nel tempo
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del calcestruzzo sotto carichi crescenti, mentre le funzioni produttoria descrivono con
ottima approssimazione il comportamento viscoso del calcestruzzo sotto tensioni costanti.
Tuttavia nessuno dei due approcci conduce, in tutti i casi, a risultati perfettamente
corrispondenti ai dati sperimentali.

La scelta della funzione prodotto mel CEB-FIP Model Code 1990 €, dunque,
principalmente legata alla maggior semplicita nella formulazione che la contraddistingue
dalla funzione sommatoria; bisogna, comunque, sottolineare come le differenze fra i due
modelli perdano di rilevanza quando, nel calcolo strutturale, le equazioni integrali
vengono convertite nelle equazioni algebriche del metodo AAEM [16,61].

Sulla base delle equazioni costitutive del modello CEB-FIP 90 sono stati approntati
recentemente dei lavori che risultano di valido aiuto nell'analisi strutturale [32,52,56,57].
Questo modello, inoltre, pud anche essere agevolmente convertito in espansione in serie
di Dirichlet ed utilizzato in una formulazione differenziale sulla base delle catene di
Maxwell [58,59].

ioad history criterion accurscy of prediction

product model summation modael
effect of age
constant sl loading + 0
stress
time development + 0

Increasing ¢
stress [ 0
t

decreasing l : o 0 0
siress 1 1

very young sage at loading
telzxation and thick member or high — Q0
relative humidlity :

other cases ’ | 0 ]

fegend: (+ ) good; (0] acceptadle; (—) poor

Figura 4.1.1: Paragone tra i modelli produttoria ¢ sommatoria di funzioni
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Coefficiente di viscositd

11 coefficiente di viscositd @(f,fp), definito come il rapporto tra la deformazione
viscosa ¢ la deformazione elastica del calcestruzzo all'etd di 28 giorni, viene calcolato per
mezzo della seguente relazione:

@(t.10)= orH B Jem) Klo) Be(t—1g) @11y
dove:
- RH
orpr =1+—H. & 4.12)
0,46{(h/hy)"”
53
Bfem)=—""F< 4.1.3)
- (fcm/ f cmO)O)
ﬂ(fo)=——1-—— (4.1.4)
0,1+ (t0/1)"? \ -
- 17
bt = | e (4.1.5)
Fe(t~to) {ﬁH'F(f"fO)/fl:i
in cui:
= RH 1817, 550<1500 (+.1.6)
| ﬁH_lso{H(l,zRHo) Lto” <
nelle quali: '

RH = umidita relativa dell'ambiente in {%];

h=24,[u sezione effettiva;

A, = sezione trasversale dell'elemento strutturale in [mm: 2]
U= perimetro dell'elemento strutturale a contatto con l'atmosfera in [mm]

fom = Tesistenza media alla compressione del calcestruzzo in [MPa] all'eta di 28 giorni;
t = eta del calcestruzzo, in giorni, nel momento considerato;

fp = eta del calcestruzzo, in giorni, al momento del carico;

inoltre: RH =100%, g =100 mm, fomo =10 MPa, t; =1 giorno.

L'equazione (4.1.2) descrive gli effetti dell'umidita e della dimensione della sezione
correlando i due parametri in relazione alla viscositd ed esprime la condizione che
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I'umidita relativa dell'ambiente ha effetti ridotti sulla viscosita per 2 A /u —> oo, mentre la
sua influenza, in relazione alla dimensione della sezione, si annulla per R —»100%.

Questa equazione, inoltre, separa gli effetti del basic creep e del drying creep nella
funzione viscositd, considerando l'azione dell'essiccamento durante il processo di carico
come un termine aggiuntivo rispetto all'unita.

La funzione dipendente dalla resistenza A fcm), dell'equazione (4.1.3), ha lo scopo di
valutare gli effetti della resistenza del calcestruzzo sulla sua viscosita: all'incrementarsi
della resistenza si riduce il comportamento viscoso. Come € noto, la resistenza del
calcestruzzo dipende, in larga parte, dal rapporto cemento-acqua ¢ dal comtenuto di
cemento nella massa totale; tuttavia la valutazione di queste percentuali non € sempre
agevole nelle applicazioni, per cui € preferibile assumere direttamente il dato statistico che
definisce la sua resistenza per evitare errori nella previsione della viscosita.

Il coefficiente Sy, conmtenuto nelle equazioni (4.1.5) e (4.1.6), prende in
considerazione ancora una volta l'influenza dell'umidita relativa dell'atmosfera e le

dimensioni della sezione; all'aumentare delle dimensioni della sezione il termine Sg

aumenta; si ha quindi una riduzione della viscosita nel periodo di carico (z —1fy).

Questo comportamento € in accordo con i dati sperimentali [51]. Dalle prove
sperimentali si nota, inoltre, come le dimensioni della sezione non hanno pit influenza
sulla viscosita del calcestruzzo per alti valori dell'umidita relativa; questo comportamento

¢ caratterizzato dall'equazione (4.1.6) che pone un limite per Bz pari a 1500.

Gli effetti del tipo di cemento ¢ della temperatura ambientale, sulla viscosita del
calcestruzzo, vengono presi in considerazione modificando l'istante iniziale di carico fg, in
accordo a formule aggiuntive contenute nel CEB MC 90.

In figura (4.1.2), tratta da [51], vengono comparati dati sperimentali con la funzione
viscosita CEB 90.

Ritiro

Il modello di previsione del ritiro, presentato nel CEB-FIP Model Code 1990,
definisce le deformazioni medie, dipendenti dal tempo, di elementi strutturali piani esposti’
a normali temperature ambientali, comprese tra 5° C ¢ 30° C, ¢ ad umidita relative RH
comprese tra 40% e 100%. ‘

Le deformazioni dovute al ritiro o al rigonfiamento, a normali temperature, vengono
calcolate per mezzo della seguente equazione:

Ecs(t.15) = £cs0 Ps(t— 1) 4.1.7)
dove: v
geso = coefficiente di ritiro in accordo all'equazione (4.1.8);

Giuseppe Lacidogna. "Modellazione del comportamento viscoelastico del calcestruzzo” 83

. = coefficiente che descrive lo sviluppo del ritiro nel tempo in accordo all'equazione

4.1.12);
t = eta del calcestruzzo in giorni;

ts = eta del calcestruzzo in giorni, nell'istante di inizio del ritiro o del rigonfiamento.
1l coefficiente &,y si ottiene dalla seguente equazione:

&cs0 = Es(Jfem) BRHE (4.1.8)

con

&5(fem) =[160+10 Boc(9~ fom/ fem0)J10° (4.1.9)
dove ,
B = coefficiente che dipende dal tipo di cemento:

4 cemento a lento indurimento
Psc = ]\5 cemento normale a rapido indurimento

8 cemento ad alta resistenza e rapido indurimento

— S 0, < 0,
o = [-L55 feprr 40%< RH.<99% 4110)
7] 40,25 RH.>99%

3
BsRH. =1—(%} A : (4.1.11)

Nelle equazioni (4.1.8) e (4.1.9), fem, rappresenta la resistenza media del calcestruzzo
in  MPa; R.H ¢ l'umidita media  dell'atmosfera in  percentuale;

Femo =10 MPa e R. H.0=100%.
Lo sviluppo del ritiro nel tempo segue I'equazione (4.1.12):

. 105
PR DR Gt (0D U (4.1.12)
Aslt=10) {ﬁsh-‘"(f—fo)/fl]

o 4.1.13)
D B ¥ ]
Bep =330 (h ly)?

dove h=2A4./u (A4, = sezione trasversale dell'elemento strutturale in mm?2; U= perimetro
dell'elemento strutturale a contatto con I'atmosfera in mmy); /sy =100 mme #; =1 giomo.
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Coefficiente di viscosita non lineare

Nella figura (4.1.3) viene comparato il ritiro misurato sperimentalmente con quello -
previsto dal Codice Modello {2]. Dalla figura si nota come i dati sperimentali e quelli di
previsione siano in ottimo accordo. _ ‘ 11 principio di linearita del fenomeno viscoso, sinonimo del principio di sovrapposizione, &
applicabile per valori delle tensioni inferiori a 0,4 fem. essendo fem la resistenza media a
compressione del calcestruzzo.

. 300 All'interno di questo campo, tuttavia, si riscontrano deviazioni dalla linearita; tali
W07/1Pa | | Experiments by Troxell et al deviazioni ‘possono essere spiegate mediante un fenomeno di adattamento: il calcestruzzo
25011 symbol | RH (%) o © , soggetto ad uno stato di compressione prolungato nel tempo sembra adattarsi alla tensione
g 50 o) | o — divenendo piu resistente; tale fenomeno & simile all'incremento di rigidezza che si ottiene
- 200 a 70 r sotto carichi ciclici [7].
. - - - . - . .
= ° 99 : | poa— s A In tal modo si verifica che dopo un lungo periodo di deformazione viscosa a carico
=~ 150H < / costante, annullando la tensione, il recupero di deformazione sia significativamente
- §_ & 9 minore di quello valutabile mediante il principio di sovrapposizione; un fenomeno simile
g 100 / _5974/ Vﬁﬁ- | avviene anche nel caso di incremento della tensione che comporta sperimentalmente un
< / 9_—__—’0/0/ | incremento di deformazione minore di quello valutabile matematicamente, figura (4.1.4).
¢ 0 —— ] o Secondo gli sperimentatori il fenomeno dell'adattamento puo essere simulato introducendo
v i un fattore correttivo, nelle equazioni costitutive, che consenta di ottenere analiticamente
0 S BN EEE NS J oL IS AN |" 3 M 3
] 10 100 1000 days 10000 & una accelerazione dell'invecchiamento.
duration of loading, f-fy————3» t:
‘ ; % Ge=6.,+ A8,
" Figura 4.1.2: Paragone tra dati sperimentali ¢ la funzione viscosita CEB 90 b : A%«T .
‘l 5:0 <o
-1200 g Fe=0
| . % _ |
_— Experiments by Hansen et al | . , 3 e
. -l Symbol | 24,/ u lmm} ‘
g H a 102 _ : . € -
£ o 203 o ° oo L
£ a8 oo o . —-- Linear
1 -600 P M theory
L2 (19@9, — observed
| A : ,
-300 B -
- ,/ - i
1 . to ‘ ) i =
oU=—roormm 1oy IR A1 . AT : ) ) ) ) )
1 10 100 1000 days 10000 Figura 4.1.4: Comportamento non lineare-del calcestruzzo per incrementi della tensione
duration of drying, #-#, —————» ' '
Un altro fenomeno che determina I'allontanamento dal principio di sovrapposizione

Figura 4.1.3: Paragone tra dati sperimentali ¢ la funzione ritiro CEB 90 ot
Sur g P © Tr del calcestruzzo nel campo delle tensioni ammissibili ¢ dovuto alla formazione di micro

fessure nella pasta di cemento, prodotte dal ritiro differenziato.
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T_uttgvia, lo scostamento pili evidente dalla linearita si ottiene per valori tensionali
superiori a 0,4 foy,. '

Per Qescﬁvere il comportamento del calcestruzzo per un livello tensionale di
0.4 fem(10) < 0c 0,6 fom(fp), i1 CEB Model Code 1990 consiglia di. sostituire al

coefficiente di viscositd ¢(t,79) dell'equazione (4.1.1) il coefficiente di viscosita
caratteristico non lineare

w0 =@l,1) deotic=04) (4.1.14)

valido per 0,4<k5<0,6, dove ko=0,/fem(fy) ¢ as=L15; per ky<0.4, invece,

00k = 0(2,10).

DalI'equazione (4.1.14) si nota come il fenomeno della non linearita dovuto a tensioni
elevate, _mversamente al fenomeno dell'adattamento, produca un aumento della
deformabilita della struttura. i '

4.2 I Modello di Rilassamento  corrispondente alla
formulazione CEB 90

I comportamento ngl tempo d_el calcestruzzo viene usualmente descritto separando gli

f:ffetu.non dipendenti dalla tensione (ritiro o rigonfiamento, dilatazioni termiche) da quelli

indotti dallo stato tensionale presente.

‘ Per questi ultn.m,.l':flppr_occio piu semplice ¢ piu largamente utilizzato é basato sulla
accettazione del principio di sovrapposizione di McHenry [29] e sulla definizione di una

funzione. di viscosita J(#,%p), che esprime la deformazione indotta all'istante # da una

tens%one unitaria applicata all'istante 7y <t e mantenuta costante; f ¢t sono misurate a
partire dal getto del calcestruzzo. Tale funzione viscosita comprende, pertahto, sia la

deformgzione istantanea all'applicazione della tensione che quella che si sviluppa
successivamente.

Con .tale. qssunzione ¢ agevole dimostrare che sussiste la linearitd tra tensioni e
deformazioni differite (viscoelasticita lineare). , -
La fieformazione totale variabile € allora espressa dalla (2.3.8), in cui I'integrale deve
essere inteso nella definizione di Stieltjg:s (ammettente cioé incrementi finiti della
tensione) ed &,(¢) rappresenta la deformazione non dipendente dalla tensione. :
. Da un punto di vista teorico, operando nel medesimo ambito della viscoelasticita
lineare, & possibile sviluppare una trattazione duale, e definire una funzione rilassamento

R(t,ty), che esprime la tensione indotta all'istante f da una deformazione unitaria
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aggiuntiva rispetto a quella indipendente dalla tensione, applicata all'istante 1y <t e

mantenuta costante [ &) — &,(7) =1 per ogni 72 to]-

Con tale definizione la tensione sotto deformazione variabile risulta dalla (2.3.11). 11
legame tra J e R pud essere facilmente ottenuto ponendo nella (2.3.8)
&(t)— &, (t) =costante =1 e, quindi, essendo per definizione o(t) = R(t,1y) si ottiene la
2.3.17). .

Sia I'equazione (2.3.8) che la (2.3.11) possono poi facilmente essere estese a stati di
tensione pluriassiale. - ’

In pratica, tuttavia, la grande maggioranza delle misure sperimentali disponibili e la
totalita dei modelli analitici di previsione internazionalmente diffusi si riferiscono alla
funzione di viscosita J e non alla funzione di rilassamento R; risulta quindi precluso
l'utilizzo delle (2.3.11) ¢ I'analisi strutturale deve essere condotta per mezzo della (2.3.8) 0
relativi metodi approssimati.

La funzione di rilassamento associata ad una particolare funzione viscosita pud essere
determinata numericamente, nei singoli casi, per mezzo di algoritmi risolutivi della
equazione integrale (2.3.17) particolarmente conveniente, dal punto di vista numerico, ¢ la
procedura basata sull'utilizzo della formula dei trapezi.

_ E tuttavia certo che disporre di un modello analitico di previsione della funzione
rilassamento, analogo a quelli gia disponibili per la funzione viscosita e corrispondente ad
uno di essi, sarebbe di grande utilitd pratica. Esso comsentirebbe, infatti, di risolvere
direttamente i problemi relativi a deformazioni impresse, vincoli posticipati ai carichi in
solidi omogenei e, con opportuni adattamenti, quelli relativi a strutture omogenee con
vincoli elastici. _ :

Tenendo conto di cid, da tempo sono stati profusi sforzi verso le formulazioni di un
modello di rilassamento corrispondente ad un assegnato modello di viscosita: le soluzioni
oftenute, tuttavia, erano valide solo per particolari forme della funzione fluage e Ia
corrispondenza numerica tra i modelli di viscosita e rilassamento non perfetta.

Uno degli argomenti centrali di questa tesi &, dunque, la proposta di un .modello
[58,59, 60] che, utilizzando come dati di ingresso i medesimi parametri del Codice
Modello MC 90 del CEB:

- umidita relativa dell'ambiente;

- resistenza del calcestruzzo a 28 giorni;

- spessore teorico dell'elemento,

fornisce, per tutti i valori di ¢ e #g, la funzione rilassamento con ottima precisione rispetto
a quella si ottiene numericamente dall'inversione dell'integrale di Volterra.

Tl modello proposto si basa, inoltre, sull'utilizzo delle catene di Maxwell, per cui la
formulazione che ne consegue risulta particolarmente adatta alla soluzione di problemi
complessi, consentendo l'utilizzo di procedimenti di analisi strutturale al passo, senza
necessita di memorizzare l'intera storia di tensione.

Il modello utilizzato & costituito da » rami in parallelo, ciascuno dei quali ¢ un
modello di Maxwell (figura 4.2.1). L'equazione costitutiva per ogni ramo ¢ :
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a’a 1 cia+ o 4.2.1)
dt E dr 7
Posto £= costante =1 si ottiene la funzione rilassamento del modello di Maxwell
-1y
R(t) = Ee—T 4.2.2)

nella quale la quantitd 7= 75/E & detta tempo di rilassamento € rappresenta il tempo

occorrente perché la funzione rilassamento assuma un valore pari a 1/e del valore iniziale.

L'andamento della (4.2.2) & rappresentato in figura (4.2.2); si osserva, in particolare, che
essa tende asintoticamente allo zero per durate di carico tendenti all'infinito, € comungue
assame valori trascurabili per durate del carico superiori a 3+4 volte <.

%&w % Es
wnt) _ L____:__I ‘

#=1 2

Figura 4.2.1: Modello di Maxwell costituito da 7 rami in parallelo

Nel modello costituito da 7 rami in parallelo, la deformazione ¢ identica per tutti i
rami, mentre la tensione & la somma delle singole tensioni; risulta pertanto:

-ty

# ‘ 2
R(t10)= S E () e © | *23)
i=1
Nella (4.2.3) & stata esplicitamente evidenziata la dipendenza degli £; dall'istante di
messa in carico #(; essendo infatti il calcestruzzo un materiale invecchiante, i parametri
del modello devono riferirsi ad una particolare eta £.
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Figura 4.2.2: Andamento della funzione adimensionale R(z)/E

Mediante una opportuna scelta degli E;j(fp) ¢ del numero di rami del modello ¢
possibile approssimare soddisfacentemente le funzioni rilassamento, ricavabili dai dati
sperimentali di viscositd o dalla J(z,7p), assunta tramite le soluzioni numeriche
dell'integrale di Volterra.

11 procedimento impiegato & sostanz1a1mente quello esposto da Bazant-Wu [26], con
alcuni perfezionamenti.

Affinché la determinazione dei parametri del modello sia univoca, occorre fissare
preventivamente i tempi di rilassamento 7 e mantenerli invariati in tufti i casi. A tal fine si
osserva che I'altimo tempo di rilassamento, 7,, deve essere assunto molto pilt grande delle

durate di carico massime di interesse; in tal modo, infatti, risulta sempre (f —f9)/ 7, = 0 ed

il modulo E,, determina il valore finale della funzione R. Gli altri tempi di rilassamento

devono essere fissati in modo che siano ben spaziati lungo la scala dei tempi ¢ non troppo
vicini tra loro.

In questo lavoro sono stati considerati modelli a 6 € 7 rami, assumendo i tempi di
rilassamento di Tabella 4.2.1 (in giorni).

Come si & detto tali valori sono mantenuti costanti per tutte le etd di messa in carico e
per tutte le combinazioni di parametri fisico-geometrici.

L'ottimizzazione dei valori da attribuire ai moduli elastici E; dei diversi rami del
modello si ottiene per confronto con la funzione di rilassamento Ry (%,1p) calcolata
numericamente a partire dai dati di viscosita.
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Tempo Modello a Modello a
(giorni) 6 rami 7 rami
1] 0,75 0,075
™ 7.5 0,75
3 75 7.5
T4 750 75
75 7500 750
%6 1030 7500
7 1030

TAB. 2.2.1 - Tempi di rilassamento in giorni

Il procedimento viene effettuato separatamente per ogni caso analizzato (valori
prefissati di R.H., foi € hp) e, nell'ambito di questo, per & diverse etd di applicazione del
carico. '

Posto allora g =11, la soluzione numerica della (2.3.17) fornisce 1 valori Ry, (1p.11),
dove 1, rappresenta i diversi istanti in cui ¢ stato discretizzato l'intervallo 7 —#. 1l numero

totale g dei tempi ¢ la spaziatura dei 7, dipende dalla suddivisione adottata:

logio(tp —10) = i+10g1o(fp—1 —10) 429
m
con fy —#1 =0.1 giorni e m=38.
In tal modo si ottengono, mella scala logaritmica 8 valori per decade regolarmente
spaziati.
E allora possibile determinare i valori dei moduli E; minimizzando l'espressione '

g
D= 3. [(Ritp.t) = Ralip )] (4.2.5)
p=l
Nella (4.2.5) non & stato necessario inserire termini di smorzamento, utili in molti casi
per evitare instabilitd numeriche: il modello di viscositd utilizzato, infatti, €
sufficientemente regolare. - ‘

La condizione di minimo della (4.2.5) . ‘ L
i=123,..n '
2% _y (4.2.6)
CE;. n = numero di rami del modello

conduce ad un sistema di  equazioni lineari nelle » incognite £;. Queste ultime risultano
sempre non negative, grazie al fatto che la derivata della funzione rilassamento & ovunque
non positiva.
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Procedendo come sopra descritto, tuttavia, € possibile che la risposta istantanea alla
applicazione del carico

1 .
R(n,n)= 2 E;i “4.2.7)
i=1
non coincida con il modulo elastico all'istante 71, E(#).

Questo fatto rappresenta un sensibile incoveniente, in quanto la risposta istantanea,
anche se priva di un vero significato per un materiale viscoelastico come il calcestruzzo,
resta tuttavia l'usuale riferimento dell'analisi strutturale. In considerazione di cio, €
preferibile utilizzare i valori forniti dalla (4.2.6) solo per moduli elastict deiramida2an,

ricavando invece E] con l'imposizione del rispetto della (4.2.7). Ci6 ¢ senza conseguenze

di rilievo sul complesso della funzione R(z,7;) poiché I'effetto del primo ramo si esaurisce
sostanzialmente nel primo giorno dell'applicazione del carico.

Ripetendo il procedimento per le k etd'di applicazione del carico, si ottengono k
ennuple di valori per i moduli elastici del modello

i=123,.n

E..
Y =123k

Per poter esprimere in modo continuo i parametri del modello ¢ necessario
determinare n funzioni Ej(fp) tali da restituire con buoma approssimazione i valori
precedenti, in caso di 79 =1; (j= 1,2,3,...k), e consentire la determinazione degli E; per
qualsiasi valore intermedio di #).

Cio pud eséere ottenuto esprimendo gli F; nel modo seguente:

. 2 . ~
Ei(t0) = C; + Caillogro ) + Cai(logio 70)” i=12,3,..n (4.2.8)
¢ determinando i termini C in modo da minimizzare, separatamente per ogmi i, le

differenze tra i valor forniti dalla (4.2.8) e quelli precedentemente calcolati. Ne risultano,

in definitiva, tante terne di coefficienti C quanti sono i rami del modello utilizzato.
In questo lavoro sono stati utilizzati sia modelli con 6 rami che modelli con 7. A titolo
di esempio, nelle figure (4.2.3) e (4.2.4) sono riportate, per il caso

R.H.=80%, for =30 MPa, /i =200 mm
le curve di rilassamento R,(t,fg), ottenute per la soluzione numerica della (2.3.17); le
stesse curve sono confrontate con quelle risultanti dalle (4.2.3) e (4.2.8), con i valori 7; di
Tabella 4.2.1 ed i coefficienti (7,C) e (3 indicati nelle figure stesse.
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RAMO Cy Csy Cs3 ‘ ‘ RAMO cy cy cy
1 0.175 0.0798 -0.0304 . ‘ 1 0.0976 | 0.0405 -0.0163
2 0.101 | 0.027 ~0.00934 | 2 0.06 0.0324 -0.0114
= : = |
3 0.231 -0.00646 | -0.00287 | 3 0.125 0.037 -0.0133
4 0.154 -0.0139 -0.000813 . | . 3 0.221 -0.0105 -0.00124
5 0.0299 0.00043 | -0.00148 R | 5 0.159 -0.0122 -0.00152
6 -0.0635 0.262 -0.0194 | 6 0.0276 -0.000462 | -0.00109
o I
/ 7 -0.0625 0.263 -0.0196
1
Figura 4.2.3: Confronto tra la funzione rilassamento calcolata numericamente (linea Figura 4.2.4: Confronto tra la funzione rilassamento calcolata numericamente (linea

tratteggiata) e la risposta del modello di Maxwell a 6 catene (linea continua) tratteggiata) e la risposta del modeﬂo\ di Maxwell a 7 catene (linea continua) .
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Come si osserva, la concordanza & estremamente buona e le differenze tra il modello a
6 catene ¢ quello a 7 sono insignificanti.

Il procedimento descritto precedentemente consente di oftemere, per ogni
combinazione di parametri reologici R.H., for € hg, 1 coefficienti (7,C) e C3 necessari per
costruire un modello corrispondente, con ottima approssimazione, al caso studiato.

Se il procedimento viene ripetuto per un certo numero prefissato di valori dei
parametri reologici, si ottengono tante relazionmi del tipo (4.2.8) quante somo le

combinazioni di parametri utilizzate. I coefficienti Cp = (;,Cy; .C3i possono allora
essere considerati funzioni dei parametri reologici oltre che dell'i-esimo ramo del modello.

Se, dunque, si dispone di espressioni algebriche che consentono di determinare 1 valori
Cg (corrispondenti ai modelli di Maxwell a 6 o 7 catene) in funzione di ogni
combinazione dei parametri R.H., fok ¢ hg, ¢ possibile ottenere una espressione analitica
di previsione della funzione di rilassamento senza l'onerosa risoluzione della equazione
integrale di Volterra.

E stata quindi effettuata una sperimentazione numerica, considerando le seguenti
combinazioni di parametri reologici, rispondenti al modello CEB 1990:
- umidita relativa

R H.=50%;, R.H.=80%;

- tipo di cemento normale od a rapido indurimento;
- resistenza caratteristica

Sek =20,30,40,50 [MPa];
- sezione fiftizia
2 A [u = hy = 50,100,200,400,800,1600 [mm].
La scelta precedente da luogo a 48 casi, rappresentativi generalmente di tutte le

situazioni di interesse pratico, per ciascuno dei quali sono state considerate 7 eta di
applicazione del carico:

to =1 =3,7,14,28,90,365,730 [giorni]. :
Si somo in tal modo ottenuti rispettivamente 864 valori dei coefficienti
Cy (@=1,2,3; i=1,2,3,...n) pel caso di n=6 e 1008 valori nel caso del modello a 7
catene.

Tali valori sono stati assunti come base per la ricerca di funzioni algebriche in grado//

di fornire direttamente i coeﬁicie}lti C; a partire dai parametri R.A., for. € Ag.

Un risultato soddisfacente & stato ottenuto adottando una procedura statistica di
regressione lineare multipla che consideri i Cy; come variabili casuali dipendenti ed i
parametri reologici R.H., fek € hg come variabili indipendenti.

Per l'utilizzo di tale metodologia si & analizzata separatamente l'influenza di ogni
parametro, allo scopo di accertare se la corrispondenza con le variabili dipendenti Cypy

potesse essere assimilata ad una retta: solo in questo caso, infatti, il procedimento fornisce
buoni risultati.

s

[
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Si & dapprima esaminala la dipendenza da R.I. e fek. ponendo A = costante, i
risultati ottenuti, per il modello di Maxwell a 7 catene, sono del tipo delle figure (4.2.5) ¢
(4.2.6) nelle quali sono riportati i coefficient Gi1,Ca1 € C31, perip =200 mm, in

funzione di R.H. ¢ f;. L'andamento dei grafici dimostra che i loro valori si dispongono in
modo approssimativamente lineare in funzione di f,r, mentre risultano semplicemente

- traslati al variare di R /1., figura (4.2.7).

Si & poi esaminata la dipendenza dei Cg; dallo spessore fittizio hg, mantenendo
invariati R.H. e f; gli andamenti sono del tipo delle figure (4.2.8) ¢ (4.2.9), dove si nota
che i coefficienti Cj1,Cy1 ¢ C31 del modello a 7 catene, si dispongono secondo delle curve
aventi una rapida pendenza per /g compreso fra 50 ¢ 800 mm. ed assumono valori costanti
per hp maggiore di 800 mm. E quindi necessario introdurre la dipendenza da /g per
mezzo di una opportuna funzione f{A¢) tale da soddisfare nel migliore dei modi la linearita

tra i coefficienti Cy; e fil).

Ponendo: ;
Sy =u 2.9
con
hy
_ 10310{5} (4.2.10)
logio2

i C, si dispongono linearmente in funzione di flkg), almeno per /g <800 mm (figure
4.2.10e4.2.11).-
L'algoritmo di regressione multipla stima l'intercetta a; ed 1 coefficienti di regressione

Bby;.bo;,b; nella equazione polinomiale
Coi = a; +b1i R.H.+ba; for +53i f (o)

usando il metodo dei minimi quadrati; nella (4.2.11) i pedici dei coefficienti a,by,by,53
indicano la catena i-esima del modello di Maxwell a cui si riferiscono.

La medesima analisi & stata condotta per il modello di Maxwell a 6 catene: il
procedimento statistico della regressione multipla ha fornito i seguenti coefficienti delia
(4.2.11), la cui espressione polinomiale si pud definire come il prodotto di una matrice per
un vettore:

(4.2.11)




0.417918
0.217046
_0.0756
0.137188
0.040955
_0.00284
0218712
—0.00612
0.007673
0.01311
~0.00484
0.004628
-0.00555
0.004753
_0.00062
-0.15921
0.097312
Lo.003933_
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-0.00165

-0.00093
0.000308

-0.00023

—-0.0001

—0.00005
0.000013
0.0

~ ~0.00007

0.000772
—0.00004
-0.00003

0.000184
-0.00002

0.000004

0.000964

0.001113
-0.00016.

-0.0017
-0.00093
0.00031
-0.00027
~0.00012
—-0.00003
-0.00014
0.0
-0.00006
0.000424
~0.00001
~0.00004
0.000048
-0.00003
-0.00001
0.001675
0.00111
-0.00017

002512 |

—0.01395

0.004651

-0.00507
-0.00157
-0.00006

0.002007
0.000002

-0.00106

0.032146

-0.00234
-0.00067

0.013228

—0.00084
-0.00029
-0.01686

0.018807

~0.00213

Per il modello a 7 catene si hanno invece i seguenti coefficienti:

[ 0.280238

0.126287
-0.04791
0.114868
0.080727
-0.02318
0202136
0.070874
~0.01467
0.180053
-0.01879
0.013454
0.008385
0.001243
0.002806
-0.01304
0.002417
0.000449
-0.1442
0.086785
0.004678

-0.00128
-0.0006
0.000222
-0.00039
-0.00033
0.000083
~0.00054
~0.00024
0.000011
0.000218
0.000058
-0.0001
0.000858
~0.00007
-0.00003
0.000235
-0.00001
0.0™
0.000897
0.001225
-0.00017

-0.0012
-0.00056
0.000209
-0.00038
~0.00031
0.000078
-0.00051
-0.00024
0.000017
0.000073
0.000053
-0.00009
0.00041
-0.00004
-0.00003
0.000075
-0.00001
0.0
0.001526
0.001129
-0.00017

~0.01952 |

-0.00909
0.003376
—0.00595
—0.00531
0.001344
-0.00975
-0.00371
0.000116
0.005762
0.000894
-0.00157
0.035977
-0.00302
-0.00057
0.013451
-0.00075
-0.0004
-0.01993
0.020975
-0.00237

fck

f(hy)

4.2.12)

(4.2.13)
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Sostituendo la (4.2.9) nella (4.2.11), ed utilizzando i coefficienti delle (4.2.12) o
(4.2.13), si ottengono dei buoni risultati, per quasi tutte le combinazioni di parametri
reologici (figure 4.2.12 e 42.13). Fanno eccezione solo 1 casi in cui
R.H.=80% e /iy =1600 mm, nei quali si riscontrano errori nom trascurabili (figura
4.2.14). Anche questi possono perod essere eliminati modificando in modo opportuno la

funzione f(kg). In effetti l'origine di queste imperfezioni va ricondotta allo scostamento

dalla linearita che si rileva nell'ultimo punto delle figure (4.2.10) e (4.2.11).
Una eccellente concordanza in tutto il campo di variabilitd dei parametri si ottiene
utilizzando, in luogo della (4.2.9) la

RH.
f(ho)=u{l+(1—5—()} ] _ (4.1.14)
essendo ug il polinomio di Lagrange:
_ #(u=1)(u=2)(u=3)u-4) (4.1.15)
360

Con I'uso di tali funzioni anche il caso R.H.=80%, hy =1600 mm gli errori risultano
trascurabili (figura 4.2.17), senza la comparsa di imprecisioni negli altri casi.

La differenza tra il modello a 7 catene € quello a 6 catene si riscontra esclusivamente
nel comportamento durante i primi due giorni dail'applicazione del carico. Nelle figure
(4.2.18) e (4.2.19), viene presentata la risposta rispettivamente del modello a 6 catene e di
quello a 7 nei primi due giorni~di carico, confrontandola con la soluzione numericamente
esatta. Si osserva che mentre il modello a 7 catene mantiene sempre una buona precisione,
quello con 6 presenta errori non trascurabili durante il primo giorno. Dal secondo giorno
in poi, tuttavia, entrambi i modelli forniscono un'ottima approssimazione. Non essendo di
norma interessante il comportamento nel primo giorno, per tutti i fini applicativi i due
modelli si equivalgono.
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R.H.=50% hg=200mm R.H.=50%-80% hg=200 mm
Modello & Maxwell & 7 catans Modelio di Maxwell 2 7 caene
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Figura 4.2.5: Andamento dei coefficienti Cj1,(21,C31 in funzione di fex, ponendo
R.H.=350% ed iy = 200 mm

Figura 4.2.7: Andamento dei coefficienti Ci1,C21.C31 in funzione di for ¢ R.AH.
ponendo A =200 mm

RH.=80% hy=200mm

- ) =
Modello & Mawell £ 7 catene R.H.=50% f=30MPa
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Figura 4.2.6: Andamento dei coefficienti (71,C21,C31 in funzione di fer. ponendo
R.H.=80% ed hy =200 mm

l Figura 4.2.8: Andamento dei coefficienti C11.C»1,C31 in funzione di Ay ponendo
1 R H.=30% e fq =30 MPa



100

o~

Capitolo 4. Modelli di previsione della viscosita del calcestruzzo

RH.=80% fc =30 MPa

Modelio & Maxwell 1 7 calens.

014

0,13 —

0,11

T T
04 0.6 08 1 12 14 1,6 (Migliaia)

Figura 4.2.9: Andamento dei coefficienti Cj1,(21,C31 in funzione di [ ponendo
' RH=80%eh=200mm

02

RH.=50% fy =30 MPa

Modello di Mazrwell 0 7 catene

018 4
" 616
014
0,12
01
008 ]
006
0,04

002

002

004

o

valori della eq. (13)
n

<n + Cy1

Figura 4.2.10: Andamento dei coefficienti (11,(21.C31 in funzione dell'equazione
(4.2.10) ponendo R.H.=50% ¢ for =30 MPa
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Figura 4.2.11:

No, 6 Catene di Maxwell

Figura 4.2.12:

RH.=80% fg =30 MPa

Modello di Maxwell 2 7 catene

013 4

003

valori della eg. (13)
2

o Cn + G n

Andamento de; coefficienti (31,(71,C31 in funzione dell'equazione
(4.2.10) ponendo R. H.=80% e f 1 =30 MPa

R(t,to)/Ec28 [--] e R(t,to)/Ec28 polinomiale [~]

1.2 —rrrrr T v —T T y
R ! IR .
. (S H : HE I
1+ S 4 N WO O 1
0.8
0.6
N
0.4 < 1
et
A ‘\\__
0.2 = e
S '\\__
L
0 I i H H i
100 10t 102 03 104 105

" RHZ = 60 fck = 35 MPa 2Ac/u = 150 mm

Confronto-tra la funzione rilassamento calcolata numericamente (linea
tratteggiata) e la funzione ottenuta dalla polinomiale (4.2.12) del modello di
Maxwell a 6 catene (linea continua)
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Figura 4.2.13: Confronto tra la funzione rilassamento calcolata numericamente (linea
tratteggiata) e la funzione ottenuta dalla polinomiale (4.2.13) del modello di

Figura 4.2.14: Confronto tra la funzione rilassamento calcolata numericamente (linea
tratteggiata) e la funzione ottenuta dalla polinomiale del modeilo di

Maxwell a 7 catene (linea continua) con f(%y) data dalla (4.2.9)
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0.8

0.6

0.4
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R(t.to)/I-?cZB {~-1] e R(t,t0)/Ec28 polinomiale -
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Figura 4.2.16: Diagramma dell'equazione (4.2.15)
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R(t.to)/Ec28 [--] e R(t.to)/Ec28 polinomiale {-]

1.2 T Y YT T T T
[ § P i i

T

No. 7 Catene di Maxwell

Rt
HHE)

100 101 Co102 108 104 108

RHZ = 80 fck = 30 MPa 2Ac/u = 1600 mm

Figura 4.2.17: Confronto tra la funzione rilassamento calcolata numericamente (linea
tratteggiata) e la funzione ottenuta dalla polinomiale del modello di

Maxwell a 7 catene (linea continua) con f(hy) data (4.2.14).

R(t,to)/Ec28 [-—] e R(t,to)/Ec28 polinomiale [~]

No. 6. Catene di Maxwell

0.5

RHZ%Z = 80 fck = 30 MPa 2Ac/u = 200 mm
Figura 4.2.18: Confronto, nei primi due giorni, tra la funzione rilassamento calcolata

numericamente (linea tratteggiata) e la funzione ottenuta daila polinomdale
del modello di Maxwell a 6 catene (linea continua)
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. R(t,to)/Ec28 [-~] e R(t.to)/Ec28 polinomiale {-]
1.2 T T T T

No. 7 Catene di Maxwell

0.5 i

RHEZ = 80 fck = 30 MPa 2Ac/u = 200 mm

Figura 4.2.19: Confronto, nei primi due giorni, tra la funzione rilassamento calcolata
numericamente (linea tratteggiata) € la funzione ottenuta dalla polinomiale
del modello di Maxwell a 7 catene (linea continua)

Esempio 1. Ritiro impedité dall'istante tg

Al fine di saggiare con un semplice esempio l'applicabilita del modello di previsione del
rilassamento si & preso in esame il caso di ritiro impedito da un istante 7o fino ad infinito.

Si sono considerate 7 eta fo =3,7,14,28,90,365,730 giorni.

L'esempio svolto riguarda il caso

R H.=80%, for =30 MPa, sy =200 mm

per il quale & stata calcolata la funzione di viscositd J(Z, 7) come suggerito dal CEB MC
90 {2].

Per il medesimo caso si ¢ valutata la funzione ritiro, che risulta:

Ecs(t,t5).= Ees0 Bs(t—1s).
Con i parametri del caso in esame, si ha:

gesp = —0.318 107

-t 0>
e f Y= | s
Ps(1=1s) {14oo+(:—gg)}
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Introducendo le leggi e le quantita sopra indicate nella (2.3.8), (&= .scs), considerata

come equazione integrale di Volterra nella incognita o(¢), e risolvendola numericamente,
si ottengono i risultati della figura (4.2.20) (curva tratteggiata), che costituiscono la
soluzione esatta di riferimento per valutare la metodologia presentata.

Applicando, invece, la funzione di rilassamento proposta. si determina il valore della
tensione of?), istante per istante, mediante la procedura diretta di integrazione nuImerica
che utilizza la regola dei trapezi.

L'algoritmo recursivo impiegato ha la seguente espressione:

k
ot 10) =~ 3 [R(tk. 1)+ Rt )] [ 80 8+ 80 (111
~ i=] .
in cui vieneposto 7y = 1.
Anche in questo caso, utilizzando la formula (4.2.4), gli intervalli di integrazione
(¢ —1tp) sono stati suddivisi in 8 valori per decade regolarmente spaziati, ma per migliorare

la precisione della soluzione numerica dell'integrale si ¢ posto £ —#; = 0,01 giomi. Con
tale suddivisione, infatti, si & aumentata di una decade la scala assoluta dei tempi,
consentendo di avere dei piccoli intervalli nei primi istanti dove le variazioni della &5 €
della R sono piu significative e coprendo, mello stesso tempo, periodi sufficientemente
lunghi con un numero contenuto di passi.

Per definire la funzione R(f,7) & stato scelto il modello di Maxwell a 7 catene, i cui

parametri C,; - dipendenti da R.H., fox € hp - sono stati calcolati mediante la relazione
(4.2.13) che ha fornito i seguenti valori:

TAB. 4.2.2 - Coefficienti Cp; per R.H.=80%, for =30 MPa, /iy =200 mm.

Il vantaggio di questa formulazione, rispetto a quella che richiede la soluzione
dell'integrale di Volterra, consiste nel fatto che la o(f) viene calcolata direttamente ad
ogni passo di integrazione senza dover conservare in memoria e reinserire nell'algoritmo

tutti i valori precedenti della Ao(#;) come avviene usando il metodo diretto.

RAMO C1 C C3

1 0,1027 0,0433 0,0171

2 0,0603 0,0344 -0,0115

3 0,1241 0,0370 0,0130

4 0,2112 -0,0107 -0,0003

5 0,1612 -0,0113 -0,00163

6 0,0349 -0,00018 -0,0035 al
7 -0,0665 0,2606 -0,0187
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Si osserva, infine, dal grafico di figura (4.2.20) la concordanza tra i due metodi &
estremamente buona, poiché le differenze tra i valori della o(z. 7) sono trascurabili.

x10~4 Sigma(t,to)/Ec28 [--] e Sigma(t.to)/Ec28 polinomiale {-1

T
oL

[ S e

No. 7 Catene di Maxwell
o
[e]
T

0.4

0 X" f Ll Airibil s idi i L
100 10! 102 108 104 108

RH% = 80 fck = 30 MPa  2Ac¢/u = 200 mm

Figura 4.2.20: Confronto tra i valori della o(f,7) ricavati numericamente dalla (2.3.8)
(linea tratteggiata) e quelli derivanti dalla funzione rilassamento proposta
(lin_ea continua)
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‘ I principi della viscosita lineare.

" 5.1  Generalita

|
\ Per procedere all'analisi delle strutture & necessario estendere le equazioni costitutive
"1 {2.3.8) e (2.3.11) alle relazioni che intercorrono tra le forze e gli spostamenti; tale
" estensione deve essere effettuata in relazione al tipo di struttura considerata tenendo conto,
| in particolare, del grado di eterogeneita.
".‘ Per le applicazioni pratiche le strutture vengono convenientemente suddivise nelle
seguentl categorie {7]:
‘1 strutture omogenee con vincoli rigidi;
2, strutture internamente omogenee con vincoli elastici;
3. strutture eferogenee, neile quali l'eterogeneita € dovuta alla diversitd del materiale che
| compone la seziome trasversale (seziomi miste acciaio-calcestruzzo), oppure alla
. diversita di materiale o dei tempi di getto nelle diverse zone della struttura.
' Fra le tipologie strutturali elencate, le strutture omogenee con vincoli rigidi, composte
c1oe da un unico getto di calcestruzzo, in regime viscoelastico lineare, possiedono
partlcolan proprieta, sintetizzabili in alcumi principl noti come Principi della Viscosita
Lineare [16].

‘Iwaamente, nessuna struttura in cemento armato pud rigorosamente ritenersi
omogenea data la presenza dell’armatura; in generale, tuttavia la parte metallica ha una
piccola incidenza sulla totalita della sezione trasversale: per cui il comportamento generale

di una struttura in cementq armato pué essere frequentemente analizzato alla Ince di tali
teoremi. ’
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5.2 Primo e secondo principio

Nel primo principio della viscositd lineare si afferma che:

in una strultura omogenea a comportamento visco-elastico lineare, coefficiente di

Poisson costante nel rempo e vincoli rigidi, soggetia a sole azioni statiche, lo stato di

sollecitazione coincide con quello valutabile in fase puramente elastica lineare, mentre lo
- Stato di deformazione deve essere valutato sommando a quello elastico gii effeti della

viscosita ad esso conseguenti.

A 1al fine, considerando una struttura soggetta a sole azioni statiche pj(1), fignra

(3.2.1), il teorema ora enunciato permette di affermare che le azioni iperstatiche X;(f)
possono essere valutate in fase puramente elastica,

Xi(0)= Xie (1) ¢-2.1)
dove X (1) ¢ la soluzione che si ottiene svolgendo l'analisi elastica della struttura sotto
l'azione dei carichi pj(t), presenti all'istante ¢ considerato, mentre il modulo elastico
Eq(t) & ininfluente.

Figura 5.2.1: Struttura soggetta ad azioni statiche

s
/ .
Gruseppd Lacidogna. "Medellazione del comportamento viscoelastico del calcestitzzo” LT#

/"'

!
/

ﬂ‘ * . - -
Per’ gli spostamenti generalizzati uz(r). dove & & 1a generica coordinata della
struttura, per la (2.3.13) e la (5.2.1) si puo scrivere:

. . it

ul {1y =g (1) E . (10) J(1.10)+ E; (tO)jz; J(, Dduge (1) (5.2.2)

doy-"fe con iy, {1y} si intende la deformazione elastica della struttura ali'istante #; di messa
in/ carico, mentre duy,(7) & lincremento dello spostamento elastico considerato tra gli

istanti re 7+ dr per effetfo dell'incremento dei carichi dp (7).
Tutti i valeri g, (f) si considerano determinati con modulo elastico E.(zp).

Nel caso in cui i carichi p; siano costanti nel tempo Ia (3.2.2) si semplifica nel
seguente modo:

e (2) = ke (1) Ec(t0) J(1.10). (.2.3)

Nel secondo principio si afferma che:
in una strutlura omogenea a comportamento visco-elastico lineare e coefficiente di
Poisson costante nel tempo, soggetta a sole azioni geometriche (cedimenti vincolari,
deformazioni termiche) lo siato di deformazione coincide con. guello valutabile in Jfase
puramente elastica lineare, mentre lo stato di sollecitazione deve essere valutato
sommando a quello elastico gli effetti del rilassamento ad esso conseguenti.

Pertanto, in una generica struttura omogenea, figura (3.2.2), soggetta alle sole azioni
geometriche, gli spostamenti generalizzati si possono calcolare con la relazione:

e (1) = Uge (2) (524
dove u, (7) & la soluzione elastica della struttura all'applicazione delle azioni geometriche
presenti all'istante 7, anche in questa analisi il modulo elastico £, (r) & ininfluente.

Per le azioni iperstatiche X (¢) si ha invece:

o R 1 ] .
Hilh=Xielt) Eo(fn) ¥ Eq (1) Jra“ Rl lXie () (5.2.3)

che si semplifica nella seguente relazione, quando le azioni geometriche sono costanti nel
tempo:

. . R(t.19) (5.2.6)

Xy = X (tg)——"22

+H£) :L(O)Ec(to)
Nelle (5.2.5) € (5.2.6) Xj,(7) & il valore della i-esima iperstatica calcolato in regime
elastico lineare sotto le azioni geometriche presenti in tale istante, per un modulo di

Young pari a E.(tg).
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Figura 3.2.2: Struttura soggetta ad azioni geometriche

53  Terzo principio o del riacquisto del regime principale

1] principio del riacquisto del regime principale afferma che:
quando in ung struttura omogenea avente m vincoli rigidi e soggetta a forze costanti nel

tempo, vengono aggiunti contemporaneamente all'istante ta' , immediatamente successivo
all'applicazione dei carichi, n vincoli rigidi aggiuntivi, le reazioni negli m+n vincoli
tendono nel tempo ad assumere quei valori, che esse avrebbero, se tutti | vincoli fossero
preesistenti alle azioni applicate. .

La soluzione di questo problema pud essere ottenmuta, utilizzando il principio di
sovrapposizione, come somma di un problema di viscesita, corrispondente alla assunzione
fittizia che le forze siano applicate ad una stittura vincolata con m+n vincol (sistenia 2)
- .
t, uno stato di
deformazione costante, in corrispondenza degli » vincoli aggiuntivi, alla struttura iniziale -
dotata di = vincoli (sistema 1) [19].

Per dimostrare questo assunto si consideri la struttura di figura (5.3.1) soggetta ad
azioni statiche costanti nel tempo e si assuma che gli » vincoli aggiuntivi vengano

ed un problema di rilassamento, corrispondente ad imporre al tempo ¢ =

introdotti comtemporaneamente all'istante tg immediatamente successivo all'istante di

messa in carico 4.
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sistema 1

' sistema 2
ﬁﬁg‘ﬂiﬁ—@iliu do L L Ll ]
i —%’- -
1 /2//15, tg % i b n/.'/.z,.
*t) *2t)

Figura 5.3.1: Struttura con vincoli aggiuntivi

Deite Ajz le reazioni dei vincoli aggiumtivi (j=12,..m). necessariamente

X 3 (zg )=0, mentre nel tempo crescono, poiché tali vincoli si oppongono agli spostamenti
viscosi delfa struttura.

_ Per determinare il valore delie reazioni vincolari nel tempo, si considera dapprima che
gli # vincoli aggiuntivi siano preesistenti all'applicazione del carico; in tal caso, per il
primo tcorema della viscosithd lineare, dette 'X?e i valori delle reazioni calcolate

clasticamente si ha:
D w2 _
Xin=x, (53.1)
Dovendo essere mulle le X ?(tg }. sl impongono alla struttura. dotata di m vincoli,

delle deformazioni negative tali da produrre all'istante iniziale delle reazioni, —.X" J%e, aglin

I3

vincoli aggiuntivi.
Per il secondo principio della viscositd lineate si ha;
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(l) _y2 Rt (3.3.2)
1‘3 Fe(tn)

La soluzione finale si ottiene sovrapponendo gli effetti. sommando cioé le relazioni
(3.3.1Ye (3.3.2):

2 R(t.10 )} )
Yo =X - 33
( JL[ EC(IO) {3 3 _))
Essendo E,(zg) il modulo elastico del calcestruzzo all'istante di messa in carico.
Nell'equazione (5.3.3) il moltiplicatore della X i
R(t,to )]

Ectp)
& uguale a zero per f=rg, infatti R(r(} 10)= E.(10), inoltre, per 1>y, la funzione

cf(t,lo,ro){l— (53.4)

&t 10, 10) caratterszza a variazione della reazione negli 7 vincoli aggiumtivi.
Quando l'istante di misura delle X ;(z) & molto avanzato, sufficiente per considerare

esaurito il fenomeno viscoso, allora il moltiplicatore &(z.20.7) tende all'unita, per cui le

X f (¢) tendono al valore che avrebbero qualora gli n vincoli aggiuntivi fossero preesistenti

R{t, 1)

<1, dalla (5.3.3) & evidente che
Ec{ 1]

all'applicazione del carico. Peraltro, essendo 0 <————

il valore di X 378 pud essere solo avvicinato senza essere mai raggiunto.

In definitiva al generico istante £ = xa' . si ha

1 {3.3.5)
Xf(r)ine +A_Ym§(t,ro.,r0) -

(3.3.6)

Xj(0)= X%, &1.10,10) . | L

dove:
Xi(1). i=1.2,...,m, rappresentano le reazioni negli m vincoli preesistenti;

X, (j= 1,2....,7), Tappresentano le reazioni negli # vincoli posticipati;
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- e - . . . . .
AXje= A7 - X }g, sono le correzioni da imporre alla soluzione clastica del sistema 1 per
rispetiare le n condizioni geometriche imposte dagli 7 vincoli aggiuntivi.
Se, invece, 1 vingoli aggiuntivi vengono introdotti contemporaneamente al tempo

i > Iar la soluxione si ottiene imponendo la congruenza a partire dal tempo #1.

Nell'intervallo (11 —fy) le reaziond X;(#) degli m vincoli preesistenti (sistema 1),

dovute all'applicazione dei carichi esterni al tempo = f, rimangono costanti, mentre le
deformazioni si incrementano proporzionalmente alla funzione viscositd. In particolare

per ¢ =14, gli spostamenti degli » punti di applicazione dei vincoli aggiuntivi, attivi a
partire da i > 1], scno dati da:

ui(h)= u}e(to) E(10) J(1.10). (5.3.7)

Gli » vincoli aggiuntivi impediscono la deformazione viscosa per > #: essi, dunque,
impongono agli » punti della struttura le seguenti condizioni geometriche

uj(ty=—u, (lo)Ec(!O)[J(f )= J{11,1)) : (3.3.8)

Apphcando il secondo principio della wviscositd lincare per aziomi geometriche
variabili nel tempo, i valori delle reazioni negli » vincoli aggiuntivi valgono {16]:

X ()= X5, |t R0 U(%00) (53.9)

Tn definitiva, al generico istante 1 = 71, si ha:
X;(t)= X} +AX, &r.1.10) (5.3.10)
Xj(r)zxfe Ha) (5.3.11)

dove X;(#), X ;(r) e A X;, hanno lo stesso significato gia dato in precedenza.
In analogia con il problema precedente, la funzione:

&t,1,10) = J, R, D) A (500) (53.12)
caratterizza la variazione della reazione indotta dalla viscositd, moltiplicando la differenza
tra il valore delle reazioni, riferite al sistema 2 {#7+ 77 vincoli) ed il sistema 1 (= vincoli),
che competono alla struttura al tempo # quando i carichi vengono introdotti al tempo 7 =1y

e lo schema strutturale varia‘al tempo 1 =1).
Come si vedra in seguito, note in ogni tempo le funzioni viscosita e rilassamento, la

funzione &(r,.ry) pud essere ottenuta mediante integrazione numerica.
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Per t =. &(1.4).19) =0, si otliene, quindi. la soluzione elastica del sistema 1.

= 8’ . si ottienc come caso particolare la soluzione del problema precedente;
dall'equazione (2.3.18) si ha infatti:

! R(t.1y) (3.2.13)
Ru.ndiinig)=l———"=
JIS- (¢, 7)y dJ(wic )

inoltre si ha sempre:
' &e.h.10) < &t 10.00).

5.4 Quarto principio sulla variazione dello schema statico

Questo principio afferma che [20]:

in una struttura omogenea, soggetta a forze costanti a partire dal tempo =1y ed alla
applicazione di n vincoli rigidi aggiunti in tempi diversi 1;>1y, la reazione X j.(t)
nell'ultimo vincolo introdotto non dipende dal precedente cambiamento dello schema

statico al tempo t; (19 <1; <ij) ed il suo valore & dato da:

s Xf(z) Aj{}f(t,tj,tg), 1 St<tiy (5.4.1)
dove: o ‘

X} (1) rappresenta la reazione del vincolo posticipato j, nel successivo schema statico j;

X j ., rappresenta la reazione elastica dello schema statico J, inteso come preesistente ai

carichi.

Per dimostrare questo assunto si ricorre nuovamente al metodo detle deformazioni. -
Infatti, i carichi, applicati al tempo #;, determinanc delle deformazioni d1pendent1 dal_, :

tempo, che si sviluppano a partire dal tempo 7 = 7o, figura (3.4.1).

Queste deformazioni che si ottengono, sulla base del primo teorema della viscosita-

lineare, moltiplicando le iniziali deformazioni elastiche - valutate nello schema statico
originale in base al modulo di elasticitd E.(#) - per il fattore viscoso E.(x0) J{t,1p)

vengono impedite, a partire dal tempo 7; > 1p, dalle snccessive condizioni vincolari, intese

come azioni geometriche imposte in tempi successivi ;.
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Applicando il secondo teorema della viscosita lineare. per azioni geometriche impostce,

dal tempo ¢;altempo £; </ <y, gli incremenii delle deformazioni sono legati per

affinitd mediante il fattore viscoso E.{f3) [J (t.1g)—J(t;.10 )] alle deformazioni elastiche
indotte dai carichi, valutate nel problema elastico associato allo schema statico 7 —1 {con
F—1vincoli aggiuntivi che st imniaginano introdotti prima dei carlchi).

La deformazione impedita dal ;j -esimo vincolo posticipato, imposto al tempo 1> 17, €
dunque la stessa che sarebbe stata irapedita se lo stesso vincolo posticipato fosse stato
applicato ad una struttura avente un'originale schema statico j-1.

In definitiva al generico istante ¢ =1, si ha:

Xj.(r)-_— X}e Eit,tj.10) (5.4.2)
T Iy | -l 5 ) o 1
X;(=&7 (O+ a‘_j:e);j {) (5.4.3)
con: ' .
i=012,..7-1,j=L2. . me1;<r<tjy
g
Xo(t) costante= XO Lperfpst<n (5.4.5)
dove:

X}e rappresenta il valore elastico della reazione al j-esimo vincolo dello schema statico /,

com tutti i vincoli f pensati introdotti prima det carichi;

-1 . . R .
a;; . rappresenta la reazione elastica nel vingolo i per effetto di una forza unitaria
applicata nel vincolo j & calcolata nello schema statico j —1.

Le equazioni (5.4.2) e (5.4.3), quindi, dimostrano come per ripetute modificazioni
delle condizioni vincolari nelle strutture omogenee, la funzione dipendente dal tempo

&1,15,19) € la sola funzione necessaria per determinare 1a risposta di strutture 6m0genee

soggette a » vincoli aggiuntivi introdott in tempi differenti ¢;.
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Figura 5.4.1: Variazione di schema statico in tempi successivi
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Analisi viscoelastica lineare delle strutture

6.1  Applicazione delle equazioni integrali di Volterra

Nei problemi strutturali iperstatici it numero di equazioni. fornite dalla statica risulta

minore del numero delle incognite.

Per determinare le incognite iperstatiche occorrono, dunque, ulteriori equazioni, dette
equazioni di congruenza. L'insieme delle equazioni di equilibrio e di congruenza consente
di ottenere Ia soluzione del problema.

Come ¢ noto, 1 metodi classici per la risoluzione delle strutture iperstatiche somo
essenzialmente due, I'uno duale dell'altro, detti delle forze e defie deformazioni:

a) nel metodo delie forze si assume a priori una configurazione equilibrata, nella quale ¢
presente il numero delle forze incognite: si risolve quindi il problema imponendo le
condizioni di congruenza e di compatibilita;

b) nel metodo delle deformazioni si assume a priori una configurazione compatibile,
nclla quale vengono esplicitati i parametri della deformazione: si impone quindi
l'equilibrio per la determinazione dei parametri incogniti.

Questi due metodi vengono generalmente adottati anche nell'analisi viscoelastica: in

. generale, il primo viene convenientemente utilizzato per strutture esternamente

iperstatiche, mentre il secondo risulta vantaggioso nel calcolo delle sezioni o delle -
strutture con molti gradi di iperstaticita.

La soluzione resta tuttavia connessa, im ogni caso, alla risoluzione di un sistema di
equazioni integrali di Volterra rispetto al tempo.
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6.1.1 Metodo delle forze

Affrontando l'analisi viscoelastica defle strutture con il metodo delle forze, bisogna
scrivere le equazioni che determinano le deformazioni dei punti nei quali si impone la
compatibilitd con 1 vincoli esterni; queste equazioni vengono definite utilizzando il primo
principio della viscoelasticita lineare [16,21].

Nel caso di forze esterne costanti nel tempo, per il primo principio, la relazione tra la

deformazione al tempo £, ug (¢}, ¢ quella iniziale elastica, wg, (fn), si scrive:

up(t) = uge {ip) Ec(f0) J (1, 1) ®.1.1)
quande, invece, lc forze csterne sono varnabili ncl tempo si ha:

1 (N = Ec(0)fp (1, Ddage (2. - 6.1.2)
che pud essere scritta nel modo seguente, se il carico esterno assume un valore finito a
partire dal tempo r = -

i (1) = 2 10) Ee (10} J (1. 10)+ Eeto)fy, J (1, Dhcuge (). (6.1.3)

el caso, invece, di una struttura omogenea con vincoli elastici il primo ed il secondo
principio della viscositd lineare non possono essere applicati: in queste strutture, infatti, vi
& contemporaneamente variazione dello stato di tensione ¢ di deformazione. La scluzione,
pud essere dunque ottenuta, attraverso il metodo delle forze, assumendo a priori una
configurazione equilibrata, nella quale sono evidenziate le forze incognite, ed imponendo
che le deformazioni della struttura e dei vincoli siano compatibili Le equazioni di
compatibilita si scrivono in modo simile all'equazione (6.1.1) se 1 carichi esterni sono
costanti ed all'equazione (6.1.2) s¢ i carichi esterni sono variabili nel tempo.

Considerando, dunque, una generica struttura omogenea con vincoli elastici, soggetta

a carichi estermi variabili nel tempo, a reazioni vincolarl inc:ognite Xj(r) ed a

deformazioni non dipendenti dalla tensione (ad es. di ritiro o termiche), I'equazione di
compatibilitd nei vincoli elastici si scrive:

—ag pie Xi ()= ang (1) +] apo(lo) + 2 agg Xj(to) |J(2.50)Eclto) +
j=l

I
+E¢ (1 )J,ro J(t. D) dago( D+ Ec(10) Y al Jfo D dX (), (k=L..n), (6.1.4)
j=1
avendo indicato la deformazione dei vincoli clastici con 1a seguente relazione:

up ()= —as i Xp(l). (6.1.5)

I termini delle equazioni (6.1.4) e (6.1.5) rappresentano:
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X' ; = reazione detl j-esimo vincolo iperstatico;

@y (1) = delormazione del punto &, nella direzione K, dovuta a fenomeni non dipendenti
dalla tensione (ritiro, deformaziond termiche, ecc.);

ajp = deformazione del punto & nella dirczione X, dovuta ai carichi esterni. definita con
modulo elastico £.(ty);

ag; = deformazione dcl punto £, nella direzione X. dovuta ad una forza unitaria diretta

come la reazione iperstatica X ;, definita con modulo F(fy).
Se la struttura ¢ realizzata da travi, si pone, come nella usuale analisi elastica:

Unk =J-5Mk deoy +J:S' Nidé,

My M, . N
E(tn) ago :jS k] 0 dS+JS 7 2 ds

I M;

| A Np A
Eelt) ayg = Jg———ds+ g k

dove:

M, Nj = momento e sforzo normale dovuto a Xy =1;

Mo, Ng = momento ¢ sforzo normale dovuto ai carichi esterni;
M j,Nj = momento e sforzo normale dovuto a X 7

doy,dé, = curvatura e deformazione assiale non dipendenti dalla tensione.
Si nota, inoltre, che quando ¢ =7y Pequazione (6.1.4) diventa:

A
—a ik Xi(00) = anic (10} + a0 (o) + X agg X (o) (6.1.6)
j=l
& coincide con la soluzione elastica del problema.
L'equazione (6.1.4) tende possibile la soluzione di diversi tipi di problemi: in
particolare, se gli » vincoli elastici sono stati introdotti prima dell'applicazione del carico,

& necessario utilizzare nell’'equazione risolutiva il valore ¥ ;o) della soluzione elastica

iniziale. Se, invece, gli n vincoli elastici vengono introdotti al tempo ra’ . immediatamente

successivo all'applicazione del carico, si ha X 7(16)=0. Quando, infine, viene applicata

una deformazione imposta, al tempo ¢ , il valore della reazione iniziale & quello che
proviene dalla analisi elastica corrispondente.
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In futt i casi per ottenere il valore delle reazioni nel tempo & necessario Tisolvere

numericamente un sistema di equazioni integrali di Voltersa nelle incognite A ;.

L'equazione (6.1.4), infine, quando viene applicata alla soluzione di sirutture
composte da parti singolarmente omogenee, ma caratterizzate da diverse funzioni viscosita
assume la seguente forma:

H
s i Xi(D) = ank (1) + 23| aygtro)+ 3 ay, X j(t0) V7 (. t0)E (10)+
v j=l1

(6.1.7)

dove con lindice + si intende il numero di sottostrutture di materiale omogeneo in fase
elastoviscosa.

6.1.2 Metodo delle deformazioni

L'analisi viscoelastica delle strutture, utilizzando il metodo delle deformazioni, si conduce
considerando a priori, nella struttura principale, una configurazione compatibile, nella
quale vengono esplicitati i parametri della deformazione, che costituiscono le incognite
geometriche del problema. Le equazioni risolventi vengono dunque descritte considerando
le equazioni di equilibrio in corrispondenza dei nodi defla struttura 21.23].

Cosi come il metodo delle forze utilizza, per la formulazione delle equaziomi
risolventi, i coefficienti elastici di deformabilitd, quello delle deformazioni adopera i
coefficient di rigidezza che rappresentano Je forze e i momenti che sorgono ai nodi delle
aste quando ad essi vengono applicati spostamenti o rotazioni di valore unitario.

Considerando il caso generale di uma struttura omogenea con vincoli elastici, soggetta:

ad azioni statiche costanti nel tempo, in virta del primo e del secondo principio della

viscosita lineare, 'squazione di equilibrio al tempo t nelia direzione k degli spostamenti si
scrive:

. n R{1,t0) 1 E t
Kot + 2 b7 yy(to)=; +——— Y by | RUt.oydyy{D+
r =1 T Bee) Eetn) =l jjm /

(6.1.8)

+hegg yi()=0,  (k=l..n)

y; = spostamento del j~esimo nodo della struttura;

. . . .
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byj = coefficiente di rigidezza del nodo k relativo ad uno spostamenic {0 rotazione)

unitario nel nodo / valutato con modulo elastico Ec ()

by jy = coefliciente di rigidezza del vincolo elastico nel nodo 4 relativo ad umo
spostamento (0 rotazione) unitario nel nodo j;

g = reazione del vincelo, nel punto &, supposto rigido, in funzione delle azioni esterne
applicate.

Dall'equazione (6.1.8), quando t=1¢, si perviene alla impostazione elastica del
problema:

H
Xk + 2 by yi(t0)+bshy ¥ 7 (1) =0
7=l
Anche in questo caso, per ottenere il valore delle deformazioni nel tempo, & necessario

(6.1.9)

risolvere un sistema di equazioni integrali di Volterra, nelle incognite 7, definito dalla
(6.1.8). "
Il valore delle reazioni si otticne, infine, sovrapponendo quello generato dalle azioni

applicate, calcolato a vincoli rigidi, ovvero y;(1)=0, a quello prodotto dagli spostamenti

»;(t3. Il primo & costante nel tempo, come stabilito dal primo teorema della viscositd

11ne:arc-:3 mengre il secondo, in accordo al secondo teorema della viscosita lineare, varia nel
tempo in dipendenza del rilassamento della struttura viscoelastica omogenea.

Indicando rispettivamente con X% la reazione mnel generico vincole, nel nodo %,
considerato rigido € con by la rigidezza nello stesso nodo dovuta ad uno spostamento

unitario y; =1, la reazione al tempo £ si scrive:

~

1 I

n
Xp(t) =X+ Thy yj(fo)R(”tO) +

b L R(t, D) dvi(7 6.1.10
jzl Ec(to) EC(rO)]El JJ'I{) ( ) .,_]( ) ( )
La (6.1.10) in corrispondenza di un vincolo elastico & equivalents alla
Xp(ty=bhs g y (1) ' (6.1.11)
Anche per le soliccitazioni al tempo 1 si-scrive;
. oo T Rt iz :
Si)=Spp + ZSk(!'o)yj(fo}&+ > st )Jfo Ri.nydyy(n (6112

J= . Ec(r(}) Ec(fO) 7=1
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avendo indicato rispettivamente con Sy ed s;(fp), le sollecitazioni in una generica
sczione k, delle quali fa prima prodotta dalle azioni applicate con spostamenti nulli e la
seconda corrispondente a quella ¢lastica prodotta dallo spostamento y; =1.

L'equazione {6.1.8}, quando viene applicata alla soluzione di sottostrutture composte
di materiale omogeneo in fase efastoviscosa, assume la seguente cspressione:

S X+ 357w ) L S i v o (|
>\ ok z g ¥ 0 B B0 o i B (1) ()

+ho g v (=0,  (k=1..n) (6.1.13)

Esempio 1. Struttura omogenea con un solo vincolo elastico

Questo esempio risulta interessante al fine di paragonare i metodi delle forze ¢ delle
deformazioni. I calcolo di strutture con un solo vincolo elastico conduce, inoltre, ad un
importante studio parametrico suf comportamento elastoviscoso al variare del rapporto tra
Ia deformabilitd della parte in calcestruzzo ¢ quella del complesso struttura-vincolo
glastico.

Tale rapporto, nel metodo delle forze, si pud esprimere con la relazione
d=ac 1 / (ac11+as11), dove con indice ¢ si intende la parte in calcestruzzo € con indice
s si intende il vincolo elastico.

In tal modo si possono studiare tutti i casi compresi tra §=0. cormrispondente

all'illimitata deformabilitd del vincolo elastico, as11 — %, ¢ 6=1, relativo alla assoluta

indeformabilita del vincolo, a5 11 = 0.
Come & noto, inoltre, nel caso di una deformazione imposta costante, i due casi

estremi suddetti conducono ad un problema di viscositid per §=0, ¢ ad un problema di .

rilagsamento per S=1.

Tutti i casi intermedi risultano quindi di estremo interesse per le applicazioni pratiche ™

nel caleolo di strutture elastoviscose [16,22].

P

Metodo delle forze

Considerando la struttura di figura {6.1.1) e volendo determinare con il metodo delle forze
il valore della reazione che si sviluppa nel vincolo elastico al tempo t per effetto della
deformazione iniziale w( imposta, considerata positiva poiché diretta verso il basso e
costante nel tempo, I'equazione risolutiva si ottiene particolarizzando la relazione (6.1.4):
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Figura 6.1.1: Struttura omogenea con vincolo elastico

+up = ag 11 X () +ag 11 Ec(to)jé.] (L, dX(D), con ayi =0, apgp =0, che nell'istante

uy

iniziale da luogo alla soluzione elastica X(fp)=——"—,
' dglltac]ll

nella quale

L
[}

e
Esds’ 0 3Eg(t0) ]

L'equazione precedente in forma di sommatoria al tempo £ diventa:

asll =

k AX(t:
uy = as11 Xt ) +ac )1 Ec(fo)Zﬁ[J () +T (e 1)
i=1
ed al tempo #,—1:
k—lAX 1:
Uy =ds]14X (fk—l)_"‘ac,ll Ec(to) 2. T(’)[J (th-1.5)+ T (G521
. i=1

sottraendo la seconda dalla prima si ha:
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[
b2
[t

. ae AN (1) B (10) "
—ag 1AV ) = < i{{ <( +ac it EC(I())Az{k;
%

avendo indicato con

2
I:A, = .
S+ T tg-1)

" k=1 av
s () =5 M“’){

i=]

Dividendo ambedue i membri dell'squazione per (ac,11+as11), Si ottiene:

S 1Y+ T i Y~ S (1) — T (-1, L 1)]

SE A1) AX(1x)

(S-DAX (1) = +SE10)A (i)

| A (1)
dalla quale si ricava l'incremento AX (#).= W‘“‘f‘“

SE(10) F

Somimando questi contributi si ha infine il valore della reazione all'istante t

k
X(tg)= 20X(1;).
Jj=t
Dalla formula risolutiva si nota come per §=1 si ricade in un problema di
rilassamento; per =0 si determina, invece, un problema di viscosita. in cui la reazione

vincolare rimane costante, AX(#;)= 0, mentre la deformazione si incrementa nel tempo

in relazione alla legge di viscosita.

X (1)
(1)

I grafico dell'andamento della reazione adimensionalizzata

8=0,5 e per il caso RH% =80, fo) =30 MPa, 24, /u= 200 mm & rappresentato nella '

figura (6.1.2).

in funzione di
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Figura 6.1.2; Andamenio della reazione X(/ X (). per §=0,3, calcolata con i metodo
delie forze

Metodo delle deformazioni

Adottando il metodo delle deformazioni l'equazione risolutiva si ottiene dalla
relazione (6.1.8) '

R(t, ro) be 11

Kp+be 1y ult O)F 7o) E (10
¢

jo R(t,7) du(t)+bs 11 u(t)=0

dove X, & la reazione del wvincolo elastico supposto rigido, b. g :—L £ gO)I_

E. 4 . L.
£5 che, nell'istante iniziale da luogo alla soluzione elastica

bs,Il ==
&
Xy
be11+bs1t
che fornisce il seguente v alore della reazione iniziale

u(tn)=—
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Xr'bs:l 1

Altg)=bswmltn)=— .
(0)=bs beil1+hs 11

1'squazione risolutiva in forma di sommatoria al tempo £, diventa:

o bear EoAugp .
Xy b 3 ——H R 1) + Rty 121) | + s 112 ) = 0
R S 2 [ ; i

ed al tempo fg—1

L benn A2l au)

Xp+—— R{t-1,t) + R(tg-1, 1710 + b5 1 12t 1—1) = 0.
" Ec(to) EI 2 | ’ | |
Soitraendo 1a seconda dalla prima si ha: [
; |
e el bell , " ‘-
—bs11Au(ti) = FE, = An(ip Y+ ———Au (f})
s 114u(t) A{Ec(t()) T [

avendo indicato con

o _[RGE 00+ Rt 1))
k= 2 {

, k=1 ppcr ' x
A ()= 3 %@-[R(rk,wRcrk,n-_z)—R(rk_z,m—R(rk_l,z;-_n]; ,
E, =1 .

k I

dividendo ambedue 1 membri dell'equazione per (b 11+5511). si otticne

1-9E, .
—SAu(ty )= W[Au(ﬁc I+ Au (1 )};

dalla quale si ricava l'incremento Ax{tz) all'istante #z -

(5-DAu (&)

Ec(19)8+(1-6)
Sommando questi contributi si ha il valore della deformazione all'istante 7

Aulty) =

k
u(tpy= 3 Auli),
7=l
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rappresentata per il caso 5=0,5: R.I1.=80%. fop =30 MPa. 2.1, Ju =200 mm, nella
figura (6.1.3), per la cui determinazionc ¢ stata wtilizzata la formulazione diretta delle
funzioni rilassamento, che consente una drastica riduzionc dell'onerc computazionale
poiché la matrice diagonale delle R(7j,1;) non deve esserc ottenuta invertendo l'equazionc
integrale di Volterra.

Dalla formufa risolutiva si nota come per S=1 si determina un problema di
rilassamento poiché Awu(fy)=0 la deformazione impressa rimane costante nel tempo ed
uguale a quelia iniziale; per =0 si ricade in un problema di viscosita, poiché Ia
deformazione varia secondo la legge di viscosita.

Per ricavarc l'andamento nel tempo della reaziome vincolare si utilizza infine
l'equazione (6.1.10). '

)
RYE))
valore §=0,5 e per il caso RH =80%, fo =30 MPa, 2 4. /=200 mmeé rappresentato
nella figura (6.1.4). .

In questo caso, per l'esistenza del vincolo elastico, wvale anche la relazione:

in funzione del

11 grafico dell'andamento della reazione adimensionalizzata

'X(t)/X(to)Eu(t)/u(ro), per cui il grafico della reazione adimensionata ha lo stesso

andamento della deformazione del vincolo elastico.
Dal confronto dei grafici ottenuti mediante il metodo delle forze e delle deformazioni
risulta una perfetta corrispondenza per la soluzione del problema in esame.

i
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Figura'G; 1.3: Andamento della deformazione u(r) Julto ) per 5=0.3
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Figura 6.1.4: Andamento della X(¢)/X(fg) per &=0,5 calcolata con il metodo delle
; deformazioni ' '

6.1.3 Strutture eterogenee caratterizzate da un diverso
comportamento viscoso

In questo paragrafo si considera la particolare classe di strutture eterogenee, formate da

softostrutture  singolarmente omogenee caratterizzate ciascuma da  un - diverso

comportamento viscoso. Per semplicita si fa riferimento a strutture realizzate mediante ia
connessione di due sole sottostruiture, le cui proprietd reologiche vengono descritte da due

funzioni viscosita J'(f-Ar,8) eJ?(t.12), nelle quali ¢ ¢ la variabile temporale di

riferimento, rg (s=1,2) sono gli istanti di applicazione delle azioni statiche (mantenute
costanti nel tempo), mentre A ¢ € la differenza di etd fra 1 getti delle due sotiostrutture . Le

travi soggette nella loro configurazione imiziale al carico permanente, continuano a

deformarsi gradualmente nel tempo per la viscositi del materiale; all'istante £ > tg viene
modificato lo schema statico con l'introduzione di un vincolo che imopone, nel suo punto di
applicazione, la congruenza tra ghi spostamenti che si manifestano dall'istante ¢* in poi.
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In regime di wviscositd lineare, umpicgando il metodo delle forze, la scrittura
defl'equazione generale di compatibilita con il vimcolo posticipato. introdotto all'istante

= 18 , conduce alla seguente equazione integrale di Volterra {24] ottenuta dall'equazione
(6.1.7)

RPN T o o A2 2,20 2 2 2,k 2
0=al, L_C(IU)[J (t-Aniby-JN *’-"fr[o)}”m £ ){J (.- A .to)]+

+ayy B[ TN~ A r-An) A (D) afy EL O], (1.9 @y
dove: '

ai"o ed afl, (s=12), sono i coefficienti di deformabilitad della prima e della seconda

sottostruttura nel punto in ¢ui viene inserito il vincolo;

Ej {té ). {s=12), & il modulo di elasticiti del conglomerato all'istante té di applicazione
del carico;
X(¢) & la reazione iperstatica che si wverifica al tempo ¢ nella struttura per effetto

dell'introduzione del vincolo al tempo £°.
Se, invece, il vincolo & introdotto in coincidenza dell'istante iniziale di carico delle due
travi, l'equazione precedente si sexuplifica come segue:

| 2,2 12
O=al, E G - At gh Y+ a2 B2 (222 (112) +

+a ENth)] :* JY— At 7= AP dX (D) + al E2(13) J: T2t Ty dX (7).

Esempio 1. Struttura eterogenea soggetta a carichi permanenti

In riferimento alta formulazione del paragrafo precedente si consideri la struttura di
figura (6.1.5) composta da due travi gettate in due tempi diversi: BC anteriormente ¢

scasserata all'etd di 28 giorni (IE)'2 ), AB gettata ventuno giorni dopo e scasserata all'etd di 7

giorni (té). Le travi, sollecitate dal solo peso proprio, vengono collegate mediante una

. . - 2 - - .
cernicra al taglio, nello stesso istante 7 =t(1) =1 nel guoale sono liberate dai casseri.
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L'istante d'imposizione del vincolo ¢ * & coincidente dunque con l'istante iniziale di carico
delle due travi.

+ — &0 rm 4

L\fﬁ

-+

120
N
x .
x

=

s LLLLL

IR
RSN

Figura 6.1.5: Struttura eicrogenea soggetta a cambiamento di schema statico

Metodo delle forze

Nel casc particolare, i coefficienti di deformabilita dell'equazione di congruenza assumono
i seguenti valori:

4 el b g

P - S . SR B
10" o 1, Ty, 107 op2, 20 "I onl Typ” T a2, 2007
8E. (tgM 8E {15)] 3E (t) 3E (ty)

mentre A ¢t = 21gg. & la differenza di et fra i getti delle due sottostrutture.

1 3 -

a,~t+a : i
La soluzione elastica del problema & dunque: X'{(f5)= %3—-—1-0—, il ¢ud valore & nullo

2
S Ten

guando a}o =a_120. Per determinare la variazione della X(r) nel tempo, st scrive

T'equazione integrale in forma di sommatoria al tempo #; € sottraendo la stessa al tempo
fr_1 siha:
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C

1 /2
E, Ej

PRI 2 12,20 e
" " a0 (8 AN 2 Ex(r -
0= Aay(tr )+ bay (1 )+ 1 Uatte) | apy B IVt |

1 1.1 "1 2 - "
tap £y () +ap) bf(lé)&v 2 (1)
avendo indicato con:

dayi{tg) = al ES (1] )[J“'(rk,rg )= S 115 )],

gli incrementi delle deformazioni viscose nel tempo, dovule ai carichi esterni, calcolate in
ognuna delle due travi e con:

E”S — 2
T+ et
. ELAX ()T
Aviip=% %[IS(Q}J:‘)+JS(TJC—I.-ti-l)—JSUL'—IJ:‘)—Js(l.‘k—'l.-fz'fl )]
i=1

Dallz equazione incrementale i ricava:

AX (1) = —[Aalle(tk Y+ Aad () + ot EL D8 ey + a2 B2 2 (1 )] .

i ‘.!2

) Ep-Ef
Tl 102 322, 2
a B (IEL +ap B E,

Sommando questi contributi si ha infine ii valore della reazione all'istants 17 :

K
X(m)= 3 AX()).
j=l _
Assumendo i seguenti valori delle caratteristiche geometriche e dei parametri reologici
delle due sottostrutture:
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g=10KN/m E(19=7) = 28794 MPa 2 Ju=hy =170 mm
fh=l=10m feb =35 MPa
=7 =6x1072 m? E2(=28)=32643MPa | R.H.=50%

e risolvendo Tequazione integrale di Volterra, dai grafici della figura (6.1.6) risulta

'andamento nel tempo della reazione X(#)/A(fq) in corrispondenza della cerniera a

taglio; il diagramma dei momenti flettenti ¢ del taglio nell'istante iniziale di carico ed al
tempo infinito sono rappresentati in figura (6.1.7).

u

10° 10! Lo 10% 104 piog]

Figura 6.1.6: Andamento della X' (z)/ X(1g)
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Figura 6.1.7: Diagramumi dei momenti flettenti ¢ del taglio

Metodo delle deformazioni ™=

Applicando il metodo delle deformazioni I'equazione risolutiva assume la seguente forma:

1
R, ;0) b1

EN) s WGy

Xy by 1| ¥(19) j s Rt dv(+

2
Rz(tfr(%) bc*l]

EX#3)  E (D)

521 110 j 2 R2(t,7) dv(z)=0

3 3 . . . . -
dove X} = (ég | +§q izj ¢ la reazione del vincolo introdotto, supposto rigido;

. 1,1 2.2
bl _ 3EC(r())I. 52 __3EC([0)I
AR 1,3 A ]3 :
1 2

che nell'istante injziale da lucgo alla soluzione elastica

/

wn
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o]
X+ b}_‘l y iy +E7 Wio) = 0
dalla quale si determina la deformazione iniziale

X
Mr)y=-— '"b
Y

cll e.ll

che fornisce 1 valori delle reaziond iperstatiche X (to) = —Xz(to).- all'istante iniziale a

. ) ) 3
sinistra ed a destra del vincolo introdotto dove, Al(rg):yug)b]c“+§q e

- 2 3
X2(t)=-y0) by~ 22 o

Per determinare 1a variazione della y(r) nel tempo, si scrive l'equazione integrale in

forma di sommatoria al tempo #; e sottraendo la stessa al tempo ¢ si ha:

Bl b} bzl b"-n

0=E} =Sl Ap(p )+ —Ei-av o) |+ B - av)+—5= 58y (k)
kY EL) L E2(i) E2(2)
0 e 0 N0 c O

avendo indicato con

. [Rs(r,f{,rk)-%RS(l‘k.-l‘k-l)
k :_ 2

" 1 %2 Ay |
Ay () = ‘lé—zl[RS(lkafz‘)"‘Rs(fkafi—-l)" R“‘(Ik-b!f}—RS(!k—Lff—l)]
k=1 '

dalla quale si ricava l'incremento Ay(fr ) all'istante 7 o

1 B! , b Elid 152(.@
wy) == Ep =2y + BF S 2 ) || —; ——
FEL Ec(to) Elvl B2+ Ef b B u o

Sommande questi contributi si ha infine il valore della deformazione all'istante t),
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k
Yigy= 28015}
J=l
“Per ricavare l'andamento nel tempo delle reazioni iperstatiche Xl(t), X‘"(r ) st
utilizzano, infine, le seguenti equazioni:
¥y =32
con

1

Rl
RN ) dv(n)
ENd) El(rI)JG

X (f)——qf1+b1”y(to;

2, 20 32

Ry B
X2(r)———q12 B2 wrg) 0°__&ll it p2er o ays
i E2(12) Ez(f)Jf (49 B0

dove le Rl(z‘, T, R? (1, 7} vengono ricavate mediante la formulazione diretta delle funzioni
rilassamento,

La figura (6.1.8) rappresenta il grafico della deformazione ¥(1)/y(tg) nel tempo,

mentre 'andamento delle reazioni X (t)/ X*(tp)in corrispondenza della cerniera a taglio

¢ rappresentata in figura (6.1.9). I grafici ottemuti dai metodi delle forze e delle
deformazioni cornspondono perfettamente.
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0s

-]

100° pid) 102 1 HH 10°

Figura 6.1.8: Andamento della »(1)/ y(fo)

Pﬂ" 10! 2 i 1o 104

Figura 6.1.9: Andamento delle X5(r)/ X%(15), (s=1,2)
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6.2 Applicazione del metodo differenziale

Si & gid accennalo ai vaniaggi che si ottengono nel calcolo viscoelastico delle strutiure
utilizzando la formulazione differenziale elastica-quasi elastica che esprime la relazione
tra le iensioni e le deformazioni legata al modello delle catene di Maxwell, piuttosto che
adoperare il metodo generale delle equazioni integrali di Volterra che richiedono un
0neroso impegno computazionale. :

Come ¢ gia stato evidenziato, infatti, ambedue Ie formulazioni, adottando il principio
di sovrapposizione , conducono alla stessa relazione incrementale tra le tensioni g le
deformazioni per una storia di tensione variabile nel tempo:

Ag.
Ag ==L +Ag, (6.2.1)

-
L'identita tra i due procedimenti si pud caratterizzare per mezzo del primo principio
della viscosita lineare che nelle equazioni integrali associa, come & noto [16], le relazioni

tensioni-deformazioni ed azioni-spostamenti, in un punto % dslla struttura:

0= Jli D doD+ a0 622

(1) = Ee(10) 3 J (£, ) dlte () + s (1) (6.2.3)
evidenziando in particolare la corrispondenza
R ¢4 A F

&(1) = up (1) 62.4)

o(t) = Ec(1p) tpe (1)
dove il termine g, (t) indica la deformazione per effetto dei carichi esterni variabili nel
tempo, in un punto generico della struttura .
Applicando, dunque, il metodo differenziale al calcolo struttorale, bisogna ugualmente

associare alla deformazione s£(¢) del modello di Maxwell 1o spostamento #x(2z) della

struttura discretizzata, ed alla tensione relativa ad ogni ramo della catena oy(2) il

prodotto E.(1y) uy k. (1), con la condizione:

i1
Ee(t6) 2 upke (1) = E¢ (80 Ve (1}
A=l
nella quale 77 = m+1 rappresenta il numero delle catene del modello adottato.
Nell'ambito del metodo delle forze, per chiarire T'analogia tra Ja formmlazione
integrale ¢ quella differenziale, si consideri una generica struttura omogenea con vincoli

elastici, soggetta a carichi variabili nel tempo, a reazioni vincolari incognite X ;(r) ed a
deformazioni non dipendenti dalla temsiome. Per questa struttura, l'equazione di
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compatibilita nei vincoli elastici si ottiene sottraendo I'equazione (6.1.4), scritta al tempo

tp—1 dalla stessa valutata al tempo ¢ - ~
B} Aapo(ty) E. (g "
a5 B (er) = e )+ 2O BelO) L oy
F
1 ogps AX (5 Ea (4 H " -
b3 BB | S bt ), (k=L2,m), G120y, (625)
=1 E, A

dove:

Aayi ()= incremento della deformazione del punto %, nella direzione k, dovata a
fenomeni non dipendenti dalla tensione (ritiro, variazioni termiche):

Aa 1ot ) =1ncremento elastico della deformazione del punto %, nella direzione £, al tempo
Iy per effetto della variazione nello stesso istante dei carichi applicati;

Aako( )[

ko(t?‘)'" Z E (fO) J(fr,f;‘)‘é‘J(fr,ti_]_)—J(l‘r_l,tj)—J(fr_I,ff_l)],

mcremento wscoso della defonnazione del punto %, al tempo f., dovuto a precedent
variazioni del carico esterno;

ajy = deformabilita del punto k dovuta ad una forza unitaria diretta come la X';;

A (ty) = ZE (%) f( 1)

[, )+ I (G, 1) = T (t1,8) = T (fp-1,5;-1)], incremento

viscoso della deformanone del punio % al tempo f- dovuto alle precedenti variazioni
AX(%;);
E = 2 ,
[J(fr:tr)“‘ J (I, b )] =
Adottando invece la formulazione differenziale si pud scrivere direttamerte, in
conformita alla relazione costitutiva del modelio di Maxwell, al tempo £,.:

modulo pseudo elastico istantaneo. o
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1 S-e " auote-) Feto)
Aako(tr)ltc(ro)+ H

Auje(ty) = day () + 0 +

E, E,

¥ I

i
] T-e ) ag Xypte1) Ecli)
_;_% ahy A\—;(’r)l«c(f()) Z u
j=l Er j=1 Ef‘
(e=1.2,0m); (=12 m) (=120 + 1), (6.2.6)

dove (m+1) ¢ il numero di rami del modello di Maxwell adottato e

" m
E = Z] A EM,_ % +E . % rappresenta il moduolo pseudo-elastico.
,uz
Per ogni ramo del modello vale, inoltre, la seguente relazione:

B

n
aueo () Ec(t0)+ gy X (5 ) Ec () = a0 (tr—1) e 4 Eoig)+
j=1
" "_
+ Za]gj ﬂXr?y' (1) Ec(tg) e o /I}J'EN_ 1 [A”k (1) — Aayp (1 )] » 627
=t T3

nella quale all'istante iniziale, i valori di ap0(to) = 2 auk0(00). X j(10) =T X y(tp) si -

Iz i
ripartiscono sulle m+1 catene mediante lg:
ako(to) Ey () ) A {t6) Eu(in)
aukolio) = — i D, Xty ==L et
ok 2 Eu(ty) # 2E Yy (6.2.8)

H H
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Nella (6.2.7) gli a,40(z-) sono noti ad ogni passo. in quanto corrispondono alla
deformazione viscosa, mentre le X7 (1) si determinano dalla (6.2.7) sostituendo il valore

di [Aug(ty) — Aayy (£,)] ricavato dalla (6.2.6).
Confrontando le (6.2.5) & (6.2.6) si rileva come i termini:

W n: 2
E :Z&ﬂrﬁpr—-%ﬁ-ﬁ =

1 :
=1 CITT S e+ I tp1)

_AL
Tl-e # Yaupolte) Eelty)

" ;I
AQ‘- ({}‘): " 5
k0 E

r

Ay

T
2(l-e # ) g Xy (t—1) Ec(t0)
agj Ec(t0) A (to) = £ ;

E

-
coincidono ad ogni passo Af,. = (. —t..1).

Esempio 1. Deformazione di una trave con carico variabile nel
tempo

Metodo inteprale

In applicazione del primo principio, adottando la formulazione integrale per il calcolo
dello spostamento verticale ug(#,.), al tempo #,, nel punto %, della trave di figura (6.2.1),

sollecitata da un carico F;(r) variabile nel tempo, la relazione (6.2. 3) viene scritta in
forma di sommatoria adottando la regola dei trapezi: -

up(ty )= Zchf J— ==
i=1.

Ag Ao(fz)[;(,h&.)+.f(rr,i‘f-1)]

¢he al tempo #,_; diventa:
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- m( )
upltp-1) = 3 Ep (i) =22 (e )+ T (gt
=1

Sottraendo la seconda dalla prima si ha l'equazione Incremeniale:

Aapo(h Y E-(1p)

n
»

Aup(te) = +Aak0(1r)

dove;
Aup(#,). incremento viscoelastico dello spostamento del punto & al lempo 7,

Aago(ty), incremento elastico della deformabilita della trave al tempo 7, per effetto della
variazione nello stesso istante del carico applicato;

" =1 . Ag I
Aty = T B} R 1) 4.0, 50) Tt )= T .ty )]
=1
rappresenta I'incremento viscoso dello spostamento del punto & al tempo ¢,
E = 2
d [-I(fr,fr)"*‘ Sty tp-1)
E.(#). modulo elastico del calcestruzzo nell'istante iniziale di carico.

], modulo pseudo-elastico istantaneo;

Metodo differenziale

Adottando invece la formulazione differenziale si pud scrivere direttamente:

Z(l e Y a0 (i1 Eolto)

Mgty = AQAO(I‘P)EC(IO) _ : @
E E
r ¥
COn
Aty .
aroulty) Eelto) = agop(tr-1) Ec(tg) €7 ™ 4 2 E, 1 Su(ir) ®

Nella relazione incrementale (a) il termine

y M
Ei" = E /Llu_p Ew_'jl‘ +E00r—%

u=l
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rappresenta il modulo pseudo-elastico dipendente dal modelio di Maxwell adottaio ed il
termine

—
_:St'f;fn r~
S-e T yapg, (o) Eclin)
) £
ll. . j[
Aa; (Ip)= m
k0O Er

& l'incremento viscoso dello spostamento del punto & all'istante £

Inoltre. nellistante imiziale i valore di apo(ig)= 3 agoy(fp). si ripartisce sulle
H

apn(to) Eu(tn)

n=m+1 catene mediante Ia aroL{to) =
g 2 Ey(fO)
H

. mentre gli a,p0(f) st

determinano ad ogni passo datla (b) sostituendo il valore di Aug(z,) ricavato dalla (a).

In qualunque istante £, i fsultati delle due formulazioni coincidono; tuttavia, mentre
nel caleolo dei Aug(#.) con il metodo generale & necessario conservare tutti i valori
Aay(z7) det termpi precedenti, con il metodo differenziale & sufficiente aggiomare ad ogni

passo i valori di agqy(t;) , trascurando tutti i passi precedenti.

Per verificare I'analogia si adotta per il calcolo della deformazione del punto & della
trave di figura (6.2.1), avemte le seguenti caratteristiche reclogiche:

R H=30%, for =30MPa, 24, /u=100 mm, uma storia di carico come quella

rappresentata, calibrando i parameiri della catena di Maxwell mediante il modello a sette
rami corrispondente alla formulazione CEB 90. ,

Dai diagrammi di figura (6.2.2) che rappresentano il rapporto tra l'evoluzione della
deformazione nel tempo ¢ quella iniziale ug(f)/ux(fo) si nota come i risultati siano in
perfetto accordo.

Ginseppe Lacidogna. "Aodellazione del comportamento viscoelastico del calcestruzzo”

fk(f) h
N
b

A - B
% K N
7 /,//; 2%=1OOmm
Rt A
15R M) $——— e —
Rlte) === z
r
I
1
to=28gg =90gg t

Figura 6.2.1: Trave con carico variabile nel tempo

10 161 101 104 103

Figufa 6.2.2: Andamento della deformazione wy (r)/ug (tg)
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Esempio 2. Struttura omogenea soggetta a cambiamento di
schema statico

La struttura di figura (6.2.3) ¢ soggetta ad un carico uniformemente ripartito di intensita

costante nel tempo applicato a #n =3 giorni; all'istante ¢* =28 giorni, il suo schema
statico viene modificato introducendo un vincolo rigido nel punto C.

Figura 6.2.3; Struttura con vincolo posticipato

Metodo integrale

Adottando il metodo delle forze, l'equazione risolutiva per Ia determinazione dell'incognita
iperstatica X () = X (t) assume la seguente forma [16]:

aIOEc(IO)[J (t.19) = J(£,10)| = —a 1 B (tp) J';* Ji,nd(n. 7

Scrivendo l'equazione risolutiva al tempo f,., € sottraendo 1a stessa al tempo £, si
ottiene l'espressione incrementale: )

0= By 1)+ e )M (&) |, 1A (8)

-
dove:
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Aa (1) = @OE (10 YT (b 10) — T (-1, 10)] :

" r—1 N
86) = % Eola0) =00 1004 ty-) =T ot 1) =T G 10)]
=1

" 2

r [J(tr,tr) +J (.5 )]

I
che consente di determinare Xi(4-)= > AXy(¢ /) mediante la regola dei trapezi. -
J=1

Metodo differenziale

La stessa equazione scritta in-forma differenziale diventa:

Z(l - "_Nr/r’u )a,ulO{fr—l ME:(t0) Z[] - e‘ﬂd‘y iy )al 18 {t-—1)Ec(20)
_H LB (A (L) | p :

E E E

T or . r

2

" m
dove E =3 AJWEM_ 1+E_,. 1 inolire, per ogni ramo della catena di Maxwell si ha:
,”=1 2 2

a0ty YE () +a11Ec(20) X 1t ) = a1 0(tp-1 VEe(to)e 4/ +ar1Ec (1) yltr1 Ye /T

nel quale il prodotto A, EW_ 1Au(t, ) & nullo, in quanto, per Ia fornmilazione generale, la
2

Au(t,)=0.

Imponendo le condizioni imiziai X1(2p)=3 X,(%). ajolfo) =2 a0(fp). ed
P "

essendo notl, in ogni istante i coefficienti a,10(z.) il calcolo della X1(4)=% X ul(ty) &

. - - #
immediato.
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[ valori degli £,(4) del metodo differenziale, derivano dalla formulazione diretta
delle funzioni rilassamento adottandeo it modello di Maxwell a setie rami.

Fissando 1 seguenti parametri parametri reologici: R./.=30%. [for =40 MPa,
24 /u=200mm. nel grafico di figura (6.2.4) viene confrontato l'andamento della
X{(t)/ Xer, con X =ay9/e1, ottenuto dai due metodi di calcolo.

it

12

08 tegrale.

0.6 o

04 // Ndifterenzisl .

0.2 / : _ -~

0 i A PR il .
100 pLig 102 108 - 104 105

Figura 6.2.4: Andamento della X'(£)/ X

Esempio 3. Struttura omogenea con un solo vincolo elastico

Per lo stesso esempioc di figura {6.1.1), gia svolto con il metodo generale, I'equazione
risolvente in forma differenziale con le solite notaziond si scrive:

S 0—e 8 Hyay 11, e DE )
ac,i].Ec(fO)AX(fr)+ y @

‘E" ?

Is ¥

~a 1 1AX (1) =

dividendo ambedue i membri per (a; 1] +as 1) si ha:
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- —Aty/ - .
) ) SY(l=e " )a, 1 Ny tem) Ve (10)
- QLo (i)AX (2r) B
I ¥
per cui la relazione viene cosi semplificata

(6-DAY (1)

Y- My 0

o1 AX(1)= AX(r) | u ;
SE(13) E?_ Er
dalla quale si determina
S (- My X )
S CO [N — L
E, 5= 1

SE) E.
e per ogni ramo del modello di Maxwell si ha inoltre:

=Dy

-Ar /r "
X, =X (tide "R LA E
y(r} ;_z(r 1) (o =5 B (10)
ed anche:

- — Al a -
e 1B lir) = ae 1B ) Xuly1)e™ 7 4 Ay B,y (01107 05)

poiché Au(t.)=[-a511AX(5,)] dove AX(t,) & dato dalla (b).

Fissando a priori 1 valori di 4, con 0£ §<1, e ponendo le condizioni iniziali

X(f0)=2. X (1)
7

. X{t)E{10)
‘ Xty se—"7""—
‘ p( » Z E,u(IO)
| : a

149

(a)

(b)

{©

(ch

| st ottiene direttamente 1'andamento della reazione adimensionata X'(7)/.V(fy) nel tempo.
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Dall'equazione (b) si nota come per §=1 si ricade in un problema di rilassamento; per
8—0 si ottiene AX{t,)—> (0 che corrisponde ad un vincolo elastico infinitamente

deformabile.
Per confronto con il metodo integrale in {igura (5.4.3) & riportato il grafico per il caso:

R.H.=80, for =30 MPa, 24, /u=200 mm, §=0,5

o
&
7
7
i
I

a7

[T

0.8

i

2z
p T ivi
L L
v =

Ei

0.5

r
iy Y
Ay A3 Y 23

v
ya

(177

/HILH!

yé

0.4

I%Iflj

[

0.3 AN o

0.2 ! - i S p—

0.1

100 108 102 108 104 j08

Figura 6.2.5: Andamento della reazione X'()/ X (10)

Esempio 4. Struttura eterogenea soggetta a carichi permanenti

La struttura di figura (6.1.5), gia analizzata con il metodo integrale, viene ora risolta con il
metodo differenziale. Adottando i parametri geometrici precedentemente applicati,
l'equazione di congruenza al tempo £, nel vincolo introdotto, associando ad ognuna delle
due sottostrutture un modello di Maxwell, viene scritia nel seguente modo: -

e , . . . -
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_Alr/"r'u 1 g1

Ul s Z(l—e ; )a 1olE—13E (1)

a]]bc([G}A“k(l")+,Lt e ¥ X
EI EHI

¥ 7

(1= ke (1= R 0B

oM — M
' u] - 4'2 +
E £
—Afpfrpy 20 2,7

Z[I_e & #)aﬁlo("r—l)Eu(r) :

W # Y BN @
R 27
-

per indicare che Auil{(rr) = Aui (), ossia l'incremento di deformazione nel punto k della

sottostruttura 1 deve in ogni istante eguagliare l'incremento di deformazione nello stesso
punto della sottostruttura 2.
Nell'equazione (a) 1 moduli psendo-elastici valgono:

i 1 1 "2 2 2
=Y AgE [ +E | z A E 1 +E .
- A e P B (2N _1
=1 L 7 24 2 =1 HFE CF 3

" inoltre, per ogni ramo delle catene di Maxwell che descrivono Ie due sottostrutture 51 pud

scrivere:

1 ovgloda ol sl g ‘ —An/
@00 YE () +ay | ) (Xt = “Ll oUr=DEL (1)e” S P
)

#]1E1(r0)_‘(u(tr_1)e z o Ay E1 Azr (5 ),
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Ay Ty
FH
#’U (i )L (f(])+a

#1] C("(J‘)Yyl(tr) H[I(J(tr l)j—: {t()))

©)

=/

2 220\ T 2 1
~4—(er115c ()Xt e H +2,W.E‘w_%mfk(rr ).

Utilizzando le condiziomn iniziali

Xty= £ Xpi0) =0 ¢ ayy(t)=Tal(i0) © afyid)= z 2 500
‘ i

H

S

ed essendo noti, in ogni istante, i coefficienti a}do(t,‘-) e ailo(r,.-), il calcolo della

X(t) =2 X, () si effettua agevolmente dalla (b) o dalla (c).

H
Per il confronto con il metodo integrale in fgura (6.2.6) & riportato il grafico per il

caso:
R H.=50, for, =35 MPa, 24, /u=170 mm

. ek I

104 108

s 100 162 109

Figura 6.2.6: Andamento della X (r)/ X (f0)
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6.3  Strutture omogenee soggette a mod!ﬁcazmne dello
schema statico

La modificazione delle condizioni vincolari susseguente alf'applicazione del carico & un
problema frequente nella realizzazione delle strutture in calcestruzzo. Poiché, inoltre, il
comportamento del calcestruzzo ¢ dipendente dal tempo la distribuzione delle tensioni ne
viene largamente influenzata.

L'analisi viscoelatica lineare, 1 cni risultati sono sintetizzati nel Terzo ¢ Quarto
Teorema, conferma i dati sperimentali che dimostrano come i vincoli aggiuntivi,
inizialmente scarichi, vengono progressivamente sollecitati dall'incrementarsi delle
reazioni dovute alla viscosita.

Secondo gli enunciati del Terzo e Quarto Teorema, inolire, la funzione integrale

&(t,1r.10) & l'unica funzione che regola il problema specifico della influenza delta viscosita

nella distribuzione delle tensioni nelle strutture omogenee in calcestruzzo con vincoli
rigidi. soggette a carichi permanenti costanti applicati all'etd 1y ed alla variazione dello
schema statico al tempo # = fy. Lo scopo del presente paragrafo & dungue, quello di
presentare le procedure numeriche per il tracciamento dei grafici della funzione £ in
relazione ai parametri reologici ed ai tempi #), ¢1, che consentono la soluzione immediata
del problema una volta nota la soluzione elastica associata.

L'impiego dei grafici facilita, tra 'altro, 1a soluzione di particolari problemi connessi
alla scelta di un opportuno istante di solidarizzazione al fine di ottimizzare lo stato di
sollecitazione interno a fenomeno viscoso esaurito,

Per il calcolo delle £ ¢ stato adottato il metodo generale, utilizzando il modello di

viscositd del CEB-MC 90, che specifica la funzione viscosita J(z,1)), la sua dipendenza
dal tempo attuale 7, dal tempo iniziale di carico fp, nonché dai parametri ambientaki e
geometrici.

Viene tnoltre presentato un algoritmo di calcolo che utilizza la legge incrementale
elastica quasi-elastica, del modelio differenziale delie catene di Maxwell. e che permette

di determinare i valor della &(r,#,fy) con esattezza € con il minime impiego di memoria.

I parametri del modello derivano, ovviamente, dalla formulazione diretta della
fanzione rilassamento,

1 diagrammi delle & ottenuti utilizzando il metodo generale, sono stati estratti da un
lavoro [32] coliegato a questa tesi; i diagrammi ottenuti con il metodo differenziale,
invece, sono originali e dimostrano la grande attendibilita del metodo. B necessario
softolineare, tuttavia, che nella determinazione della funzione & negli ultimi anni, sono
stati realizzati altri lavori [20], che presentano algoritmi particolarmente vantaggiosi per
la riduzione dei tempi di"calcolo.
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6.3.1 Determinazione della funzione &(t,t;,tp) con legge
integrale

Per la determinazione della funzione integrale ¢ bisogna prima valutare la funzione di

rilassamento R(z, ) ed effettuare poi il calcolo dell'integrale.
Si ricorre, quindi, dapprima all'inversione della equazione integrale di Volterra

¢

1=Ec(_to)J(t,to)-i-Jt;J(t,T) dR(t.1p). 6.3.1)
impiegando la procedura numerica del Metodo Generale, che fornisce per il generico
istante t; 1a seguente equazione incrementale:

k-1

AR(tg, fp) = —4= . (63.2)
JUR T 1-1)

con AR(#,to)=1/J(t,t0) = Ec(to), (1 =1p), nota la funzione rilassamento, per la

determinazione di &(¢,n,%0) occorre calcolare I'integrale (6.3.1), approssimabile mediante
la regola dei trapezi con la seguente relazione:

1 k
&t.1,00)= Jfl R(t, ) d/ (5 10)=> TR )+ RUp )] T, 00) = T (5i-1.10)] (6.3.3)
i=1
Calcolande la R{#g,f;), mediante la (6.3.2), per il generico istante #, con
ARt 1) =1/ J{#;.t;) = Eo(t;), ed introducendo i valeri nella (6.3.3) si ottiene l'algoritmo
ricorrente per il calcolo dei valori della funzione integrale &(f,#,7p), alllistante £. Per i

calcoli pratici & conveniente scegliere i tempi discreti (#; — 7)) in progressione geometrica,

in modo che (1 — 9)/(tr..1 - t3) = costante = g.

Nella scala dei tempi logaritmica, log{z —1p). questi templ appaiono uguailﬁiente

P

spaziati e ponendo g = 10Y7 s ha:

(0% —10) = 10Y™ (s, — 19), ovvero log(ty. — t0) =— +1og(t-1 ~ ),
T

dove m rappresenta il numero dei passi per decade. Nel caso particolare si ¢ utilizzato:
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N

N = 6L numero dei passi per coprire un periodo di 10° giorni {274 anmi)

Questi ordini di grandezza per il primo intervallo e per la progressione geometrica
sono considerati adeguati per 1'accuratezza dei risultati oltre la terza cifra decimale.

In questo modo sono stati tracciati i grafici della funzione integrale &z,1,1;), figura
(6.3.1), che consentono I'immediata solnzione del problema del cambiamento dello schema
statico di strutture omogenee, qualora i vincoli posticipati siano introdotti all'istante 4 > fg
ed il carico permanente venga applicato all'istante #;. :

. & (1 y,to)

K] S S

[0 ) SO Y 1 L P I I B

0.7}

LB o o o R R,

0.5 F - forf ol L L LE

Oud e don L AL

[ JE ) A O A R § S S S
o2boe - L £

. Al

109 . 104 102 103 104 106 t (days)

RH%Z = 80 fck = 20 MPa  2Ac/u = 50 mm Lo = 3 days

Figura 6.3.1: Funzione &, 71.1g)con metodo integrale

6.3.2 Determinazione della funzione E£(t,t,tg) con legge
differenziale

L'onereccomputazionale derivante dalle equazioni integrali, per la determinazione della

funzione £, viene notevolmente ridotto facendo ricorso al metodo differenziale.
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Per analogia con il problema strutturale della variazicne dello schema statico, si
considera il modeilo di Maxwell, di figura (6.3.2), sollecitato da una tensione oy costante
dal tempo £y, coincidente con istante iniziale di carico.

L'equazione che regola 1l sistema, come & noto, € la seguente:

A "
Ag = 4%&%

(6.3.4)

dove:
Ag. = incremento della deformazione viscoelastica al tempo £,
Aoy = variazione, al tempo 1, delle tensioni esterne al modello;

n ’ . .
Ag, = incremento della deformazione viscosa;

E = >AwE 1 +E 1, modulo pseudo elastico istantaneo.
B T

Figura 6.3.2: Modello di Maxwell con vincolo posticipato

Se all'istante #1211 si impone un vincolo che impedisce lo scorrimento libero del
sistemna, il problema della determinazione della & diventa quello di calcolare la variazione
della tensione nel vincolo affinché Uincremento di deformazione As;. sia nullo.

Prima dell'imposizione del vincolo, per £ < £, per ogni catena del modello valgono le
seguenti relazion:
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-an T

Oy = O0yur—1 € rH +’}“’,£E'E 148 (60.3.3)

==

2

. - ay Eulto) T .

associate alla condizione iniziale: oy, =-——————, che soddisfano la relazione

ZEp{fO)

u

S .

_ L r _ y
Ag=Ag, dg = 0
E

¥

., dalla quale si calcola la deformazione

viscosa. Ad ogni passo Y o = 00,
a4
Dal momento di imposizione del vincolo 1a (6.3.4) diventa;

0=A—?+Ag;'__

E, (6.3.6)

indicando, in tal modo, che l'incremento della tensione nel vincolo deve impedire la

deformazione -del modello; pér cui introducendo nella (6.3.5) Ag =0 per L. =1, st
ottiene 1a variazione di tensione in ogpd catena per effetto del vincolo introdotto:

[ - /

ooully )= coulli) e (er ])-’f T
~{ty-1y)/

AUOM(rr) = O'O)u(t'l)— O-Oy(fl) & (’r ’]), Ty |

L'andamento della &(1,..#1.%p) si pud subito determinare sommando tutti i contributi

Aoyn(f
M dal tempo #1 di imposizione del vincolo:
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.=tV 7
2oouult) -2 ouultiye w7

{
O : =
7

-ty
P (6.3.8)
=00
Confrontando il grafico della figura (6.3.3) con quello ottenuto dalle telazioni
integrali, st nota come 1 due metodi s1ano in perfetto accordo.

E (1,1, t)
1 T
!
0.9~ ’T
LT
o8-k J/g’f—_
: i : =
0.7 bt g 1L SN N 8 S ol T, /’T i
0.6F - i
|
0.5+ -
0.4 oy ooded AL i
- Hi 1
: ' T
[O- ] — R A AN AL Lk ‘ng/ - ;
4 L
| i ‘\:4‘\‘5“// iy H
L1 [ SIS SO U [N IS PR 4 A { \}/ S e
A ; ; i
) - i A 1 i R T
100 . 10t JULI 163 ot 105 t {days)

RH% = B0 I[ck = 20 MPa 2Ac/u = 50 mm to = 3 days

Figura 6.3.3: Funzione &1, 4.1y) con metodo differenziale

6.4 Strutture omogenee con vincoli elastici

L'analisi viscoelastica di strutture omogenee In calcesttuzzo soggette ad # vincoli elastici
iperstatici € un fenomeno complesso governato da un sistema di # equazioni integrali di
Volterra, la cui soluzione anche se pud essere affrontata con le note tecniche del metodo
generale, comporta quasi sempre limpossibilita di evidenziare l'influenza della
deformabilita di ogni singolo vincolo sul comportamento generale del sistema strutturale.
Soluzioni pili semplici si ottengono, invece, nel caso di un solo vincolo elastico
addizionale [16], dipendenti dal coefficiente @ che rappresenta il rapporto tra la
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deformabilita della struttura viscosa e la deformabilitd del complesso struttura-vincolo
elastico.

Le difficolth connesse alla soluzione di strutture con # vincoli elastici possono essere,
tuttavia, notevolmente semplificate adottando il metodo delle funzioni rilassamento ridotte
{21,22], che consente di definire una tecnica di soluzione particolarmente conveniente dal
punto di vista analitico. Questa tecnica contribuisce inolire a chiadre l'influenza della
deformabilitd di tufti gli # vincoli sulla struttura e costituisce la generalizzazione della
soluzione concernente un solo vincolo elastico. '

Il metodo delle funzioni rilassamento ridotte rispetio a quelll semplificati adottati in

passaio, non richiede alcuna modificazione della funzione viscosita J(r, ), prendendo in
considerazione 'effettivo comportamento invecchiante del calcestruzzo.

Il metodo consiste nel disaccoppiare 1'originale sistema di # equazioni integrali di
Volterra in » equazioni indipendenti, attraverso un'opportuna trasformazione lineare
operata sulle reazioni iperstatiche incognite e nella conseguente introduzione nella

equazione risolvente delle funzioni di rilassamento ridotte, R:: {t.fy).
Le R:(r,ro), inoltre, sono associate attraverso il legame integrale alle funzioni

viscosita mwodificate, J: (t,¢.fp), che dipendono dagli autovalori @;, 0<w; <1, della
matrice delle reaziond vincolari incognite,

Gli autovalori ey rappresentano la generalizzazione, al caso di » vincoli elastici
sovrabbondanti, della soluzione ottenuta dail'umico coefficiente @ nel caso di un solo

vincolo elastico.
Diventa cost possibile determinare separatamente le funzioni rilassamento ridotte

R:;‘ (t,tn) ed esprimere la soluzione del problema in wna forma semplice ¢ generalizzata

che congiste, sostanzialmente, nella correzione, dipendente dalle R: (t.1), della soluzione

elastica. :

H metodo delle funziomi rilassamento ridotte comsente, anche, I'analisi di sezioni
eterogence int ¢.a. € ¢.a.p. o miste acciaio-caloestruzzo, considerando che la parte in acciaio
rappresenta un vincolo esterno elastico per la parte viscoelastica in calcestruzzo.
Nell'ipotesi di conservazione delle seziori piane, risulta conveniente operare mediante il
metodo delle deformazioni, assuimendo quali incognite i parametri che defimiscono la
deformazioni della sezione: due in caso di flessione retta, tre nel caso generale di flessione
deviata.

In questa parte, richiamandosi alle linee generali del metodo delle funzioni
rilassamento ridotie, si descrive un algoritmo che, utilizzando la determinazione direita
delle fanzioni rilagssamento mediante le catene di Maxwell, permette di ricavare
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algebricamenie le R:‘(r,to) a partirc dai parametri fisici del problema e dalle
caratteristiche meccaniche della sezione,

6.4.1 Soluzione dei problemi di vincolo elastico mediante le
funzioni di rilassamento ridotte

La funziome rilassamento formulata nel Capitolo 4 consente di risolvere direttamente i
problemi di deformazioni impresse in solidi viscosi omogenei a vincoli rigidi, quali ad
esempio rifiro impedito, cedimenti vincolarl, variazioni termiche.

Nel caso invece di solidi viscosi con un vincolo elastico interno od esterno, figura
(6.4.1), il fenomeno & governato dal parametro:

__ Geuly) (6.4.1)
Fe11(10) + Ss11
essendo, :

5:1(0): deformabilitd all'istante fy. del solido viscoso nel punto di applicazione del
vincolo elastico e nella direzione di questo;

&,11: deformabilita del vincolo elastico lungo il suo asse.

84 1: deformabilita acciaio
8.q1: deformabilita cls

= 5cl 1(t0)
3anlto) + 8a11 -

Figura 6.4.1: Solido omogeneo con vincolo clastico

Ginseppe Lacidogna. "Modellazione del comportamento viscoelastico del calcestruzzo™ 161

Al variare del parametro @ (compreso tra O ed 1) risultano rappresentate tutte le
possibili situaziomi, da vincolo elastico infinitamente deformabile (@=0) a vincolo
infinitamente rigido (@ = 1).

Corrispondentemente si avrd, per le situazioni estreme:

@ =0, vincolo infinitamente cedevole: il vincolo corrisponde ad una forza, si applica il
primo principio della viscosita e la rcazione vincolare resta costante,
X(£)=X{tp)= costante, mentre la deformazione varia secondo la funzione
viscosita;

@ = 1, vincolo rigido: si applica il secondo principio della viscositi e Ia deformazione resta
costante, mentre Ia reazione del vincolo varia secondo la  funzione
rilassamento, X'(r) = X (19 ) R(t, 0 )/ R(t0, 10).

In caso di valori intermedi di @ non si applicano i principi di viscositd ¢ sia la
deformazione che Ia reazione del vincolo variano nel tempo.

La soluzione ¢ mota da tempo nel caso di solidi viscosi di tipo ereditario od

invecchiante. In particolare, nel caso di comportamento invecchiante, in cui la fanzione
viscosith assume la forma:

‘ 1
J(t,1)= =t P BY-B1p)] 642
e la funzione rilassamento vale: :

Rit.to)= &~ P=lPr(0-Br ()]

(6.4.3)
la reazione del vincolo elastico risulta [43]:

X(t)=X(tp) & I OFr ()] (6.4.4)
Da essa & agevole ritrovare i risultati limite, rispettivamente per =0 ed @ = 1.
Tale soluzione & stata in anni pit recenti [21,62] generalizzata a funzioni viscosits di
tipo qualsiasi, scrivendo:

R*(1, ()
X(y= Xy 6.4.3
Eelr.1p) (643)
essendoR*(r, to) ia funzione rilassamento associata alla funzione viscosita variata
Tt 1) =2 s ().
E, ( t0) (6.4.6)

L'applicazione defle (6.4.5) e (6.4.6) al caso particolare di funzione viscosita
invecchiante & immediato, risulta infatti:

T (tt) =+ 0 pal (0 -4 (¢
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Rleig)=£ 00 Br(0)-pr()]

per cui la (6.4.5) coincide con la (6.4.4).
Se i vincoli elastici sono » & necessario disaccoppiare il sistema per mezzo degli #
autovalori a; della matrice di interazione:

-1
D[z ()] 2,(0) 647

Ad ogni autovalore @; corrisponde allora una funzione rilassamento ridotta, per
mezzo della quale si ottengono le variabili disaccoppiate e, operando il passaggio inverso,
Ie reazioni degli » vincoli elastici [21,22,62].

I procedimento & rigoroso e di portata del tutto generale Per la sna applicazione
occorre naturalmente conoscere le funzioni rilassamento ridotte, o calcolandole
preventivamente con il legame integrale tra la fimzione viscositd e rilassamento, a partire
dalle funziowd viscositid modificate, oppure formulandole direttamente.

6.4.2 Formulazione di'rétta delle funzioni rilassamento
ridotte

Ci si propone, dunque, di ricercare una espressione delle funzioni rilassamento ridotte
direttamente a partire dai valori dei parametri fisici R.H., fz%, g e degli amiovalori e,
utilizzando ancora il modello di figura (6.4.2).

£yl > By, Wt

Figura 6.4.2: Modello di Maxwell costituito da » rami in parallelo

~
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A tal fine, piutfosto che ripercorrere la procedura gia utilizzata pella formulazione
diretta delle funzioni rilassamento, inserendo anche @ all'interno della regressione
multipla, si & preferito partire dalle funzioni rilassamento gia determinate nel Capitolo 4,
modificandole con considerazioni ai limiti.

Denominando £ ed q* i parametri del modetlo di figura (6.4.2) relativi alle funzioni
rlassamento ridotte, ¢ mantenendo gli stessi valori dei tempi di rilassamenio 7, si pud
allora imporre il rispetto delle condizioni per ¢ ={p, t =1, = 10° giorni, w=0c =1

Per { = £y si ha dalla relazione

(t-10)

H
R(t10)= T Ei(t)e % , (n=12,...7)
i=]

Rty t0) = > Ei{io) = Ec(to)
i=l
Lo stesso valore deve essere assunto dalle funzioni rilassamento ridotte, non essendo
modificata Ia risposta iniziale elastica: J"{zp,10) = J{ty,%).
Si ha quindi:

7 7
Y E (1) = X Eilto) = Eclro), (6.4.8)
i1 =1

moltre per 1 =1,:
R{tu.10) = E7{1o)
R¥{tu.t0) = E5{1p).

In base a quanto detto sull'applicazione rispettivamente del 1° ¢ 2° principio di
viscositd, deve essere:

;
-per ©=0, E(n)=E. (o) = X Eilto)
=1

-péra=1, Ex(10) = E7(1p).
Si pud allora definire 1a funzione

glaty) _ Zelw) - Erlo) (6.4.9)
Hy! ;
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che, per quanto detto, varia tra 0 ed 1 al variare di @ e, calcolata per differenti 7, presenta
gli andamenti di ﬁgura {6.4.3) (per una determinata sceita dei parametri fisici R.H., foro8
e /10)-

Essa & ben rappresentabile da espressioni del tipo:

(cot )_ @« (6410)
1210 _1+a(f0)(50—1)'

A
glw. tc)

e¥f

Figura 6.4.3: Funzione g(, ;)

Considerando ora l'andamento in funzione di #p (per @ prefissato) si osserva una

.sensibile linearitd rispetio a log(to). Data Ia forma delle curve ¢ risultato convenicnie

esaminare il valore @ = 0,4 scrivendo: -

gl0,4,00) =k Tog(tg) +7z
da cui:

0,4
fhl=1671-——— . 6.4.11
a( 0) > 1: I log(ro)_'_kz} ( )

1 coefficientt &1 e ky devono naturalmente essere determinati in funzione dei parametri

fisici R /., fo; € hg. Considerando tutte le combinaziond di parametri di interesse pratico si
sono ottenute le seguenti espressioni:
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Iy =—0,0781+0,0004 R. H.+0,0004 £ +0.00490 /(i) (6.4.122)

Jky = 40,9883 0,0024 R. H.—0,0028 /ot ~0.00241 /() (6-4.120)

La procedura per pervenire aila formulazione diretta delle funzioni rilassamento

ridotte ¢ allora la seguente: noti i parametri fisici R.H., fu; e Ap si determinano dalla
formulazione’ diretta della funzione rilassamento ottenuta dal modello di Maxwell a 7
catene (Capitolo 4) i coefficienti Cy; ¢, con Ie (6.4.12), 1 coefficienti k] ¢ kp. Nota l'eta

iniziale fy si determinano i moduli Z; (1) delle funzioni rilassamento ¢, con la (5.6.11) il

coefficiente #(#p). Noto l'autovalore @ con la (5.6.10) si determina g(w,fg) da cui,
invertendo la (6.4.9), si otticne:

EL(t) = Eclto)— glo,10) Ec(to) - Bx(to)]. (6.4.13)
Determinando in tal modo E;(to), che fornisce il valore al tempo finale della

funzione rilassamento ridotta, i restanti Ef {to) (i=1,2,....,6), che definiscono I'andamento
nel tempo, si determinano, rispettando la (6.4.8), ponendo:

EX(80)— Exlt
E; (0) = Eilno) I—M ; (6.4.14)

z E:'(fO)
i=1
con i quali;

_{t-n)

5 (6.4.15)

7
R(t15)= _ZIE,’-‘(to) e

Si noti che la (6.4.14) ¢ assunta identica per tutti i casi, indipendentemente dai
parametti fisici in gioco. Cid comporta alcune modeste imprecisioni nei tempi intermedi,
in particolare per combinazioni di parametri fisici Jontani dafla media.

La figura (6.4.4) mette a confronto le fanzioni rilassamento ridotte ottenute con la
{6.4.15), per diversi valori di @, con quelle calcolate numericamente a partire dalla
funzione viscosita variata. L'accordo & buono per quanto riguarda i valori finali (di regolai
piu importanti), mentré per i tempi intermedi si osservano le imprecisiomd dovute
all'utilizzo delle stesse formule (6.4.14) in tatti i casi; i risultati peraltro sono ancora

accettabili, in particolare fenuto conto dello scarso interesse pratico dei valori di R* per
tempi intermedi.- :
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R*{t.to)/Ecaz

1%0; ' 1'01 ' Lo ' 103 T4 105
RH=80% fek=50MPs 2Acfu=1600mm to=3gg

Figura 6.4.4: Confronto tra la funzione rilassamente ridotta calcolata numericamente
(linea continua} ¢ la funzione rilassamento ridotta ottermta dall'equazione
(6.4.15} (linca tratteggiata)

6.4.3 Applicazione alle sezioni miste acciaio-cls

Le sezioni eterogenee possono essere analizzate considerando che la parte in acciaio
rappresenta vincoli esterni elastici per la parte viscoelastica in calcestruzzo; pud, pertanto,
essere utilizzata la teoria basata sulle funzioni rilassamento ridotte. Come si & detto,
ammessa I'ipotesi di Bernoulli-Navier, risulta conveniente operare mediante il metodo
delle deformazioni, assumendo quali incognite i parametri che definiscono fa

deformazione della sezione, supposta piana: due in caso di flessione composta retta, tre nel

caso generale di flessione composta deviata.

Si consideri allora una generica sezione eterogenea ed una terna destra d1 assi x, .z
i cui primi due, contenuti nel piano della sezione, abbiano origine in un punto arb11:rano
all'interno di essa ed il terzo sia ortogonale agli altri due (figura 6.4.5).
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Figura 6.4.5: Sezione eterogenea acciaio-cls

St indichino con A, ¢, x le tre componenti di deformazione della sezione, la prima

delle quali ¢ riferita all'asse z mentre le altre definiscono Ie curvature rispettivamente nei
piani xz e yz, assunte positive se danno luogo ad allungamenti per valori positivi di x e ¥y
Risulta allora, avendo anunesso la conservazione delle sezioni piane,

Ay =al)+Zt) x+ 1) v (6.4.16)

0, in forma vettoriale

40)=0" o)

essendo;

A1)
wt)=| 1)

1)
gl x5l

Applicando al caso in ¢same la teoria delle funziom rilassamento ridotte e rimandando
alla pubblicazione originale [21] per il deftaglio dei passaggi analitici, si perviene alla
seguente equazione risolvente:
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U= 0] 1-2 )] |22 (0)F (o) Eeleo) [ o) o)+

K (0)fj B (60) Eelto)E (o)™ a e, ©4.17)
in cui:

. —1
K*{t0) ¢ la matrice modale della matrice di interazione D(#, )= [éc {to)+ és] B, {ro);

Q" ¢ la matrice diagonale formata dagli @; , autovalori di K;

R*(t,t5) & 1a matrice diagonale formata dalle funzioni rilassamento ridotte relative alle

funzioni viscosita variate:

*

.
THer ) =—ic+l1-a ) J(r."). - 6.4.18
; (.10) EAmYJ ca)(J) €418

'E(E)(t,)=[§c(t0)+és]"1 ch(r) 6.4.19)

()
ove ch(t) & il vettore della componente di azione interna staticamente equivalente al

ritiro, calcolato elasticamente con modulo £.(1p).

Se ci si riferisce al caso pitl comune di pressofiessione retta, in cui le componenti di
spostamento incognito si riducono a due, A e g la (6.4.17) pud essere facilmente
esplicitata in due relazioni scalari.

Infatti, definite 1e caratteristiche geometriche:

A, = area della parte in calcestruzzo;
Ag = area della parte in acciaio;

A* = area della sezione ideale omogeneizzata al modulo E.(ty):

J*= momento d'inerzia rispetio a x della sezione ideale omogeneizzata al modulo
Ec(to); i :

S, = momento statice rispetto a x della parte in calcestruzzo,

J. = momento d'inerzia rispetto a x della parte in calcestruzzo;

Js = momento d'inerzia rispetto a x della parte in acciaio;
risulta:
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da

ove d] e dp rappresentano {(a meno del segno) le distanze dei punti di Busemann [64]
della sezione:

gcs(r) .

&
=
|
S| [&

essendo £..(¢) la deformazione dovita al ritiro.
Per quanto riguarda le funzioni rilassamento ridotte, occorre tenere presente che la
funzione viscositd variata (6.4.18), utilizzata nella analisi delle sezioni, differisce da
quella (6.4.6) inbase alla quale si sono formulate le funzioni rilassamento ridotte.

11 passaggio dalle une alle altre & perd immediato, in quanto & sufficiente porre:

&
@ =1-;

¢ calcolare le funzioni rilassamento Rj(t,f’) ridotte relative agli ¢x; nelle formule che

seguono si & posto, per semplicita di scrittura, ;f(t,t’) =R {,1) / E.(to).
I parametri della deformazione della sezione:

A1) = A1)+ 41) » (6.4.20)
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sono allora esprimibili ciascuno come somma di 3 termini, rispettivamente legati allo
sforzo normale, al momento flettente ed al ritiro del calcestruzzo:

He)= (o) + A2 (0) + 43(1) (6.4.22)
COTE,
a(ry=—20 1-(-e)f 1-0-ek) &, @
Eclto) 4" @y @ dy ldy—dy’
Ja(t) =—240 1_(1_@2)";_1_(1_@1)"1*1 d dy
Eolig) I an wy Jd?.—di’
Alt) ==L i I +— h-h);
3(#) A,{l 5 2}d2_d1 J*dz—d1(2 )
6.4.23
M) = )+ (8)+ (1) (6.4.23)
COn:

No  |1-0-en)y 1-(l-anp)y a1
E(tg) 4* @ an d_szz—dl’

{t) =
My 'fl—(l—coz)r;_l-(l-an)ﬁ*-l &
Eln)T| @ o |d-d

Ae Se dy [ Gl
wlt) = ————An-I2)+"5 b—-—=1}|
A —dl)( ) JEd2 -4 2

tlt)=

E)

avendo posto I,-:j':o 7 (t,7)decs(x), i=1, 2, tali integrali possono essere agevolmente

calcolati cont une dei ben noti procedimenti di integrazione numerica.
La struttura delle (6.4.21), (6.4.22), almeno per i.termini relativi ai carichi, risulta
assai semplice: l'effetto della viscositd si presenta, infatti, come moltiplicatore delle
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deformazioni elastiche ; in tutte le formule, inoltre. & presente una

* 7

notevole simmetria. .
Merita rilevare che, in molti casi, l'istante di applicazione di Ng, Afy e Finizio dello
sviluppo del ritiro saranno diversi tra di loro; ¢id non comporta alcuna complicazione in

guanto sard sufficiente adottarc per ogni termine le funzioni rr_*(t, fo) relative allistante
appropriato. '
Valutati cosi i termini A e g, la (6.4.20) consente di ottenere lo stato di deformazione

e, immediatamente, 10 stato di tensione nella parte elastica: o,(f) = ES[A( t)+ 1) y],

Lo stato di tensione nel calcestruzzo, se richiesto, pud facilmente essere ricavato
imponendo P'equilibrio delia sezione, _

Tl procedimento qui iltustrato, pur essendo del tnito rigorose, non presenta difficolta
aggiuntive rispetto ai metodi approssimati (modulo fittizio, modulo fittizio aggiustato), e,
fornendo la soluzione in forma chiusa, si presta ad essere facilmente formalizzato in
procedure utilizzanti fogli elettronici.

Esempio 1. Sezione mista acciaio calcestruzzo

Si consideri la sezione di figura (6.4.5), soggetta ad un momento flettente costante
My =300 KNm applicato a fy = 28 gg. ed al ritiro della parte in calcestruzzo che si
suppone avvenire dal medesimo istante in cui sono stati applicati 1 carichi; il
procedimento, peraltro, non cambia se si considera che il ritiro si sviluppi a partire da
un'eta diversa.

Risuita:
A, = 4800 cm?, S, = —190656 cm?, J, = 7732856 cm®,
Ay =427.5 cm?, Js =3330121 cm?, hy =184 mm?.
Si assume:
Jek =20 MPa, E pg =30 MPa, R.H.=80%, Eq =210 MPa
g, pertanto:

" A =7792.5 cm?, JF = 31043704 cm?.

'

Valutando il ritiro in accordo com il modello MC 90 [2]. si ha:
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(r—28) T’S'

s 103
£)=-0,355 1073 —— 2 __
seslt) =03 [(r—28)+1193

(i autovalori risultano:
coT =0,86129 @ =0,1387
=0,0036 an=0,9964
ed i termini che coTupaiono negh autovettori sono:

d=+39,97 cm, 47 =-99,736 cm
che, con il segio cambiato, rappresentano le ordinate dei punti di Busemann [64].

Valutati con il procedimento delineato nel Capitolo 4 i moduli £; delle R(z,f), in

funzione di R.H., fziz8, Fp, si calcolano le funzioni rilassamento ridotte relative ai valori
di o; sopra riportatl. )
Si ba al tempo finate (pari a 10> gg.):

L FP] _ (1 n3 _ )
7 (10 ,28) =0,777, 7, (10. ,28)_ 0,246
¢ gli integrali /7 e /2 valgono
h=-3184110"%, B =-1585107*
Nel caso in esarme, essendo Ny = 0, A1 e x4 risuitano nulli. Applicando le (6.4.21),
{(6.4.22), si ottengono i risultati della tabella segnente:

Deformezion: nell 'accinio Tensioni nell sccigio [N/mm?]
t=to=Wez Lembosup. | Lemboinf | Lembosw. | -Lemboinf.
Az= 00 pr=322010% em! | 9573107 4196 107 261 8%.12
A3= 0.0 u3= 0.0 - . - -
Totale h
A= JO p=322110% em™ 9.573 107 1 4196 10" 201 8812
Deformazioni peil acciaie Tensioni nell acciaio {‘N!mm2]
t= ta=10%gg Lembo sup. Lembo inf. Lembo sup. Lembo inf.
x2=-1269 107 pz=4.504 10°% 2,607 107 4.598 107 -34.74 96.56
az=-1.959 107 p3 = 1950 10% -2.538 107 53815107 -53.29 1221
Totsle
a=-3228 107 u =6.45410% -s.145 107 5179 107 -108.03 108.77

e ————— e

o~
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A titolo di confronto & stato effettuato il calcolo utilizzando il metodo del modulo
ﬁttizio. Con i dati dell'esempio (RH. = 80%, for = 20 MPa & /g = 184 mm) si

ottiene: (c0,28) = 2,09, per cui il modulo fittizio risulta E; = 9,709 MPa.

1 risultati sono nella tabella che segue, -dalla quale si nleva che il metodo del modu!o
fittizio approssima in modo soddisfacente l'effetto dei carichi, ma sottostima di circa il
15% l'effetto del ritiro.

Tensioni nell ‘acciaio [N/mm|
t=to = 165 gg. -
Lembo sup. Lembo inf.
Eftetto di Mg -3507 96.60
Effetto del riuro -45.95 11.09
Totale -101.02 107.69
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Capitolo 7

J1 Metodo AAEM

7.1 Generalita

Tra i metodi approssimati proposti in letteratura per superare le difficolta computazionali
associate alla soluziomi delle equazioni integrali il metodo AAEM {Age-Adjusted
Effective Modulus), basato sulla conversione delle equazioni integrali in equazioni
algebriche, si & rivelato il pit utile per la soluzione dei problemi dell'analisi viscoelastica
delle strutture [16,61].

Secondo queste metodo, inizialmente proposto da Trost {65,66] e successivamente
perfezionato da BaZant [31,61], si assume che la tensione dopo l'iniziale salto elastico vari
in modo monotono continuo. E possibile, dunque, scrivere l'integrale di sovrapposizione
dell'equazione (2.3.8) nella seguente forma:

ot En(0) = 0e(00)(E, 1) +[ 02 (&) Ga ()] [ — 210) e, ro)%ﬁz%)] -
) C &

- Telo) | gelt)— oe(fp) (7.1
EC,(?_f(t:tO) Ec,aaﬁ'(t;fO)
dove il coefficiente 3(t.2p), denominato coefficiente di invecchiamento, assume
l'espressione: '

1 1 __ Ewy _ Eos (7.1.2)
I-R(t.10)/Ec(t0)  Ec(tg)J(t,70)~1 Ec(l_‘o)"R(f,fo) Ec{to) olt,10)

xtt)=

il modulo effettivo:
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| . 1 E ()

| Ee o (t.tg) = = < , -
| e J(et0)  VH[Eclio)/ Ee] et o) (7.1.3)

ed il age-adjusted effective modulus:
Eeltp)
. Fp adit.ln) = < :
| o I+ 2(0.10) [Ec(t0)/ Ec] plt,t0) .14

L'andamento del coefficiente di invecchiamento & rappresentato in figura (7.1.1).

x{t.to)
1

T gl
0.0 bl T -1 ]
L N s "“——:..:H—'—"—— _____-‘::
0.8 Flln — 2
1 T [Tt |
0.7 R
0.6 - LS T A
0.5 e e <] -
0.4 | o |-
|
0.3 ;
4.2
3.1
o ill
108 10t _ 102 108 104 10% t{days)
RHZ%Z = 50 fek = 30 MFa RAc/u = 260 mm
Figura 7.1.1: Diagramma del coefficiente di invecchiamento y(z,19)
L'equazione (7.1.1) corrisponde esattamente a quella integrale (2.3.8) in tutti i casi

j che provengono da una combinazione lineare di problemi di viscosita (tensione costante,
! deformazione dipendente dalla funzione viscositd) e problemi di nlassamento
: (deformazione costante, tensione dipendente dalla funzione rilassamento). o
‘ Tuttavia, 1'equazmne (7.1.1) pud essere applicata con sufficiente appr0551ma210ne ad
‘ un ampio numero di. problemi caratterizzati da uno sviluppo asintotico della storia di
tensione ¢ di deformazione [16].
Si dimostra, inoltre, che [62]:

b
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dEc( Sy

lim 0.5 I+W LM<

e (7.1.5)

&t

ponendo y(f.tg)=1 nell'equazione (7.1.1), ossia uguale al suo limite superiore, si ricade

nel metodo EM (Effective Modulus), assumendo, invece, 3, t9)=0,5, ugpale al suo
limite inferiore, si ricade nel metodo MS (Afean Sz‘ress)

7.2 I coefficiente di invecchiamento x(t,t;)

In relazione ad ogni funzione viscositd J(f,#p) assunta, i valori del coefficiente di
invecchiamento si possono ottenere dall'equazione (7.1.2), che utilizza entrambe le
funzioni J{t,fo) e R(t,iy).

La determinazione del coefficiente di invecchiamento, quindi, richiede a prior il

calcolo della funzione rilassamento determinata attraverso linversione numerica
dell'integrale di Volterra (Metodo Generale),

Al fini di semplificare il calcolo della #(7,%0) e facilitare la soluzione delle equazioni

integrali, studi recenti hannc proposto espressioni approssimate, ¥, del coefficiente di
invecchiamento de! metodo AAFM, senza determinare preventivamente la funzione
rilassamento.

Una injziale approssimazione, ampiamente applicata nelia pratica progetiuaie,
proviene dalla prima formlazione del metodo sviluppato da Trost [65]: essa consiste
nell'adottare per ¥ un valore costante pari a 0,8, senza tener conto dell'eta di carico #p,
della resistenza del calcestruzzo ¢ della combirazione degli altrl parametri reologici che
riguardano la struttura.

Successivamente fu proposta da Trevino [67] una espressione approssimata,

z=x(to), del coefficiente di invecchiamento, che prende in considerazione
esclusivamente l'influenza dell'etd iniziale di carico #y, supponendo trascurabili gli effetti
della durata del carico.

Questa considerazione, in riferimento alla fonzione viscosita del CEB MC 90 [2], fu
sviluppata in seguifo nei lavori di Chiorino [68] ¢ Chiorino-Lacidogna [53], dove & stata
proposta una funzione di interpolazione dei valori esatti a lungo termine del coefficiente di

invecchiamento ;{(3-104,1‘0) (quando, cio, il fenomeno della viscositd ¢ completamente
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esaurito} attraverso il metodo dei minimi quadrati, utilizzando ur'ampia serie di risultati
numerici ottenuti dall'equazione {7.1.2).
L'espressione proposta & la seguente:

s (7.2.1)

73104, 19) =

Essa fornisce una stima approssimata del coefficiente di invecchiamento a 3.10%

glorni, in funzicne di tg, descrivendo l'andamento medio del fascio di curve 3(3 v104,t0)
ottenuto al variare dei parametri reologici: umidita relativa R /., resistenza specifica del

calcestruzzo fof, spessore fittizio 2.4, fu = hy, figura (7.2.1). L'equazione (7.2.1) & stata
proposta in [53,68] ed adottata nel CEB Model Code 1990, § 5.8.4.3 [2].

g X(3010% )

\ i ]
Pl i :5 T.Iin =
3 7 T EEd 75
10! 12t 163 AR RET AR CLME

Figura 7.2.1: Andamento del valore a Iungo-termine ,,«5(3-104,1‘0) del coefficiente di

!

invecchiamento per il modello di viscosith CEB 1990, in funzione del

tempo fo. Le curve 1 e 3 corrispondono rispettivamente ai pit bassi ed ai pid
alti valori del coefficiente di viscosita, mentre la curva 2 & ottenuta
dall'equazione (7.2.1).

In un lavoro successivo [54], esaminando i diagrammi ;5{3-104,1‘0); rappresentati

come funzioni di #g, tenendo costanti i valori di due parametri reologici umidita relativa e
resistenza caratteristica del calcestruzzo, & stato messo in evidenza come la famiglia di
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curve ottenute al variare dello spessore fittizio. A, segua l'andamento della funzone

rappresentata dall'equazione (7.2.13, Curva 2 nella figura (7.2.1), ma per bassi valori di #
la banda di curve diverga alquanto dalia Curva 2; inoltre, all'aumentare del tempo iniziale
di carico le curve tendono tutte asintoticamente ad 1.

Per minimizzare questa divergenza, & stata proposta una espressione approssimata per

1(3-104,r0), che prende in considerazione una produttoria di termini, ciascuno funzione
di un singolo parameiro reclogico [34].

I primo termine coincide con l'squazione (7.2.1) e rappresenta il comportamento
medio, mentre ghi altri tre termini  sono da considerarsi dei coefficienti correttivi.

Le verifiche numeriche eseguite sulla funzione hamnno mostrato che il metodo
proposto, sebbene sufficientemente valido per £ > 14 giorni, conduce ad errori percentuali
non trascurabili (~8%) per fg =3 giorni. ,

E stata proposta, quindi, una nuova funzione del coefficiente di invecchiamento,
introducendo nell'equazione (7.2.1) un coefficiente corretiivo #, funzione dei tre parametri
reologici, R. /., for € hp.

7.3 Espressione approssimata, 7%, del “coefficiente di
invecchiamento

L'equazione (7.2.1) rappresenta con soddisfacente approssimazione l'evoluzione del fascio

di curve di figura (7.2.1) in funzione del tempo 19, trascurando la dipendenza dal tempo #
sulla base di comprovate considerazioni sulla limitata influenza della durata di carico
{(t—1g). '

Tuttavia, la sua curvatara non riflette l'influenza degli altri parametri reologici, R.H.
Jek € hp. La divergenza di ciascuna curva da quella media, figura (7.2.1), pud essere
minimizzata riscrivendo l'equazione (7.2.1) nella seguente forma generale:

Uh

9
o (73.1)

.5
n+i;

#310%,10) =

[}

dove, fissando 7y, n viene calibrato in relazione ai parametri reclogici.

L'equazione (7.3.1) ha un asintoto orizzontale uguale a 1 per z) — oo, ma la pendenza
Iniziale ¢ definita dal ‘nuove coefficiente correttivo #. 1 punti della funzione (7.3.1)
tenderanno, perci6, a coinciderc con quelli delle funzioni da approssimare quando »
assumera 1 valori numerici che rendono il valore iniziale della (7.3.1), per #; =3 giomi,
ugnale a quelli delle curve del tipo rappresentato nella figura (7.3.1).
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Figura 7.3.1: Andamento dei valori finali del coefficiente di invecchiamento per /g
variabile, R. H.=50%, f.z =20 MPa ' :

In termini matematici si scrive:

#3-10%,10) = 23-10% 1)
e dall'equazione (7.3.1) si ottiene:

IO’S
Oz =#3-10%10),

. 111+z‘0>3

nella quale, introducendo #y =3, si ottiene il valore di » in fanzione di R.7., /o e k-

tg?5[1 — (3104 10 )]
Sy v e 732

Diagrammando » come funzione di /¢ e ponendo R.A., fox costanti, si nota che le
curve determinate dall'equazione (7.3.2) hanno un andamento crescente ed i loro valori
sono compresi tra un minimo 0,477 per alti valori della deformabiliti viscosa
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(R.H.=350%. fer = 20 MPa, iy =50 mm) ed un massimo di 2.066 quando la deformability

viscosa ¢ bassa (R. .= 80%, for = 50 MPa, fiy = 1600 mn). figure (7.3.2)-(7.3.8).

Nei calcoli pratici, per determinare il coefficiente » dell'equazione (7.3.1), & possibile
leggere direttamente il valore di # dai diagrammi delle figure (7.3.2)«(7.3.9) una volta
fissati i valori di R.F., f,y ¢ dello spessore fittizio #g.

Tuttavia, effettuando um'analisi funzionale [69] delle curve che forniscono il
coefficiente n, ¢ possibile ottenere un'equazione semplice dal punto di vista analitico ed
efficace nelle applicazioni, che approssima n in funzione di tutte le combinazioni dei
parametri reologici.

Inizialmente, €& stata utilizzata come curva di riferimento quella corrispondente a

RH.=50%, fo =20 MPa, Curva (a) della figura (7.3.2), appartenente alla famiglia di
funzioni esponenziale del tipo [70]:

Y=aXxbeX
per la quale si ricava, applicando il metodo statistico dei punti selezionati, la seguente
espressione:

Jathp)=0,13 /?é/3e_(10_4 k )

valida per 30 = 7y < 1600,
L'analisi statistica condotta anche sui parametri RH. ¢ fzx [32,56] conduce poi alla
seguente espressione per i1 coefficiente a:

1- R;H.
0

n= falhy) [H[ J-fb(ho)ilf(fck) (7.3.3)

13 107 o) (7.3.4)

Ja(hp)=013 1" ¢

7.3.5
fo (i) =—0,772+2,917-10% 1y (7.3.5)

F(Fer)=0,772+0,0114 /1 (7.3.6)
valida per: 30% < R. H.<80%; 20< for 550 ¢ 30 < by <1600,
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7.4 Espressione approssimata della funzione rilassamento
ottenuta dalla y
Introducendo nell'equazione (7.1.2) Il'espressione algebrizzata del coefficiente di

invecchiamento [54,55], & possibile ottenere una forma approssimata della funzione
rilassamento:

Rt 10) = By |- L0 )= (74.1)
U b+ Z[Ec(0) (i0)-1]

Nelle figure (7.4.1) ¢ (7.4.2), l'evoluzione delia ﬁ(r, rp) ottenuta dalla (7.4.1) viene
comparata con quella esatta proveniente dall'inversione della funzione J(#,19) del CEB
Mode! Code 1990 [2]. )

Dai diagrammi si nota come la funzione approssimata R(r,zp) descrive in modo
congruente l'intero sviluppo della funzione rilassamento R(#,#p} (massima deviazione per

tempi intermedi minori del 4,5%), mentre i valori a lungo termine somo praticamente
sovrappouibili (errori <1%).
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Figwa7.4.1: Andamento  della  funzione  R(z.7p). parametri  reologici:
R.H.=50%, for =20MPa, iy =50 mm '
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Conclusioni

L'analisi viscoelastica lineare per i materiali invecchianti, che si utilizza per la valutazione
degli effefti strutturali della viscosita e del ritiro del calcestruzzo ¢ generalmente basata su
modelli del materiale che specificano la funzione viscositd in relazione ai parametri fisici
del problema, come 1'umidita relativa, la resistenza specifica del calcestruzzo e lo spessore
fittizio dell'elemento.

In questa tesi, in modo duale, & stato formulate un modelle in grado di rappresentare
il comportamento viscoso del calcestruzzo in termint di fanzione rilassamento [59], che
wiilizza quali dati di ingresso gli stessi parametri reologici che vengono impiegati nefla
previsione della funzione viscosita det Codice Modello CEB 90 {21.

Le due formulazioni sono tra loro equivalenti poiché soddisfano con ottima
approssimazione il legame integrale tra la fanzione viscosita e rilassamento.

Tuttavia, il modelio di rilassamento ottenuto dalle catene di Maxwell ¢ regolato dalle
equazioni costitutive differenziali, consente la elaborazione dei problemi strutturali
secondo modalita pin semplici delle procedure basate su relazioni costitutive integrali.

Esso conduce, inoltre, all'applicazione di algoritmi risokventi di tipo passo-passo che
non richiedono la memorizzazione delt'intera storia di carico [26].

Questa procedura, infatti, & stata utilizzata per la soluzione di strutture soggetie a

variazione dello schema statico [16,20)] determinando la funzione integrale &t,1,1p) con
precisione e con il minimo impiego di memoria.

Il modeilo di rilassamento € stato poi applicato at Metodo delle Funzioni Rilassamento
Ridotte, R*(r, tn), presentando un metodo analitico per la determinazione in forma chiusa

delle R*(t,ty) che risulta di buona precisione [60].
Nell'ambito dei metodi algebrici [61] & stata presentata, una Espressione Algebrizzata

del Coefficiente di Invecchiamenfo ¥, proposta nel 1992 [36] e poi adottata dal CEB,
Bulletin d'Information No. 215 [32].

Ulteriori sviluppi-di questa tesi potrebbero rignardare l'analisi di elementi strutturali
sollecitati oltre il limite delle tensioni ammissibili, prendendo in considerazione il
coefficiente di viscositd non lineare definito nel Modello CEB 90. Altri aspetti di non
Linearitd potrebbero ancora essere affrontati considerando gli effetti della viscositd nelle
sezioni fessurate in cemento armato. ’
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Un altro importante campo di applicazione potrebbe, infine, riguardare I'elaborazione
di programmi di calcolo ad elementi finiti per la discretizzazione di strutture
bidimensionali, adottando modelli di previsione. della viscosita pit raffinati che tengano
conto del reale comportamento microstrutturale del calcestruzzo come avviene nella leoria
della diffusione [8,25]. .
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