
����������� 	
������ ������ ��� � ������������ ��� ���
� ��� �������� � ���� ��
����

���� �� !"#"#$ "�%"�
∗&�'� � ( )*""#

†+,-, ./01 234 536 3/789 :30;37< = />? ;@0< A, BCDEF
�#G

H�#'"I J'KK!#
‡+/;L@0/2 M06;L;N;3 @O , 37@6?/83< = />? ;@0< A,

PQR RSTUVWXYZ [X\R]YWY[ VQR ^R_R`R]UVWXY UY^ XZ_W``UVWXY Xa U b`TYV bX^c dX\WY[ U`XY[U e`UYU] V]Uf R_VX]c U]R ]RgRhe]RZZR^ WY VQR aX]d Xa VQR iT`R]gjUT_Qc RSTUVWXY k l Y UYU`cVW_ZX`TVWXY Xa VQWZ RSTUVWXY ^RZ_]WbRZ VQR XZ_W``UVWXY Ude`WVT^R []XmVQ UY^ a]RSTRY_c ^W`UgVWXY m WVQ VWdR aX] U ZVUVW_U``c ZVUb`R ^R_R`R]UVWY[ bX^c m WVQ _XYZVUYV eWV_Q ^UdeWY[ k PQRXZ_W``UVWXY QWZVX]WRZ aX] ZR\R]U` _XYZVUYV eWV_Q ^UdeWY[ \U`TRZ n e]R^W_VR^ bc VQR ZX `TVWXYXa VQR iT`R]gjUT_Qc RSTUVWXY U]R _XdeU]R^ VX opqP ZWh ^R[]RRgXaga]RR^Xd rsgtXu v V]Ugf R_VX]c ZWdT`UVWXYZ k PQR ZWdT`UVWXYZ TZR ZWde`WwR^ UR]X^cYUd W_ _XRx _WRYVZ dUV_QWY[ VQRiT`R]gjUT_Qc Uee]XhWdUVWXYZ k l[]RRdRYV bRVmRRY VQR dX^R` e]R^W_VWXYZ UY^ ZWdT`UVWXY]RZT`VZ U]R Rh_R``RYV k iT`R]gjUT_Qc _T]\RZ U]R U `ZX wV VQ]XT[Q YXY`WYRU] sgtXu ZWdT`UVWXYZUY^ bU``WZVW_ ]UY[R ^UVU VX W^RYVWac ZVUVW_ ZVUbW`WVc UY^ eWV_Q ^UdeWY[ _XRx _WRYVZ k PQRdX^R` WZ ZQXmY VX _`XZR`c wV VQ]XT[Q VQR ^UVU eXWYVZ UY^ _UeVT]R VQR bRQU\WX] Xa VQR b`TYVbX^c XbZR]\R^ WY ZWdT`UVWXY UY^ RheR]WdRYV k PQR RhV]U_VR^ _XRx _WRYVZ U]R WY ]RUZXYUb`RU[]RRdRYV m WVQ QW[QR] w^R`WVcn YXY`WYRU] eU]UdRVR] W^RYVWw _UVWXY ]RZT`VZ k u WYU ``cn U YXY^WgdRYZWXYU` \R]ZWXY Xa VQR iT`R]gjUT_Qc RSTUVWXY WZ e]RZRYVR^ UY^ ZQXmY VX bR U ZWde`R UY^RyR_VW\R VXX ` aX] ^RZW[YWY[ ^cYUd W_U ``c Z_U`R^ RheR]WdRYVZ aX] ^R_R`R]UVWY[ b`TYV _UeZT`Rz W[QV k
{|}~�������~

A ��������������� �������� NI ����� �� ���� I �� ���������� I
CA ����� ����� ���� ����� Nm ����� �� ���� m �� ���������� m
CD ���� ����� ���� ����� Nρ ����� �� ���� ρ �� ���������� ρ
CL ���� ����� ���� ����� S ��������� ���� = π

4
d2

Cm �������� ������ ���� ����� s ����  �� ���� 
Cmq

+ Cmα̇ �����  ������ ���� ����� t ¡�� �
CN ¢��� �� ����� ���� ����� £����
d �������� α ���������������
Fx ��� �������� �� ��� ����� γ ¤����� ���� �����
I ¥����� �� ������� δ ����� �� ��� ��������
M ¥��� ���¦�� θ ����� �����
m ���� µ §�����¨����©  ������ ��������
Nd ����� �� ���� �� �� d �� �� �������� d ν §�����¨����© ���ª����© ��������

∗«¬®¯°±²¬ ³´µ¶´¬¬ · ³¸°¹®±º¶®´ »¼¯º¬½ ¯ ³´µ¶´¬¬¶´µ ¾±´²¿ · À ¬½Á¬ «Â««
†«¬®¯°±²¬ ³´µ¶´¬¬ · ³¸°¹®±º¶®´ »¼¯º¬½ ¯ ³´µ¶´¬¬¶´µ ¾±´²¿ · À ¬½Á¬ «Â««
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£���� È���� É  Ê ��¦�������
ξ ������  ������ ���� ����� 1, 2 ¡�� � �� ����
ρ ������© f ¤���� ��� ������
ψ Ë�������� ����� ©�Ì ����� i Í������ ��� ������
ω Î���������� ���ª����© È�� Ï�Ê o ¨������� Ð������©

Ñ Ò Ñ���|Ó���Ô|�
Ë�������� ����� ������� �� � ����� � ���� ��� � �����© ��� ��� ���  ©��� �� ���� ©��� �� ��������������� �� ¦����¦� ��� ��  ����� ���Õ ������� Ö ¡��� ���� ����� �ª�� ��� ��� ¦ ���×� �� ������� ���� Ø©��� �� ��� Ì ��� �� ������Ù���� Ú ����� �� ������� ��©��� � ���¦��� ���� ��� �����¦�� Ì ��� Ì ��  ������� Ö Û�Ì�Ð�� Ú ���  ��� �� �������� ¦�������� ����� ���� ���� ��� �� � ��� ����������  ��  ���� ������ ��� ���� �����  ����������� Ì ��  ������������ª��� Ö ¡� �¦���� ��������  ������  ���Ð���Ð�� Ú ��� ��� ����©��� ��� ���� ������ ×����� ���Õ �����©����������� ������� ��� ������Ð��© ��Ì  ��� ������ Ö Î���� Ú �� ��  �� ���� �� ��� �Ð�� ª��������Ð� ������ �����Ì ������ ����  ������  ����©��� Ú  �� �� ��� ����  Ð�������� �� ��Ð���� ����� ����� �Ð�� ��� ������ �� � ¦������������� ���� Ö Ë ���� ¦� ��� �� � ¦�������� ����� ����  ��������� ���� �©Ú ��  ©��� �� �������� ����� ��� � �©Ö ¡��� ��� ��  ©��� �� �������� ������� �� �� �������� �� ����������� ������� � ���� �� �� ��� ���� �� �� �� ������Ì�� ��  ���©  �� �� ���  ©��� �� ���¦����© �� � ¦� ©Ö ¡�������� Ú �� �� Ð��©  �� ���� �� ����� ��© ������ ������¦��� ���  ©��� �� ���¦����© �� � �� �� ���� ��Ì ¦�������� �����  ��� Ö ¤�� ��� ª���� �������������� �� ¦�������������  ��� �� Ì��� �� ���  �������� ¦�������� ����� ���� � ������� È��� ��� �� �� ����� Ð��� ������ ��  ������������������ ��Ê Ú �� ��  �����¦�� �� ��Ð� � ������ �� �� ���� �������� ����������� ���Ì��  �� ��  ����������� ��  ©��� �� ���¦ ����©Ú �� Ì��� �� ���  ������� �� ��� ����������� ���ª����©  �� ��  ���������  ©��� �� �������� Ö¨���� �� ��  Ü����Ý  �����¦ �  ��Ì ¦���� �������� Ì ��� ���������  ©��� �� �����¦������� È�� ����  �� ��Ì������ ��   ����  �� ����� ������Ê Ì ��� ����� � ��� �� �©��� Ú ����������� �� �� ������� � Ì���� ���  ���� ��  �� ����  ������ �� ��� �� �ª����¦���� Ö Û�Ì�Ð�� Ú ��� � ���� �©  ����������� �¦Õ ��� Ú ���  ©��� �� �������� ������� � ���� ���� �ª����¦���� ��  �� ��  �� ���� �� � �����© ���� � ��� �� �©��� Ì ������  ������  �������������©��� Ö¡�� �� �� ��������  ���� ��� ���� ��� ����������� ������� � ���Ì�� �� �  ����������� ¦� ©Ö �� ��������� ���� ��� ����Ð� ����¦����© �� ��������  ��� � �©� ���� ¦ �����¦� ©Ú ¦�������������� ���� ���� Ú  ������������ ����������Ð ��© �� �����  ������ Ð����� Ö ¡���� �� �� ��� ������� ��� �������  �� Þ���¤ ���Õ �����© ��������������� ��� ������×�  ���� ©��� ��� Ú � ���� ��� ��� ������ �� ������ � � � ��  �Ð���� ��� ����©��� �������� Ö ¡��� Ú��� �� �� �� ×� ������� � Þ���¤ ���Õ �����© ���������� �� ��� ���� �������� ���Ì ��� ���� ��� ¦���Ð������ ����  ¦© ��� ������ �� �� �� �� ��������� ������ ��� Ì ��� � ������ × ����© ���������� ����� ������������� ©��� ��� Ö ¡�� �� �� �� ���� ���  �� ������� ���� ©��� �� ���� ������ ¦© ×����� ��� §�����¨����© ���Ð�������� ��Ì ¦�������� �����  ��� ��������  ��� ��� ¥ ��� §���������� ��Ð�� È¥§�Ê ����© ����� �� Ö ¤ �����©Ú��� ��Ð������ �ª������� ��� ��� �� ���������ß�  �� ���������� ��Ì ����� ��� ������ �� � ��Ì ��© ����� �����Ì ��� ��� ��� � ������ �� Ø ���� ��� ������ Ì ��� � ��� �� ��� ������� ��  ©��� �����© �����  �� ��� ���� ¦ ���Ð�Ð��© ��� �����© �� ���������� Ð������� Ö ¡�� �� �� ���Ð�� �� ¦� ������ �� ��� ������ ����������� ¦���Ð��� �Ð�� ������Õ �������� ���� Ú �� ������� Ú Ð ������ ��� ����������� ���� Ì��� ��ª����  ��� �� ����©��� �������� Ö

Ñ Ñ Ò àá���Ô|�â |ã ä |�Ô|�
¡�� ������ �ª������� �� � ����� ��� � � �������© ���¦ � �� ¦�������� ����� �� �� ��� ��Ð�� ¦© §ª������� å������� æ Ö §ª������ å  �����¦�� ��� ��� �� ��� ������ ������ �� ��� ¦� ©Ö §ª������ ç  �����¦ �� ��� ������ ��Ø ���� ���� ����� Ú γ Ú  �� �� ���� Ú ���Ð��© ��  ����������� ������ �� ��� ¦� © ���Ð�� �����  � ������ Ö §ª������æ  �����¦ �� ��� ���������� �������������  �� �� ��� ��� �� ��� ������� Ú ������ ��   ©��� �� Ú ������ �� ���Ð������ Ö ¡���� �ª������� ��� Ð���  ��� � ��Ì �������� ��� Ð������ �� �� ��� ���������������� Èα ������ �� ����© �������� 30◦Ê Ö Í� �� ����� �  ���� ���� ��  �������� ������ Ð��© �������© Ì ��� ��������������� Ú  ��� �� ��������Ì ��� ��������������� ��  ��� ���� ©��� �� ���� ������ ��� ��Ð������ Ì ��� Ð������© Ï¥ ��� ���¦�� Ö

V̇ = −
ρV 2SCD

2m
− g sin γo ÈåÊ
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γ̇ =
ρV SCL

2m
−

(

g

V
−
V

R

)

cos γo ÈçÊ

θ̈ =
ρV 2Sd

2I

(

Cmq

θ̇d

2V
+ Cmα̇

α̇d

2V
+ Cmα

α

)

ÈæÊ
é ����

θ = α+ γ Èê Ê
¤��� ����� �ª������� Ú ¨���� �� ��  Ü����Ý  ���Ð�  � ������ �ª������  �����¦��� ��� ����������� �������� � ���Ì�� �� � ¦���� ������� ���Ð����� �� � �����  �×��  ¦© ��� Ð��� ���© ��  ���Ð��© Ð������ Ì ���  ��������� ��� �� ���� ��� Ð����¦ �� Ö ¡�� �ª�������  �Ð���� �  ���� Ì ��� ���� ��� � �� ��� �� ���� ��� Ð����¦ �� Ö¨���� �� ��  Ü���� � � � ��Ð���� �������© ��� ����������� Ð���  ��� ¦�������� ����� ������� È��  ���� ���� ����������© ����© Ê ���� Ì ��� ����� ¦� �� � �� �� �� ����©��� Ö ¡���� ����������� Ì ��� ¦ � ����  �� ��� �ª�������� ���  �Ð���� �  Ö ¤ ���� Ú �� �� ����� �  ��� Ð������ �� ��� ���� ���� ���� Ð��� ���© �� �� ���Ð����� �� � �����Ø ���� ���� ����� Ö ¡��� � ���� ��� ���Ð��© ���� �� §ª������ å �� �� ��� ��  � �© ¦� ��������  Ö ¡�� �����  ���Ð���Ð� �� §ª������ ê Ì ��� ���� ��� �� ��� � �� ��Ì ��¦�������  ���� §ª������ æ Ú ����� ��� ×���  ���Ð���Ð��� §ª������ ç ��� γ̈ Ö ¡�� ���Ð��© ���� ��  ����������� ������������ ������¦������ �� γ̈ ��� �� ��� �������  ����� ������¦�����  �� �� ���� ��  ��� ��������� ��������  Ö §ª������ æ ¦���� �� ë

α̈+

(

ρV S

2m

)2

CDCLα
α+

ρV S

2m
CLα

α̇ =
ρV 2Sd

2I

(

Cmq

θ̇d

2V
+ Cmα̇

α̇d

2V
+ Cmα

α

)

ÈìÊ
¡�� �����  ���� �� ��� �Û� �� §ª������ ì Ú Ì ��� ��� ���������� �� ������ Ð�������� �� CL Ì��� α Ú � � �×����� ���ª����© �� ����������� �� ��� �©���� �������©Ú ¦�� �� �� ��� �� ���� ����������� ��  ��� ¦� ��������  Ö ¡������� ���� Ú θ̇, ��� ¦� ��������  �� ���� � �� α̇ ��  γ̇ ����� ��� ×���  ���Ð���Ð� �� §ª������ ê Ö ¡�� ×��� ������ ��� �Û� �� §ª������ ì �� ���� ë

Cmq

θ̇d

2V
= Cmq

(

α̇d

2V
+
ρSdCL

4m
+

1

2

(

g

V 2
−
d

R

)

cos γo

)

ÈÞÊ
� �� �� ��� γ̇ ���� � �� §ª������ Þ ��� �� ��� ��  � �© ¦� ��������  �� Ì��� Ö §ª������ ì ���� ¦���� �� ë

α̈−
ρV S

2m

(

−CLα
+
md2

2I

(

Cmq
+ Cmα̇

)

)

α̇−
ρV 2Sd

2I
Cmα

α = 0 ÈíÊ
¤�����©Ú ��� �� ���Ì ��� �� ��� ��������������� Ú ��Ì �������� ��� ÈCN � CAÊ �������� ������ ��� � � � ë

CD = CA cosα+ CN sinα ≈ CA cosα ≈ CA

CL = CN cosα− CA sinα ≈ −CAα

CLα
≈ −CA











ÈîÊ

��  §ª������ í ¦������ ë
α̈−

ρV S

2m

(

CA +
md2

2I

(

Cmq
+ Cmα̇

)

)

α̇−
ρV 2Sd

2I
Cmα

α = 0 ÈïÊ
§ª������ ï �� �� ��� ��� � ���� �� ����  �Ð���� �  ¦© ¨������ ��  Ü���� Ú ��������  �� � �������� �� ��� ������� ����  ������� Ö � ���� ��� � �������� Ð��� ���© �Ð�� ��� ��������  ����� Ú ���� §ª������ �� �� ��� ���� ë

α̈+ 2ξα+ ω2

oα = 0 ÈåðÊ
��  ��� � �������� �� ��� ���� ë

α = Ae−ξt cos(ωot+ δ) ÈååÊ
¡��  ������ �������� Ú ξ Ú �� �� �� �ª������ �� ë
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ξ = −
ρV S

4m

(

CA +
(

Cmq
+ Cmα̇

) md2

2I

)

ÈåçÊ
¤�� ¦���� ¦� © ���¦��� � Ú ��� ���� ����� �� ���  ������ ���� �� ���� �� ����� ���� ���� �� ��� ������ � ��������� Èξ2 � ω2

o Ê Ö ¡�������� Ú ��� ���ª����© �� ����������� Ú ωo, �� ë
ωo =

√

−
ρV 2Sd

2I
Cmα

ÈåæÊ
¡�� ��������� Ú A ��  δ ���  ����� ���  ���� ¦��� ��© ��� ������ �� � ��Ð�� ���¦��� Ö§ª������ åå ��� ���� ���� � ¦���� ¦� © Ì ��� ��������� �� � ���ª����© ������������ �� ��� �ª���� ���� ����� ����������  ©��� �� �������� ��  ������ ���¦ ����©Ú ��  ��Ð�����© ������������ �� ��� �ª���� ���� �� ���¦� © É� � ���������������� �¦��� ��� � ���� ���� Ö ¡�� �ª������ ���� ��� ���� ���� ��� ��������������� �� �¦� © ���Ì � ��  ���©� ������������©Ú  �� �� ���  ©��� �� ���¦����© È��� � �������� Ð��� ���© ���������� Ú ��� CA�Ù��� ��  ������ �����  ¦� �������� Ê Ö ¢�Ì Ú �� ���� �������� �� ��� � �������� Ð��� ���©Ú �� �� ��� � �ª������� ��� ������ �� ������������ ��� ¦ ���Ð��� �� � ¦�������� ����� Ö ���������� ��� ��� �������  ����������� Ú ������������� ���� �� ��� �������� �� ��� ������ �ª������ ������� ���� ���� �� §ª������ ååÖ �� �ª����������������� ��� �  ����������� ¦� © Ì ��� ¦ �  �Ð�����  ���� Ö � ���� ��� � ��������  ��� ����� ��  ���������� �����©Ú ��� ��� � �� ���Ì ���� ��� Ð��� ���© �� ������� �� ����  ¦© ����������� ��� �� ��� ����� �Ð�� ��� ��� ������Ð�� Ö ¤�� � ¦� © ���� ��  ����������� �����×�����© �� Ì���� ��� ���Ð��© Ð����� �� ��� ������© ������  Ì ������  �������� �� ���Ð�� Ú ��� �� ��� ����� �ª������ �����© �ª����� ��� ���� ©��� �� ������ Ì ��� ���  ������������� ��� ¦� © ë
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2
ρV 2SCA Èåê Ê
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ÈåìÊ
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1
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ÈåÞÊ
¤�� ��� �� ���� ����� ��� ������� ��� ������ ��  ����� ��� ��� ������� Ð��� ���© Ì�� Ð��© ����� Ú

1

Vi

�
1

V
ÈåíÊ

§ª������ åÞ ���Ì � Ð��� ���© �� Ð��© �������������© �� ��� ��Ð���� �� ��� � ë
V =

2m

ρSCAt
ÈåîÊ

��¦��������� �� �� ���������� ��� Ð��� ���© ���� §ª������ ï ©��� � ë
t2α̈−

(

1 +
md2

2I

(

Cmq
+ Cmα̇

)

CA

)

tα̇−
2m2dCmα

ρSIC2

A

α = 0 ÈåïÊ
§ª������ åï �� �� ��� ���� ë

t2α̈+ 2ξtα̇+ ω2α = 0 ÈçðÊ
¡��� �� ��� §�����¨����© �ª������ Öò ¤�� ��� ���� ©��� �� ���� ������ ��  ���� ���� ������ �� ¦���� �������� Ú��� �������������� �ª������ �� §ª������ çð ��� ������� ���Õ����� ����� Ö ¡�������� ����  �Ù�������� �ª��������� � �������� �� ��� ���� ë

α = Atµ cos(ν ln t+ δ) Èç åÊé ���� A �� � ��������  ����� ���  ¦© ��� ��������������� ����������� ������� � �� ��� ¦��� ��© ��� ��������  ��� �������� δ �� � ����� ���  ����� ���  ���� ��� ¦��� ��© ��� ������ Ö ¡�� ���� ������ µ ��  ν ��� ����� ���  ¦© ���Ð��� ��� ��� ����� �� ��� �������������� �ª������ �� §ª������ çð Ö ¡�� ���� ����� Ú µ �� ë
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µ =
md2

(

Cmq
+ Cmα̇

)

4ICA

+ 1 ÈççÊ
¤�� � ¦� © Ì ��� Cmq

+ Cmα̇
= 0 Ú ������������ Ì ��� ���Ì ��  ����� ���������� �� ��� � ÈαAmp ∝ tÊ ��Ð��� ���©  �������� ��������� �����©Ö ¡�� CA ������¦����� È�� ������ �� ����� �� −CLα

Ê �� ���  ������ ������ §ª������ ï ������ ����������� ������� � ���Ì�� �Ð�� Ì ������ � ������¦����� ���� ��� �������  ©��� �����¦ ����© ���� ����� Ö¡�� ���� ����� ν �� ë

ν =

√

µ2 −
8m2Cmα

πρdIC2

A

ÈçæÊ
�� Ì ��� ��� �������� Ð������© Ð������ Ú ��� ��� ���� ©��� ��� �� �©����� ¦���� ¦� ��� Ú ���  ������ ���� ��§ª������ çð �� Ð��© ����� �������  �� ��� ������ ���¦����© ���� Èξ2 � ω2Ê Ö §ª������ çæ ���� ¦������ ë

ν =

√

−
8m2Cmα

πρdIC2

A

=

√

−
2m2dCmα

ρSC2

AI
Èçê Ê

¡��� ���� ����� Ú ν �� � ���ª����© �� ����������� Ú ���������  ¦© ��� ������� ��� �� ��� � ������ ���� �����©��� � �� �� §ª������ ååÖ �� ×��� ������ Ú ��� ���ª����©  ��� ��� ���� �� ��Ð� ��� ��� �  ���� ���� �� ©��� �� �������� �� ��� �������� Ð��� ���© ���ª����©Ú ωo È§ª������ åæÊ Ö Û�Ì�Ð�� Ú ��� ���� ����� Ú ν Ú ��� ¦������������  �� ���Ð� � � ���� �������Ð� ���������� Ì ��� ���� �������� Ð��� ���© ���ª����©Ö ¤�� ����  ��������� Ú� �������� ��������� Ð��� ���©Ú Vo Ú �� ����� ���  ���� ��������� � �� ��� �������� Ð��� ���© ���ª����©Ú ωo Ö ¤���  ����������� ¦� © ��� ���� ��������� Ð��� ���© ���� ���������  �� ��� Ð��� ���© �� Ì���� ��� ¦� © �� ���Ð������� � ���������� ��� � Ú to Ö��������� ��� �������� ��� Ð��� ���© È§ª������ åîÊ Ú ���� ��� �� ��� ��������� Ð������©Ú Vo Ú �� ��� � Ú to Ú Ì���Ð� ë
V 2

o t
2

o =
4m2

ρ2S2C2

A

ÈçìÊ
��¦��������� �� �� Ð������ �� ��� Ð��� ���© �ª������ ���� §ª������ çê ©��� � ë

ν =

√

−
ρV 2

o SdCmα

2I
t2o = ωoto

¡�� §�����¨����© �������� ���� ¦������ ë
α = Atµ cos(ωoto ln t+ δ) ÈçÞÊ

¢�Ì Ú � ���������� �� ��� ����������� ���ª������� �� � �������� Ð��� ���© ¦� © �� Vo ��  �  �����������¦� © �� �� ������ ������� Vo ��� ¦� � � � Ö ¡� �������© ��� ���ª����© ���������� Ú �� �� ����� �  ���� ��� ������ ��� ���� �©���� �� ���� ���� ����������� ������� � �� �������� Ì ��� ��� � Èξ = 0, ��  µ = 0Ê Ö é ����� �� ������×������ Ú ��� �����   ���Ð���Ð�� �� �ª������� åå ��  çÞ  �Ð� �  ¦© ��� ���� ���� �ª������� ©���  ����ª���� �� ��� ����������� ���ª������� Ö ¤�� §ª������ åå Ì ��� ��  ������ Ú Ì� ��Ð� ë
√

−
α̈

α
= ωo ÈçíÊ

��  ��� §ª������ çÞ Ì ��� ��  ������ ë
√

−
α̈

α
= ωo

to
t

ÈçîÊ
¢��� ���� §ª������� çí ��  çî ��� ����� Ð������� �� §ª������� ï ��  åï Ì ��� ��  ������ Ö � � �  �����������¦� © ������ ������� � ��Ð�� Ð��� ���© È�� t = toÊ Ú �� Ì ��� � ���� ������© ��� ���ª����© �� � �������� Ð������©¦� © È� Ö� ÖÚ � ����������������� Ì ��  ������ � � ��Ê Ì ��� ��� ��� � � ��� ���������� ��  �� ��� ��� � Ø�Ì��� ������ Ö ����� �� ���� ��� � Ú ���  ����������� ¦� © Ì ��� ��������� �� � ������ ���ª����©Ú ��  ����� ������ª����© Ì ���  ������� Ö ¡��� �� ���������� Ì ��� ���  ������� ��  ©��� �� �������� ��� �  ����������� ¦� ©Ö
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¡�� §�����¨����© �� ��  �����¦��� ��� ����������� ������© �� �  ����������� �¦Õ ��� ��� ¦� ���  �� ����¦�� �� ������������ Ö ¡��� ������� Ì ��� ���������� ��� � �������� Ö ¤ ���� Ú ��� ��� ����Ð� ����¦����© Ì ��� ¦ ����Ì� ������� � ������×�  ���Õ �����© ���������� �� Ð����© ��� �� �� Ì ��� � Ð��� ���  ���������� �� � Ö ¢������ �� �� Ì ��� ¦ � ×� �� �Ì� �����× ����©  ��� ���� ö � ���� Þ���¤ ���������� ��  ¦�������� ����� ������� ����� ��� Ö ¡���� ×��  ���������� ��� �� �� ��� ¦� ���  ��� ������ ����© ����� ���� � ����× ������ ��  ����� ����������� ���� ����� ����� ���� �� ��������� ���� ©��� ��� Ö ¤ �����©Ú � ��� �����������ß�  Ð������ �� ��� §�����¨����© �ª������ Ì ��� ¦ � ���  ��  ����� �  ©��� �����© �����  ���� ������� �� � ���� ���  ©��� �� ¦���Ð��� ��� ���������� Ð�� ���� �� � ����������  ����� ����� Ö¡� ���Ð� §ª������ ç åÚ ��� ���� ������ ÚA ��  δ ���� ¦ �  ����� ���  Ö Ë��� ��© ��� ������ �� ��� ¦ ����������  ��  ������ �� ���  �����  �������� ����� ���� ¦ � ���Ð� �  Ö ¡�� ���������� ���� Ð������© �� ��� � t = 0�� Ð��© ����� ���� ����  ��� ������ �ª������ �� ¦ � ���� �� � ���� ���� ��� �� ����©����� �� ������ Ö Û�Ì�Ð�� Ú�� ���� ��ª����� ���� ��� �ª������ ¦� ���Ð�  �� � �� ���×� ��� ����� Ö §ª������ åÞ ��� ¦� ���  ��  ����� ������ ��� �� �� Ì���� ��� ¦� © �� ���Ð����� �� �� ���×� Ð��� ������ ����� �� �� ��� ����� Ö ¡�� �����Ì ��� ������������������ ���� ��� �� ��� Ö

÷ ø ùúûüýþÿ�ú��� � ��üû �� � �� ûû	
�	� ���ü ÿ�
ü
¡�  ���������� ��� ¦ ���Ð��� ��� ����  ¦© §ª������ ç åÚ ��� ����������� ������� � � �����© �� ���������  ��� ������� ¦�������� ����� ���� Ö ¡�� � ��� ���� ������ ��  ���� ©��� ��� Ì ��� ¦ � ����� �� � ¥ ��� §���������� ��Ð��È¥§�Ê �� �� È� 70◦ ����� ����������� ¦���� ¦� © Ì ��� � ��������  ����� ¦��������� Ê Ú �����  �� ��� ��Ð����� ������ Ö ¡�  ����� ��� ��� ���� ������ �� §ª������ çåÚ � ��� ����� ���� ¦� ����¦�����  ���� �� ���������� Ì ������ �� ����� Ð��� ���© ���������� �� §ª������ åí ���� ©��� �  ��� §�����¨����© ���� �� ��� ������ �ª������È§ª Ö åïÊ Ö ¤�� ���� � ��� ����� Ú �� ��� ¦� ����� �  ���� Ð��� ���© �� ��×���� �� ��� � t = 0 Ö ¡��� Ì���  ����©��×����  ©��� �� �������� È��  ���������  ��� Ê ��  ����� Ð�� ������� �� ��� ��©���� �� ��� ���¦��� Ú ¦�� ����������©����� ��� ������ ��� ¦� �Ð�� �  ¦© �����© �������� ���© ��� ����� � �� ��� ��������  �� ��� Ö §ª������åÞ ��� ¦� ���  ��  ����� ��� ��� ��� � ����� t = 0, Ì��� ��� ������� ������� ��� ×��� ����� �� ��� ������������� Ú t(V = V1) Ú ��  ��© ��� � �� �� ��� ��  ¦��� ��© ��� ����� Ö ¤�� ���� ������� ��� ������� ¦��� ��©��� ����� �� ¥ ��� � ç Öì ÈV1 =858 m/sÊ ��  ��� ��  ¦��� ��© ��� ����� �� ¥ ���� å ÈV2 = 343 m/sÊ Ö ¡����� �� �� Ì���� ����� ��� ������ � ���� ���  ����� ���  ¦© ë

t1 =
2m

ρSCAV1

, t2 =
2m

ρSCAV2

ÈçïÊ
� ���� �� ¥ ��� ���¦�� Ð����� ��� � �� ���Ì� �� ¤����� åÖ ��¦��������� ��� Ð��������� ���×� ��������� ����§ª������� çç ��  çê ©��� � Ð����� ��� µ ��  ν Ö é ��� t1 ����¦�����  Ú §ª������ ç å ��  ��� ×���  ���Ð���Ð� ��

t = t1 Ú
α̇1 = Aµtµ−1

1
cos(ν ln t1 + δ) −Aνtµ−1

1
sin(ν ln t1 + δ) = 0 ÈæðÊ

��� ¦� ���������  �� ���Ð� ��� ��� ��� ������ ��������� Ú A ��  δ ë
δ = tan−1

(µ

ν

)

− ν ln t1 Èæ åÊ
A =

α1

tµ
1

cos(ν ln t1 + δ)
ÈæçÊ

¡�¦�� å ����� ��� ¦��� ��© ��� ������ Ú ���������� ��� ������ Ú � � �� � ��� ���� ������ ��  ���� ©��� ����������������� ��� §ª������ çå ��� ��� ¥§� ¦�������� ����� ���� Ö� ¤����� ç ���Ì � � ���� �� §ª������ ç åÌ ��� ��� �� ��� ���� ������ �����  �� ¡�¦�� åÚ ���� ��� �� t = t1 �� t = t2 Ö ¡��  �Ù����� ���Ð�� ���Ì ����������Ð ��© �� ������� � ���Ì�� �� ��� � ����  ������ ���� ����� Ú Cmq
+Cmα̇

Ö ¡�� ���� ������ ��� §ª������çå ��� ���� ���Ð� ��� �����  �� ¡�¦�� ç Ö ¡�� ���Ð�� ���Ì ��� Ð�������� �� ����������� ���ª����© ��  �� �� �© ����� �� ������ ��  ©��� �� �������� �� ��� �������  ���������� Ö ¡�� ������� � ���Ì��  �������� �� ��� ����� ������ ���� ����� Ð����� ���� ������Ð� �� ������Ð� Ð����� Ö � �����  ������ Ð���� �� �ð Öæêç �� ��ª����  ����� ������� � ���Ì�� ��� ���� ������� Ö
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����� �� ������� ������ �! "�#$� %�&��� �&�

Ë��� ��© ¨�� ������ �����Ï¥� �� ���������� ���� ©��� ���
V1 858 m/s m 0.584 kg Cmα

−0.09 rad−1

V2 343 m/s I 1.55 · 10−4 kg ·m2 CA 1.58

α0 5◦ d 0.07 m Cmq
+ Cmα̇

+0.15, 0,−0.15,−.342

α̇0 0 rad/s S 0.00385 m2 CN 0.0

t1 0.186 s ρ 1.20 kg/m3

t2 0.466 s

time (s)

M
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c
h
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'�$(&� �� )�!* #(���& � �+#$ �(��&,-�(!*.  ��� /+���# 0  �1�# 2&+� �3(� �+# 45 6 � * !+#� �# � 2&+� �����
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time (s)

α
(d

e
g

)

0.2 0.3 0.4 0.5
-20
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0

5

10
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t1 = 0.186s t2 = 0.466s

0.150
0.000

-0.150
-0.342

α=At
µ
cos(νlnt+δ)

Cmq
+Cmα

.

'�$(&� 4 � 7�&�� �+# +2 +�!���� �+# $&+6 * 6 � * � � !* /����#$ � 8�� ����� 4
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����� 4 � -+�: !��# � 2+& ' �$(&� 4

Cmα̇
A µ ν δ

0.150 56.009 1.438 49.060 0.752

0.000 26.824 1.000 49.049 0.725

−0.150 12.848 0.562 49.042 0.704

−0.342 5.008 0.000 49.039 0.687

¡� Ð����© ��� ��������������� ��������� ��� ����  ¦© §ª������ ç åÚ ����� �� ����� ����� Ì��� ��������  �� �Þ���¤ �Î�¡ ; ���Õ �����© ���������� ��  ������  ������� ��� ����©��� ��������� Ö ¡�� ���� ©��� ��� ���  ����� �Î�¡ ���������� Ì��� ������×�  �� ��� �������� Ð����� �� ¡�¦�� åÚ � ���� ��� ��� ����������� � � � �� ���Ð� ��� ����©��� �������� Ö ¡�� ���Õ �����© ���������� Ì�� ��� �� � ���� Þ���¤ ���������� ¦�� ��Ð�� ���������� ������ ���������� Ì ��� ��� � ����� �ª������� ��  ����©����� �������� È���� �������� ������ ��  ������������ ©��� �� ���� ������Ê Ö ¤ ����� æ �������� ��� ���Õ �����© ���������� ���� ��� Ì ��� ��� ����������� ������©��� ����  ¦© §ª������ çå ���  �Ù����� �������� Ð����� �� ��� �����  ������ ���� ����� Ö ¢��� ���� ����� ����� ��� � ������ ������ ��� ¦ ��Ì��� ��� ������ ��  ���������� Ú �� Ì���  ¦� �������  ��Ð�� ��� �������© �������������� ���  �� ��� ���������� Ö
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+ Cmα

.
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.
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.
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+ Cmα
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POST sim. = 0

POST sim. = +0.15

POST sim. = -0.15

Euler-Cauchy = 0

Euler-Cauchy = +0.15

Euler-Cauchy = -0.15
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Í� ��� ¦ ��� ����¦�����  ���� ��� §�����¨����© �������� ��� ���� ��� ������� � ���Ì�� �� �  ����������� �¦Õ ���Ì ��� ��Ð���� �������©��� ����������� Ö ¢�Ì ���� � � �� �� ×� �� � ��������� ���������� ��  ��Ì ������� ����� ��� �� ���������� ��Ì Ì��� ��� ������ �� �� ������ Ì ��� ����� �©���� �  ��Ð�� ¦© ���� ������� ���� ©��� ��� Ö¡�� �������� ���� ������ � ����×�  Ì ��� ��� ���Ð� ×����� ��� ���� Ì ��� ¦ � �������  �� ��� ��������� Ð����� Ö¡��� ���������� Ì ��� ������ ��� �������¦����© �� ��� §�����¨����© �� �� ��� �� ����� ���� ��������� ��������� Ú¦ ��� ��� ��� ��� ������ �� ����������� ¦���Ð��� Ú �� Ì��� �� ×��� �� �� ����� ���� � ����×������ ���� ������� ����� ��� Ö¤ ������ ê ��  Þ ���Ì ���Ð� ×�� �� §ª������ ç å ������� ��������� ���������� ��  ������� �����  ��� Ö ¡����������� Ú A Ú µ Ú ν ��  δ �� §ª������ çå Ì��� ��������  ��� ¦��� ����� ����� � ¥�¡��Ë ���Ð� ×����� ������� ÖÍ �����© ��� ��� ���� ©��� �� ���� ������ Ú CA Ú Cmq
+Cmα̇

, ��  Cmα
���� ��� §�����¨����© ��������� �� � �Ì����� ��� ���� Ö ¤ ���� Ú ��� ����� ����� ���� ����� ��  ����� ���  �Ð�������� §ª������ åì �Ð�� ��� ��������  �� ��� ë
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CA =
2m

ρS(t2 − t1)

(

1

V2

−
1

V1

)

ÈææÊ
¢��� Ú §ª������� çç ��  çê ��� ¦� ���  �� � �����© ��� �����  ������ ��  ������ ���¦ ����© ���� ������ ë

Cmq
+ Cmα̇

= (µ− 1)
4ICA

md2
Èæê Ê

Cmα
= −

ν2πρdIC2

A

8m2
ÈæìÊ

¤����� ê ���Ì � � ���������� �� ��� §�����¨����© �ª������ Ì ��� � �Î�¡ ���������� �� ��� ¥§� ¦������������� �� �� Ö §Ð�� ������ ��� ¥§� ���������� ���� ��������� � ����  ������ Ú �� ��� ����� ��  ������ ���¦����© ��� ���� Ð����� �����×�����© Ì ��� ��������������� ��  ¥��� ���¦�� Ú ���������� �� ��������� Ö ¡��� ���Ì ����� �� D�Ð�����E �������� �����  ������ Ð���� � �© ������� � ��������� � ����  ������ ���Ð� �� ���Ð� � ���Ì�� × ����©Ú ¦�� ª���������Ð� ������� ��� �� � ������� É�  ©��� �� ���¦����©Ö
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POST Simulation, M

i
=3.5, M

f
=1.5

α=At
µ
cos(νlnt+δ) fit to simulaton
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¤����� ì ���Ì � � ���������� �� ��� ��������  �������� ���� ����� Ð����� Ð���� � ��� ���� ©��� �� �����×������ �� ��� ¥§� ���� ©��� ��  ���¦��� ÖJ ¡�� ��������  �������� ���� ������ ���� Ì ����� ��� ����������� ��� ��  �����  ������ ���� ������ ��  ������ �� ¦ � �������¦�� � ��� Ð����� ������ ��� ��������  ¥ �����  ��������������� ����� Ö ¡�� ���� ����¦��  ���������© �� �� ������ ���¦����© ���� ����� Ö ¡���  �������� ��������� ���� ��� �� ��� ����� ���������� Ú � � � �� ��� §�����¨����©  �Ð����� ��� Ú ���� � ��� ��� �������� Ð������� CA Ú CD ��  −CLα
�� ¦� �����������  È��  CN = 0Ê Ö ¨���������� CA ���� ��������� ���������� ���� �������� §ª������ ææ ©��� � � Ð���� �� ����� ���� ��� ���� �� ��� ��������� Ð���� �� CA �� ��  ��� ��� ������� ������ ���� ���� ��� ����� �� �� ����������� ��  CA ��  ������  �� �� ����� ������Ð� �� ���  �������� ��  ����������� Ö¡��� �� ����� �� ��� ����� ���� ����� Ú Ì��� ���  �� §ª������� æê ��  æì ©��� � �������© �� �����  ������ �� ������ ���¦����© ���� ������ Ö � � Cmα

�� ������������ �� C2

A �� §ª������ æì Ú �� ��� ������ �� �� ��� ����� ��������×�  �� ��� ������ ���¦����©Ö ������ ����������� ������� �� ������ �� ������ ������ �� ��� ����� ���� � �����×������ Ö ÎÐ����� Ú ��Ð�� ��� �� ��� ����������� ��  ������×������� �� ��� §�����¨����© �� �� Ú ������ ��� ��ª���� ���  ��  ��� �� �� ��� ¦� ���  ��� ������ ����© ����� ���� � ����×������ Ö¤ ����� Þ ���Ì � � ��� ���� ×� ������� ��Ì  ��� ���� ��� ¥§� ¦�������� ����� ���� ������� Ö� ����� ¦����� ¡�¦�� å ��� �� �� � ��� ���� ������ Ö ¢��� ���� ��� ��Ì ������ � ������  �� ��� ¦�������� ����� ��� ������������������ ��  �� ����� Ú ¦�� §���� ������ �� ��� ����� ���� ����� �©���� Ö ¤�� ����� ¦�������� ����� �����Ì���� Ø ���� ���� ����� �� �������� Ð��© ������ ��  ������������ ��� ��� �� ������© �� ��� � ���� Ú ��� ��Ì������ ��  ��� §�����¨����© ��� ������ �� ����������� ���Ì�� � �© ¦� �������  ��� ������ ����© ����� ����� ����×������ Ö ¡�� ���� ������ � ����×�  ���� ���� ���Ð� ×����� ��� ���� ��¦�����  �� ¤����� Þ Ö ����� Ú
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� ����� ×� ������� ���  ��� �������� ���� �� �� ������ �ª������ �������� ��� �¦���Ð�  ¦���Ð��� ��  ������������ ����� ����� ��Ø������� ���  ©��� ��� �� ¦�������� ����� �� �� Ø ���� �� �� ����� ���������������� Ö¡�� ����� ����� ��������  ��� ���� �� �������¦�� ������ ��� Ì ��� ��� ¥§� ���� ©��� ��  ���¦��� Ö
¢��� ���� �� �� � ����  �� ����� ���� � ����×������ �� ���© �������¦�� �� ������� �����  ��� ���� �� ����� ������ � ������� ������ �� ��� ����� Ö ¡����� �� �������� � ������ ���� �� ������ �� ������������ ������  Ì ���� �����× ���� ���� ���� ��Ð� ���� ������� ����������� ��������� �� � ���� ��  ©�Ì Ú ��������� ��ª� ����� � �� ��Þ���¤ �������������� Ö
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MER shot 34, M

i
= 3.03, M

f
= 1.01

fit to ψ data

1.492

+0.380
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Parameters

Cmq
+Cmα

.

Cmα

α=At
µ
cos(νlnt+δ)
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¡�� �ª�������  �Ð�����  ��� ¦� ��� �����������ß�  ��� ��� �� ��ß��� ����� �� ��� �� Ø ���� Ð������� ��� ��������� ¦�������� ����� �� �����  Ø ���� ������� Ö W��� ���© ��  ��� � ��� ��� �� ���������ß�  �� ë
V̄ =

V

s
= M, t̄ = t

s

d
ÈæÞÊ

é ���� s �� ��� �� ��� ����  ����  Ö ¡ �� � �� ��� �� ���������ß�  ¦© ��� ��� � �� ����� ����  �� ���Ð�� �� ���������  ������� Ú ���� ��� ��������� ������ �� ���  ����������� ¦� ©Ö ��¦��������� ����� ��������� ����§ª������ åê ©��� � ë
π

8

ρd3

m
CAM

2 =
dM

dt̄
ÈæíÊ

����Ì ��� Ú ��� ������ �ª������ ��� �  ����������� ¦� © È§ª Ö åïÊ Ì����  �����¦ �� ��� ����������© ¦���Ð��� ���  ����������� ¦� © ��� ¦� ��� �����������ß�  ë
t̄2 ¨̄α−

(

1 +
1

2

md2

I

Cmα̇

CA

)

t̄ ˙̄α−
8

π

md2

I

m

ρd3

Cmα

C2

A

ᾱ = 0 ÈæîÊ
��������� ��� ��������� ���� S �� �ª��� �� πd2/4 Ú ���� ���� ��� �� ���������ß��� ��� ������ �ª������  ������ ������ ��� ���� ��  §ª������� æî ��  åï ��� � ������� Ö ¡�������� §ª������ çå  �����¦ �� ��� �����������¦���Ð��� Ð����� ��� �� ���������ß�  ��� � �� Ì��� ë

ᾱ = α = At̄µ cos(ν ln t̄+ δ) ÈæïÊ
§ª������� æí ��  æî ������� ��� ������ Ú md2

I
��  m

ρd3 Ö ¡� ���� � �� �� ���� �� �  ©��� �����© �����  �� ���������� Ø ���� ��� ������ �� ��� ��� �� �������� ��� � ���� � Ú ��  ����� ��� ��� ��� � ���� ©��� �� ���� ������ Ú��� ���� �� ��ª����  �� �� � ���� ����� �Ì� ����� ����� Ö Û��� ��� ������ �� � ��� Ú  ��� ���� Ú � ������������������   �����© ���  �×��  ë
Nm =

mtest

mflight

, Nd =
dtest

dflight

, NI =
Itest

Iflight

, Nρ =
ρtest

ρflight

¡��� Ú ��� ������� ��Ì � ���  �����© ��  ����������������� ��� ¦� Ì������ ë
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Nm

NρN3

d

= 1
NI

NmN2

d

= 1 ÈêðÊ
Ë© �������� ����� ��������� ��� � ���� ��ß� Ð������ ��  � �����  �� �� Ú §ª������� æí ��  æî ��� � ������� Ö¥ ����������X ���Ì�  ���� ����� ����� ����� ��� ��������� ��� ���  ©��� �� ������� �� ¦� ��� �� ��¦��� �� Ú���� ����  ������ ������� Ö Í� �� ����������� ���� ��� ��� � ���������� ���� ��� �� �ª������� ��� ���� ������ Ð���� ���©Ú Ì���� ��� ¤��� � ���¦�� ��  ¥��� ���¦�� ������ ¦ � � �����  �������������©Ö Û��� ��� ���������������� ��� ��� ���Õ �����© È ����������� �� ���� �×���� �� Ø ���� ���� ����� �� �� ���Ê ���� ����� ��� ��ª����� ������� ¤��� � ���¦�� ¦ � � �����  Ö ¢��� ���� �� �� ����©��� ����� �� � ������� ���� ©��� �� ���� ������ ��  ����� ���  �� �Ì�  ������ �� ���� �� È��������������� ��  Ð��� ���© �� ���  �Ì�������  �������� Ê Ö ¡��� ����©���� ������� ��������  �����© ��   ��� ��� ������� ��� ���Õ �����© �Ù���� �����  ¦© Ø���� �� � ���Ð��© ×��  ÖÛ�Ì�Ð�� Ú ��� �� ���Ì ��� ������� Ì ��� ���Ì ����  ©��� �� ������� ����� §ª������ æî ��� ©���  � ������ ����� �� ��  ����� �Ð�� Ì��� ��� ��������  �����© ��  ���Õ �����© Ø ��������������� ����������� ��� Ð�� ����  Ö¡�� �����¦����© �� �  ©��� �����© �����  ���� ���� ���������� � ���� ��� �� � ����������� � �¦��� ��������Ì�� �Ð������  Ö ¡�  � ���� Ú � Þ���¤ ���Õ �����© ���������� �� �� ������ ������� È� ����������© ¦�����  ¦� ©Ì ��� � ����� ¦��������Ê Ì�� ���������  ���� ¥��� � ê  �Ì� �� ¥ ��� � åÖ ¡�� ������ ���� ©��� ��� �� ������� ���������� ��� ���� ���������� Ì��� ����� ���� ��� ������ Ë �� �� Í ���� ©��� ��  ���¦��� ÖY ¡�� ����� ������ ���� ����� Ú Cmq

+ Cmα̇
Ú Ì�� ��� �� � �������� Ð���� �� +0.15 Ö ¡��� Ú � �� �� Ì�� �����  �� ������ ��� ��Ð�� Ú ��������� �  ��� ���� Ú � ��� ��  ������ �� ������� �¦��� ��� ����� �� �� Ú ����� §ª������ æî �� ��� � ������� ��� ������ �� §ª������ êð Ö ¤�� ���� ��¦������ �� �� Ú � Þ���¤ ���Õ �����© Ì�� ���������  Ú ������ ������� ���� ©��� ��� ��� ���������� Ö Í� ��� ������ ���������� ���� ���� ��� �� ��� ���Õ �����© ��������� �Ì ��� �  ������� �� ������ � ���� çÞ Öí��  �Ì� �� åí ÖÞ�� Ö ¡�� �����  �� �� Ì�� ������  �� ��� ��� �� �����Ð�� Ö ¡�¦��� æ ��  ê ���� ��� ���������� ��  �� �� ����� ����� ��� ��� ���������� ��  ��¦������ ���×��������� Ö

����� < � Z.#�� �! 8!� ��#$ '&��� &��� -+#/� �+#�

ρ
M=4

(kg/m3) ρ
M=2

(kg/m3) ρ
M=1

(kg/m3) γ
M=4

(deg) γ
M=2

(deg) γ
M=1

(deg)

W������ �����  ����� �����  �����
������ 0.030 0.067 0.130 −28.9 −35.1 −51.4

�����  1.20 1.20 1.20 0.0 −0.35 −1.22

����� F � Z.#�� �! 8!� ��#$ ) +/� � %�&��� �&�

W������ m (kg) d (m) I (kg ·m2)

������ 4989.5 3.91 5917.9

�����  5.04 0.15 0.00879
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