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Résumé— Ce papier donne quelques idées et commentaires
sur les conditions géométriques qui permettent de dire si un
systéme non linéaire multi sorties posséde, 4 un changement
de coordonnées preés, une erreur d’observation linéaire. Plus
précisément, nous allons concentrer notre point de vu sur
les travaux de Krener et Respondek d’une part et ceux de
Xia et Gao d’autre part. Nous allons aussi commenter le
contre exemple de Xia et Gao. Puis, nous allons présenter
P’algorithme de la linéarisation de l’erreur de l’observation
par extension dynamique.

Mots-clés— Systémes non linéaires, Erreur d’observation

linéaire, Multi sorties, Immersion.

I. Introduction

Il est établi que le probleme de linéarisation est un

probléme résolu. Il consiste en la mise sous forme nor-
male de Brunovsky commandable, autour d’un point de
fonctionnement d’un systeme dynamique multi entrées, via
un changement de coordonnées et un retour d’état sta-
tique ou dynamique ([16], [18], [20], [21],[24], [25], [26], [27],
[29],[30], [31], [27]). En outre, une généralisation de cette
linéairisation se trouve dans le concept de la platitude ([22],
(23], [4],[36], [35], [34], [28] ).
Cependant, jusqu’a nos jours, le probleme de la mise sous
forme de Brunovsky observable modulo une injection de
sortie est un probleme non entierement résolu. Ce probleme
connu aussi sous le nom de forme canonique d’observabi-
lité non linéaire (FCON) a rencontré une discontinuité des
idées lors de la recherche d’une solution complete.

Plus précisément, il s’agit de caractériser les systemes
non linéaires écrit sous la forme suivante :

Tz =

x € R"” (1)
y eR™ (2)
Ces systemes sont transformable via un changement de co-

ordonnées z = ¢(z) sous la forme canonique d’observabilité
non linéaire suivante (FCON) :

o= (9S)(z) = Az + B(7) (3)
j = Ty)=Cz (4)

ouz € R yeR™ AetC sont les formes de Brunovsky
ou companion d’observablité , T'(y) est un difféomorphisme
(local) sur les sorties et (¢.f)(2) = do(¢p~1(2)).f (¢~ 1(2)).
Sous la forme (3)-(4) nous pouvons appliquer I’observateur
robuste suivant :

E=Ar+B8@) + G —79) (5)

de sorte que la dynamique de Ierreur de 1’observation e =
z — Z soit linéaire :

¢=(A—KO)e. (6)

Grace a cette derniere équation le probléme de la mise sous
forme FCON s’appelle aussi le probleme de la linéarisation
de lerreur d’observation.

En 1983 dans ([10]), la forme (3)-(4) a été introduite et
traité par Krener et Isodori pour les systémes mono sor-
tie avec I' = Id c’est-a-dire en gardant la méme sortie. Les
auteurs ont donné des conditions nécessaires et suffisantes
que doit satisfaire un systeme dynamique non linéaire mono
sortie pour pourvoir le mettre, a I’aide d’'un changement
de coordonnées sous la forme FCON. Meéme si la classe des
systemes non linéaires concernée par ces conditions est pe-
tite, ce résultat a trouvé plusieurs applications en automa-
tique, en électronique, en électrotechnique et en robotique.
A Tépoque’ ce résultat constituait I'un des concepets de
la théorie de 1'observation qui permettait d’appliquer un
observateur robuste pour les systémes non linéaires (obser-
vateur de Leunberger [38], [39]).

En 1985 dans [11], Krener et Respondek ont traité le
probleme des systemes multi-sorties sous une forme plus
générale que celle présentée dans (3)-(4). Comme nous
pouvons le constater ce travail a apporté plus qu’une
généralisation des formes mono-sortie aux formes multi-
sorties. En effet, il a mis en évidence le fait d’avoir une
erreur d’observation linéaire méme avec changement (un

LOn ne discutera pas ici les travaux sur les grands gains introduit
par Bornard, Gautier et Hammouri ( pour d’autres références voir
[40], [41]). Nous ne discuterons pas aussi les méthodes de transforma-
tion directes introduites par Glumineau, Moog, Plestan, Lopez ( voir
[42], [44], [49] )



difféomorphisme) sur les sorties : I # Id.

Néanmoins, en 1987 ce travail a connu une contre ”publi-
cité” avec l'apparition du travail ([15]) de Xia et Gao sur
les formes FCON. Ce dernier a en effet mis en évidence un
manque dans les conditions suffisantes énoncées dans le pre-
mier mais avec I' = id (voir aussi [47], [9], [33]) c’est-a-dire
sans faire allusion au cas du difféomorphisme sur les sorties
qui est une hypothese fondamentale dans le développement
des formes FCON.

Nous pensons que ce fut peut étre le tournant dans la
recherche sur les formes FCON. En effet, depuis le papier
([15]) 1a recherche sur les formes (3)-(4) a pris deux autres
directions. L’une s’intéressait aux formes dépendantes des
sorties ce qui signifie que la matrice A dans (3)-(4) dépend
des sorties y ([48], [45], [46]). L’autre direction est basée sur
I'idée de I'immersion introduite en 1983 par Fliess et Kupka
([3]). I s’agit de caractériser les systémes non linéaires qui
peuvent se linéariser (sans terme d’injection de sortie) dans
un espace d’état de dimension plus grand que celui ou le
systeme dynamique original est défini.

En 2004 T'idée de l'immersion est reprise en la mixant
avec l'idée de l'injection de sortie. Plus précisément, il
s’agit de caractériser les systémes dynamiques (1 )-(2) que
g’ils sont augmentés d’une dynamique auxiliaire de type
w = n(w,y) qui ne dépendent que des sorties y et de nou-
velles variables w € R? , peuvent étre transformés sous la
forme FCON étendue (FCONE) (see [2], [1], [8], [5]). De
sorte qu'’il existe un difféomorphisme z = ¢(z, w) sur Pes-
pace étendu € R"*9 de coordonnées (x,w) qui donne une
dynamique sous la forme :

5= Az + By, w) (7)

ot z = (21,.,2nta)T € R"4 et A et C sont les ma-
trices companion observable (n 4+ d) x (n + d) et 1x (n + d)
et w les variables auxiliaires qui avec les sorties y sont
considérées comme des nouvelles sorties du systeme (7).
Ce papier va reprendre le contre exemple de Xia et Gao
et montrer qu’avec une bonne lecture du papier de Ker-
ner et Respondek permet de voir que, fondamentalement,
il en ait pas un. Puis, montrer comment ce contre exemple
a modifié la maniere de résoudre le probleme de la mise
sous forme FNOC en omettant ’étape fondamentale des
difféomorphismes sur les sorties.
Nous allons aussi donner 'algorithme de la mise sous forme
étendue FNOCE.

Le paragraphe qui suit sera consacré a introduire les ou-
tils nécessaires a la comprehension de ce papier. Il posera
aussi le probleme de la mise sous forme FCON . Le para-
graphe 3 sera dédié aux commentaires sur le contre exemple

comme suit :

x = f(x) (8)
y = h) 9)

onze X CR", f: XCR" - R'eth: X CR" —
R™. Sans perte de généralité, on suppose que 0 € X et
que f(0) = 0 et h(0) = 0. En outre, on suppose que les
composantes y; = hy, ..., Ym = h,, de la sortie h sont
indépendantes.

On notera par rq,...,7, les indices d’observabilité
de la paire (f(z),h(z)); c'est-a-dire que (r1,...,7m,) est
un m-uplet d’entiers donnés par : r; =card{m; >
i, 7 > 0} avec m; = rang(D;) — rang(D;_1) ou
Dy :Eng{dL;hi; 1§i§m,0§j§k} et mp = m =
rang(Dy).

Tout au long de ce travail nous considérerons les hy-
potheses suivantes :

Hypothéses 1 : H1) les indices d’observabilité (r;), -,
du systéeme dynamique (8-9) sont constants sur X. o

H2) La paire (f, h) satisfait la condition du rang d’ob-
servabilité. Plus précisément , le rang de la codistribution

A = span {dL’;flhj;jzl,...,m, k= 1,...,7"j} (10)

est égalan=>3 " r;.
En posant :

0; = dL}"h; (11)
On peut définir la famille des champs de vecteurs suivants
(Ti,l)lgiém tels que :

Oir (Ti1) lpour1<i<m (12)
Oir(rii) = Opouwr1<k<r —1 (13)
Oir(mi1) = Opouwrj<ietl<k<r  (14)
Ojx(151) = Opourj>ietl <k<r;. (15)

Grace a lhypotheése du rang d’observabilité H2), la
famille de champs de vecteurs (7;1)1<i<m donnée ci-
dessus par les équations (12-15), fournit un repere, 7 =
(1ij 3 1<i<m,1<j<r;) du fibré tangent TX de X,
ol

Tik = —adsTp—1 pour 1<i<m et 2<k<r; (16)

Pour énoncer un résultat utile pour le reste de ce papier
nous allons considerer pour 1 < j,i <met 1<k <r;,1<
[ < r; les matrices suivantes :

A=0r= ijk (Ti,l)

m

: 4 ’ : 01,1(71,1) 01,1(71,m) 01,1(72,1) 01,1 (Tm,ry,)
de Xia et Gao. Le paragraphe 4 présentera ’algorithme de 01 2(r1 ) 621 (r1 ) 65 1(ra 1) 031 (rmme)
la méthode dites de la mise sous forme canonique d’observa- _ o, ( o 0 0

L, L. . . , . K = 1,r (T1,1) 1,71 (T1,77) 1,r (72,1) 1, (Tm, )
bilité non linéaire étendue ou en d’autre terme I'immersion. 02,7 (71,1) 02,0y (T1,r) 02,0 (72,1) 02,7y (Tm,rm )

Om,rp (T1,1) Om,rm (T1,r ) Om,ry (72,1) Om,rm (Tm,rm )

Grace a la condition du rang d’observabilité cette matrice
est inversible. Il est important de noter que cette matrice
contient des sous matrices de la forme :

A. Notations, définitions et hypothéeses

Cette section est dédiée aux notations, aux hypotheses

et un résultat fondamental qui permet une bonne analyse 0; 1(ri1)  051(ria) e 051 (i)
du probleme des formes FCON traitées dans ce papier. 0io(ri)  02(i) o 05(rip)
On considére un systeme dynamique non linéaire décrit O (ri1) By (ri2) o 0y (7))



Cette forme particuliere permet de calculer facilement
son inverse. Posons A1 = (b; ;) son inverse et définissons
les n-formes différentielles suivantes :

w = A_19 = (u)m).

oupour Il <i<metl<j<r

m T

Wij = ZZbi,SHk, S

k=1s=1

La démonstration de ce résultat peut étre consultée dans

([61, [71) -

Lemme 1 : Si 'une des conditions équivalentes sui-
vantes est satisfaite

1) Les champs de vecteurs du repeére 7 commutent c’est-a-
dire :

[Tik, Tjs] = 0 (17)
pour 1 <i,j<metl<k<r;etl<s<ry

it) siles formes différentielles w; ; sont fermées c’est-a-dire :

dwiyj = 0 (18)

ce qui s’écrit aussi dw = 0,

alors, il existe un changement de coordonnées qui trans-
forme le systeme dynamique (8)-(9) sous la forme de m
blocs suivants :

Zij = Aizi + Bi(21,015 > Zmyrm,) (19)

ot 2; = (211, zir; )L, la matrice A; est la matrice compa-
gnon r; X1 B; = (Bi1, ., Biry) T est un champ de vecteurs
r; X 1 qui ne dépend que des dernieres variables de chaque
vecteur z; pour 1 <7 <m

les sorties s’écrivent dans les nouvelles coordonnées comme
suit :

B = zZin
Vi = Zip, TR (&1,.06-1)

T . .
6] = ( Zj,’rjf’rrl»l Zj,Tj ) 5 1 S J S 1 — 1 (22)
0.

On note que si r;_1 = r;, on pose §;_1 =
Faisons quelques remarques sur le lemme 1 :

Remarques 1 : 1. Les différentielles des nouvelles co-
ordonnées z; ; sont données par :

dzij = Wij
de sorte que le changement de coordonnées dans le lemme
1 est donné par :

Zjk = Gjk(z) = /wj,k (23)

v

pour tout 1 <j<metl<k<r;—1 ou~y]l0,1] — x est
une courbe telle que v(0) =0 et y(1) = x.

2. 1l convient de voir les nouvelles sorties du systeme (19)
sous la forme suivante :

Yy = 1, — Y1 (24)
Ui = Zip, =Y — Ri(&1,..,8-1)

3. Notons aussi que dans la forme (21) de y; les dérivées
y; pour j <14 peuvent étre présentes.

4. On pourrait croire que les termes d’injections de sorties
0 et les fonctions R; sont des objets a rechercher a part. En
fait, des que 'on choisi le repere 7 et que ce dernier satisfait
aux conditions de commutativité (17) alors la forme du
systeme dynamique ainsi que ses sorties sont données par
un seul difféomorphisme a savoir ¢.

5. Pour avoir un lien direct entre les sorties (sans la
présence des dérivées des sorties) et les variables z; ., qui
apparaissent dans les termes d’injections de sorties [ il faut
que d’autres conditions dites d’indépendances d’une sortie
donnée par rapport aux dérivées des autres sorties. Ces
conditions sont les suivantes :

dhi (Tjri4k) =0 (26)
pour 2 < j < i < m tels que r; —r; > 1 et ceci pour tout
lgkg’l’j*Ti*l.

6. La derniére condition (26) est d’une importance primor-
diale puisqu’elle implique que la i®™¢ sortie y; ne dépend
pas des dérivées yék) k > 1 des sorties y; with j < 4.
Pour r; = r; ou r; —r; = 1 ces conditions sont données par
construction des 7;;

Ceci permet de comprendre I'oubli dans ’article de Ker-

ner et Respondek sur I'éventuelle dépendance d’une sortie
des dérivées des autres.
Dans ce travail on s’intéresse que systeme dynamique
dont le repére 7 vérifie les conditions ci-dessus (26)
de non indépendances des dérivées. Par conséquent,
sous les conditions de commutativité (17) et les condi-
tions d’indépendances (26) des sorties (20-20)des dérivées
d’autres sorties dans le lemme 1 s’écrivent :

Y1 = 21,

i = Zip +Ri(Y1,-Yi-1)

De sorte que, les nouvelles sorties dans (24-25) deviennent :
Ui = Zir; = Yi — Ri (Y1, -.,¥i—1). Avec ces nouvelles sorties
la dynamique (19) supporte un observateur de type (5).

II. Quelques commentaires : Krener-Respondek &
Xia-Gao

Cette section est consacrée a deux exemples afin de cla-
rifier 'un des objectifs de ce papier. Elle commence par
un exemple de Xia et Gao, puis un exemple de méme na-
ture donné par Chaisson et Novotnak ([43]). Puis, ces deux
exemples seront formalisés dans un résultat plus général.
Elle conclut par un exemple qui expliquera les apports de
Xia et Gao.

Exemple 1 : Soit le systeme dynamique défini sur X =
R3 par :

{ .1'31 = T1T2, j)g =T et j)3 =T (27)
y1 =22 et Yy =2x3



les 1-forme d’observabilité qui lui sont associées sont :
91’1 = diL‘Q, 9172 = dl‘l et 9271 = d$3

les champs de vecteurs qui forment le repere 7 sont donnés
par :

0 0 n 0 Y 0
T = —, Tio=—+— —
L1 6.I1 ’ 1.2 8.732 8$3 281‘1
0
T = —.
2,1 92
Un calcul simple montre que [7; j, Tg,s] = 0 et comme les

indices d’observabilté sont tels que 71 — ro = 1 les condi-
tions (26) d’indépendance des dérivées sont automatique-
ment satisfaites. Alors, on a :

dyg (7’11) =0 et dyg (Tlg) =1.

La derniere équation montre que y» dépend linéairement de
y1. Par conséquent, il existe un difféomorphisme qui trans-
forme (27) sous une forme FCON. En effet, on consideére

Ao =07 =(0ix(751)
0 1 0
= 1 X9 0
0 1 1

Dong, la différentielle du difféomorphisme est donnée par :

7I2d$2 + dl‘l lel
b =AN"10 = d; = dzo
—dxo + dxs dzo1

D’ou z11 = 21 — %x%, Z19 = T et 291 = x3 — X transforme

le systeme dynamique ci-dessus sous la forme suivante :

1
. . 2 .
2110=0, Zipo=211+ 521)2, et 221 =0 (28)
avec les nouvelles sorties suivantes : ¢ = 212 = y1 et

Yo =221 =Y2+ Y1.

On peut donc écrire le systéme (28-77) sous la forme com-
pacte suivante :

i o= Az+0(y)
y = Cz

ol z = (21,1, 21,2, 22,1)T et

0 0 0 0
A = 10 0 |,BH=| 34
0 0 0 0
01 0
¢ = (0 0 1>'

Comme conséquence immediate, on peut concevoir un ob-
servateur qui linéairise l'erreur d’observation du systeme
(28-77) comme suit :

E=A2+BW) + K@ —7)

Bien sur si Xia et Gao parlaient de la forme FCON avec

I' = Id, alors le systéme (27) ne peut pas se mettre sous
cette forme. Par contre, si 'objectif est de linéariser I’erreur
de D'observation alors il est atteint avec les résultats de
Krener et Respondek.

Donnons un autre exemple pratique qui est du Chaisson
et Novotnak en 1993. Comme on va le voir, cet exemple
a la méme propriété que celui de Xia et Gao. Le fait que
les auteurs ont pu calculer le difféomorphisme sans faire
allusion ni au repere 7 ni aux conditions de commutativité
(26), leur a permet de ne pas faire attention a l'exemple de
Xia et Gao et a ses conséquences.

Exemple 2 : On considere la dynamique d’un moteur
pas a pas donnée par :

i‘l = 7]611’1 -+ ]CQSCg SiH(NrI4) =+ uq

Ty = —k1xo — koxs COS(NTJ}4) + U9

i3 = —kars — ksxysin(N,x4) — Kzxo cos(N,z4)
i?4 = T3

les sorties sont :

Y1 =121, Y2 =Tz et Y3 = 4.

ou les variables ©1 = i,, =2 = i désignent les courants
dans les phases A et B, x4 =0, x3 = w désignent respec-
tivement I’angle et I’accélération angulaire et u; = v;

us = vo sont les tensions appliquées aux phases A et B.
Les 1-formes d’observabilité sont données par : 0; 1
dry, 012 = dxrs, 0231 = dra, 0331 = dry Les champs
de vecteurs qui forment le repére 7 sont donnés comme
suit :

_ 0
P . 71,13— o3 0 o
T2 = gor + Kosin(Nowa) 55— — Ko cos(é\frm) 5e; — Kazg;
T2,1 = dxa 73,1 = D1

Il est facile de voir que les conditions de commutativité
[Ti.j» Tk,s) = O sont satisfaites et que les directions de com-
mandes g5 sont indépendantes de g, car [1.1, gs] = 0.
Maintenant, un calcul direct donne :

0 1

1 —ky

0 —kocos(N,x4)
0  kosin(N,xy4)

A=0r=

O = OO
— o O O

ce qui fournit la différentielle du difféomorphisme :

21,1 k4 1 0 O d1‘4
gl =2 | 1 00 0 das
22,1 kg COs ZZJ4NT 01 0 dIQ
23,1 —k}Q sin .’E4NT 0 0 1 dIl
21,1 kyxs + 3
21,2 - T4
d 22,1 = To + ko sin x4 N,
z3,1 1 + ko cos x4 N,

D’ot, la dynamique sous la forme FCON suivante :

2.21,1 = —k‘3y1 SiIl(Nryg) — K3y2 COS(NTyg)
212 = z21,1 — kays
Za1 = —k1y2 + us
31 = —kiy1 + w1



Donnons les nouvelles sorties 3 = y3 = 212 Yy = Y2 +

]]f% sin(Nryg) = Zz21 et yl =Y + ]]f% COS(NTyg) = Z3,1
On remarque que les deux dernieres sorties dépendent
cette fois-ci non linéairement de la premiere. Notons que
la forme compact du systéme est : 2 = Az + G(y,u). En-
core une fois, cette exemple possede a un difféomorphisme
pres une erreur d’observation linéaire. Il serait intéressant
de consulter le papier ([43]) pour voir que le calcul de ce
difféomorphisme est facile.

Les deux premiers exemples peuvent étre formalisés dans
le résultat plus général suivant.

Proposition 1 : On suppose que les indices d’observa-
bilité sont tels que |r; — ;| < 1 pour tout < 4,5 < m,
alors les conditions de commutativité (26) sont nécessaires
est suffisantes pour que I'erreur du systeme dynamique soit
linéaire.

Remarque 1 : Un cas particulier de la proposition est
donné par r; = r; pour tout 1 < 7,5 < m. Dans ce cas les
conditions du lemme sont suffisantes et nécessaires (R; =
0). Ce résultat est obtenu par Krener et Respondek.

Pour finir cette section, donnons un exemple qui vérifie
les conditions de commutativité (26) du lemme mais pas
les conditions de I'indépendances. Il reflete ainsi 'un des
apports du travail de Xia et Gao.

Exemple 3 : on considere le systeme dynamique sui-
vant :

21 =0, T3 =1, T3 = T2, T4 = T3
z5 =0, i]6:$5+$§+$4$2
Y1 = T4 €t Yo = Tg

On montre que les conditions du lemme 1 sont satisfaites
et qu’il existe un difféomorphisme (par la seule coordonnée
z = g — x4x3) qui transforme ce systéme sous la forme
suivante :

21 =0, T3 =1, T3 = T2, T4 = T3
.i?5:0, Z =5

Y1 =Tq et Yo = 2 + w324 = 2 + 5y}

On voit clairement la présence de la dérivée seconde de
la sortie y; dans la nouvelle variable de sortie z = 7, =

Yo — %y% ce qui ne permet pas d’adopter 1'observateur (5).
Dans un travail intéressant de Noh, Jo & Seo ([2]), les
auteurs ont traité ’exemple de Xia et Gao par la méthode
de I'immersion. Comme on vient de le montrer il n’est pas
nécessaire d’étendre 'espace d’état pour linéairiser I'erreur
de I'observation de cet exemple. En outre, leur construction
sur cette exemple est un peu artificielle. Ceci n’enléeve rien
a la qualité de leur travail dans lequel on trouve d’autres
exemples intéressants.
Le travail ([2]) fournit des conditions nécessaires et suffi-
santes pour obtenir la forme (7). Ces conditions sont basées
sur un calcul de codistrubtions, qui est un prolongement
des conditions de Xia et Gao a l’espace étendu. Cepen-
dant, comme les auteurs le précisent 1’algorithme proposé
est difficile & mettre en oeuvre et comme nous 'avons déja
signalé il ne prend pas en compte ’étape de I’éventuelle
linéarisation de l'erreur par un difféomorphisme sur les
sorties. Dans la section qui suit nous allons exposer cette
étape.

A. Difféomorphisme sur les sorties

Cette section présente les conditions nécessaires et suffi-
santes qui permettent de savoir si un systeme non linéaire
peut se mettre sous la forme FCON.

Sous la condition d’indépendance des sorties et de
ses dérivées, le lemme introduit déja la mnotion du
difféomorphisme sur les sorties avec une écriture parti-
culiere Yi = Ziry = Yi + R(yl, ceay yi—1)~
Par contre, si les conditions du lemme ne sont pas sa-
tisfaites : certaines conditions de commutativité (26) ne
sont pas vérifies, alors on doit vérifier si elles peuvent
éventuellement étre satisfaites en considérant un nouveau
repere 71 en posant pour tout 1 < i < m :
Til’l = li(yly-“yyi)Ti,l (29)
ou I(y1,...,y;) sont des fonctions des sorties non nulles.
Puis, on définit le reste des champs de vecteurs de 7! par
induction comme suit :
1

Ti,j = —adfTi)j,1

(30)
pour tout 1 <i<met2<j5<r;.

Les développements détaillés du résultat qui suit peuvent
étre consultés dans ([7]). Une autre version de ce résultat
se trouve dans le papier qui a introduit pour la premiere
fois la notion de difféomorphisme sur les sorties ([11]).

Théoreme 1 : il existe un difféomorphisme qui trans-
forme le systeme dynamique sous la forme FCON si et
seulement si il existe des fonctions (I;)i1<1<m telles que
les champs de vecteurs du nouveau repere 7! satisfont les
conditions de commutativité.

Remarques 2 : 1. La structure triangulaire des fonc-
tions I; est imposée par la construction des premieres
éléments 71 ;. Mais il est facile de traiter le probleme d’'une
maniere plus générale.

2. Les fonctions [; sont déterminées en imposant les condi-
tions de commutativité.

3. Il existe un lien entre les composantes du difféomorphisme
I' = (T';)1<i<m et les fonctions I; données par :
o, 1
Ay li

(31)

4. Comme nous l'avons signalé dans la remarque, le
difféomorphisme I' sur les sorties est une partie du
difféomorphisme général z = ¢ dont la différentielle est
donnée par :

dp = AT (32)

ot Ay = (1) est Pévaluation de 0 sur le nouveau repere
Tl
Donnons un exemple simple pour illustrer le théoreme.

Considérons le systeme dynamique suivant :

21 = 0,2y = x1 + Tow3, T3 = T2
Ty = 0,25 = 14
y1 = €% — 1 = hjetys = €™ + e%3e" — 2 = ho

(33)



Un calcul direct donne les champs de vecteurs du repere
par :

T = e o, mp=e o dem g
1 2 1
0 0
- - —xz3,.2
T1,3 = ¢ I387 +e 3 (2332 + 1‘3) 87 +e 3 287
3 2 1

0 0 0
T2,1 7787047 T2,2 = 775‘755 - (5547715 + $277x3> 37%4

Il est facile de vérifier que l'on a :
[T1,1,T1,2) =0, [T1,2,713] #0 et[ro1,T22] #0
Donc, les conditions de commutativité ne sont pas toutes

vérifiées.
Maintenant en posant 7, = ILi(y1)m,1 et 75, =
I(y1,y2)72,1), puis par induction sur 7/,, 7{ 3 et 75,5, on

montre que les équations :
[T1,2,71,3] =0 et [m21,729] =0.
sont satisfaites pour :
Lh=1+y1=e"et lo=In(y2+2)—In(y; +2).

Par conséquent , dans ce nouveau repeére on a : 211 = 21,
_ 1,.2 _ _ _
212 = Tz — 5T3 , 21,3 = X3, 22,1 = T4 et 200 = x5. La
partie de (32) qui fournit le difféomorphisme sur les sorties
est donnée par :

1
d2173 _ eTg 0 dhl
d2«'272 o 1 1 dh2 ’
e*s +1 e% 4 e¥3e¥s
Dot on a : z13 = 23 = In(yq + 1) et 200 = x5 =

+2 . N .
In <y2 " 2) . Finalement le systeme dynamique dans les
n
nouvelle coordonnées s’écrit comme suit :
. . — \2 .
2110 =0, 212 =211+ % (T1)” et 213 =212

2:’271 =0et ?3272 = 22,1
Yy =z13 €t Yo = 222

(34)

B. L’immersion : formes FCONE

Cette section est dédiée a la présentation d’un algorithme

de la mise sous forme normale d’observabilité non linéaire
étendue (FCONE).
Nous avons vu que les formes FCON avec difféomorphisme
sur les sorties s’obtiennent en construisant un nouveau
repere 71 pour lequel les conditions de commutativité (26)
seront éventuellement satisfaites. Néanmoins, si le repere 7!
lui méme ne satisfait pas toutes les conditions (26) on aura
sous la main les fonctions /;. Donc, le difféomorphisme I'.
Par conséquent, on considérera a la place du systeme (8-9)
de départ le nouveau systeme suivant en gardant la méme
dynamique et en changeant les sorties :

f(@)
I'(y)

Pour ce dernier systeme on a moins d’obstructions sur les
conditions (26) que sur le systéme original. Pour soulever

"t =

y:

(35)
(36)

ces obstructions on va regarder le nouveau systeme dans un
espace de dimension plus grand. Pour ce faire en rajoute
a la dynamique du départ une dynamique auxiliaire de la
forme :

W =y, w) = n(y, w), (37)
car § = I['(y). Cette dynamique ne dépend que des va-
riables auxiliaires w € R et des composantes de la sortie

y. De sorte, que le systeme dynamique étendu évolue dans
I'espace R*T a pour dynamique :

£=F(),

oﬁ£=<i>etF(5):<n{$2J)

consideére un nouveau repere 72 défini & partir de 7! par

1 ; = lj(w)7{ ;, et par induction pour tout 2 < i < 7; le

reste des champs de vecteurs : Tfj = —adFTil_l’j7

Les fonctions ljl. sont supposées non nulles. ce résultat
peut étre consulté dans ([5]) :

Théoréme 2 : il existe un changement de coordonnées
z = ¢(&) qui transforme le systeme dynamique (35-36) sous

la forme FCONE suivante :

(38)

) Maintenant, on

5= Az + By, w),

si et seulement si le repere 72 satisfait les conditions de
commutativité (26).

Remarque 2 : Pour écrire le difféomorphisme dans
Iespace étendu, en plus des éléments du repere 71, nous
avons besoin de construire des champs T}, s (autant que le
nombre de variables auxiliaires rajoutées) qui commutent
avec les T}’j et qui forment avec eux la base de 'espace
étendu.

Pour illustrer ce résultat, on donne deux exemples :

Exemple 4 : Considérons le systeme dynamique sui-
vant :
Tr1 = T3T2, T2 = X1
3 =0, o4 = x3
Y1 = T2 ety = x4

les 1-formes d’observabilité sont données par :

011 =dxy, 012 =dxs

et
o1 = dxa, 022 = dxy
le repere 7 est donné par :
T11 = — et 70 = —
11 12= 5
t + 0
Top = — et Too = — + To——
2 8.%3 = 8%4 261’1

8%1

donc d’apres les résultats de Kerner et Respondek dans
[11] et ceux de Xia et Gao (pp.207, corollary 3.5) [15] nous
pouvons voir que le systeme dynamique ne peut pas sous
mettre sous la forme canonique FCON.

Un calcul facile montre que si on prend w =y, on a :

. ) )

T = l(w)Tm =e 87551

11 est facile de voir que [T12,T22] = £ 0etrg =g

—w



1 1
To1 = T21,Tog = T22-

Pour déterminer le changement de coordonnées on doit

calculer le champ de vecteurs T3 indépendant des Tf,j et

qui commute avec eux. Un calcul direct donne Ti3 = — —

ow
T i_m ——. Posons :
26372 18331' .
91:(d€, 021, 022, 011, 612 )
et
= (121,722, 11,3, 711, T 2)
On obtient,
AQ _ 917_1
= (91(7'21)1),91(7'21)2),91(T1 3),0' (1 1)791(711,2»
0 O 1 0 0
0 1 0 0 0
= 1 0 0 0 0
0 0 —z2 O e
0 290 —x1 €% xye v

D’ou le difféomorphisme est donné par sa différentielle
comme suit :

¢ _ A,IG _ ( dzu = d$3, leg = de‘47 d213 = dw

* dZQl =d (6“’ (1‘1 — 1‘2504)) dZQQ = d(e“’xg)
En d’autre terme on a : 211 = x3, 212 = 4 et 213 = W,
zo1 = e (X1 — Tawq) €t 220 = €% Ta.

qui transforme la dynamique étendue sous la forme
FCONE suivante :

211 =0, Z12 =211, 213 =212
. 2 . .
Zo1 = —€"y1ys, Zoa =221+ (€Y +1)y1y2, W=1yY2 =4
Yia = €Y1, Y24 = Y2

Donnons maintenant un exemple ou les indices d’obser-
vabilité sont différents 1 # 9.
Exemple 5 : Soit le systeme dynamique suivant :

T1 = T1T3, Tg = T1, T3 = T2
Ty = X2T5, T5 = T4
Y1 = 3 Cty2=.135

Un calcul direct donne les 1-formes d’observabilité :
01,1 = dxg, 012 =dxa, 013 =dxy

et
021 = dxs, 012 = duy,

d’ou le repere 7 :

0
i1 = Txl
_ 00
nz = 81‘2 36581
o ) ) G
T3 = 87%4-(%3—%2)67“4-%587“
et P 9
T =

Il facile de voir que : [ 2, T1,3] = _28£ #0et[r,3, T2 =
X1
0
-2 2o
6.1‘4 7&

Donc le systeme dynamique ne peut pas étre transformé
sous la forme FCON (3)-(4). Un autre calcul montre que
I’on ne peut pas soulever les obstructions de commutativité
par difféomorphisme. On consideére les variables auxiliaires
suivantes w; telles que : 1wy = y; avec [y et [3 deux fonctions

de wy. ona: F = f 4+ x3——. On montre que :
8’(1)1
1 _ —w1 _ —w1 a
T = € T21 — € -
21 83)4
1 — —wi —w1 a
T e — + x3€ -
2 8%‘5 8.2?4
et
0
1 _ w1 _ L wq
T = € T3 =€ —
11 8I1
1 — w1 6
T19 e -
6x2
1 _ w1 9 wy w1
T = e '— —x3¢ ' — + e 'r5—
13 8$3 8332 8],‘4

Maintenant on a : [7};,7¢,] = 0 pour 1 < i,5 < 2 et
1 <j<3etl < s < 2 Maintenant, il est facile de
montrer que le sixitme champs de vecteurs qui forme la
base de I'espace étendu avec T,L-lj et qui commute avec eux
est donné par :

0 0 0

_ + ‘rli + ‘/L-Qi

T14 - 81 6$1 31‘2

0 0 0
+r3— + (325 — T4) o xsa—%

8.133

Comme dans 'exemple précedent on a :
0" = ( dw, 611, 012, 613, 621, 02 )
et
T = (7—11,17 7—11,27 7_11,37 T1,47 7—21,17 7—21,2)
Un calcul direct de A' = #'71 donne le difféomorphisme
suivant :

— — —w _ . Lw
214 = Ya=€ ‘Y1, 222 =Y2a =€ 'Y
_ 1
z13 = € “lag+ -z
2
210 = e “xq, 291 =eVlxy — e asa3

Dans ces nouvelles coordonnées le systeme dynamique
étendu prend la forme suivante :

s 4 3 5 3 2

Z11 =0, Z12 = 211 — €'Yy, 213 = 212 — 5V YY

. _ . _ 2 . .

W = Y1, 221 = —€Yoy7, Zoo = 221 + 2V Yoy
Yia =€ “'Y1,Y2q4 = €Y

III. Conclusion

Dans ce papier nous avons tenté de donner une idée sur
quelques développements de la théorie de la linéarisation de
Perreur de I'observation. Nous avons aussi mis en évidence
une rupture dans les idées de la recherche dans ce domaine.
Enfin, nous avons exposé les derniers résultats concernant
la mise sous la forme d’observabilité non linéaire étendue
connue aussi sous le nom de 'immersion.
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