Provided by Repositério Institucional da Universidade de Aveiro

Metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
XLVI I I S B PO Vitoria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.

SOBRE VERTICES DO ESQUELETO DO POLITOPO DE
EMPARELHAMENTOS DE UM GRAFO

Nair M. M. de Abreu
Universidade Federal do Rio de Janeiro - COPPE - UFRJ
Cidade Universitdria, Centro de Tecnologia, Bloco F - Rio de Janeiro - RJ
nairabreunovoa@gmail.com

Liliana M. G. C. da Costa
Colégio Pedro II - Campus Engenho Novo II
Rua Bardo do Bom Retiro, 726 - Engenho Novo - Rio de Janeiro - RJ
Imgccostalgmail.com

Carlos H. P. do Nascimento
Universidade Federal Fluminense - ICEx - UFF
Rua Desembargador Ellis Hermydio Figueira, 783, Bloco C - Volta Redonda - RJ
carloshenrique@id.uff.br

Laura Patuzzi
Universidade Federal do Rio de Janeiro - IM - UFR]J
Cidade Universitdria, Centro de Tecnologia, Bloco C - Rio de Janeiro - RJ
laura@im.ufrj.br

RESUMO

O politopo de emparelhamentos de um grafo G, M(G), é o fecho convexo dos vetores de
incidéncia de emparelhamentos de G. O esqueleto deste politopo, G(M(G)), é o grafo cujos vértices e
arestas sdo, respectivamente, os vértices e arestas de M(G). Neste trabalho calculamos o grau do vértice
do esqueleto correspondente ao emparelhamento vazio. Mostramos que, dado qualquer subgrafo préprio H
de um grafo G, o grau de um vértice de G(M(H)) é estritamente menor que o grau deste em G(M(G)).
Além disso, determinamos o nimero de vértices e o grau minimo (e maximo, em alguns casos) do esqueleto
do politopo de emparelhamentos de grafos pertencentes a duas classes: a primeira, constituida por grafos
uniciclicos obtidos pela adi¢cdo de uma aresta entre dois vértices nao adjacentes de um caminho; a segunda,
dada por grafos resultantes da ligacdo de um dado vértice a todos os vértices de uma estrela.

PALAVRAS CHAVE. Politopo de emparelhametos, Niimero de vértices, Grau minimo.

TAG - Teoria e Algoritmos em Grafos.

ABSTRACT

The matching polytope of a graph G, M(G), is the convex hull of incidence vectors of matchings
of G. The skeleton of this polytope, G(M(G)), is the graph whose vertices and edges are respectively vertices
and edges of M(G). Here we determine the degree of the vertex of the skeleton corresponding to the empty
matching. And we prove that, given a proper subgrah H of a graph G, the degree of a vertex of G(M(H))
is strictly less than the degree of this vertex in G(M (G)). Furthermore, we compute the number of vertices
and minimum degree (and maximum, in particular cases) of the skeleton of the matching polytope of graphs
for two classes: the first one constituted by unicyclic graphs obtained by adding an edge between two non
adjacent vertices of a path and, the second one, whose graphs result from connecting a given vertex to the
vertices of a given star.

KEYWORDS. Matching polytope, Number of vertices, Minimum degree.
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3176


https://core.ac.uk/display/95445322?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

> Anais do XLVIIl SBPO

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional

XLVI I I S BPO Vitoria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.
Introducao

Um subconjunto P C R" € um politopo se é o fecho convexo de um conjunto finito

de pontos em R", isto é, P = conv{xi,...,x,}, para x1,...,x, € R". Trata-se de um ob-

jeto geométrico estudado desde a antiguidade, e a beleza de sua teoria é complementada pela im-
portancia para muitas areas da matematica, tais como otimiza¢do combinatéria, geometria algébrica
e topologia algébrica. O Teorema de Euler, que relaciona o nimero de vértices, arestas e faces de
politopos tridimensionais, € considerado por muitos estudiosos como marco inicial na teoria dos
politopos. Dado um politopo P, o esqueleto de P é o grafo G(P) cujos vértices e arestas sdo, res-
pectivamente, os vértices e as arestas de P. Para ver estes e outros conceitos sobre politopos, veja
[Grunbaum, 2003].

Seja G' um grafo simples e ndo orientado, com conjunto de vértices V = {v1,va,...,vn}
e conjunto de arestas E, formado por pares nao ordenados {v;, v;} de vértices distintos. Denotamos
a aresta {v;, ’uj} simplesmente por v;v; €, neste caso, dizemos que a aresta incide tanto no vértice v;
quanto no vértice vj. Também dizemos que os vértices v; e v; sao vértices adjacentes, denotando
este fato por v; ~ v;. O conjunto dos vértices adjacentes a um vértice v; serd representado por
N (v;). Duas arestas distintas sdo adjacentes se incidem em um mesmo vértice; caso contrrio, elas
dizem-se disjuntas. Uma cadeia de n vértices (ou, de n — 1 arestas) distintos e consecutivamente
adjacentes forma um caminho, o qual serd denotado por P,. Um emparelhamento de G é um
conjunto de arestas duas a duas disjuntas, podendo ser vazio, sendo neste caso denotado por &.
Dado um emparelhamento M de G, um vértice v € V diz-se M-saturado se alguma aresta de
M incide em v. Caso contrdrio, v é dito M -insaturado. Para mais detalhes sobre grafos, pode-se
consultar [Diestel, 2000].

Em otimizacdo combinatdria hé vérios problemas importantes relativos a emparelhamen-
tos de grafos, como por exemplo: problemas de atribuicdo/designacdo, problemas de escalona-
mento, problemas de cobertura, etc. Dados um grafo G = (V| F) e uma fungdo p : £ — R,
que atribui pesos as arestas de G, atribui-se a um subconjunto F' C E o valor p(F) = >_ . p(e),
chamado de peso de F'. Em geral, o problema consiste em se obter um emparelhamento M do grafo
que tenha peso p(M) minimo ou maximo. Em particular, determinar

max{p(M) : M emparelhamento de G'}. (1)

Este problema pode ser formulado como um problema de otimizagdo linear inteira, as-
sociando a cada emparelhamento M do grafo seu vetor de incidéncia x 7, em {0, 1}¥, definido
por

1, seee M;
Xn(€) = { 0, caso contrdrio.

Considerando a relaxacio linear de 7, ou seja, xar € RF tal que 0 < xs(e) < 1Ve € E, e
considerando p como um vetor em R, temos que p(M) = p x . Portanto, o problema (1) pode
ser reescrito como obter

max{pTX M : M emparelhamento de G'}. 2)

Isso equivale a maximizar a fungio linear p” x sobre o conjunto finito {y s : M emparelhamento de G'}.

Assim, o valor 6timo ndo muda se maximizarmos sobre o fecho convexo deste conjunto:
maz{p’x : x € conv{xys : M emparelhamento de G} }. 3)

O conjunto conv{xas : M emparelhamento de G’} é um politopo em R¥, denotado por
M(G). Sendo M (G) um politopo, existe uma matriz A e um vetor b tais que

M(G) = conv{xns : M emparelhamento de G} = {z € R : 2 > 0, Az < b}.
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Logo, (3) é equivalente a
max{pT:L‘ cx >0, Ax < b}, 4)

mostrando que o problema inicial (1) pode ser formulado como um problema de programacio linear.

O problema de atribui¢c@o, por exemplo, pode ser descrito utilizando-se o exemplo de
designacdo de atividades a pessoas. A atividade deve ser designada a apenas uma pessoa, € cada
pessoa pode ter no maximo uma atividade. Supondo que existe um valor associado a cada possivel
designacdo de atividade as pessoas, o problema consiste em encontrar a melhor designacdo em
termos de valor (pode ser custo minimo, lucro maximo, etc), e a solucdo é equivalente a encontrar
um emparelhamento perfeito de custo maximo/minimo em um grafo bipartido.

Neste trabalho estamos interessados no esqueleto deste tipo especial de politopo, obtido
a partir dos emparelhamentos de um grafo. Dado um grafo G = (V, E), consideremos o espago
vetorial R”, das fungdes de E em R, que tem dimensdo m = |E|. Uma vez estabelecida uma
ordenagdo eq,e9, .. ., e, no conjunto das arestas E' do grafo, cada vetor f de RE est4 unicamente
associado ao vetor w = (f(e1),..., f(em)) de R™. Deste modo, ndo faremos distin¢@o entre f e
w. Se F' € subconjunto de F, definimos o vetor de incidéncia x r de I por

(e) = 1, see€ F;
XFLe) = 0, caso contrario.

Como yr é unicamente determinado por F', ndo faremos distincdo entre xr ¢ F'. Note que se
E = o, |E| = 0 e, portanto, RE s6 possui o vetor nulo, que é vetor de incidéncia do Unico
emparelhamento existente (o emparelhamento vazio). Além disso, o vetor 1 = (1,1,...,1) é o
vetor de incidéncia de E, e o i-ésimo vetor canOnico de R™ € o vetor de incidéncia da i-€sima
aresta e; de F.

Definicao 1.1. Seja G um grafo. O politopo de emparelhamentos de G, denotado por M(G), é o
fecho convexo dos vetores de incidéncia de emparelhamentos de G.

Exemplo 1.2. No grafo completo K3, as arestas ey, es e e3 sdo duas a duas adjacentes, de modo
que hd somente os emparelhamentos &, {e1},{e2} e {es}. Portanto, M(K3) = conv{(0,0,0),
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é um tetraedro em R3. Neste caso, G(M(K3)) = K.

(0’ 0‘, 1)

(0,1,0)
2 (0,0,0
(1,0,0)
Figura 1: K3 e G(M(K3))

Ao nos referirmos ao esqueleto G(M(G)), diremos com frequéncia que dois emparelha-
mentos M e N sdo vértices adjacentes em G(M(G)), ao invés de dizer que x s € x v sdo vértices
adjacentes deste grafo. O grau de um emparelhamento M, denotado por d(M), é definido como
sendo o grau do vértice correspondente a M em G(M(G)).

Os préximos resultados dao condig¢des necessdrias e suficientes para que dois emparelha-
mentos sejam adjacentes em M (G) e permitem determinar quando dois vértices sdo adjacentes no
esqueleto G(M(G)). No enunciado destes, M AN denota a diferenca simétrica entre dois empare-
lhamentos M e N de um grafo G.

Teorema 1.3. [Chvdtal, 1975] Dois emparelhamentos distintos M e N de um grafo G sdo adja-
centes no politopo de emparelhamentos M(G) se, e somente se, a diferenca simétrica MAN é um
grafo conexo.
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Teorema 1.4. [Schrijver, 2003] Sejam M e N emparelhamentos distintos de um grafo G. Entdo,
M e N sdo vértices adjacentes em M(G) se, e somente se, M AN é um caminho ou um ciclo.

Exemplo 1.5. Considere a drvore T’ e seus emparelhamentos, dados na Figura 2. Sendo T uma
drvore, M; AM; (para i # j) nunca serd um ciclo. Logo, neste caso, M; ~ M; se, e somente se,
M;AM; forma um caminho. Note, por exemplo, que My ~ My em G(M(T')), pois M1 AMs; é o
caminho P = ejes; mas My + Ms em G(M(T)), pois M1 AMsz é desconexo. O grafo G(M(T))
é apresentado na Figura 3.

T M, 0 ° M, ° M, °
€3
il e ° ° ° o o ° ° 2 o
€4
[ ] [ ] [ ]
M; M, . M M .
I@g el I €3 el
[ J [ J [ ] [ J *——=o *——
[ ] [ J

Figura 2: Arvore T' e seus emparelhamentos

M,

Mg M,

M, M,
Figura 3: G(M(T))

Lembremos que, uma aplicagdo ¢ de um subespaco afim de R em R™ é uma aplicagdo
afim se preserva combinagdes afins, isto é, @(Zle \ii) = Zle Aig(x;), onde Zle Ai = 1. Se
© € uma aplicagdo afim e também uma bijecdo, entdo ¢ ¢ um isomorfismo afim. Segundo [Costa
et al., 2008], quando 7" é uma drvore, existe um isomorfismo afim entre o politopo M(T') e o
politopo aciclico de Birkhoff, definido a seguir.

Definicao 1.6. Seja T uma drvore com vértices v1,va, . ..,v,. O politopo aciclico de Birkhoff,
O, (T), € o conjunto das matrizes duplamente estocdsticas tais que, cada entrada positiva de uma
matriz A de Q,,(T') estd ou na diagonal principal ou em uma posicao (i, j) que corresponde a uma
aresta v;v; da drvore T..

Exemplo 1.7. Considere o caminho Ps dado pela cadeia de vértices vivavsvavs. Como as arestas
de Ps sdo v1vg, v9u3, U304 € 45, 0 politopo aciclico de Birkhoff Qs5(Ps) é o conjunto formado
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pelas matrizes

1—x T 0 0 0
T 1—.231—3}2 T2 0 0
0 ) 1—$2—J}3 I3 0 s
0 0 T3 1l—23—24 T4
0 0 0 T4 1—£C4

onde cada varidvel x; corresponde a aresta v;v;11 de Ps e essas varidveis devem satisfazer
0<umz <1, z1+x2 <1, zo+ a3 <1, 23+ x4 < 1. Portanto, segue que Q5(Ps) = M(P5),
onde

M(P5) = {z = (z1,22,73,24) ER*: 2 >0, 21 + 29 <1, 2o+ 23 <1, 23+ 24 < 1}

Na Figura 4 temos o caminho Ps com seus oito emparelhamentos, e na Figura 5, o esqueleto

G(Q5(F5)).

U1 V2 U3 V4 Us
My=o . ° ° . .
M,y = {v1v0} — . . .
M,
j\'_[Q = 1V2U3
{ } ° *——o ° ° M() M1
M3 = {vzvs} . o —e J / \
My = { 5
4 {U.LU, } ° ° ° ———o M3 M5
Ms = {v1v2, v3v4} .
]\[ﬁ = {,Ul/u2; U4,U5} —o ° ———o M4 M6
M; = {vqvs,v4v5} @ — o — M,
Figura 4: Ps e seus emparelhamentos Figura 5: G(Q5(P5))

O esqueleto do politopo aciclico de Birkhoff foi estudado também em [Abreu et al., 2014]
e [Fernandes, 2015], tendo sido obtidos alguns resultados sobre a estrutura desse grafo. O teorema
a seguir dd o grau minimo de G(€2,,(7)).

Teorema 1.8. [Abreu et al., 2014] Se T é uma drvore com n vértices, entdo o grau minimo de um
vértice em G(Q,(T)) én — 1.

Neste trabalho estendemos o teorema acima, provando que o grau minimo do esqueleto
G(M(G)) continua sendo igual ao nimero de arestas do grafo G, para grafos G pertencentes a
determinadas classes de grafos. No caso do grau maximo, foram obtidos resultados para classes
especificas de arvores.

Teorema 1.9. [Abreu et al.,, 2014] Para o caminho P,, com n > 2 vértices, tem-se que o grau
mdximo de G(Q,(P,)) é igual a

n2+4n—5

A . s, semnéimpar;
G(Qn(Pr)) — n%4+6n—8
8

, semnépar.
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Uma arvore T que possui no maximo um vértice de grau maior que 2 diz-se uma starlike.

Teorema 1.10. [Fernandes, 2015] Seja T’ uma starlike com n + 1 > 3 e seja v um vértice de T de

grau mdximo. Assuma que todos os ramos de T em v tém comprimento r. Entdo, o grau mdximo
de G(Q,(T)) é dado por

+1— (7"—0;11)2 + 3n(r2—1)

n 8r ’

se r é impar;
AG(@n (1)) =

(r4+2)(3n—2r+4) 1

3 se r € par.

Na proxima secdo iremos apresentar alguns resultados por nds obtidos acerca do grau
de um vértice do esqueleto do politopo de emparelhamentos de um grafo. Tais resultados serdo
importantes para os célculos apresentados nas se¢Oes subsequentes.

Propriedades do Grafo G(M(G))

Iniciamos esta se¢do apresentando uma condi¢@o necesséria para que dois emparelhamen-
tos, de um grafo qualquer G, sejam adjacentes em G(M(G)). Tal condig@o serd de grande utilidade
para se obterem vértices adjacentes, a um dado vértice, no esqueleto.

Proposicao 2.1. Sejam G um grafo e M e N dois emparelhamentos distintos de G. Se M ¢é
adjacente a N em G(M(Q)), entdo ||M| — |N|| = 0ou ||M| — |N|| = 1.

Demonstracdo. Sejam GG um grafo e M e N dois emparelhamentos de G tais que M ¢é adjacente a
N em G(M(G)). Pelo Teorema 1.4, tem-se que M AN € um ciclo ou um caminho em G (com as
arestas se alternando nos conjuntos M e N). Portanto, se M AN = C,,, entdon é pare |[M| = |N|;
se MAN = P, en éimpar, entdo |M| = |N|;e se MAN = P, e n épar, entdo ||M|—|N|| = 1.
Logo, ||[M|— |N||=0ou||M|— |N| = 1. O

Como aplicagdo imediata desta proposicao, calculamos o grau do vértice, do esqueleto do
politopo, correspondente ao emparelhamento vazio.

Corolério 2.2. Se G é um grafo e M = @, entdo d(M) € igual ao niimero de arestas de G.

Uma consequéncia nao tdo imediata da Proposicdo 2.1, mostra a variagao do grau de um
vértice, do esqueleto G(M (G)), quando acrescentamos arestas no grafo G. Dados um vértice u de
um grafo G e um vértice v ndo adjacente a u (podendo v ser ou ndo vértice de G), seja G o grafo
obtido de (& pela adi¢@o da aresta uv. Entdo, um emparelhamento M de G € um emparelhamento de
G. Além disso, se N € um emparelhamento de G tal que M ~ N em G(M(G)), entdo M ~ N em

G(M(G)). Vamos mostrar que, neste caso, o grau de M em G(M(G)) é pelo menos uma unidade
maior do que o grau de M em G(M(G)).

Proposicao 2.3. Sejam G um grafo, u um vértice de G e M um emparelhamento de G. Se v é um
vértice ndo adjacente a u e G ¢ o grafo obtido adicionando-se a G a aresta uv, entdo

dg ey (M) = dgmcy) (M) + 1.

Demonstracdo. Seja v um vértice ndo adjacente a u, que pode pertencer ou ndo a G, e seja G
o grafo obtido de GG pela adicdo da aresta e = wwv. Seja M um emparelhamento de G. Caso
M = o, segue do Corolério 2.2, que dg(M(é))(M) = |BE(G)| + 1 = dgama) (M) + 1. Assim,
podemos supor que M seja ndo vazio. Como observado anteriormente, todo emparelhamento de G
é também um emparelhamento de G. Logo, para mostrar que dg M(é))(M ) > dgmay) (M) + 1,

¢ suficiente verificar que existe um emparelhamento N de G, adjacente a M em G(M (G)), tal que
N ¢ E(G). Para obtermos um tal emparelhamento [V, iremos analisar os casos em que os vértices
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u ou v sdo saturados, ou nao, por M. Note que, caso v ndo seja vértice de GG, necessariamente sera
M -insaturado. Suponha primeiro que ambos os vértices © e v sejam M -insaturados. Considere
o emparelhamento N = M U {e}. Neste caso, tem-se que N ¢ FE(G) e, como MAN = {e},
N ~ M em Q(M(é)) Agora, suponha que u, ou v, seja saturado por M. Seja L o conjunto
das arestas de M que incidem ou em u ou em v (note que |L| = 1 ou |L| = 2) e considere o
emparelhamento N = (M\ L) U {e}. Como no caso anterior, N ¢ E(G)e N ~ M em G(M(Q)),

pois MAN = L U {e} ¢ um caminho em G. Logo, dg v (M) = dgm(c)) (M) + 1. O

Como consequéncia da proposicio anterior, obtemos que o grau de um vértice do esque-
leto do politopo de emparelhamentos de qualquer subgrafo proprio de um grafo G € estritamente
menor que o grau deste vértice no esqueleto do politopo de emparelhamentos de G.

Corolario 2.4. Seja H um subgrafo proprio de um grafo G, e seja M um emparelhamento de H.
Entdo

dgm(c)) (M) = dgmiy) (M) + |E(G)| — |E(H)].
Note que, para o emparelhamento M = &, a igualdade é satisfeita neste corolario.

Vértices do Esqueleto G(M (P}, ,))
Definimos nesta se¢do uma classe de grafos obtidos da adi¢cdo de uma aresta entre dois
vértices ndo adjacentes de um caminho, resultando em um grafo uniciclico.

Definicao 3.1. Sejam t > 2 um niimero inteiro e P, = vi1vy...v, um caminho comn > t + 1
vértices. Definimos Pf%t como sendo o grafo obtido de P,, ao adicionar a aresta v;v;1, para
ie{l,..., n—t}

7z

O grafo Pg’t € uniciclico, cujo ciclo tem comprimentot + 1. Sei =1let =n —1, Pﬁ,t é
o ciclo C),. Na Figura 6 temos o grafo Ps:;, 3.

V4 Us

@ e A A \d
(1 (%) V3 e Vg v7 Vs Vg

Figura 6: O grafo Pg,s

Ao removermos de beyt os vértices v; € v;4+¢, obtemos um grafo com no maximo trés
componentes conexas nio vazias, que sao os caminhos P;_1, P,_1 e P,_;—¢, onde Py = &.

A sequéncia de Fibonnaci é a sequéncia recursiva (fy,)nen definida da seguinte forma:
fi=fo=1le fi = fr_1+ fr_o, parak > 3. Em [Dahl, 2004] provou-se que, para o caminho P,
o nimero de vértices do politopo G(M(P,,)) é igual ao (n + 1)-ésimo termo f,, 41 da sequéncia de

Fibonacci. Usando este resultado, encontramos o nimero de vértices do grafo G(M (P, ;)).

Proposigdo 3.2. O niimero de vértices do grafo G(M(P},,)) é dado por fni1 + fififni1—(i+e),
onde fi € o k-ésimo niimero de Fibonacci.

Demonstra¢do. Como me ¢ o grafo obtido do caminho P, adicionando-se a aresta e = v;V;4¢, O
nimero de emparelhamentos de P,it € o niimero de emparelhamentos de P, (a saber, f, 1), mais
o nimero de emparelhamentos de me que contém a aresta e.

Os emparelhamentos de me que contém a aresta e sdo do tipo M U {e}, para algum
emparelhamento M de P;_; U P, U P,_;—;. Como o nimero de emparelhementos de P;_; U
Py UPy_it € fiftfny1-(itt)> concluimos a prova. O
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Corolério 3.3. O niimero de vértices do grafo G(M(C,,)) € frn—1+ fn+1-.

Exemplo 3.4. Para o grafo Pg”3, temosn = 9,t =3 e i = 3 (ver Figura 6). Assim, o niimero de
Vvértices de Q(M(Pg”g,)) é f10 + f3f3fs = 67, dado que f10 =55, fs =2¢ f4 = 3.

Teorema 3.5. O grau minimo do grafo G(M (P;i,t)) éigual an, que por sua vez é igual ao niimero
de arestas do grafo Pfl,t.

Demonstragdo. Seja M um emparelhamento qualquer de Pf;,t- Se M = &, do Corolério 2.2,
dg(mpy ) (M) = n.

Suponha que M # @ e M C E(P,). Do Teorema 1.8, dg(a(p,))(M) > n — 1, nimero
de arestas de P,. Da Proposi¢@o 2.3, dgv(pi (M) = n.

Suponha que e = v;v;1¢ € M. Note que M\{e} é um emparelhamento do grafo desco-
nexo formado pelas componentes disjuntas P;_1, P;_1 e P,,_;_¢, € que os emparelhamentos de Pf;’t
ou estdo contidos em P; U P;_; U P,_;_¢, ou contém alguma aresta incidindo em v; ou em v;y+.
Se Np,_, é um emparelhamento adjacente a M N P;_; em G(M(P;_1)), entdio N = Np,_, U

(M\P;_1) éadjacente a M em G(M(P}. ;)). Do Teorema 1.8, dg aq(p,_,))(MNPi_1) > |E(P;_1)].

Procedendo da mesma forma com P;_; e P,_;_; obtemos, pelo menos, n — |L| emparelhamentos
adjacentes a M, onde L é o conjunto de arestas de Pfl,t incidentes ou a v; ou a v;y4:

dgam(p,_1) (M N Pi_1) +dgamep,_) (M N Pe1) +dgamp, o) (M N Pyiy) >

> |E(Pi)| + |E(P1)| + [E(Poit)| = n = [L].

Visto que tais emparelhamentos estdo contidos em F;_; U Py U P,,_;_;, nenhum deles possui
aresta em L. Seja f uma arestade L e N = M’ U{f}, onde M’ é o conjunto das arestas de M que
nao sdo incidentes a f. Sendo M AN conexo, do Teorema 1.3, IV é adjacente a M. Assim, teremos
mais |L| emparelhamentos adjacentes a M. Logo, d(M) > (n — |L|) + |L| = n. O

Corolério 3.6. O grau minimo do grafo G(M(C,,)) € igual ao niimero de arestas do ciclo C,.

Exemplo 3.7. O grafo 1’35272 da Figura 7 tem 9 emparelhamentos, My = &; My = {viva}; My =
{vo,v3}; M3 = {vsvs}; My = {vavs}; Ms = {viva,v3vs}; Me = {viva,v4vs}; My =
{vous,v4v5} e Mg = {vous}. Jd o grafo Q(M(PE?,Q)) tem grau minimo 5, cujos vértices cor-
respondentes sdo dados pelos emparelhamentos My, M1, M4 e M.

Mg
. M,
My M
RVANSY 7).
1 Uy V4 s M 0L
/ f
M, Mg

M,
Figura 7: P2, e G(M(PZ,))
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Vértices do Esqueleto G(M (K1,1,p))

Para p > 1, seja K1 1, o grafo obtido pela juncdo de um vértice isolado com os vértices
de uma estrela Sy ;. Tal grafo é conhecido por book triangular.

Denote por f a aresta comum aos p tridngulos do grafo K 1 p, que resulta da ligagdo do
vértice isolado com o centro da estrela. Para cada vértice v; nao saturado por f, denote por e; e
e, as duas arestas que incidem em v; (ver Figura 8). No que segue, iremos supor que as arestas e;
incidem no mesmo vértice u da aresta f, e que as arestas €, incidem no vértice w de f.

Exemplo 4.1. Na Figura 8 temos o grafo K1 1 6.

Figura 8: O grafo K116

O teorema a seguir da o nimero de emparelhamentos de K 1 ;,, ou equivalentemente, o
nimero de vértices de G(M (K7 1,p)), e 0s graus minimo e maximo deste grafo.

Teorema 4.2. O niimero de vértices do esqueleto G(M(K1 1)) é p? + p + 2. Para este grafo,
tem-se que seus graus minimo e mdximo sdo, respectivamente, § = 2p +1e A = p> + p + 1.

Demonstragdo. Os emparelhamentos de K7 1, sd0 o vazio e aqueles formados por uma ou duas
arestas. O ndmero de emparelhamentos formados por quaisquer duas arestas é p(p — 1). Como este
grafo possui 2p+1 arestas, concluimos que o nimero de vértices de G(M (K1) € p(p — 1) +
2p+1+1=p>+p+2.

Se M = @, do Corolario 2.2, d(M) é igual ao nimero de arestas de K11 p, isto €,
d(M)=2p—+1.

Para M = {e;}, temos que N(M) = {@,{e; : j # i}, {ej}, {f},{eief : § #
i},{ej, el : j # i}}. Portanto, d(M) = 14+ (p—-1)+1+1+(p—-1)+(p—1) = 3p
Analogamente, se M = {¢}}, entdo d(M) = 3p.

Se M = {f}, entdo M ¢ adjacente a todos os demais emparelhamentos de K7 1 ;.
Assim, d(M) = p? +p + 1.

Por fim,se p > 2e M = {e;, e;-}, sejam e; e e; as arestas de K7 j , tais que eiese;eg
forma um ciclo Cy. Temos que N(M) = {{f},{e:},{€}}, {es}, {ei}, {ei e, + w # jyw #
th{er, e k # ik # sk {es, e, + w # jh{ex, e, + k # i,k # s}}. Portanto, d(M) =
5+(p-2)+(-2)+(-1)+(-2)=4p-2 O

Exemplo 4.3. Na Figura 9 sdo dados os grafos K1 12 ¢ G(M(K1 12)). Este iiltimo com 22 + 2 +
2 = 8 vértices, grau minimo 6 = 2.2 + 1 = 5 e grau mdximo A =22 +24+1=717.
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{f}

{e'} {ed}

{e1} {e2}

/
€1

{61/762} {61762/}
Figura 9: K1,172 (S g(M(KLLz))

Consideracoes Finais

Pode-se notar que determinar o grau minimo ou o grau méaximo do esqueleto G(M(G))
ndo € um problema fécil, dado que tais grafos sdo, em geral, de ordem muito grande. Por isso,
determinar estes graus quando GG pertence a uma classe especial de grafos é um resultado interes-
sante, mesmo que GG seja de ordem relativamente pequena. Ainda, sdo necessdrios resultados mais
gerais sobre o grau de um vértice do esqueleto. De fato, para os cédlculos apresentados nas duas
dltimas secdes, foram usados tanto resultados conhecidos acerca de grau de vértices do esqueleto
G(M(T)), quando T' ¢ uma drvore, como os novos resultados, obtidos na Se¢do 2. Como proposta
para trabalhos futuros, pretende-se obter resultados mais gerais sobre o grau de um vértice do es-
queleto G(M(G)), além de encontrar o grau minimo deste grafo, no caso em que G é um grafo
qualquer.
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