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Abstract

In the present paper the structure of the oscillation of a periodically driven gas bubble is
investigated analytically and numerically as well. To describe the bubble radius evolution in time the
Keller-Miksis equation is used. Results show that the liquid dynamic viscosity and the surface tension
have significant effect on the oscillation. In water the first one is negligible, and the latter one has a
greater effect for bubble radius lower than about 5um.

Osszefoglalo

Jelen dolgozatban egy periodikusan gerjesztett gazbuborék radialis oszcillaciojat, annak
strukturdjar  vizsgaljuk —analitikus és numerikus uton egyardnt. A buboréksugar idébeli
megvaltozasanak leirasara a Keller-Miksis egyenletet hasznaljuk. Megmutatjuk, hogy az oszcillaciora
a dinamikai viszkozitas és a fellleti feszultség van nagy hatéssal. Vizben az eldbbi elhanyagolhato,
mig az utébbi kordlbelul 5um buboréksugér alatt jatszik fontos szerepet.
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1. BEVEZETES

Magas amplituddju és frekvencidju hanghullammal besugéarozva folyadékot, abban mikron
méretli gazbuborékok keletkezhetnek [1,2]. Ezen buborékok radialis oszcillaciojuk soran olyan erésen
tudnak Gsszeroppanni, hogy a lokdlis kornyezetiikben tobb ezer Kelvin hdmérséklet és bar nyomas
alakulhat Ki [3]. Ezek a kovetkezmények vezettek arra, hogy az ultrahangos technol6giat szamos ipari
tertleten alkalmazzak, példaul az élelmiszeriparban [4-6] vagy orvostudomanyban [6-10].

Akusztikusan gerjesztett gazbuborékok viselkedésének vizsgalatat azonban nem csak ezek
alkalmazasi terlletei motivaljak, hanem rezgésiik nemlineéris volta is. Az elmult évtizedekben szamos
publikacié jelent meg, amely az ilyen buborékok oszcillacidjaval, azok bifurkéacios strukturajaval
foglalkozik [11-19]. Ezek kozott talalhatok olyan eredmények, melyek a nemlinearis oszcillatorokra
altalanos eredményeknek tekinthetdk, azonban akadnak olyanok is, melyek csak a gazbuborékokra
oszcillacidjara jellemzéek. Az utobbiakra egy példa Behnia és tarsainak eredménye [18], Azt talaltak,
hogy ha Rew alland6 (Re az egyensilyi buboréksugar, o a gerjesztés frekvenciaja), akkor a gerjesztési
amplitado6 fuggvényében a bifurkacids struktira nem valtozik Iényegesen, azonban erre semmilyen
feltételt, vagy érvényességi tartomanyt nem hataroztak meg. Jelen dolgozatban erre a problémara
kerestink valaszt. A buboréksugar idébeli megvaltozasanak leirasara a Keller-Miksis egyenletet
hasznaljuk, és a dimenzidtlan egyenletbdl kiindulva analitikusan megvizsgaljuk, hogy az egyenlet
hogyan viselkedik, amikor Rew &llandd. Vizsgalatunk eredménye azt mutatja, hogy az oszcillaciora a
dinamikai viszkozitas és a fellleti fesziltség hatéssal lehet akkor is, ha Rew alland6. Vizben a
dinamikai viszkozitds hatésa elhanyagolhatd, mig a feluleti fesziltség az 5Sum sugérnal kisebb
buborékok esetében fontos.
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2. MATEMATIKAI MODELL

A gdombszimmetrikus gazbuborék sugaranak id6beli megvaltozasara a Keller-Miksis egyenletet
hasznaljuk [11]:
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ahol R=R(t) a buborék sugara az id6 fuiggvényében. A buborék belsejében és a buborékon kivil a
nyomasok kapcsolata a buborék falanal:
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T.=25 °C és P.=1 bar a kornyezeti hdmérséklet és atlagnyomas. o, UL és c. rendre a folyadék
stirlisége, viszkozitasa és a folyadékbeli hangsebesség. pv a gbéznyomas, pc a gaznyomas, o a felileti
fesziiltség. Ezen anyagjellemzék T. és P.. figgvényében szamithatok ki a Haar-Galagher-Kell [20]
allapotegyenletbdl. Adiabatikus allapotvaltozast feltételezve az n politropikus kitev6t 1,4-nek
valasztottuk, ezzel a gaznyomas a buborékban:
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Re az egyensulyi sugar és a referencianyomas pgo=20/Re+P..-pv meghatarozzak a buborékban 1év6 giz
mennyiségét. pa és wa gerjesztés amplitaddja valamint korfrekvenciaja.

3. DIMENZIOTLAN EGYENLETRENDSZER KONSTANS Rew ESETEN

Behnia és tarsai eredményének analitikus vizsgalatdhoz a dimenziétlan egyenletet hasznaljuk,
melyhez a kovetkezé dimenziotlan mennyiségeket vezetjuk be: a =t(w/2z) dimenzidtlan idét, és a
y1=R/Re dimenzidtlan buboréksugarat. y.=y: ’ esetén a dimenziétlan egyenletrendszer:
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ahol > a dimenziétlan id6 szerinti derivaltat jelenti. Bevezetve a C=Rew/2z mennyiséget a szamlalo N
¢és a nevezO D a kovetkezdképp irhatok:
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C. YiC pLRe
A fentiek alapjan, ha C konstans, akkor csak két paraméter nem az, mégpedig:
20 g5 A (6)
Re PLRe
Ennek értelmében, ha a fellleti fesziiltség és a folyadék dinamikai viszkozitasa elhanyagolhato,
akkor a buborék bifurkacios struktdraja nem valtozhat 1ényegesen, amikor C=Rew/2z konstans.

A numerikus sz&mitadsokhoz sziikséges még bevezetni a dimenzio6tlan gerjesztési frekvenciét is:
w=w/wo, ahol w, a buborék sajatfrekvenciaja Brennen alapjan [1] :
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Erdemes észrevenni, hogy a (7)-ben 1évé tagokat elhanyagolhatonak tekintve a buborék
sajatfrekvencidja konstans. Ez az érték, az el6z6 fejezetben emlitett paraméterek esetén woRe=20,1
m/s. Megjegyezzilk tovabba, hogy ha Rew &llandd, akkor a relativ frekvencia is az 6—0 és p —0
esetén mivel:
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Ezért a relativ frekvenciaval valo szamitas nem valtoztat Behnia és tarsai feltételén.

(8)

3. A BUBOREK BIFURKACIOS STRUKTURAJA

A (3)-as egyenletrendszert kezdeti feltétel problémaként kezelve numerikusan is érdemes
megoldani. Egy rogzitett kezdeti feltétel esetén, addig integraltuk ki az egyenletet az id6ben, mig a
megoldas ra nem konvergalt egy stabil attraktorra. Miutan egy megoldas bekonvergalt, a stabil orbit
Poincaré metszetének pontjait mentettik el. Minden paraméter esetén 5 véletlen kezdeti feltételt
valasztottunk annak érdekében, hogy minden Iényeges stabil megoldast megtalaljunk. A valtoztatott
paraméterek az egyenstlyi buboréksugar és a gerjesztés amplitidoja voltak. E16bbit 1 um és 0,1 m
kozott valtoztattuk, dsszesen 19 esetet vizsgalva, mig utobbit 0 és 5 bar kdzott valtoztattuk 0,01 bar
Iépéskozzel. Az egyenlet tobbi paraméterét T.=25 °C és P.=1 bar esetén, viz kdzegre a Haar-
Galagher-Kell allapotegyenlet segitségével szamitottuk Ki.

Az eredményeket az 1. abran egy kétparaméteres bifurkacids struktiran mutatjuk be w=2
relativ frekvencia esetén. A szinskdla a megoldasok periodusat mutatja, a fekete szin kaotikus
megoldasra utal. Ahol tébb megoldas egyutt 1étezik, ott a legnagyobb periodusi megoldas periodusa
van abrdzolva. Az abran jol latszik, hogy kb. 5 um (piros fiiggbleges egyenes) egyensulyi
buboréksugar felett a struktira nem valtozik lényegesen. Ezen buboréksugar alatt a buborék
oszcillacids strukturaja jellegre nem valtozik, azonban a stabil attraktorok egyre nagyobb gerjesztési
paraméter esetén jelennek meg, ahogyan a buborék mérete egyre kisebb.

1. Abra: Bifurkaciés struktira or=2 relativ frekvencia esetén. A szinskala a stabil megoldasok periodusat
jelenti.



4. OSSZEFOGLALAS

Jelen dolgozatban egy akusztikusan gerjesztett gémbszimmetrikus gazbuborék oszcillaciojat
vizsgaltuk meg analitikus és numerikus mddon is. A buborék sugaranak id6beli megvaltozasara a
Keller-Miksis egyenletet hasznaltuk Vizsgalatunk célja az volt, hogy a Behnia és térsai altal
meghatarozott feltételre [18] érvényességi tartomanyt hatarozzunk meg. Ok azt talaltak, hogy a
buborék oszcillacidja nem valtozik lényegesen, ha Rew allandé. Ez a feltétel azonban nem feltétel
nélkil igaz. A dimenziétlan egyenletet analitikusan megvizsgalva azt kaptuk, hogy ebben az esetben a
feluleti feszlltség és a folyadék dinamikai viszkozitdsa még hatassal van az oszcillaciora. Ez a két
mennyiség viz esetén kb. az 5 um sugarnal nagyobb buborékok esetében elhanyagolhatd, azonban az
ennél kisebb buborékok esetében mar nem.
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