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1. Funciones vectoriales de una variable escalar: Curvas

1.1 Funcién vectorial de una variable escalar.

1.2 Derivacién de funciones vectoriales.

1.3 Componentes de la derivada de una funcién vectorial en una base ortonormal dependiente
del escalar (casos cartesiano, cilindrico y esférico).

1.4 Ecuaciones vectoriales de los elementos del triedro intrinseco.

1.5 Derivada de los vectores del triedro intrinseco. Férmulas de Frenet.

1.1. Funcién vectorial de una variable escalar.

Definicién 7 (t) es una funcién vectorial de un pardmetro ¢ en un intervalo [t1, t5], si a cada valor de ¢ en
este intervalo le corresponde un valor del vector 7.

Mateméticamente dirfamos que se trata de una aplicaciéon I' : 1 ¢ R — R3

La existencia de 7 (t) obliga a que cada componente sea una funcién escalar de la misma variable en el
mismo intervalo.

Si tenemos una base de vectores {€1, €2, €3}

dénde 7 (t) con i = 1,2, 3 son las componentes en esa base.
La base de vectores suele elegirse ortonormal y orientada a derechas y se emplean mayoritariamente las
asociadas con las coordenadas cartesianas {z’, 7, k}, cilindricas { 0,0, 2} y esféricas {f, 0, gﬁ}.

Indicatriz de la funcién vectorial 7 () es el lugar geométrico engendrado por los extremos del vector 7
cuando se llevan a un origen comun y se le asignan al pardmetro todos los valores posibles.

1)

Ejemplos:
» si 7 (1) es el vector posicién de un punto como funcién del tiempo, la indicatriz es la trayectoria.

» si U (1) es la velocidad como funcién del tiempo, la inidcatriz es una curva llamada hodégrafa.

Continuidad. 7 (t) es continua para el valor ¢y del pardmetro, si Ve > 0 36 > 0 tal que
‘?(to + At) — ?(to)‘ <e€

VAL <6
1
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1.2. Derivaciéon de funciones vectoriales.

Derivada. Si 7 (t) es continua en un cierto intervalo de ¢ puede definirse la derivada como:

o dr i 7 (t+ At)— 7 (¢)

— = lim
dt At—0 At
. . )
donde empleamos la notacién A = %, A= %,

Si la base {€1, €2, €3} no depende del pardmetro t,
’I”:dt< ' Ti€i>:ZTz‘€i
1 K2
Cuando la base si dependa del pardmetro tendremos:

7 (1) = Z i (1) @i (t) + Z ri (t) € (t)

Ejemplo: Vector posicién en coordenadas polares planas

T =r(t)eé,

e, es el vector unitario en la direccién que crece la coordenada r (radial)

ep es el vector unitario en la direccién que crece el déngulo 6 (tangencial)

Como é, = é, (r,0) y r = r(t), 0 = 6(t) tenemos que e, # 0

En concreto é, = é, (f) y %= = - . 49

Como é, es unitario su unico cambio se debe al cambio de orientacion en el limite A6 — 0

dt — df dt

6, (0 +A0) — ¢, (0)] — 1-Af

df



I~ N Escuela Politécnica Superior

Capitulo 1
v 730211205- Mecdnica Fundamental 1 Alberto Ramil Rego
UNIVERSIDADE DA CORUNA Tema 1 Funciones vectoriales de una variable escalar: Curvas 18 de julio de 2011
La direccién de ‘fé' coincide con la de éy y por tanto
de,
=e
ag "’
dé, .
=0é
dt o

A este mismo resultado se llega facilmente proyectando é, y €y sobre los vectores cartesianos:

y

X
ér =cosbfi+sinfj
ég = —sinbi + cos )
dénde ¢, j no varian con las coordenadas.
der — _gin@i + cosf = é der — gg
o = J=¢€ ar — v¢o
dé i . “ A~ dé. A A
0 = —cosbi—sinfj = —é, Gf = —0é,
En el caso de coordenadas cilindricas
z
A N
ezI -~ Ce
~4
2 &
v
O/
............... P
9
o Pl
¢

dé, ..
at = PCp
dé,, P
at — Pl
de, __
dt 0

1.3. Componentes de la derivada de una funcién vectorial en una base ortonormal
dependiente del escalar (casos cartesiano, cilindrico y esférico)

Derivacién en una base ortonormal dependiente del tiempo

Sea {€1, €2, €3} una base ortonormal orientada a derechas

3
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=
Sea A un vector cualquiera,

3
Z = A1é1 + Agég + Azés = Z Ajé;
i=1
con Al = Z éz R
dA dA de
aa @i, A, % i
= 2

%

puedo expresar los vectores dt en la base {€1, €2, €3}, asi:

déy déq . R deq .. R déy ~
ﬁ:<dtel>61+(cﬁ€2)eﬁ< > =2t
N—— —— W

b11 b12 b3
en general:
del
Z bijé;
cont=1,2,3
como:
éi-é;,=1 = 0= t(ez ez)—Qez‘ffg:Qb =  b;=0
S - 0= ig. 4 %ig _p. 4 p. bii — —bes
€ €j = at €j + 61 ij + 05 = 0ji ]
Osea, bj; = —b;; Vij — matriz Antisimétrica, tiene 3(32_ ) — 3 elementos diferenciales:
0 Q3 —
Bij = —Qg 0 Ql
Q - 0
91— Qg6 — Qoés
. R deé; —
dde = —Qgel Q1€3 Cltl Q
@5 = gey — Méy
coni=1,23y Q(Q1,0,Q%)
Entonces, N
dA dA;
— = e+ Ox A
dt — dt i
que se conoce por Férmula de Boure.
Coordenadas cilindricas.
z
I
S~
z
O/
................... e
o P
x 8,
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p= a2 +y?
¢ = arctan (¥)

xT

2=z

T = pCcosp
y=psing
Z =z

{é,,é,,é.} son una base ortonormal orientada a derechas.

€p X €, = (cos2g0+sin290)f<:éz

Los dos primeros dependen de la coordenada ¢, el tercero es constante, €, =€, () y é, = é, (¢)

e, = cosgoi —|—Singoj
€, = —sinpi+cosp]
6, = k
Ademas,
e
e, _ .
dep
dé,
de
por lo tanto,
de de, d ey
L e N
dt de dt
dé, o de,
T — _(p . e(p _—
dt dt
de,
-0 5
I de,
dt

€p
0 ¢ 0 €p
=]|l-¢ 0 0 €y
0 0 0 é,

Entonces, = gbf{ es el vector que nos da el cambio de orientacién de la base con el tiempo.

Coordenadas esféricas.

r= VT E T2

¢ = arctan (£)

f = arc cos Z
/12 +y2

x =7 sinf cosy
y =1 sinf siny

z =1 cost

{é,ép,6,} son una base ortonormal orientada a derechas.

5
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=

e, =
T

ég (0,0) =&, (0—1—%,@) = cosfcospi+ cosfsing]j —sinfk

é@ = —sin(pi—{—COSQOj :écp (‘P)

= sinf cos i+ sinfsing] + cosOk = &, (0, ¢)

Derivando los vectores de la base respecto del tiempo,

(Zirzizﬁ+gi(?::9 cos@coscpi—kcos@sin@j—sin<pf< + ¢sinf —singoi—&—cosgof{

€g €y
deé .
% —Qég+ psinfé,
Procediendo de forma andloga para los otros vectores de la base se obtiene

dé,
dt 0 9 @ sin 0 &,
déy . . .
— | = —6 0 cos 6 é
dt V. ’
dé, —psinf  —pcost 0 €y
dt

y la rotacién (cambio de orientacién de la base)
0= pcosté, —psinbeéy + éé¢

Como la rotacién ¢ se realiza en el plano zy y la rotacién 6 en el plano definido por Oz y 7, utilizando los
vectores normales a esos planos se obtiene una expresién mas compacta

O=¢k+0e,
Geometria diferencial. Curvas.

Separamos la parte puramente geométrica de lo que seria la cinematica. Ademds, esta parte serd tutil en
dindmica y en estatica.

r=x(t)
Sea la curva parametrizada C dada por ¢ y =y (t)
z=2z(t)

obien 7 (t) =z (t)i+y(t)]+2z(t)k

z
Ty
z(t)
A X(t) Y
y(®
La derivada 7 = % es un vector tangente a la curva, basta recordar que 7 (t) = lim W

At—0
6
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1)

La recta tangente a C en el punto 7 (tg), son los puntos P verificando
B =7 (to) + A7 (to) , VA
Si P = (z,y,2),7 (to) = (0,50, 20) ¥ 7 (to) = (&0, 90, 20) la ecuacién anterior se escribe como:

r—2o Y—Yo 22— 20

To Yo 20

El plano normal a C en el punto 7 (p), son los puntos P verificando
(P-7 ) 7 (t) =0

Osea, (x —x0) o = (¥ — yo) Yo = (2 — 20) 20

p-normal

1)

El plano osculador de C en 7 (tg) es el limite de los planos que contienen la tangente en 7’ (¢g) y a otro
punto de la curva 7 (t1), a medida que tl tiende a to
P estd en el plano osculador si P — 7o, Poy 71 — 7o son coplanarios cuando t; — t

F(t) T -““tangente

Si tres vectores son coplanarios su producto mixto es nulo: <I_5 — ?’0> . [?’ x (71— 79)| = 0 cuando
t1 — to
Desarrollando en serie de potencias al rededor de tg

71 =T(t1) = 7 (to) + 7o (tl—t0)+§ro (ty — to)* + ...
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y por tanto,
=1 — >
(P— 7"0) . (T’QX 7"0) =0
o bien,
r—2o Y—Y =Z—%20
To Yo 20 =0
Zo Yo 20
Comentarios:

1) El plano osculador contiene a 70 y 70
2) Solo puede definirse en puntos regulares(?o £ 0, 70 =+ O)
3) El plano osculador y el normal son perpendiculares

4) Sila curva es plana, el plano que la contiene es su plano osculador

= La recta interseccién del plano normal y osculador se llama normal principal
= La recta perpendicular a la tangente y a la normal principal se llama binormal

= El plano que contiene a la tangente y a la binormal se llama rectificante

§\0r"“&6

binormal ;
e

®

r.tangente

normal principal

En cada punto de cada curva continua y con 70 £ 0, 70 = 0 pueden definirse los tres planos y las tres
rectas.

Longitud de arco.

Recordando la definicién de derivada % = Ah’m0 w en dicho limite al arco y la cuerda se
t—
a7 das

confunden |A7| — AS y entonces |%-| = &
La longitud de arco medida desde 7 (ty) y en el sentido creciente de ¢ serd:

S(t):/t:

ar

—|dt
dt

con, %} = \/x (t)2 + 9 (75)2 + 2 (15)2
Si 7 # 0 se puede asignar a cada t un valor de S y escribir ¥ =
parametrizada por la longitud de arco.

(t(s)) = 7 (s) funcién vectorial
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1.4. Ecuaciones vectoriales de los elementos del triedro intrinseco.

Triedro intrinseco.

Vimos que 7 = Cyt" es tangente a la curva. Si se deriva respecto al arco también se obtiene un vector
tangente ala curva 47 & que ademds es unitario porque ||d7|| = dS. Es el vector unitario tangente T = dS =

, utilizando la motacmn A = ‘fi’g.

/

—>

El vector unitario normal N =

es unitario por construccion y veremos que es perpendicular al

~

T/
anterior. Derivando T-T=1 = 0=2T-7 = T.1T = N.1T
El vector unitario binormal B = T x N es unitario y perpendicular a T y a N

Por tanto, en cada punto de una curva (7’ # 0, 7" # 0) puede definirse un triedro {T, N, B} ortonormal
y orientado a derechas que se llama triedro intrinseco o de Frenet.

Ademss, la direccién de N coincide con la recta normal principal y la de B con la recta binormal.

Veamoslo.
5 dr B dr dS . A

T AT g
S L PR

El plano osculador contiene a 7 y 7}, contendra también a T v a N por lo que N coincide con la normal
pr1n01pal
B es perpendicular a T vy a N y coincidird con la recta binormal.

r.binormal
&
S p.normal
&
.SQJ A/\ __________
[ B..
~ > r.normal principal
/7 N
"7 p.osculador
r.tangente
C

T, N definen el plano osculador
N, B definen el plano normal

B, T definen el plano rectificante

Curvatura de flexién o curvatura.

La curvatura k = Al;mo ﬁ—g con Ay angulo formado por la tangente en dos puntos separados AS
_>

T(s)
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Como T es unitario
HT (S+AS)—T (S)H = Ay

y entonces

_|ldT
”‘Hds

La curvatura es una medida de lo que la curva se desvia de su tangente. Asi, por ejemplo,
= Para una recta T es constante y k =0

= Para una circunferencia de radio R:

AS=R-Ap = ﬂ:%

1

Por ello a la inversa de la curvatura se le llama radio de curvatura (de flexién) py = -

El centro de curvatura es el punto situado a una distancia py = % y en la direccién de N.
Evoluta: es el lugar geométrico de las distintas posiciones del centro de curvatura.

Bt)y=7@) +-N()

x| =

Curvatura de torsion o torsidn.

7= lim %, con AV dngulo formado por los planos osculadores den dos puntos de la curva separados
AS AS—0

AV serd el angulo formado por B (s) y B (s + AS), entonces,

_ ||4B
=]

1

p
A la hora determinar las derivadas de los vectores del triedo veremos que es conveniente sustituir esta

definicién de torsién por otra con signo.

mide la desviacién de la curva respecto de una curva plana. El radio de la curvatura de torsion es p; =

Comentarios:
1) Sila curva es plana 7 =0, p; = 00
2) La definicién de T necesita que x # 0, no puede haber torsién sin curvatura

-
3) Teorema Fundamental de la teoria local de Curvas: dos curvas @ y 3 que tengan en cada punto la misma
curvatura y la misma torsién, difieren en un movimiento rigido (traslacién + rotacion).

10
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1.5. Derivada de los vectores del triedro intrinseco. Formulas de Frenet.

Foérmulas de Frenet.

Obtendremos las derivadas respecto del arco de los vectores del triedro intrinseco {T,N, B}

Como N = oT/dS y HdT/dSH = K, entonces, % =r-N
HdT /dSH

Calculamos ahora & @. Sabemos que H H =7>0
Derivando X X

5 5 dB dB | P

Bf-0 = 0=®B.748. 9 @ p DR

'_:>_ds'+'d5:>ﬁ ds
kN
y escribirfamos ‘é}g = +7-N. Para fijar el signo de forma general necesitamos modificar la definicién de
torsién. A

Elegimos ‘é}; = —7N de manera que 7 = —N - dB == @H es la nueva definicién de torsién (ahora

72> 06 7 <0 dependiendo del sentido del cambio del vector binormal respecto de la normal principal).
Finalmente, repitiendo el proceso obtenemos %:

N.-N=1 = 0—2N ax
N-T=0 = o_ds T+N R B = kT+7B
N.-B=0 = 0=N.-B+N- (—TN) ~ N.B=
Osea,
=N
dS:—HT+TB
dB <
D\

son las Formulas de Frenet.
Podemos escribir las derivadas de la forma ¢ @ — D x T ds — D x N, 4 ds - DxB y el vector de

Darboux D que nos da el cambio de orientacién del triedro intrinseco por unidad de arco resulta ser

D=7T+xB
Férmulas de Frenet (de otra forma)

Por {T,N,B} es una base ortonormal orientada a derechas sus derivadas se escriben como

a5 0 Q O T
fg = Q3 0 O N
dB Q9 - 0 B
s

A at/ds Q3 =

= | N = T — ;N dedonde{ ° "
T = a5 Yy que = ‘dT/dS ,entonceSﬁ—H ¢ daonae 92:0

= —7 con lo que 7 = 7. Entonces,

=d.
T 0 x 0\ /T
N|l=|-x 0 7 N
B’ 0O -7 0 B

y el vector dual N
Q=7T+0N+kxkB
que en este caso recibe el nombre de vector de Darboux D=QG=1T + k B.

11
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2. Funciones vectoriales de dos variables escalares: Superficies

2.1 Funcién vectorial de dos variables escalares. Superficie indicatriz.

2.2 Ecuaciones paramétricas de una superficia. Coordenadas de Gauss.

2.3 Tangentes a las lineas coordenadas. Plano tangente. Normal a la superficie.
2.4 Curvatura normal y curvatura geodésica.

2.1. Funcidén vectorial de dos variables escalares. Superficie indicatriz.
Funcion vectorial de dos variables escalares:

7 =7 (u,v) asocia un vector 7 € a cada valor de los pardmetros (u,v) contenidos en el dominio U C

U z

Superficie Indicatriz:

Lugar geométrico engendrado por los vectores 7 para todos los valores de (u,v) C U y trasladados a un
origen comun.

=

2.2. Ecuaciones paramétricas de una superficie. Coordenadas de Gauss.
Coordenadas de Gauss.

Si la aplicacién 7 tiene inversa, a cada punto de la superficie le corresponde un unico valor de la pareja
(u,v). Los valores (u,v) determinan de forma univoca los puntos de la superficie y pueden tomarse como
coordenadas, son las coordenadas de Gauss.

2.3. Tangentes a las lineas coordenadas. Plano tangente. Normal a la superficie.

Lineas coordenadas.

Son las curvas sobre la superficie en las que una de las coordenadas permanece constante.
Los vectores tangentes a las lineas coordenadas son:

dr(u,vo o7 . =
v = Yo, % = 5 = Tu(wv)
. dr(uo,v _oF -
u = ug, 7(@ ) — 5 = Tu(u,v)
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2.4. Curvatura normal y curvatura geodésica.

Obtenemos las caracteristicas geométricas de una superficie (curvaturas) derivando el vector unitario
normal 7 =7 (u,v)
n= ‘?:i%‘ es perpendicular al plano tangente
Como 77 es unitario dri L7 = dii pertenece al plano tangente.
Sea « una curva contenida en la superficie

&:F[B(t)} —a(t)

z>

Supongamos que & esta parametrizada por la longitud de arco: & = @ (s) Derivando,

—  __ da  __ T
a = g5 = T
/A \
a s = kN

Curvatura normal de la curva a em el punto P:

/!
Kp = Q' -

Siendo 6 el dngulo formado por N y 7

Curvatura geodésica
JEN7 N .
Kg = ‘a n‘ = K- sinf

Ejemplos.

Si la superfidie es un plano

z>

Los circulos maximos sobre una esfera
1
N A ,{n = =
nl N = R
kg =10

La curvatura normal es una caracteristica de la superficie. Para que quede més claro demostraremos el
siguiente teorema:
14
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Proposicién:

tienen en ese punto la misma curvatura normal.

Dem. Sea o una curva cualquiera

G =a(s)=7(u(s),v(s)
& =T1n
a-n=0
Derivando,
O—[»l/'ﬁ+0—é»l_ﬁ/:0:>/{n:O—zl/'ﬁ:_—»/'—»/
w _da _ OF du | OF dv _ adu v
& = s = oudS T dvds = Tugs TTvgg
o di _ di(uwv) _ dfdu 4 Oidv _ = du y = dv
no= 45 = 45 — ouds T dvds — Mugs TTuygg
o o (du\P L L du dv L (dv
fin = =070 = —Tufy | oo — (M Ty + TipTy) 75 ) \gg ) ™ | 59
Igual que antes:
oL U= Tyull + Tyfly =0
Ty "N = = = - =
V= Tyupll + Ty, =0
L U= Tyl + Tyily =0
Ty-T = - = JEra—
V= TuuM + 7Ty, =0
Entonces, definimos:
e = —Ty Ty = M-Ty = e€(u,v)
f = =ity = Tl = Tl = —fy-Ty = f(u,0)
g = —Ty- Ty - Tyo g (u,v)
du 2+2f du dv n dv\?
kn=¢€|— — — —
n ds as)\as) "9 \as
sélo depende de la tangente
T du_, + de_,
= —7 —7
as' "  ds'"

0 (du)® + 2f (du) (dv) + g (dv)?

Todas las curvas contenidas en una superficie y que tienen en un punto P la misma tangente,

!

_e(du) + 2f (du) (dv) + g (dv)* _

n

(dS)?

K, es el coclente de 2 formas cuadréticas

15
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Segunda forma cuadratica fundamental: asocia a una direccién en el plano tangente da = (du, dv)

el escalar:
- o o e f du
I (d@) = —dii-dd = ( du dv)<f g><dv)
f du
o (A7) = 17 (d?) B f g dv

() (%)

Seccion Normal a la curva « en el punto P, es la interseccién de la superficie con el plano definido por
la tangente a a en P y la normal a la superficie en P

a,, =T =ad tiene la misma tangente.

La seccién normal es una curva plana =
—// — - — —
a, || 7= kn (T) = Kp (0n) = K (an)
La curvatura normal en la direccion T coincide con la curvatura de la seccion normal.

Teorema de Meusnier. El centro de curvatura de @ se obtiene proyectando sobre N el centro de curvatura
de la seccién normal.
kn (@) = Kk (@) - cosl = K (aly)

Direcciones principales.

Puede demostrarse que en cada punto de una superficie existe una base ortonormal {€7, &} del plano
tangente tal que

o
o

) = 75&1

[SYISYSYEY
0:‘31%‘&

—K2€2

D
N
~
|

con Ki > Ko
{€1,¢é2} se llaman direcciones principales y k1, kg curvaturas principales. Ademads, se verifica que

K1 = max (kn) y kKo = min (ky)

Curvatura Gaussiana.
K = K1 K2
16
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Curvatura Media.
K1+ K2

Coincide con el valor promedio de &y,
Conocidas H y K,

K}LQZHZE H?2 - K

Puede demostrarse que

_ eg—f?
K = EG-F?
_ eGHgE—2fF
H = 2A(EG—F2)

Linea de curvatura: Curva de la superficie que es siempre paralela a una direccién principal.
a(t)=r(u(t),v(t)) linea de curvatura <=

o (dv)* —dudv (dv)?
di | da o E F G =0
e f g

Linea asintética: Curva de la superficie con k, = 0

p N 2 p . . 21: .

line asintética <= e+ 2f (g—g) +g (%) =0 (sélo existen en puntos hiperbélicos — asintotas de las
hipérbolas)

Linea geodésica: Curva de la superficie en la que x4 = 0
kg=0<1| N

Puede demostrarse que las geodésicas minimizan el arco sobre la superficie (hilo tenso apoyado sobre la
superficie).

Ejemplos:

1) Plano
P kn, =0 = superficiesincurvatura
ALN = { " P v
Kg = K
k1 = kg = 0= H = K sin curvatura

Todas las direcciones son principales = todas las curvas son lineas de curvatura y todas som lineas
asintoticas.

Las geodésicas tienen que tener kK = 0 = Rectas

2) Esfera
nlr = g—g I j—g = todas las direcciones son principales = k1 = Ko
Ademas
dii dr  |dni
Ky — —— « — — | ——
" as ds |dS
|diil =1-dy . _l_ﬁ .
dS =R-dp [ R "™

La curvatura es siempre la misma x = %

Todas las curvas son lineas de curvatura.
Las geodésicas son los circulos maximos N || 7| 7o

No existen lineas asintéticas.

17
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3) Punto de silla
K1-kg <0 eg— f2<0

18



. Escuela Politécnica Superior Capitulo I
e 730211205- Mecdnica Fundamental I Alberto Ramil Rego

UNIVERSIDADE DA CORUNA Tema 3 Algebra Tensorial 18 de julio de 2011

3. Algebra Tensorial

3.1 Cambio de referencia ortonormal. Transformacién de las componentes de un vector.
3.2 Forma matricial de una rotacién.

3.3 Deficinién analitica de tensores y seudotensores cartesianos de orden n. Propiedades.
3.4 Invariantes tensoriales.

3.1. Cambio de referencia ortonormal. Transformacion de las componentes de un vec-
tor.

Cambio de referencia ortonormal.

Consideraremos un sistema de referencia Ox1x223 con una base ortonormal orientada a derechas {é1, és, é3} .

Si mediante una rotacién cambiamos la orientacién de los ejes y llamamos Oxjzhas y {€],é,,é4} al
nuevo sistema y a la nueva base.

Nos interesa la relacién entre las componentes de un vector cualquiera ¥ en los dos sistemas:

3
— ~ ! Al
v = E Vi€ = E v,;€;
=1 7

Para ello proyectaremos los vectores €, en la base é;:

—— = =

3
é/ = (é; . él) él + (é; . ég) éQ + (é; . ég) ég = Zaijéj
a;1 a;2 a;3 =1

O bien, en forma matricial:

N N

€1 air a2 413 €1

~f A~

€9 = az1 G22 G23 €2

N N

€3 azr a3z as3 €3
A

A es la matriz de transformacion.
Para un vector ¢ cualquiera, v, = ¥-€, = v1-a;1 + v2- a2 + U3 - a3

3
, — .. .
v = QijVj
=1

O bien,
/
’Ul (%
vh | = A v
vh U3

La matriz de rotacién tiene una propiedad muy importante: A~' = A* . Veamoslo. Para obtener la matriz
de la transformacién inversa A~! proyectamos é; en la base {é,é},és

3
~ A Al Al PN AN A Al Al N
€; = (ei . 61) e; + (ei . 62) €y + (ei . 63) €3 = E aij€;
—— ~—— ~—— j=1
ail; a; azq
Osea,

1 a1 a1 asl éh

A N

€2 = aiz2 a2 32 €9

~ A~/

€3 aiz a3 ass €3

At1

19
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y vemos que A~! = A’ la inversa es la traspuesta. Esta propiedad suele escribirse de otra forma sin més
que multiplicar por A a derecha y a izquierda:

AAT = AA=1

La matriz de transformaciéon es ORTOGONAL.

Puede expresarse con las componentes, > ik ik = > agiag; = 0ij
k k
Vemos que Rotacién = A ortogonal, nos preguntamos si el reciproco es también cierto.

Primero veremos que det (A) = +1
No hay més que tomar determinantes en A- A% =1

det (A A") = det (A) - det (A") = [det (A))? =det (1) =1

» Las matrices ortogonales con det (A) = +1 corresponden a una Rotacion.

» Sidet (A) = —1 corresponden a una Rotacion + Inversion de ejes.
Ejemplo:
& =é 10 0
éh=¢éy po>A=101 0
&l = é3 00 -1
det (A) = —1 no es una Rotacion.

3.2. Forma matricial de una rotacién.

Obtendremos la forma matricial de una rotacién de angulo ® alrededor de un eje que pasa por el origen
y es paralelo al vector unitario 7,

La matriz la obtendremos aplicando la rotacién en sentido opuesto a un vector genérico 7 de coorenadas
(x,y, z). Asi si la rotacién de los ejes es en sentido antihorario aplicamos la misma rotacién al vector 7 pero

en sentido horario para pasar del vector ¥ = Oﬁ al vector 7 = O
Podemos descomponer el vector O(j en la siguiente manera:

00 = ON + NV + VO

Dénde:
ON es la proyeccion de OP sobre la normal, ON = (n-7)
N—‘} es paralelo a ﬁ = O—}% — O—]\} y su médulo es ’N—Y}’ = Rcos ®, dénde R = ‘]W” = |n x 7] es el radio

de la circunferencia.
—

NV = (F—=n(n-7))cos® y finalmente @ | 7 x 7 con médulo ‘@‘ = Rsin® por lo que @ =
(7 x 7) sin @
Uniendo todos los términos:

7 =n-7)+[F—n(h 7)) cos® + (7 x ¥)sin ®

Y reagrupando:

7 =7cos®+n (A7) (1 — cos @) + (7 x i7) sin @

Que se conoce por férmula de rotacion.
La relacién entre las componentes de 7 y 7 es la matriz de rotacién buscada,

1 0 0 n% NgNy  NgNy 0 ny —MNy
R(®,n)=cos®| 0 1 0 | +(1—cos®) | neny nl nyn. | +sin® | —n, 0 Ng
0 0 1 NgN, Nyn, N; ny  —MNg 0

20
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3.3. Definicién analitica de tensores y seudotensores cartesianos de orden n. Propie-
dades.

Definicion analitica de tensor de orden n.

3" cantidades de T;,. ;, son las componentes de un tensor de orden n. Si en un cambio ortogonal de
coordenadas se transforman como:

’Ll An = Z all]l" Z azn]n 7‘.’71.771
Jji=1 Jn—]-

Sin =0, tenemos 1 cantidad que no cambia = escalar, invariante

Sin =1, tenemos 3 cantidades wv;, i=1,2,3 que cambian como v =) a;jv; = vector
J

Sin = 2, tenemos 9 cantidades T;j con i =1,2,3y j=1,2,3

/ t
INES E ik E ajily = E § aikTriag;
k I kool

Osea,
! !/ /
17, Tiy Tig ail a2 a3 T T2 Tis ail a1 as
! ! /
Ty Ty Tos | = | a1 a2 ao3 To1 Thy o3 ai2 a2 ase
/ ! /
T3, T3y T3g as1 azz as3 T3 T39 T3z a13 a3 a33

No todas las magnitudes mecédnicas cumplen la definiciéon de tensor dada arriba.

Pseudotensores de orden n.

/ e . . . .
TZ1 in = det (A E E @jrji - Qg Ty

J1

Si la transformacién es una rotacion, las dos definiciones coinciden.

Si la transformacién lleva una inversion de ejes det (A) = —1 y aparece un signo menos.
Ejemplo: Si A y B son vectores, A x B es pseudovector. La velocidad de rotacion es un pseudovector.

Propiedades.

1) Si T y S son dos tensores de orden n, la suma de sus componentes es un nuevo tensor de orden n.

2) Si T es un tensor de orden n u A un escalar, el producto de cada componente por el escalar da lugar a
otro tensor de orden n.

- o o

3) Si A, B, C son vectores, entonces:

A B = > A;B; es un escalar o invariante
J
= (A2B3 — AgBQ,AgBl — AlBg, AlBQ — A2B1) es un pS@UdOUeCtO’I“
( ) = A;-B; esun tensor de orden 2

(4

4) Si Tj; es un tensor de orden 2 y A; un vector, entonces Zng Aj es un vector.
J

—»

ﬁ>1

) -C' es un pseudoescalar

5) Si Tj; es un tensor de orden 2, tanto el determinante |Tj;| , como la traza ) T;; son invariantes
J
21
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. . = g —’_df/dS 5 = - _‘@

Ejemplo: T = 75 vy = Taf/as| son vectores, B = T' x N es pseudovector, r = |gg| es escalar,

r=-N- % es pseudoescalar, D=r-B+71-T es pseudovector, % =DxT es vector.

Nota: Para no tener problemas con los pseudotensores es conveniente utilizar siempre sistemas de re-
ferencia de la misma orientacién (a derechas) de manera que la matriz de transformacién tenga siempre
determinante = +1.
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4. Geometria de masas

4.1 Determinacién del centro de masas.

4.2 Determinaciéon de momentos y productos de inercia.

4.3 Tensor de inercia. Propiedades. Expresién matricial de las férmulas de Steiner.
4.4 Ejes principales de inercia. Diagonalizacién del tensor de inercia.

4.5 Elipsoide de inercia.

En este tema determinaremos las magnitudes que caracterizan la dindmica de un sistema de masa
distribuida: la posicién del centro de masas y su tensor de inercia.
Consideraremos dos tipos de sistemas:

Sistema discreto: formado por una coleccién de masas puntuales. Viene especificado por las masas y sus
posiciones {(maq, 7o) ;o =1,2...}.

Sistema continuo: viene especificado por una funcién escalar llamada densidad que es cociente entre la
masa y el elemento de volumen/area/longitud. Asi tenemos:

Cuerpo Elemento de masa  densidad dimensiones
Volumen: dm = pdV p=p(r) = 6%/1_m0 2—7‘7} [p] = ML~3
Superficie: dm =odA o=0(r) = 611210 ﬁ—tﬁ [0] = ML~2
Curva: dm = \dS A=A() = lim gg [A\] = ML™1

Por comodidad escribiremos todas las expresiones para un sistema discreto. Esas expresiones son apli-
cables a un sistema continuo sin més que sustituir las masas puntuales por el elemento de masa y las sumas
por integrales:

— —

e = T

Mme = dm=p(F) dV =0 (F) dA =\ (F) dS
Z = ///pdV //adA /AdS

4.1. Determinacién del centro de masas.
El centro de masas G es el punto del espacio cuyo vector de posicién es:
Z mo/Fa Z mo/Fa
6 (6%

FG ey ey
> Ma M
«

de acuerdo con esta definicion, seria el promedio de los vectores de posiciéon de las particulas pesadas con
Sus masas.

Propiedades

1) Para un sistema continuo tendrfamos:

2) Para un sistema homogéneo el centro de masas coincide con el centro geométrico
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3) Para un sistema compuesto por k = 1,..., N subsistemas:

L1 .
o=~ wic (k)
e

N
donde p= > pr y 7a (k) = /lez Moo
k=1 o

Estas expresiones sirven también para huecos sin mas que hacer las masas correspondientes negativas.

La distribucién de momentos generado por la fuerza gravitatoria distribuida sobre los elementos de masa
de un sistema es equivalente a su resultante, el peso, colocada en el centro de masas.

4.2. Determinacién de momentos y productos de inercia.

Se define el momento de inercia respecto de un eje e como la suma del producto de las masas por

su distancia al eje al cuadrado, I, = > m,d%. Sus dimensiones son ML?. A partir del momento de inercia
(03

puede definirse también el radio de giro para el eje e como R, = 4/ % con dimensiones de longitud.

Si se toma el origen O en algiin punto del eje e, la distancia de cada particula al eje seria d, = |74 X €|
y podria escribirse

— ~\2 —>2 A2 - AN\ 2
N= E Ma (To X €)° = g ma[rae —(Tu-€) (4.1)
« (8%
En una base cartesiana, € (ez, ey, €.) ¥ 7o (Zas Yas 2a) €l momento de inercia queda

I, = Z Mea [ei (y?x -+ Zi) + 632/ (.’L'Zé + 2’3) + 62 (.’L'Zé + yi)] — Zma [2€xeyxaya + 2eze.r020 + 2€y€zyaza]
@

[0}

y escrito en forma matricial :

I, _ny — Py, €x
Ie=(ex ey )| =Py I, —Pp €y
— Py, _Pyz I, €z

Los elementos de la diagonal de la matriz son los momentos de inercia para los ejes cartesianos:

I, = Zma (yi + Zi)
«

I, = Zma (22 + 22)
(e

I, = Zma (22 + y2)
(0%
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Los elementos de fuera de la diagonal cambiados de signo se conocen como productos de inercia y son el
producto de la masa por la distancia a dos de los planos cartesianos:

ny:Pyx:Zma(xaya)
o

Py, =P, :Zma (xaza)
@

Pyz:sz:Zma(yaza)
@

4.3. Tensor de inercia. Propiedades. Expresion matricial de las férmulas de Steiner.

La ecuacion 4.1 puede desarrollarse en la forma siguiente,

To €= g Tai €
%

— N2 o
(Pa-6)" = g Toi € g Taj € —g g Tailaj€i€;
i j i g
é2 = E eiej = E E 51']'61'6]'
i J

7

donde d;; es 1 sii = j y 0 en otro caso. Separando todo aquello que depende del eje e, tenemos:

Ie = Mea T a 6ijeiej — Tairaj eiej
« j i

i
que escrito en forma més compacta queda:
Ie = E E Iijeiej
i

donde las I;; son las 9 componentes cartesianas de un tensor de 2° orden, denominado tensor de inercia:

2
Iy = ma (T20i; — Taitas)
(03

Propiedades

1) Los valores de las compontentes del tensor de inercia dependen de la posicién del origen de coordenadas
oy de la orientacién de los ejes.

2) El tensor de inercia es un tensor simétrico: Se cumple que I;; = Ij;.

3) Las componentes de la diagonal son los momentos de inercia: I, = I, Iy, = I, I.. = I, y son
siempre positivas.

4) Las de fuera de la diagonal los productos de inercia cambiados de signo: I,y = Iy, = —Pyy, I, =
I, =Py, I,. = I., = —P,.. Pueden ser positivas o negativas.

5) Todas tienen las dimensiones ML2.
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Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

Las componentes del tensor de inercia dependen del punto O elegido como origen. El teorema de Steiner
nos da la relacién entre estas componentes respecto de dos ejes paralelos, uno que pasa por el punto O
y otro que pasa por el centro de masas G.

G

En un sistema de particulas, 7, = 7 + 7/, y el tensor de inercia en O puede escribirse:

Zma (—> roﬂraj Zma [ 7’G + 7’ 5‘]‘ — (TG’i + Téw-) <7"Gj + T(&j)}
— Zma [( P24 T4 27 6 (T‘GZTGJ +T4iTa; T TGiITh; + TG4 m)]
«

= (Z ma) (P& —raires) + 2 ma (712035 — vty | + 2T by Yma Ty =16 X MaTy; = TGj Y Mal
(0% « «

Dado que Z Mo T Z MaTa — 7 =0, por definicién de G, las componentes del tensor de inercia

cambian segun
O _ 7G =2 ¢ L
IZ] = IZ] -+ 12 (T Gél] — TG’LTG])

es decir, tensor de inercia en O es el tensor de inercia en G mas el tensor de inercia que tendria en O la
masa total del sistema situada en G.

s Para los momentos de inercia se tiene:
19 =18, = 1S + p (& + 2&) = IS + - &

siendo d la distancia entre los ejes. Nétese que d en general no coincide con la distancia entre los
puntos O y G. Ademés, como d? > 0, salvo que los ejes coincidan, Ip > I y como consecuencia,
para una direccion fija u, el valor minimo del momento de inercia se obtiene cuando el eje pasa por

el centro de masas.

= Andlogamente para los productos de inercia:

PG =10 =— IS + u(—z¢-ya)] = PS5, + pag - ya

4.4. Ejes principales de inercia. Diagonalizacién del tensor de inercia.

Para un origen O dado, las componentes del tensor de inercia dependen de la orientacién del sistema de

referencia. Puede demostrarse que mediante una rotacién siempre es posible encontrar una orientacién de

la base en la que el tensor sea diagonal. El cambio en las componentes del tensor de inercia vendra dado

por la matriz de la transformacién A, de la forma I’ = AT A*, o bien I{j = > > ajra;ly. De manera que
k 1l

si A es la matriz de rotacion que diagonaliza al tensor

él 1
€9 =A| j
€3 k
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tenemos:
L 0 0
I'=AIA'=|[ 0 I 0
0 0 I

Los tres vectores {é1,&2, 63} definen 3 direcciones ortogonales que se llaman direcciones principales
de inercia. Los momento de inercia segin esas direcciones, (I1, Is, I3), se llaman momentos principales
de inercia. Puede demostrarse que por ser el tensor de inercia simétrico, los tres momentos principales
son reales.

Invariantes del tensor de inercia Todo tensor de 2° orden tiene dos invariantes (no dependen de la
orientacién del sistema de referencia):

» Determinante: |I;;| = Iy - I - I3
v Traza: Iy + Iyy + 1., =1 + 1o + I3
Nétese que Ipg + Iy + Lo = >oma [(y2 +22) + (22 + 22) + (22 + y2)] = 22 mai? = 210, es
«
decir:

11+IQ+I3:2IO

siendo Ip el momento de inercia respecto del punto O.

4.5. Elipsoide de inercia.

Se define como el lugar geométrico de los puntos P(z,y,z) cuya distancia al origen O es inversamente
—>
proporcional a la raiz cuadrada del momento de inercia para la direcciéon OP, es decir,

—

OP =

>

SE
&~ @

N2
Haciendo (OP> -I. = cte vemos que estos puntos estan sobre una superficie cuadrica dada por la

ecuacion:

Im-xg+Iyy-y2+lzz-z2+2[I$y~xy+fzz.xz+lyz-yz]:ct62

Como I, esta acotado, ‘0—15 ’ también lo estard y por lo tanto la superficie corresponderd a un elipsoide,

denominado elipsoide de inercia. Los ejes de este elipsoide seran las direcciones principales de inercia
y por tanto los semiejes del elipsoide serdn inversamente proporcionales a las raices de los momentos
principales de inercia. La ecuacién del elipsode referido a los ejes principales queda

Il-x%—klg-x%—kfg-azg:ctg
o bien

X T2 I3 o
(cte/\/Tl) +<cte/\/E> +<cte/\/E> =1
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Circulo de Mohr

El circulo de Mohr es una construccién grafica que representa el cambio de las componentes cartesianas
de un tensor simétrico de segundo orden en dos dimensiones. Este tensor se puede reducir a un tensor
diagonal invariantes y a un tensor simétrico de traza nula cuyas componentes varian de forma similar a
la de un vector y es esa transformacion la que se representa en el Circulo de Mohr.

Cambio de las componentes en una rotacion

En dos dimensiones, para una rotacién de angulo 6, la matriz de transformacién es
cosf) senf
A=
—senf cosf

Esta matriz de transformacién permite relacionar las componentes del tensor de inercia antes y después
de la rotacién mediante I’ = AIA?, es decir,

Iy ~Ppy\ ( cosf send I, —P.y)\ [cosf —sent
—Ppy Iy ~ \—senf cosf) \—-P, I, senf cosf
de donde se obtienen las relaciones:

Iy =1I,cos®0+ I, sin? 0 — 2P, sinf cos

Iy, =1, sin? 0 + I, cos® 6 + 2P, sinf cos 0

Py = (I — 1) sinf cos 0 + P, (COS2 6 — sin’ 0)

Invariantes

Con las componentes del tensor de inercia se pueden formar los siguientes invariantes:

s La traza del tensor de inercia es un invariante y coincide con el momento de inercia respecto del
origen (momento polar):

traza = I, + Iy = Iy + Iy = /(:1;2 +y*) dm = Ip

= FEl determinante es un invariante:

det = I, I, — P2, = Iy I, — P},

= Con los dos invariantes anteriores se puede formar el siguiente invariante:

traza? — 4det = (I, — I,)* + 4P2,
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Tensor de traza nula

Dado que la traza no se transforma con el tensor se puede separar la parte invariante del tensor de inercia
restando la traza en la diagonal:

I =Py _ L+, (1 0) Ll _p,
_ny Iy 2 0 1 _ny _%

El segundo tensor es un tensor simétrico de traza nula. Las 2 componentes de este tensor transforman
segun la ley:

Igo—Ly (I, X
= ( 3 cos 20 — Py, sin 20
IL—I

Pury = (1512) sin20 + Py cos20

que escritas en forma matricial toman la forma

Im’gly’ _ (cos20 —sen20 L;Iy
P, ) \sen20 cos20 Py

que coincide con la transformacion de las componentes de un vector en una rotacién de dngulo —26.
Notese que un giro de angulo —26 de los ejes coordenados es equivalente a un giro en sentido opuesto
4260 del vector.

Construccion del Circulo de Mohr

Sobre un plano coordenado se sitian los puntos A(Iy, Pyy) y B(I, —Pyy) y su punto medio C (3 (I + I,,),0).
Con centro en C' se traza la circunferencia que pasa por A y B.
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Ix

A )( Tx’,Pxy )
ny
O o
VR
B'(Iy,-Pxy)
B (Iy, -ny) f
Iy

D

Propiedades:

La posicién del centro de la circunferencia es un invariante y no depende de la orientacién de los
ejes:
I, +1, traza

oC = 5 = 5

El radio de la circunferencia es un invariante:

o I, — I, 2 5 traza 2

El vector CA tiene las componentes del tensor del tensor de traza nula y por tanto en una rotacion
de ejes de dngulo 0 las nuevas componentes del tensor de inercia corresponden a los puntos A’ y B’
del circulo que se obtiene girando el didmetro AB el dngulo 26.

Los momento de inercia principales se obtiene cuando el didmetro coincide con el eje de abscisas,

asi,
o= B () () (1)

Los angulos § y ¢’ que definen las direcciones principales se obtienen también de la figura puesto
que son la mitad de los dangulos que forma el didmetro AB con el eje de abscisas. Estos dos angulos
cumplen,

—2P,,

tan 20 = tan 26’ = L—1,

y por tanto 26 = 24’ + 7.
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Determinacion de centros de masa y tensores de inercia

Para cuerpos homogéneos el centro de masas coincide con el centro geométrico. Si ademas los cuerpos
presentan alguna simetria es posible reducir el calculo de las propiedades de inercia teniendo en cuenta
esas propiedades.

Aplicaciéon de las Simetrias a la determinacién del centro de masas. Teoremas de
Pappus-Guldin.

Las simetrias simplifican enormemente la determinacion del centro de masas de una distribucién.

Simetria respecto de un punto C, G coincide con C.

Simetria respecto de un plano, G se encuentra en el plano y coincide con el de la distribucién pro-

yectada.
Simetria respecto de una recta, G se encuentra en la recta y coincide con el de la distribucién pro-
yectada.
@) mi
mi
5 O
mi 4
c .o X mi .
’ o
¢ @ mi
punto plano recta

Teoremas de Pappus-Guldin: sirven para determinar la posicién del centro de una curva/superficie
cuando se conoce el drea/volumen engendrado al realizar una revolucién completa alrededor de un eje

A
= Para una curva yg = L’ siendo L la longitud de la curva y A la superficie generada en una
0
revolucion alrededor del eje z.

Vol
» Para una superficie yg = ~ 2 Giendo A el 4rea de la superficie y Vol el volumen engendrado en la

2T A

revolucion alrededor del eje z.

1 e
T ]

Aplicacion de las Simetrias a la determinacién del tensor de inercia

Simetria respecto de un plano, tomando un origen O en el plano y el eje z segin la normal, son
cero los productos de inercia en los que interviene la coordenada z, P, = P,. = 0, por lo que Oz
es principal. Los otros ejes principales se encuentran en el plano Oxy gindado un dngulo § tal que
tan2d = —2P,, /(I, — I).

Simetria respecto de una recta, la recta Oz es direccién principal. Si el érden de simetria n (la
distribucién se repite girando un dngulo 27 /n con n = 2,3, ...) es mayor o igual que 3, n > 3, todos
los ejes normales a la recta son principales y ademas I, = I,,.
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o) mi
z : OZ mi m:o
O ey
% . )O d=2n/n
-
(0 , mi
O mi
plano recta Eje orden n

Aplicacion al centro de masas

Rectangulo: el centro geométrico se encuentra en la interseccion de los dos ejes de simetria. Eso sigue
siendo valido para el romboide.

Tridangulo: el centro geométrico de un tridngulo equildtero se encuentra a un tercio de la altura, h/3.
El tridangulo equilatero se divide en dos tridngulos rectangulos iguales por lo que su centro de masa sigue
estando a h/3. Este tridngulo se puede escalara a lo largo del eje = in que esto afecte a la altura de G. Un
tridngulo cualquiera se puede dividir en dos tridngulos rectangulos por lo que su centro de masas sigue
estando a h/3. Se puede seguir un razonamiento similar para demostrar que G coincide con el baricentro,
el punto de interseccién de las lineas que unen cada vértice con el centro del lado opuesto.

Triangulo equilatero Triangulo rectangulo Triangulo Triangulo: Baricentro
(interseccion medianas)

y
R R :
B3yl i
X a b x X

Otra forma de determinar la altura del centro de masas de un triangulo rectdngulo es con el Teorema de
Pappus-Guldin, el volumen generado es un cono de radio igual a la altura del tridngulo R = h, y altura
igual a la base H = a, entonces,

Vol LxR*H h

YT oA T onlan 3

Cuadrante de circunferencia: el centro geométrico se determina con el Teorema de Pappus-Guldin,
la superficie generada es la de una semiesfera,

A B %4#7’2 _2r
oL 2r %271’7” o

Yyc =

Cuadrante de circulo: el centro geométrico se determina con el Teorema de Pappus-Guldin, el volu-
men generado es una semiesfera,

Vol %%777"3 A

2mA 2r¢ %m"? 37

Yae

El resultado del circulo se extiende a una elipse aplicando el factor de escala adecuado a cada eje, asi, la
elipse (x/a)? + (y/b)? = 1 se convierte en el circulo de radio 1, X? + Y2 = 1.
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Cuadrante de circunferencia Cuadrante de circulo Cuadrante de Elipse
y
2r/n \ 4r/3n 4b/3n
2r/n 4r/31C 4a/3n ¢

Superficie con simetria de revolucién: sila curva generatriz es p = p(z) la coordenada z del centro
geométrico se determina por integraciéon pero proyectando la masa sobre el eje z,

Lo JzdA [T zpv1t (p)Pdz
T TdA T P i () dz

Ejemplo. Superficie cénica de radio r y altura h con el vértice en el origen. La curva generatriz es
p = (r/h)z y por tanto,

221+ (r/h)2dz
hmmdz r

1+ (r/h)2 % ap
2
1+ (r/h)2 %

Cuerpo de simetria de revolucién: si la curva generatriz es p = p(z) la coordenada z del centro
geométrico se determina por integracion pero proyectando la masa sobre el eje z,
frav [Pz
22 9
Jav [.2p?dz

Ejemplo. Volumen cénico de radio r y altura h con el vértice en el origen. La curva generatriz es p = (r/h)z

y por tanto,
. _fohz (%)2dz_hz4_%
fy (%) oo

Este resultado es generalizable a todos los tipos de conos y de pirdmides cuyas secciones varian cuadra-
ticamente con la altura, A(z) = Ao (7 )2 que conduce a zg = 3h/4.

Prismas, Cilindros Piramides, Conos
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Aplicacion al tensor de inercia

Barra de longitud ¢: el centro geométrico se encuentra en el punto medio. Tomando el origen en
ese punto y el eje Ox en la direccién de la barra (simetria de revolucién) tenemos que I, = 0 y en las
direcciones perpendiculares,

+0/2 1
[y:IZ:/xzdm:m/ 22 de = —ml?
b J g 12

y

Trasladando el origen al extremo de la barra se obtiene el valor %m@.

Cuadrante de circunferencia de radio r: tomando el origen en el centro de la circunferencia los
momentos de inercia para los ejes coinciden I, = I, y se obtiene del momento polar,

xT

1
J:/T2dm:mr2:fx—|—fy = IO:Iyozimr2
El producto de inercia debe calcularse por integracién que se realiza facilmente en coordenadas polares,

w/2 1
P:voyz/a:ydm:m/xydg:m/ rcosfrsenfrdd = —mr?
L L Jo s

Arco de circunferencia de radio r y dangulo 2a: tomando el origen en el centro de la circunferencia
y el eje x segin la bisectriz del arco, se tiene que yg = 0 mientras que la coordenada z se obtiene por
integracién en coordenadas polares,

1 1 [t
:):G—/xdm—/ rcos&rdﬁzsenar
m L «

—
Los momentos de inercia se obtienen de forma similar

20 —sen2a

0]
I; = B mr
2a + sen 2«
0] 2
Iy = Tmr

y como el eje Ox es ejes de simetria el producto de inercia es cero, Pmoy = 0.

Sector circular de radio r y angulo 2a: se procede de forma similar al caso anterior pero realizando

la integral doble,
1 L[t 2
:ng/xdm:/ / pcos B pdpdf = e
m AJ_, Jo 3«

Las componentes del tensor de inercia resultan

2a0 — sen 2«
0]
I :7804 mr?
2a 4 sen 2«
o _ 2
Iy == mr
PS5 =0
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Circulo de radio r: los momentos de inercia se obtienen del caso anterior para a = ,

1
IQEO:.Tyozimr2

Cuadrante de circulo de radio r: Los momentos del cuadrante de circulo respecto de los ejes que lo
delimitan tienen la misma expresién que los de la circulo completo ya que podemos considerar al circulo
formado por 4 cuadrantes con los mismos momentos de inercia y entonces
1 . 11 1

1 2 2 o) o) 2
= Z I;ufcu ° = Z imcfrculo r= g 4mcuadrante r = Ix = Iy = 5 mr
El producto de inercia se puede obtener a partir de los resultados del sector circular con o = 7/4 que
nos proporciona los momentos principales,

Icuadrante
T

T™—2
I = i mr?
2
12:71'—|— mr?
4

y utilizando el Circulo de Mohr, el producto de inercia para los ejes Oxy que tienen momentos de inercia
iguales se obtiene de la mitad de la diferencia de los momentos principales

O _ _ = —
Poy=—%5—=3 A mre=opmr

Cuadrante eliptico de semiejes a y b: los resultados se obtienen del caso circular aplicando un
factor de escala diferente a cada eje,

2 1 1
/dem—b2/<%> dm:b?Znu2 = IJ?:Zme

2 1 1
/:Uzdm:aZ/(E) dm:a21ml2 = 19 =-ma?
a

y el producto de inercia,

PO _ } a2 + b2
Arco de circunferencia Sector circular Cuadrante de Elipse

y y r yb

Rectangulo de lados a y b: Los momentos de inercia se obtienen de los de la barra ya que la proyeccién
del rectangulo a lo largo de cada eje da lugar a una distribucion lineal,

L 9 2
I, = Emb I, = Ema
al tratarse de una placa plana el momento de inercia para el eje normal es la suma del de los ejes del
plano,
1
L=IL+1I,= Em(a2 +v?)
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Triangulo rectangulo de base a y altura b: Los momentos de inercia se obtienen de los del rectangu-
lo utilizando el teorema de Steiner,

b\ 2 2\? 1 1

La expresion para el eje Gy tiene la misma forma pero en ese caso la altura seria a

1
I€ = —ma?

LT
El producto de inercia se obtiene nuevamente con el teorema de Steiner,

ba 2b 2a ba 1
PY i pG — _
ay T Mg F ey T 29 2= 736

El tensor de inercia en O se obtiene aplicando el teorema de Steiner,

oo (Ut ) = (s )

Rectangulo Tridngulo rectangulo
Y y
G | b3 .
b/2 L . 2b/3 §
b/3 :G
g al2 X 0 a/3 2al3 X

Poligono regular de n lados y radio r: Eligiendo el origen O en el centro del poligono, y teniendo
en cuenta la simetria de orden n, todas los ejes del plano que pasan por O son principales y por ello
19 = Ié) = %I 0. Para determinar I¢ descomponemos el poligono en 2n tridngulos rectdangulos de lados
a=rsen¢yb=rcos$ donde ¢ = 7/n. Todos estos tridngulos tienen el mismo valor I y esa expresién
valdré también al poligono sustituyendo la masa del primero por la del segundo. Entonces, utilizando los
resultados del caso anterior y el teorema de Steiner, se tiene,

1 2\? 1 ra\2 1 1 mr? m
O _ 70 70 _ 2 _ 2 2 _ 2
=1 +1; = 18mb +m(3) —i—gm <§> —imb +24ma = 51 {l—l—llcos (ﬁ)}

y finalmente, para el poligono,

mr? T
Ig = Ig? = DTE [1 + 11 cos? <E)}

Nétese que cuando el ntimero de lados n tiende a infinito se obtiene el resultado del circulo I9 = Iyo =

1, .2
4m7'.
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Poligono regular de radio, R

0.25 [ Ve eeeeseeaes e
I .
mR? °
¢
0 5 10 15 20 25

Numero de lados, »

Paralelepipedo de lados a, b y ¢: Eligiendo un sistema Gxyz con origen el en centro del cuerpo y
ejes perpendiculares a las caras, los tres planos cartesianos son de simetria y sus normales direcciones
principales, por tanto,

PS =PL=P5=0
Los momentos de inercia se calculan proyectando la distribucion de masas en cada uno de las planos

obteniéndose rectangulos y entonces,
1

ISZEm(bZ—i—cZ)
1

IG:— 2 2

» 12m(a +c)
1

IZG:Em(a’2+b2)

Tomando el origen O en un vértice del cuerpo (véase figura) se tiene,

m 4(b% + ¢2) —3ab —3ac
19 = 13 —3ab  4(a®+c?) —3bc
—3ac —3bc 4(a® 4 b?)
Paralelepipedo Prisma rectangular

Piramide rectangular de catetos a, b y ¢t La integral de volumen resulta,

a b(1—z/a) c(1—z/a—y/b) 1
V:/dV:/ da:/ dy/ dz = —abc
0 0 0 6

El centro de masas se encuentra en (a/4,b/4,c¢/4) y los elementos del tensor de inercia en el vértice O
de los tres lados perpendiculares,

m 2(b* + ¢?) —ab —ac
19 = % —ab  2(a®*+ ) —be
—ac —be 2(a® +v?)
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y en el centro de masas

m 3(b% + ¢2) —ab —ac
19 = 0 —ab 3(a? + ¢?) —be
—ac —be 3(a® 4+ v?)

Esfera de radio R: Eligiendo el origen en el centro de la esfera, todas las direcciones son principales
y por tanto los momentos de inercia son todos iguales y su valor se puede calcular a partir del moemento

polar,
2 [, 2m [, 2 m R? 2,
Ixzfy:[z:g/?" dngv ; re4mr d?"zgﬁﬁlﬂ?d?“:ng
“|' Esfera z Elipsoide

Elipsoide de semiejes a, b y ¢: Se obtiene a partir de la esfera reescalando los ejes,

1
IxG—gm(bQ—i-CQ)
1
a 2., 2
I, :gm(a +¢)
1
IZG:gm(a2+b2)

Cuerpo de simetria de revolucién: sila curva generatriz es p = p(z) eligiendo un sistema con origen
O en el eje de simetria solo se necesitan dos integrales:

z2
/zzdm:?;/szV:?;/Zl 2rptdz

1 1 m (21

2 2 2 4
= = = = — I, = — —TT
/x dm /y dm 2/p dm Q/dz i L2 prdz
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Cilindro de radio R y altura H: Eligiendo un sistema Gzyz con origen en el centro y con z segin
el eje del cilindro. La primera integral se puede hacer proyectando la masa sobre el eje z obteniéndose
una distribucién lineal uniforme, entonces,

/z2dm = imH2
12

En la segunda proyectando sobre el plano Oxy se obtiene un circulo uniforme y entonces

1
/pzdm = —mR?

2
Entonces,
1 1
IS =17 = §/p2dm+/z2 = om (H* + 3R?)
1
¢ = /dem = imR2

Semicilindro de radio R y altura H: Elegimos un sistema Oxyz con origen en el centro de la cara
rectangular, con z segun el eje del cilindro y estando situado el semicilindro en la regién y > 0.

N

ARV YR A TV
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El centro de masas se encuentra sobre Oy a una distancia del origen que coincide con el centro de un
semicirculo (proyeccién sobre el plano Oxy),
4r
T 3r
Como el cuerpo tiene dos planos de simetria Oxy y Oyz los tres ejes coordenados son principales en O.

Ademas, si consideramos el cilindro completo formado por dos cuerpos: (1) con y >0y (2) cony <0y
(2) se tiene,

yG

z z

1 1
I£1+2) _ im(HQ)RQ — Iél) + I(Q) — 2[§1) = I(l) — im(l)RQ

y de forma similar

(1+2) 1 (1) (1) 1
/ 22dm = Em(Hg)HQ = 2/ 2dm = / 22dm = Am(l)HQ

12

y entonces

o (SR H? 0 0

1°=— -0 3R2+H? 0

12 0 0 6R?

y en el centro de masas
m (972 — 64)R? + 3w2H? 0 0
T 0 0 (1872 — 64) R?

Cono de radio R y altura H: Eligiendo el origen el el vértice del cono, la curva generatriz es
p = Rz/H y por tanto,

1 m [H Rz 2 m R 2 g 3
2 2 2 2
dm = —mH* = — 7| — dz=—— 71| — - “mH
/Z =™ V/O : <H) : irR2H (H) 5 5

por otro lado,
H 4 4 175
2qm = [ L (B2 _om 1 (RN HY 3 e
/Pdm—v/o 27T<H> dz_%WRQHQW (H 3 —mmR

Entonces,
3 3
O _ 70 _ 2 2
I =1 = —2OmR + gmH
3
19 = /pzdm: —mmR2
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El centro de masas se encuentra en zg = 3H/4 y entonces IS¢ = IyG = %mR2 + %mH?

Para un didmetro de la base se utiliza de nuevo el teorema de Steiner y resulta 792 = %mR2 + %mH 2,

Paraboloide de revolucién de radio R y altura H: tiene por ecuacién (22 +y?)/R? = z/H por lo
que la curva generatriz es p = R\ﬂz /H). Procediendo de la misma manera que para el cono se tiene:

1 m [ Rz\? m R\? H> 3
24 2 2 2
/z m=5m /0 2°m ( ) dz % T ( ) 5 £m

por otro lado,

Entonces,
2
=-h

7e 3
0=10- 1, + L2
r Y 6 2

1
IZO = ng2

mientras que en el centro de masas IS = IyG = %mR2 + %mH 2,

Paraboloide eliptico de semiejes a y by altura H: (x/a)?+ (y/b)? = z/H aplicando un factor de
escala a cada eje la elipse se convierte en circulo,

2
=-h
7e 5
1 1
19 = Eme + §mH2
1 1
o _ 2 2
Iy = gma + imH

1
19 = gm(a2 +v?)

z

Semitoro de radios R y a: tiene por ecuacién (22 +y?) — R? + 22 = a? con y > 0. Es la mitad de un
cuerpo de revolucién por lo que los momentos de inercia se pueden obtener a partir de los de la figura
completa. Para tratarlo de esta forma la curva generatriz seria la circunferencia de radio a que habria
que hacer en dos partes,

/dV:/:aﬂ <R+\/m>2dz—/

—a
42
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Tambien es posible hacer las integrales en coordenadas cilindricas o utilizando la coordenada cilindrica
¢ y unas coordenada polares desde el centro del circulo (véase figura), en ese caso, p = R+ rcosf y
z = rsenf, siendo la integral de volumen

a 2 T
/ dr / rdf / pdo = 7 Ra?
0 0 0

El resultado final es,

_ a’® + 4R?
Y6 = o iR
19 =19 = 1mR2 + §ma2
r ¥ 12 8

3
19 = mR? + Zma2

PG =P =P =0
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5. Movimiento general del sélido rigido

5.1 Coordenadas de posicién y grados de libertad de un sélido rigido.

5.2 Expresion vectorial de movimientos de rotacion y traslacion.

5.3 Teorema de las velocidades proyectadas.

5.4 Distribucién de velocidades. Grupo cinemaético. Invariantes.

5.5 Eje instantaneo de rotacion y deslizamiento minimo como eje central del sistema de veloci-
dades del sdlido.

5.6 Sucesién del eje instantdneo de rotacién. Axoides.

5.7 Distribucién de aceleraciones.

Introduccién

En este capitulo consideraremos las relaciones cinematicas que describen el movimiento de los cuerpos
rigidos y que asimismo son la base para el estudio de todas las maquinas y mecanismos.

Cuando existen ligaduras entre los puntos del sistema, estas limitan los movimientos que puede realizar
y por lo tanto reducen el nimero de grados de libertad. Para un sistema con N particulas y £ ecuaciones
de ligadura, el numero de grados de libertad, s, serd s = 3N — /.

5.1. Coordenadas de posiciéon y grados de libertad de un sélido rigido.

Se define sdlido rigido a un sistema de particulas cuyas interdistancias permanecen constantes,

‘A—é‘ — |7 — 7a| = cteap, VA, B

esta ecuacién se denomina condicién de rigidez del sélido.

Grados de libertad : Denominamos grados de libertad de un sistema al nimero de movimientos
independientes que puede realizar, que coincide con el nimero de coordenadas independientes que es
preciso conocer para determinar su posicion. Por ejemplo para determinar la posicion de un punto
material necesitamos 3 coordenadas (z,y, z), decimos por tanto que tiene 3 grados de libertad.

En el caso del sélido rigido, si consideramos tres puntos A, B y C no alineados, de acuerdo con la
condicién de rigidez:

771243 = ‘FA—FB‘Q = cte
Tac = ’FA—F0|2 = cte
e =fs—7cl” =cte

Para dar la posicién de cada punto se necesitarian 3 coordenadas (z4,y4,24),(B,yB,28), (xc, Yo, 20),
lo que hace un total de nueve, pero como existen 3 ecuaciones de rigidez sélo hay seis coordenadas inde-
pendientes. Si quisiéramos determinar la posicién de un cuarto punto D, tendriamos 3 nuevas incégnitas
(zp,yp,zp) pero también 3 nuevas condiciones de rigidez T’%D = cte, T%D =ctey T‘%D = cte con lo que
el nimero total de coordenadas independientes sigue siendo 6.

Asi, conocida la posicién de 3 puntos no alineados de un sélido rigido, se conoce la posicién de los
restantes puntos del sélido. Decimos por tanto que el sélido rigido tiene 6 grados de libertad o bien que
el ntimero de coordenadas independientes necesarias para definir la posicién de un sélido en el espacio
es de 6. Para asignar estas coordenada ha de notarse que la posicion de un sélido esta completamente
especificada situando un sistema de referencia S fijo al cuerpo respecto de otro sistema de coordenadas
S1 fijo en el espacio, 3 coordenadas se utilizan para situar el origen de coordenadas de S y as otras 3 han
de definir la orientacién de S respecto de S7. Mds adelante volveremos sobre esto.
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5.2. Expresion vectorial de movimientos de rotacion y traslaciéon.

Movimiento de traslacién: Un sélido rigido tiene un movimiento de traslacién respecto de un sistema
de referencia S si en cada instante todas sus puntos tienen igual velocidad no nula respecto de S. Se
denomina velocidad de traslacién a la velocidad comin de todos los puntos. Ademas, en el movimiento
de traslacién todos los puntos del sélido tienen la misma aceleracion instantanea respecto del mismo
sistema de referencia S. Sean A y B dos puntos cualesquiera

Up=7va VA B

y por tanto:

La posicion relativa de dos particulas cualesquiera del sélido permanece invariable en el transcurso del
movimiento; por tanto todas las trayectorias son paralelas (sin embargo la traslacién no tiene porque
corresponder necesariamente a un movimiento rectilineo).

Movimiento de Rotacién: Un sélido rigido realiza un movimiento de rotacién si en cada instante
existe una recta de puntos con velocidad nula, esta recta es el eje de rotacién.

Como las distancias entre los puntos del sélido permanecen constantes; tomando como origen del sistema
de referencia un punto O sobre el eje, tendriamos que para cualquier punto P, ‘O?‘ = cte . El vector
—_—>

OP no cambia de médulo pero si de orientacion, por tanto, su velocidad serd

—

v dOP:ﬁxOP

=0

_
siendo 2 el vector asociado al cambio de orientaciéon de un sistema de referencia que se mueve con el
solido. Por otra parte P describe una trayectoria circular con centro en el eje de rotaciéon y contenida en

un plano perpendicular al eje, de manera que su velocidad también viene dada por vp = Rd—f = Rw

con R = ‘O_F; ‘ - sen 6, de manera que la velocidad de P también es:
vp =Ww- ’0_15‘ - senf

Definimos entonces el vector velocidad de rotacion o rotacion & con las siguientes caracteristicas:

d
s Modulo: La velocidad angular d—f

= Direccién: La del eje de rotacion

= Sentido: Segtn la ley del tornillo

y asi podemos escribir la velocidad del punto P del sélido en el movimiento de rotacién como:

s

UPZEJ)XOP
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5.3. Teorema de las velocidades proyectadas.

Derivando respecto del tiempo la condicién de rigidez:

d — 2
i(TAB)

y dividiendo por el médulo de 7 45 queda:

d7ap
dt

=0=27ap

VaA-Tap = UB-TAB
En cada instante, las velocidades de dos puntos cualesquiera del sélido tienen proyecciones iguales sobre
la recta que los une. Esta es la llamada condicién cinemética de rigidez o teorema de las velocidades
proyectadas. Una consecuencia de este teorema es que la velocidad de cualquier punto del sélido esta
determinada si se conocen las velocidades de 3 puntos no alineados (basta tener en cuenta que un vector
estd determinado si se conocen sus proyecciones sobre 3 rectas no paralelas).

5.4. Distribucién de velocidades. Grupo cinematico. Invariantes.

Consideremos un sistema de referencia S ligado al sélido y otro sistema de referencia en el espacio Sy.
Sea P un punto del sélido, su posicién en el espacio S; vendra dada por:

O.P=0,0 +0P

Derivando respecto del tiempo y teniendo en cuenta el cambio de orientacién de S respecto de Sy (Férmula
de Boure) tendremos:

N dO.P dOO0 dOP dOO _ —

T T a " a a Y

de donde se obtiene la ley de distribucion de velocidades en el sélido rigido:
Tp=To+d xOP
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= Se trata de una distribucion helicoidal. Tiene la misma forma que la ley de distribucién de mo-
mentos en un sistema de vectores deslizantes y por tanto todas las propiedades de la distribucién
de momentos son aplicables a las velocidades en un sélido rigido sin mas que cambiar el vector
momento M por el vector velocidad ¥ y la resultante i por la velocidad de rotacién

» La velocidad no cambia en puntos situados sobre rectas paralelas a @ .

= Movimiento general del solido. Teorema de Chasles:_El movimiento general del sélido es una tras-
lacion(7 o) més una rotacién alrededor de O, (J x OP).

5.5. Grupo cinematico. Invariantes

Las variables que caracterizan el movimiento general del sélido son (7o, &), a este par se le denomina
grupo cinematico en O. El grupo cinematico no es invariante dado que depende del punto considerado.
Se buscan magnitudes que caractericen el movimiento con independencia del punto de referencia elegido,
es decir, magnitudes invariantes a cualquier grupo cinematico. Estas son:

a) Primer invariante o invariante vectorial: Es el vector &, comiin a todos lo grupos cinematicos.
Sean (U, &) y (Up, ') los grupos cineméaticos en O y O’ respectivamente. Para cualquier punto
—— — —_—
P, Up=7op+wWxOP ytambién Up = T + &' x O'P. Dado que T = To + @ x O0’, se tiene
que

—> g

OXxOP=&'xOP VYO,P

Por tanto la velocidad de rotacién es la misma para todos los puntos del sélido; puede hablarse
entonces de la velocidad de rotacion del sélido

b) Segundo invariante o invariante escalar: la proyeccién de la velocidad de un punto P cualquiera del
sélido, ¥ p sobre wW:

Up-wzvo-w+(wxm5) B=70-8 VO,P

En un instante dado, la proyeccién de la velocidad de cualquier punto sobre la recta soporte de &
es la misma para todos los puntos del sélido. Es el segundo invariante.

5.6. Eje instantaneo de rotaciéon y deslizamiento minimo como eje central del sistema
de velocidades del sélido.

De la ley de distribucién de velocidades concluimos que se puede descomponer la velocidad de cualquier
punto en una componente paralela y otra perpendicular a &: U p = UII + 77, VP, donde la componente
UH no cambia pero si lo hace T | . Ademds, si existe un punto con ¥ | = 0, todos los que se encuentran en
una recta paralela a & pasando por ese punto tendrdn ¥ | = 0, es decir, tendran una velocidad paralela
aw.

Llamamos eje instantaneo de rotacion, FIR, al lugar geométrico de los puntos del sélido con velocidad
paralela a . Sea P(z,y, z) un punto del EIR, su velocidad serd v'p = To+WXOP || &, con To(vg, vy, v)
y & (wz,wy,w,). La ecuacién del eje instantdneo de rotacién queda:

UptWy2 —W Y Uy +WeT —wWp? Uyt Wegly —wyd

Wy Wy W»
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s El eje instantdneo de rotacién es equivalente al eje central de un sistema de vectores deslizantes.

= Se define la velocidad de deslizamiento minimo vg como la proyeccién de la velocidad de cualquier
punto en la direccién del eje instantaneo de rotacién:

—> —>
Vo w

Vd =
W

= La velocidad de los puntos del EIR es la velocidad de deslizamiento minimo vy

= La velocidad de deslizamiento minimo corresponde al valor minimo de la velocidad de los puntos de

un sélido rigido:
vp = |TUp| = ,/vﬁ+vi:\/vfl—|—vﬁ_ > vy

= Si existe algun punto del sélido con velocidad nula, este punto pertenece al eje instantdneo de
rotacion.

» Determinacién de EIR a partir del grupo cinemético (o, &):

Si P(z,y, z) pertenece al EIR, entonces Up || & con Up = Up + & X OP. De manera que:

—

BxTp=0=xTo+Bx(@x0P) =3 x To+& (& OP) —w?OP

Por tanto: N
w X Vo —

PEEIR & OP=-""224)3, vA

W

FIGURA CON LA DISTRIBUCION DE VELOCIDADES Y EL EIR

5.7. Sucesion del eje instantaneo de rotacién. Axoides.

La expresién que hemos dado en el apartado anterior localiza al EIR en cada instante pues tanto v o como
& pueden cambiar en el transcurso del tiempo. En consecuencia el eje instantdneo de rotacién cambiarg
en general de posicion a lo largo del tiempo debido al movimiento del sélido, engendrando una superficie
reglada que denominamos azoide. Habra infinitos axoides, tantos como sistemas de referencia, pero nos
fijaremos unicamente en los obtenidos en el sistema de referencia fijo y en el sistema de referencia solidario
con el cuerpo, que denominaremos azoide fijo y azoide movil, respectivamente. Estas dos superficies son
tangentes en cada instante, la linea de tangencia es el eje instantdneo de rotacién.

EIR

vd

)

Axoide Fijo

« ||

Axoide Movil

Se puede describir el movimiento del sélido como la rodadura del axoide mévil sobre el axoide fijo. Si
vg = 0 la rodadura serd sin deslizamiento, si vy # 0 el axoide mévil ademas de rodar, deslizara sobre el
EIR con velocidad vy (esta representacion del movimiento del sélido es debida a Poncelet).
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5.8. Distribucion de aceleraciones.

La aceleracién de un punto P del sélido se obtiene derivando la expresion de la velocidad:

d d — I dOP
ap dtUP dt(vo+w><0 ap+ w x OP + w x 7
€omo _
d —
ﬁ:o_fxOP
dt

la distribucion de aceleraciones en un solido rigido queda:

3l

Tp=7do+d x —i—UJ’X(Uxﬁ)

—

El término @ x (w X 0_15) es la aceleracién centripeta y estd dirigida hacia el eje de rotacién.
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6. Composicion de movimientos

6.1 El problema de la composicién de movimientos. Generalidades.
6.2 Composicién de velocidades, rotaciones y aceleraciones.

6.3 Movimientos inversos.

6.4 Movimientos relativos de sélidos en contacto.

6.1. El problema de la composiciéon de movimientos. Generalidades.

El objetivo de este tema es obtener el movimiento de un cuerpo Ss respecto de un sistema de referencia
S1(01, 21,1, 21) cuando se conoce el movimiento del cuerpo en otro sistema de referencia Sy(O, x,y, 2)
y el movimiento de Sy respecto de 5.

NOTACION. En los términos de todas las ecuaciones indicaremos con un indice el sistema al que pertenece
el punto y con otro el sistema respecto del cual se esta considerando la magnitud (posicién, velocidad,
rotacion, ... ), asi,

—>M

U20
serd la velocidad del punto M del sistema 2 vista desde el sistema 0.

Conocida las leyes de composicién del movimiento de dos sistemas, para un ntimero mayor de sistemas
no hay mas que aplicar las mismas ecuaciones tantas veces como sean necesarias para pasar del sistema
inicial al sistema final.

6.2. Composicion de velocidades, rotaciones y aceleraciones.
Composiciéon de velocidades

Para cualquier punto M de S5 tenemos:

O1M = 0,0 + OM

o
y la velocidad de M respecto de S se obtendra derivando las componentes de O1 M en este sistema de

referencia:
v (dOMY  (d0:0 . dOM
YT T “\ T dt
S1 St S1
con

dt dt
o1

P P
<d0M> = <d0M> + Wo1 X O—]\Zf
1 So
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donde Wo es la rotacién del sistema Sy respecto de S7. De manera que:
—
?%27%4-?0014-601 x OM
Se denomina wvelocidad relativa de la particula M a Tfﬁ\gl = U% es decir, la velocidad que tiene el punto
M respecto del sistema de referencia mévil Sy.
La wvelocidad de arrastre es:

B
oM :U(?l+t-u>01XOM:Ué\/1[

arr

y serfa la velocidad que tendria M si estuviese unida rigidamente al sistema mévil Sy al ser arrastrado
por este.

La ley de composiciéon de velocidades puede escribirse:

SM _ M, =M
Vo) = Vg + Vg

En el contexto que estamos estudiando se designa como movimiento absoluto el movimiento del cuerpo
respecto del sistema de referencia que tomemos como fijo, S y movimiento relativo el del sélido respecto
del sistema movil So que no es solidario con el cuerpo. Asi, la ecuacién anterior se escribiria

—>M

M
U abs

=M —>
- Urel+ U arr

Composiciéon de rotaciones

Sea Wy la rotacién del cuerpo So respecto de Sy y Wop la rotacién de Sy respecto de Si; el objetivo es
determinar W91 Sean M y N dos puntos del sélido So; sabemos que la velocidad absoluta es:

Vo1 = Vo1 —+ wo1 X M

la velocidad relativa
?%Z?%—{—JzoxMﬁ

y la velocidad de arrastre:
_’l_))é\i = 6’8{—1—301 ><]\4'1§2

Entonces, de la ley de composicién de velocidades:
77% = U% = Wa1 X MN = Wy X MN + o1 X MN, VM,N € Sy
y por tanto

— — —
w1 = W3 + Wo1

Composiciéon de aceleraciones
Derivando respecto del tiempo la expresion:
-
M M
5}21 = T)}Ol + 720 + 301 X OM
. —>M — ,
y teniendo en cuenta que tanto v5; como OM son vectores cuyas componentes estdn expresadas en un
sistema de referencia movil, tenemos:
. — —
M GO0 4 M B x TY 4 B x OM + Bor [3%+wm x OM
agrupando los términos y llamando
: s -
ZL)(])V{ = ZL’OOI —i—ﬁm X OM-FJ(H X <301 X OM)
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a la aceleracion de arrastre del punto M, que corresponde a la aceleraciéon que tendria M si estuviese
rigidamente unido a Sy. Finalmente tenemos:

a’% = a’%+a’é\{+2ﬁ01 X ?%
Donde @3! sera la aceleracién absoluta de M; @2} es la aceleracién relativa, es decir, la aceleracién
de M respecto del sistema de referencia mévil Sp; E’é‘{ corresponde a la aceleracién de arrastre cuya
interpretacién es similar a la de la velocidad de arrastre; y finalmente el término 2Wy; x T)’% es la
aceleracion de Coriolis, debida al efecto combinado de la rotacién del sistema mévil (&o;) y la velocidad
de M en ese sistema mévil Sy, T

—>M

_ =M —>M —>M
A abs = Arel + Q ary + a Cor

Composicion de aceleraciones angulares

Puede obtenerse la aceleraciéon angular derivando la ley de composicién de rotaciones:

& it ) it ) it )

= Qa0 + Wo1 X Wao
dt s,

con

Entonces:
— — — — —
Q2] = Qg0 + Qo1 + Wo1 X Wag

6.3. Movimientos inversos

Dados dos sélidos Sy y Sp y conocido el movimiento de Sy respecto de Sy se presenta a veces la necesidad
de hallar el movimiento de S respecto de Sy que se denomina inverso del primero. Para ello observando
que la composicién de movimientos S1/S5p/51 es el reposo (no movimiento) tenemos:

—>M _ —>M —>M
U=Vt Uo =0
de donde
=M _  —=>M
Vio = ~Vm

Analogamente para las rotaciones tenemos
—> —> —>
Wi = wip+ w1 =0

y entonces

—

- j—
w10 = —wWol

Las aceleraciones en los movimientos inversos solamente son iguales y de signo contrario para los puntos
situados en el eje instantaneo de rotacién.

de donde
E% = —5’3{ — 2(,-0»01 X U%
Para que se anule el tltimo producto vectorial, el punto M ha de estar sobre el EIR.

En cuanto a las aceleraciones angulares también se verifica que son iguales y opuestas en los movimientos
inversos:
— — — — —
aj] = a0+ @1+ wor X Wi =0
—> —
y COmo wop = —w1ig, tenemos que:
R

s
a0 = — Qo1
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6.4. Movimientos relativos de solidos en contacto.

Sean Sy y 51 dos sélidos que se mueven manteniendo un tnico punto de contacto M. Sea S5 un sistema
de referencia ligado al plano tangente comin a los dos sélidos en M. Durante el movimiento de los dos
solidos M describe trayectorias Cy y C en Sy y 51 respectivamente, con velocidades U% y v tangentes
a Cp y C1 y por tanto contenidas en el plano tangente.

lo que nos indica que Q_J’é\/{ , la velocidad relativa entre ambos sélidos en el punto de contacto M queda

también contenida en el plano tangente comun. A esta velocidad la denominamos velocidad de desliza-

miento de Sp sobre S;. Otra forma de expresar la condicién anterior (condicién de que los dos sélidos
—)M A . ~ . .

permanezcan en contacto en el punto M) es U -7 = 0 siendo 7 el vector unitario normal al plano

tangente comun.

Si expresamos las velocidades de Sy respecto de S7 a través de la velocidad del punto de contacto y la
velocidad de rotacién @Woq, ((T)’(])\/{ , 301) grupo cineméatico en M) se suele descomponer esta iltima en dos
componentes w, y w, una en la direcciéon normal y otra contenida en el plano tangente:

Rotacién de pivotamiento: w, = |& - i

&

AT

Rotacién de rodadura: w, = | x 7

Si los sélidos ruedan sin deslizar, la velocidad del punto de contacto serd la misma vista desde el
sélido S7 que vista desde Sy, es decir T}’% = T)’é\/{ y por lo tanto la velocidad de deslizamiento sera nula,
—>M

U(]l — 0.
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7.

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8

Movimiento plano

Caracteristicas del movimiento plano.

Centro instantaneo de rotacién. Base y ruleta.

Distribucién de velocidades en el movimiento plano.

Velocidad de sucesion del centro instantaneo de rotacion. Determinacion gréafica.
Distribucion de aceleraciones en el movimiento plano.

Circunferencia de las inflexiones y de las inversiones. Polo de aceleraciones.
Movimientos planos relativos. Teorema de los tres centros.

Perfiles conjugados. Propiedades.

Introduccién

Estudiaremos aqui un caso particular de movimiento del sélido rigido de gran interés por su riqueza de
aplicaciones, sobre todo en el disefio de maquinas y mecanismos.

7.1.

Caracteristicas del movimiento plano.

Un sélido rigido realiza un movimiento plano si todos sus puntos se mueven describiendo trayectorias
contenidas en planos fijos paralelos entre si. Cualquiera de ellos recibe el nombre de plano del movimiento.

Propiedades:

Todos los puntos del sélido pertenecientes a un determinado plano 7 del movimiento tiene veloci-
dades contenidas en dicho plano.

& es siempre normal al plano del movimiento. Basta tomar dos puntos Ay B del plano 7, Tg—v 4 =
W x AB y dado que U y U 4 estédn contenidos en el plano, & x AB también lo estard y por tanto
— . . —> . . .z s

w ha de ser normal al plano 7. En el movimiento plano & y el EIR mantienen su direccién, la tinica
variacién de @ se produce en su médulo; podemos tratarlo entonces como un escalar con signo.

La velocidad de deslizamiento minimo es nula, vy = 0, dado que v 4 L&, VA; por tanto, el movimiento
plano es una rotaciéon pura.

Todos los planos del movimiento tienen la misma distribucién de velocidades ¥ 4 = U4 porque

AA’ || G. Es suficiente, por tanto, estudiar el movimiento en uno de los planos,por ejemplo el plano
7, que denominaremos plano director.
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7.2. Centro instantaneo de rotacién. Base y ruleta.

En el movimiento plano los axoides son superficies engendradas por rectas normales al plano 7. Ademés
la velocidad de deslizamiento minimo es nula, vy = 0, por tanto el axoide mévil rueda sin deslizar sobre
el axoide fijo. Definimos:

= Base o polar fija. Curva interseccion del axoide fijo con el plano 7.
= Ruleta o polar mévil. Curva interseccién del axoide mévil con el plano 7
» Centro instantdneo de rotacién (CIR). Punto donde el EIR intersecta al plano m. Es el punto

de contacto entre la base y la ruleta.

Dado que vg = 0, el CIR es el tinico punto del plano con velocidad nula, puede describirse el movimiento
plano como una rotacién pura alrededor del CIR. Las distintas posiciones del CIR a lo largo del tiempo
son, respecto del sistema fijo la base y respecto del mévil la ruleta. La ruleta rueda sin deslizar sobre la

base.
EIR
D\

Axoide Movil
Axoide Fijo
A QO
CIRY ) |~
Ruleta
Base

7.3. Distribucion de velocidades en el movimiento plano.

Llamando I al centro instantdneo de rotacién, v; = 0, y la distribucién de velocidades desde el CIR
queda:
Up =& x 1P
» La direccién de ¥ p es normal a D
» El médulo de Tp es vp = w- IP, es decir, aumenta proporcionalmente con la distancia al CIR.

= Los puntos con la misma velocidad vp estan sobre circunferencias de radio “Z.

Consecuencias:
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= El movimiento esta determinado si se conoce la posicién del CIR y el valor de w

= Si en un instante dado se conocen las tangentes a las trayectorias de dos puntos, se conocera la
posicion del CIR, basta trazar las perpendiculares a dichas tangentes; el punto de corte sera el CIR.

s Si ademads se conoce la velocidad de uno de los puntos, A, el movimiento estd totalmente determi-
nado, w = 74

7.4. Velocidad de sucesion del centro instantaneo de rotacion. Determinacion grafi-
ca.

Hemos visto que la velocidad del CIR es nula por definicién, ¥'; = 0; sin embargo durante el movimiento
del solido el CIR cambia de posicion con el tiempo. Definimos entonces la velocidad de sucesién del
CIR como la derivada respecto del tiempo de las sucesivas posiciones del CIR vistas desde el sistema
fijo:

—
v

Tt + At) = 7(t)
=1
S 61&1210 At

Téngase en cuenta que U es la velocidad del punto del sélido que en un instante dado es el CIR, y es por
tanto nula, mientas que ¥ g no se corresponde con la velocidad de ningtin punto del sélido, sino que es
la velocidad con que se transmite ”la propiedad de ser el centro instantaneo de rotacién” de unos puntos
a otros.

» Direccién de Ug: La tangente comiin a base y ruleta.

= Sentido de ¥Ug: Viene determinado por el sentido de @, es decir, por el sentido en que la ruleta
rueda sobre la base.

» Moédulo de ¥ g: Estd relacionado con w y las posiciones de los centros de curvatura de base y ruleta,
Cp y Cg, respectivamente’:
vs ICBICR

w CgCr

FALTA FIGURA DETERMINACION GRAFICA VELOCIDAD DE SUCESION

7.5. Distribucion de aceleraciones en el movimiento plano.

La aceleracién de un punto P cualquiera del sélido es @p = @po + a X OTg — wQOT%. En el movimiento
plano nos interesa obtener la distribucién de velocidades desde el CIR, para ello es derivamos la expresién
de la velocidad ¥p = @ x IP:
i = ax D5 1P
p=aX IP + & x 7

Siendo:

'Férmula de Euler-Savary
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dIP _ dOP dOI _

i dt ar P s

de manera que @ p = a X I_}>’+ W x (J X ﬁ) — W x U4 y podemos escribir la distribucién de aceleraciones

desde el CIR como:
E’p:axl—ﬁ—oﬂfﬁ—wxf)’s (7.2)

CBé

Analizando cada uno de los términos de la ecuacién 7.2 tenemos:

« axIP esnormal a IP y por tanto paralela a ¥ p. Es la componente tangencial de la aceleracién en
el movimiento de P relativo al CIR. Su médulo es proporcional a la distancia del punto P al CIR.

« —w?TP es normal a la trayectoria de Py dirigida al CIR. Es la componente normal del movimiento
de P respecto de I. Su mdédulo es proporcional a la distancia entre P y el CIR.

s —W X Us es igual para todos los puntos del sélido. Es la aceleracion del centro instantaneo de rotacion,
—>
es decir, d; = d;t’ = —W X U,. BEste vector forma un dngulo de 90° con w en el sentido contrario

al de la rotacion.

7.6. Circunferencia de las inflexiones y de las inversiones. Polo de aceleraciones.

Si para el punto P de la figura anterior deerminamos las componentes intrinsecas de la aceleracién nos
ecnotramos que
ar =alP —wwvs cosp

anN = wZW—wvs sin ¢
Siendo ¢ el angulo formado entre (ﬁ)), 175)

El lugar geométrico de los puntos P con aceleracion tangencial nula es:

W - Vg

aT:0:>ﬁ: Cos

w " vs
«

Se le llama circunferencia de las INVERSIONES o ESTACIONARIA porque ar = % =0 = se
invierte la velocidad.

= circunferencia que pasa por I tiene centro en la recta que contiene a s (¢ = 0) y didmetro D;p, =

El lugar geométrico de los puntos con aceleracion normal nula es:
vs .
aN:0:>I_})7:—Ssmg0
w

= circunferencia que pasa por [ tiene centro en la normal a ¥g ((p = %) y didmetro Dg¢ = %5
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Se le llama circunferencia de las INFLEXTONES ya que ay = % = 0= p= o0 punto de inflexién.
Las dos circunferencias se cortan en un punto llamado POLO DE ACELERACIONES, que es el
unico punto con aceleracién nula.

ar=0 = al‘f)’:w-vs-cosgp }é{ (w-vg)? = (a2+w4)l‘ﬁ2
0.)2

ay =0 = oﬂ]?:w-vysincp tgp = o

Llamando I" al polo de aceleraciones, sus coordenadas polares son:

IT = I'=_2us

VaZtwt
¢ = arctyg (%)
COMENTARIOS:
= Kl cir también estd en las dos circunferencias aunque d;y = —&@ X vg # 0

I estd en las dos circunferencias sin tener aceleracién nula porque el polo (r =0) es un punto
singular. Ademés como 7 = 0 no existe tangente ni normal.

= Dependiendo del sentido de w y a cambia la posicién de las circunferencias.
Nota: El vector d; indica la direccién en la que se encuentra la Circunferencia de Inversiones.

» Siw = cte, « =0 = la circunferencia de las inversiones (a7 = 0) se convierte en la recta normal a
Ug pasando por 1.
El polo de aceleraciones se encuentra sobre esta recta a una distancia D;nf del cir.

7.7. Movimientos planos relativos. Teorema de los tres centros.

Consideremos tres sistemas: 51,52 y S3 que se mueven unos respecto de los otros con movimientos planos
de velocidades de rotacion we1, w3s v w31 y centos instantaneos Io1, I32 e I31; entonces se cumple:

1) Los tres centros instantdneos estéan alineados.
2)

Isol3n _ hioliz  Inzlo

w21 w23 w31

Demostracion: Tomamos un punto P cualquiera del plano

D
U3y = Usg + Uy

W31 X 131?5 = W3 X [323 + oy X 121ﬁ
Si se toma P en la recta que contiene a Iso y a Iy =

—@ I| I21

y como todas las & son paralelas =

I31p H Iggp H 121P:>
los tres centros estan alineados.

Como las tres velocidades son paralelas

0731'13?:0732'@4-&321'12?

Si P coincide con I31 = W39 132131 == W21 121[31 = W21 112]13
Si P coincide con I21 = W31 131[21 — W32 " 132121 = W32 - 123121
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7.8. Perfiles conjugados. Propiedades.

Dos curvas, una del sistema fijo v¢ y otra del mévil v,,, son PERFILES CONJUGADOS si en el
movimiento del sélido se mantiene con un tnico punto de tangencia.

Propiedades:

» El perfil conjugado fijo de una curva del plano mévil serd la envolvente de las sucesivas posiciones
del perfil conjugado maévil.

—

H
= La velocidad del punto del sélido que coincide con el punto de contacto A, ¥4 = & X [A y ademas
es tangente a los dos perfiles (para que se mantengan tangentes).

Por tanto TA es la normal comin a los dos perfiles conjugados cuyo punto de contacto es A. Es
decir:

—_)
TaLlTA
U4 tangente comun
- ,
Por tanto I A normal comun

» El perfil conjugado mévil rueda (w) y desliza (v4) sobre el fijo. La velocidad de deslizamiento solo
es cero cuando A coincide con I.
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8. Movimiento esférico

8.1 Movimiento esférico. Conos de Poinsot.

8.2 Distribucion de velocidades en el movimiento esférico.
8.3 Distribucion de aceleraciones en el movimiento esférico.
8.4 Angulos de Euler.

8.5 Rotaciones de Euler.

8.1. Movimiento esférico. Conos de Poinsot.

Existe un punto del sélido que estd permanentemente fijo, O.

Este punto tiene siempre velocidad nula, es decir:

No hay deslizamiento.

El eir pasa siempre por este punto.
El resto de los puntos del sélido describiran trayectorias contenidas en la superficie de una ESPERA
con centro en O.
Los axoides serdn conos con vértice en el punto fijo. Reciben el nombre de CONOS DE POINSOT.

La interseccion entre la esfera correspondiente al movimiento de un punto P y los axoides fijo y mévil
se llaman respectivamente HERPOLOIDE y POLOIDE. Estas curvas son tangentes a I, punto de
interseccion de la esfera con el eir.

Analogamente al caso de movimiento plano:

= El poloide rueda sin deslizar sobre el herpoloide.

s Dos curvas de la esfera son perfiles conjugados...

8.2. Distribucion de velocidades en el movimiento esférico.
Uvp = @ X O?’
vp = w-0OP-sina

La velocidad depende de la distancia al punto fijo y del angulo formado por O? y W

8.3. Distribucion de aceleraciones en el movimiento esférico.

+

ap = WXTr+
W

x €1

=W X
G-

)

£ &
X
=S~
&l
X
-

€1 3

X7
7+

Siendo 7 = O?

Ahora@w y & no seran en general paralelas.
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8.4. Angulos de Euler.

Consideremos dos sistemas coordenados, uno fijo (z,y, z) y otro ligado al s6lido en movimiento (z1, z2, z3).
Los dos sistemas tienen origen comun en el punto fijo O.

Podemos expresar la orientacién del sistema moévil respecto del fijo mediante tres rotaciones sucesivas
con los tres angulos de Euler:

1°) rotacién de angulo ¢ alrededor de Oz, precesién. i € [0, 27|

2%) rotacion de angulo 6 alrededor de la posicién que ocupa Oz en ese instante (linea nodal), nutacién.
6 € [0,n]

3%) rotacién de dngulo ¢ alrededor de Oxs, rotacién propia. ¢ € [0, 27|

Las coordenadas de cualquier vector v en el sistema girado se obtienen en funcién de las coordenadas en
el sistema fijo por:

U1 Vg
va| = A vy
U3 Uz
siendo A la matriz de rotacion
cosp sinp 0 1 0 0 cosy siny 0
A=|—sing cosp 0 0 cosf sinf —siny cosy O
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1

cos 1 cos ¢ — sin 1 cos B'sin @ sin1 cos  + cos cosfsinp  sinfsiny
= | —cosysinp —sinty cosfcosp —sinysine + coscoshcos sinb cos
sin 1) sin —cossinf cos 0

Esta matriz A es ortogonal A-A* = A*. A = 1 y su determinante en igual a +1. Su inversa serd por

tanto la traspuesta A~1 = A? donde (At)ij = Aj;. Por tanto

Vg V1
t

vy | =A V9

Uz U3

Eje de rotacion y angulo girado Los tres giros de Euler equivalen a una unica rotacién de angulo
¢ alrededor de un eje definido por el vector unitario u, siendo

¢ 0 Y+
COS — = COS — COS
2 2 2
y
sen g cos ’Z’—g@
Uy = S S
sen bl
sen g sen %
U2 = - 4
sen &
cos g sen w
uz = - 4
sen &
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8.5. Rotaciones de Euler.

Utilizando los angulos de Euler para definir la orientacién del sélido, su velocidad angular puede descom-
ponerse en tres rotaciones concurrentes que son las rotaciones de Euler

w=vu,+60u,+pus
Asi, las componentes de w se pueden poner en el sistema fijo en funcién de las rotaciones de Euler como:

Wy 0 cosy sinysind w

wy| = |0 siny —cosysind 9
W 1 0 cos 0 o
o en el sistema movil
w1 sinfsiny cosep 0 0
wy| = |sinfcosyp —sing 0| |0
w3 cos 0 0 1] ¢
Invirtiendo las matrices se tiene:
" —siney/tanf cosyp/tan® 1] [w,
0| = cos sin v 0] [wy
") siny/sinf  —costy/sinf 0] |w,
y
¥ sin ¢/ sin @ cosp/sinf 0] [w;
0| = cos —singp 0f |wa
%) —sing/tanf —cosp/tanf 1| |ws
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9. Equilibrio del sdlido rigido

9.1 Principio del trabajo virtual. Aplicacion a la estética.

9.2 Emergia potencial debida a un trabajo virtual.

9.3 Energia potencial y condiciones de equilibrio. Aplicacién a casos representativos.
9.4 Criterios de estabilidad del equilibrio.

Introduccién

Hasta ahora hemos analizado el equilibrio de un sistema ligado aisldndolo y escribiendo las ecuaciones
vectoriales de equilibrio para cada componente como si fuera libre. Este método se suele utilizar cuando
la posicién de equilibrio es conocida y se quiere determinar el valor de alguna fuerza que se desconoce.
Sin embargo, en muchas situaciones nos encontramos con sélidos ligados cuyas partes pueden moverse
unas respecto de las otras de manera que son posibles varias configuraciones de equilibrio. En estos casos
el método vectorial, aunque vélido, no suele ser el mas adecuado para resolver el problema. Un método
alternativo basado una magnitud escalar, el trabajo, es mas 1til; proporciona una vision mas profunda
del comportamiento de los sistemas mecanicos y permite ademas analizar la estabilidad de los sistemas
en equilibrio. Este método se denomina principio del trabajo virtual®.

9.1. Principio del trabajo virtual. Aplicaciéon a la estatica.
Definimos en primer lugar algunos conceptos:

= Desplazamiento virtual §74: Es un desplazamiento infinitesimal de la particula o compatible con
las ligaduras. El término virtual se entiende como ficticio, ya que si el sistema esta en equilibrio no
estd permitido ningin movimiento.

» Trabajo virtual §W: Es el trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento virtual, § 7.

Principio del trabajo virtual: Un sistema estd en equilibrio cuando, para cualquier desplazamiento
virtual, el trabajo realizado por las fuerzas que actiian es nulo:

EQUILIBRIO & W =) Fo-07a=0 Y07,

9.2. Energia potencial debida a un trabajo virtual.

Decimos que un sistema de partl’cglas es gonservativo si la fuerza que actia sobre cada una de las
particulas es conservativa: Vo, F, = —V,V ,siendo V una funcion escalar que depende tinicamente
de las posiciones de las particulas, V = V (71,7, ..., T4, ...). Esta funcién se denomina potencial o energia
potencial del sistema.

El trabajo virtual en un sistema conservativo es :

N N
= . ov ov ov
oW = E —VaV . (57’a = — E <axa(s$a + @52404 + 82’045206) = -0V

a=1 a=1

2Se puede tomar como un principio si se considera la estética de forma aislada si no, el equilibrio no es mas que una solucién
particular de movimiento.

65



Capftulo 1T Escuela Politécnica Superior .
Alberto Ramil Rego 730211205- Mecanica Fundamental I <

18 de julio de 2011 Tema 9 Equilibrio del sélido rigido UNIVERSIDADE DA CORUNA

9.3. Energia potencial y condiciones de equilibrio. Aplicacién a casos representati-
VOs.

Las posiciones de equilibrio corresponderan a los valores estacionarios de V. De manera que la condicién
necesaria y suficiente para que un sistema conservativo esté en equilibrio es:

W _0,vj

EQUILIBRIO < 0W = 0,Vir, & Q; = ~%0
j

07, es el desplazamiento virtual de la particula «, es un desplazamiento infinitesimal y compatible con
las ligaduras. Virtual se refiere a que es un desplazamiento ficticio ya que si el sistema esta en equilibrio
permaneceria en reposo.

OW es el trabajo virtual.

Aplicacién a casos representativos.
Particula ligada a una curva C (sin rozamiento)

1 grado de libertad (s) — 1 ec. de movimiento — 1 ec. de equilibrio
i) Principio de liberacidn:
F+R=0

R impide el movimiento transversal a la curva.

En el triedro intrinseco de la curva C' escribiriamos:

—

R=Rx-N+Rp-B

No tiene componente tangencial.

Entonces,
Fr = 0 (1)
Fy+ Ry = 0 (2)
Fp+Rp = 0 (2)
Dénde,

» (1) es la ecuacién de equilibrio. Si Fip = 0 el sistema estd en equilibrio cualquiera que sea Fly,
Fp
» (2) y (3) determinan el valor de R
ii) Principio de Trabajo Virtual:
oW =0

En cualquier desplazamiento compatible con la ligadura.
oW =F .67

Y alo largo de la curva:
o7 =0s-T

Entonces,
SW =F .-Tés= Fr-8s=0,Y5s = Fr =0
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Sélido Rigido (Libre)

Por definicién ‘E‘ = cte = 6 grados de libertad.
Esta ligadura estd asociada con unas fuerzas internas que reaccionan al intento de variar la distancia

entre los puntos: .
Fap=—Fpa | AB

Veamos que esta caracteristica conduce a que el trabajo virtual realizado por las fuerzas internas es nulo.

Para ello tendremos en cuenta la ley de distribucién de velocidades:
Up =4 +@ x AL

Multiplicando por dt
A = dify + @dt x AB = 07y = 67 + 6% x AD

Fap -0+ Fra- 07 = Fap (674 — 675) = Fap - (5_@? 4 E) —0

Y podemos escribir que en un sélido

OW =" Fodiip =Y ES™ .67,

(e}

Mas atn, N
57y = 070 + 0B x Od,
sw=3"F, (5FO+£ x o_oi)
oW = (Z ﬁgl’t> 670 + (Z@ x ﬁgwt) 5
SW =0 Fert =0
Equilibrio < & < 6 ecuaciones de equilibrio
Yoro, d® ]\7[590'5 =0

9.4. Criterios de estabilidad del equilibrio.

Ademas, el potencial permite analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de
estabilidad consiste en garantizar si ante pequenas perturbaciones respecto de la posicién de equilibrio
se mantiene el movimiento préximo a dicha configuracién o, si por el contrario, se aleja indefinidamente
de la misma.

= Las posiciones de equilibrio correspondientes a un minimo de V' son posiciones de equilibrio estable.

= Las posiciones correspondientes a un maximo o punto estacionario de V' son posiciones de equilibrio
inestable.
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10. Equilibrio de hilos

10.1 Fuerzas distribuidas sobre hilos ideales.

10.2 Equilibrio de hilos de peso despreciable con cargas repartidas. Ecuacién diferencial de equi-
librio de un hilo.

10.3 Ecuaciones intrinsecas del equilibrio de un hilo.

10.4 Integrales primeras de las ecuaciones de equilibrio de un hilo.

10.5 Equilibrio de un hilo bajo un sistema de fuerzas paralelas.

10.6 Equilibrio de hilos de peso despreciable con cargas concentradas.

Introduccién

Los cables son sdlidos deformables con una seccién mucho menor que su longitud. Cuando sobre ellos
actia una fuerza, alcanzan el equilibrio produciendo una tensiéon muy grande y flexionandose.

Se llama hilo o cable ideal al que no ofrece resistencia a la flexion y no sufre alargamiento alguno
(inextensible). La tinica fuerza interna es la tensién que es siempre normal a la seccién y por tanto en
la direccién tangente a la curva que adopta el hilo. Esta tension varia en intensidad a lo largo del hilo y
serd necesario determinarla a la vez que se obtiene la ecuacion de la curva que adopta el hilo.

10.1. Fuerzas distribuidas sobre hilos ideales.

Consideremos un elemento de longitud de arco dS'y sea F la fuerza externa por unidad de longitud que
zigtlja _s)obre ese elemento. Eg el e(lllilibrio la teIEién en lgs extremos se equilibra con la fuerza exterior:
T"+ FdS—T =0y como T'=T(S+dS) =T(S) +dT, la ecuacién de equilibrio queda

AT + FdS =0
T =T{(s+dS)
ds FdS
S
T

10.2. Equilibrio de hilos de peso despreciable con cargas repartidas. Ecuaciéon dife-
rencial de equilibrio de un hilo.

La ecuacion de equilibrio anterior se puede escribir en CARTESIANAS usando:

T=T-T

& dweitdy-j+dz -k
T= ds
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d(T%)+F,-dS = 0

a(T%)+Fy-ds = 0

d(T%)+F.-dS = 0
= 3 ecuaciones y 4 incognitas =

» 77(S) curva hilo

» T'(S) tensién

Pero tenemos otra ecuacién:

i\’ _ o _ (de 2+ dy 2+ dz\?

s ) ~\dS ds ds
Como las ecuaciones son de 2° orden en las coordenadas tendrian seis constantes arbitrarias. Las formas
mas corrientes de dar las 6 condiciones de contorno son:

1) z,y,z, C%, %, g—g en un punto de la curva.

2) Las coordenadas en dos puntos y la longitud de la cuerda.
3) Un extremo sobre una superficie f (x,y,z) y normal a ella \i I %

f(x,y,2)

4) Un extermo sobre una curva {
v (2,9, 2)

y normal a ella (ﬁf X ﬁgo) -% =0

10.3. Ecuaciones intrinsecas del equilibrio de un hilo.

También pueden escribirse las ecuaciones de equilibrio como:

% d . L dT . i’ -
»+F_0.7(T-T)+F_$-T+T-ﬁ+F

Recordando las formulas de Frenet:
T=4, L=y B=TxN ConT, NyB TRIEDRO INTRINSECO.
T, o —s plano OSCULADOR; 7, 3 —s NORMAL; 3, # — RECTIFICANTE

Y descomponiendo
F=Fp-#4+Fy-0+Fg-3

Tenemos: T
s + FT == 0
% +F, =0
Fp =0

Que son las Ecuaciones Intrinsecas de Equilibrio

Fg = 0 = hilo estd en el plano osculador.

Podemos calcular F conocida T y la ecuaciéon de la curva.
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10.4. Integrales primeras de las ecuaciones de equilibrio de un hilo.

i) Fes siempre ortogonal a una direccién fija u
@-dT + - FdS =0 =a-dl = d (aT) =0

La proyeccion de 1" sobre @ permanece constante.

ii) F paralela a una direccién fija
0= x (af + F-dS) = axdl =d(axT) =0

La tension esta contenida en un plano coplanario a .

iii) F' coplanaria a una recta de direccién u: Tomando momentos desde un punto de la recta

7 x (df+ﬁ-d5) :d<F><f)+F><ﬁdS:O

d[(Fxf)ﬁ} =0

El momento de la tensién sobre la recta es constante.

Y multiplicando por @

iv) F centra, sea O el centro del campo
Fx(df+ﬁ-d5)zozfxdf
Ycomof:T-%con%:j—g
d(Fxf>:F><dT+def
0

Y entonces,
d (F X f) =0

El momento de la tensién desde el centro del campo es constante = curva plana.

v) F = —VV deriva de un potencial (por unidad de longitud)
F-dS=-VV-dS
av

L T .
%(dT+FdS) s [(dT)%+pdSz7—VV-dS = dT = 2= -dS =0

T =V +cte

La tension es igual al potencial, salvo una constante.

10.5. Equilibrio de un hilo bajo un sistema de fuerzas paralelas.

—> -
Si todas las fuerzas F' son paralelas a una direccién fija G, F' x 1 = 0 y multiplicando vectorialmente la
ecuacién de equilibrio por el vector unitario se tiene,

O=tx(dT+FdS)=txdl =d(ii x T)

- —> . . .7 . . A . .
por lo que G x T" = cte lo que indica que la tension y el vector unitario Gt son coplanarios y ese mismo
plano contiene la curva que adopta el hilo.
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Sea Oxy el plano que contiene al hilo y Oy la direccién de la fuerza, F = Fj, las componentes de la
ecuacion de equilibrio quedan:
dl, =0
dTy +FdS =0

De la primera se obtiene que la componente de la tensién en la direccién perpendicular a la fuerza no
cambia, T, = cte = Tj. Para la segunda ecuacion utilizamos que la pendiente de la curva es la derivada,
Yy = dy/dx = tanp y puesto que la tensién es tangente a la curva, tany = T'y/Tz. Despejando Ty,

tenemos
Ty - sz, = TOy,

que conduce a
d(Toy') + FdS

. :Toy”—{—F%:Tgy,/+F\/1—|—(y/)2

0=
y T

ds

10.6. Equilibrio de hilos de peso despreciable con cargas concentradas.

Asi, para un hilo con cargas concentradas y de peso despreciable:
F.-dS=-P.j

La ecuaciéon de equilibrio es:
Ty (tgpr —tgyps) — P =0

T,
— P
Ticospr+Tacospy =0 = tgpr = tgpa+ 7
Tisingpy +Thsings =P

Con
Tl:v = T2x = TO
le = Tgy + P
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11. Equilibrio de hilos bajo la acciéon de su propio peso: cate-
naria

11.1 Cable bajo la acciéon de su propio peso. Catenaria.
11.2 Elementos de la catenaria: Tensiones en los extremos y longitud total. Propiedades y méto-

dos de obtencién bajo condiciones dadas.

11.1. Cable bajo la accién de su propio peso. Catenaria.

En este caso la fuerza es el peso del hilo FdS = —qdS j, donde ¢ es el peso por unidad de longitud del
hilo. La ecuacién de equilibrio queda
d /
To%—qvl-F(y’)Q: =2

Ly = arcsenh(y’) =
T

“:‘/ﬁf’w:/%

integrando nuevamente se obtiene

z+Cq

T
Y= 20 cosh (qa: + 01) +
q To

que es la ecuacién de la catenaria.

Para simplificar la ecuacion de la curva se suele cambiar el origen de las coordenadas de manera que el
eje de ordenadas pase por el punto de pendiente nula y este se encuentre a una altura a = Ty/q del eje
de abscisas. Se dice que la catenaria esta referida a su eje y a su base y la ecuaciéon queda como

Yy = a cosh (f)
a

La constante a = Tp/q que tiene dimensiones de longitud se conoce por parametro de la catenaria.

y

Eje

Catenaria

C2-a -

)

11.2. Elementos de la catenaria: Tensiones en los extremos y longitud total. Propie-
dades y métodos de obtencién bajo condiciones dadas.

La tension de la cuerda se obtiene de la derivada de la curva:

T = W'TO—\/l-F {sinh(%)r-a-q:a-q- Cosh<g) =q-y

T=qy
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El valor minimo se obtiene para y = a, por tanto: T,,in = q-a =1y
Notese que F= —q-j = —~VV con V=qgyt+cte=T=V+cte

La longitud de una de las ramas de la catenaria (longitud de arco), se obtiene de forma similar:

5= [ o= [ Vix 0ite= [[oon (£) o =a-sun ()

S = a- sinh (2)

Que estéa relacionada con la tensién vertical:

T,=+T?-T?= \/Tz—(q-a)zzq-a-sinh<g>
Ty=q-S

Sobre las condiciones de contorno

Consideraremos por ejemplo la catenaria:

T
Y (x) = ;0 cosh <Ti0$ + C’1> +Cy

Y’ (z) = sinh <qx + Cl)
To

T (x) = Tom = Ty cosh <;{Ox + Cl>

T [ (2 —
S (z1,22) = . {smh (T mg—i—C’l) sinh (T x1+Cl>]

0 0

Todo depende de 4 constantes: ¢, Ty, C1 y Co

Y($) — &, Cl, CQ
Y’(a:) — %, Cl,
T(x) — To %2, G
s = Lo

Y (A),Y (B),S(A,B) }
Y (4),Y(B),Y'(C) [

(La tension necesita q)

2)
Y (A),Y'(4),T(4)

= Curva

s Tensién
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Propiedades de las funciones hiperbdlicas

Definicion:
r __ ,—T T —x
senh (z) = % cosh () = % tanh () =
Representacion Grafica:
Propiedades:
senh (iz) = isen () cosh (iz) = cos (x)
senh (—x) = —senh(z) cosh (—z) = cosh(x)
senh(0) =0 cosh(0) =1
lim senh (x) = +o00 lim cosh (z) = o0
z—+o00 z—+o00
" fsenh (2)] = cosh (2) " [cosh (2)] = senh (2)
-, [senh (z)] = cosh ( 7, [cosh ()] = senh (
3 2P 2 2t
Senh():.ﬁ—l—?—i-a—i- cosh(x):1+5+1+

e*® = cosh (z) + senh ()
senh (z &+ y) = senh (z) cosh (y) £ cosh (z) senh (y)
cosh (x + y) = cosh (x) cosh (y) &£ senh (z) senh (y)

Funciones inversas:

arcsenh (z) = In [x + Va2 + 1] arccosh (z) = +1n [x +

Propiedades de las funciones inversas:

senh (z) e —e”

T

2x_1

senh (2
cosh (2

cosh(z) et +e® 241

tanh(iz) = itan(z)
tanh (—z) = — tanh(z)
tanh(0) =0
lim tanh (z) = £1
z—+o0
d 1
— |[tanh =
dx [tanh ()] cosh? (z)
3 9
tanh(x):x—%+l—$5+

1 = cosh? (z) — senh? ()
x) = 2senh (x) cosh (x)
) = cosh? () + senh? (z)

1 1
- 1} arctanh (x) = 3 In [ + a:]

1—=x

d 1 d 1 d d 1
. [arcsenh (z)] = m . [arccosh (z)] = T . [arctanh (z)] = . [arccoth (z)] = T2
cosh [arcsenh (z)] = vz senh [arccosh (x

75
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12. Otras configuraciones de hilos reales

12.1 Equilibrio de hilos con carga repartida segun la abscisa. Cable parabdlico.

12.2 Hilo de igual resistencia. Figura de equilibrio y vano maximo.

12.3 Equilibrio de un hilo sobre una superficie sin rozamiento.

12.4 Equilibrio de un hilo sobre una superficie con rozamiento. Aplicacién al caso de poleas y

correas de transmision.

12.1. Equilibrio de hilos con carga repartida segiin la abscisa. Cable parabdlico.

En este caso,

F-dS=—-P-dz-j

Con P = fuerza / unidad de longitud en Oz. Y entonces,
To-dy —p-de =0 = y”:P/TO:cte: T%

Integrando dos veces:

P,
= — A- B
Y QTQ:E +A-x+

Es una Parabola.
Eligiendo como origen el minimo de la parabola,
B Pa?

Z/(@—TTO

El cable parabdlico es de gran importancia en construccién, por ejemplo los puentes colgantes o los arcos
bajo carga uniforme:

El arco parabdlico bajo carga uniforme esta sometido a compresion.

Para un arco parabdlico de luz L y flecha h:

P IN? P
h=—.(2) =2 .12
2T, \ 2 8Ty

O bien,
pP.L?
Ty =
7 " 8h
La tensién en cualquier punto:
T, = To } 2
T (z) =+/T? + (Px
Ty = Tutgp =T, L =Tp- 22 =Pa (z) o+ (Pr)

O bien,

/ L2\2
_ 2 -
T=Pylz +<8h>
L2 L)2 2
S:Q/ \/1+y’2da¢=2/ \/1+<];x> dx
0 0 0

Cuando h << L puede aproximarse por:

LS (RY B2 Y,
3\ L 5 \ L

77
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12.2. Hilo de igual resistencia. Figura de equilibrio y vano maximo.

Cuando un hilo estd sometido a su propio peso la tensiéon varia de un punto a otro. El hilo de igual
resistencia es aquel en que la tension es proporcional a la seccién de forma que el esfuerzo sea el mismo
en todos sus puntos,

T 1
U:Z:de = A:A(S):;T(S)
Si el hilo esta sometido a su propio peso la fuerza que actia sobre el elemento de longitud dS' es

FdS=—qdsj=—gdmj=—pgA(S)dS; =LY 7(8)ds]
g

de manera que el peso por unidad de longitud es proporcional a la tension

donde la constante ¢ = o/pg tiene dimensiones de longitud.

Las ecuaciones de equilibrio quedan,
dT,)=0 = T,=T,=cte

T Ti
dT)—=dS=0 = d(T,) = 1+¢@ﬂm2€ws
c
La integraciéon de la segunda conduce a

d(T,/Ty) 1 T
/ 0) dS = arcsenh % = § + cte
c

V1+( T/T() c 1o

que tomando el origen de la longitud de arco el el punto de pendiente horizontal (7, = 0),
S
T, = Ty senh ()
c

T=Ty+/1+ (Ty/T[))2 =Ty cosh (S>
C

A(s) = % cosh( i )

o/pg

lo que indica que la seccion debe crecer con la longitud de arco siguiendo un coseno hiperbdlico.

La tension total resulta

y el area

Para obtener la forma del hilo en el equilibrio utilizamos la relacién entre las componentes de la tensién
y la pendiente, y' = T, /Ty,

T T
d(T,) = 1+(Ty/T0)2?0ds = Todly)=+1+ 0\/1+ 2 dae

que una se integra como

/‘dy 1/d - tany' = = + ¢t
—_— = - X arctan = — cle
1+ ()2 ¢ y=0

Eligiendo de nuevo el origen de la longitud de arco el el punto de pendiente horizontal (7, = 0),

y':@:tan<%) = y(m):cln[

dr ] + cte
78
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La constante de integracién puede eliminarse tomando el origen de coordenadas en el punto minimo
(y(0) =0),
1
y(x) =cln []

cos(z/c)
La forma que adopta el hilo en el equilibrio tiene dos asintotas verticales que corresponden a los primeros

ceros de la funcién coseno,

x T
T4l
c 2
de manera que la luz o vano maximo corresponde a
o
Lypax =mc= —
Py

y depende de las caracteristicas del material. Asi, por ejemplo para el acero, tomando el valor de la
resistencia a la fluencia o = 250 MPa y la densidad p = 7860 kg/m? se obtiene un valor L,y = 10,2 km.

Cuadro 1: Comparacion de hilos bajo fuerzas verticales

Catenaria \ Parabdlico \ Igual resistencia
y(x) = a [cosh(xz/a) — 1] y(z) =b3 (%)2 y(x) =cln [WJ
a=T/q b="Ty/p c=1To/q
T, = Tp senh(z/a) Ty =Toxz/b T, =Ty tan(x/c)
T = Ty cosh(z/a) T =To~/1+ (2/b)? T = Ty/ cos(z/c)
S = a senh(z/a) S = % (2/b) \/1+ (x/b)? + arcsenh(z/b)| | S = c arcsenh (tan(z/c))
Limax = 1,3255 Tmax/q L < 2Tmax/p Limax = ™ Timax/qo

Comparacion de hilos bajo fuerzas verticales con a=b=c=1
6 : : : :

= catenaria !

! parabdlico 1

' = = jgual resistencia|

4l '

1

© z
=3 !
> !
ol e

1 L
0 = :
0 0.5 1 15 2 2.5

x/a

12.3. Equilibrio de un hilo sobre una superficie sin rozamiento.

Sea f (x,_}y, z) = 0 la ecuacién de la superficie cada elemento de hilo dS estard sometido a la fuerza
externa F'y a una fuerza paralela a la normal a f.
En el equilibrio
dT + (ﬁ+1§n> ds =0
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| d(T%) + (R +2g)ds = o

2
Con (%)2 + (%) + (%)2 =1 y cumpliendo f (z,y,2) =0

Nos permite calcular la curva (7(s)) en el equilibrio, la tensién (7'(s)) y reaccién (A(s)) en cada punto.

Caso en que existe funcion potencial
Si F = —ﬁV, la ecuacion de equilibrio queda:
dT —VV-dS+R-n-dS =0

Dénde df = d (TT) =dr-T+T-df
Si multiplico la ecuacién de equilibrio por 7

) N . ) .

T- <dT~T+T- —VV~dS+R-n-dS> =dl'—-dS+ RT -ndS

P 0

Y obtenemos de nuevo que:
T =V +cte

Ademss si el hilo tiene una parte apoyada y la otra libre, por continuidad en la tensién se deduce que la
constante ha de ser la misma.

Asi, en el campo gravitatorio, todos los punto sque estén a la misma altura tendran la misma tension.
Por ello, si los dos extremos cuelgan libremente han de estar en el mismo plano horizontal.

Caso en que son despreciables las fuerzas aplicadas

Si F es despreciable (frente a Ty a R) el hilo se encuentra sometido dnicamente a i = AV I

Como ELT, R=0-T+ Ry - N+ Rp- B y las ecuaciones intrinsecas quedan:
% + 0 =0 = T es constante a lo largo de la curva
T4+Ry = 0 };5 R=Ry=-f= )Wf‘ =1y,
O+Rp = 0 R|N=n|N

Esta propiedad es la que caracteriza a las Geodésicas.

2 2 2
Trfig2  FY152 A2/ 60

Wow — gy )n,

Geodésica— Curva mas corta que uno dos puntos en una superficie.

Recuerda, ] ] . ]
f — df _  dxp dys o dzj
t = g = st“Lg J+d52k
di  _ 1n _ dPzi dyi | d’zp
is = v = gozttoggzd + oggzk
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12.4. Equilibrio de un hilo sobre una superficie con rozamiento. Aplicacién al caso
de poleas y correas de transmision.

La reaccién sera
R=R,-n+ Fpg
N——" ~—~
normal Tozamiento

—

Fgr

R,

<p-

Fg pertenece al plano tangente pero no tiene porque ser paralela a T

Fr=Rr-T+Ry i
Dénde @ =1T x 7

Utilizando el triedro {T, n, ﬂ}

R=R, A+Rr-T+Ry-i
—— N ——

normal rozamiento

. T . T
dT =dT-T+ =N-dS =T-dT + —dS (cosx -7 + sinx - @)
p p

T +FPr+Rp=0

%cosx+Fn+Rn:O

%sinx+Fu+Ru:O
R-T Rr
R-N = Ry, cosx + Rysiny
BR-B = Rn-ﬁ(TAxN)%—Ru'ﬂ(TAxN) :Rn-T(Nxﬁ>+Ru-N(axT)
—sinx n
cos Y

Utilizando el triedro {T, N, B}

%+FT+FRCOSGZO
%—l—Fn—i-Rncosx—i—FRsianinX:O
04+ Fp— R,siny + Frsinfcosy =0
Para una curva plana: 7 || N
L+ Fr+Fr=0

% +Fn+ Ry =0
F' es despreciable.
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Correas y poleas

El rozamiento también tiene su efecto sobre correas, cuerdas y cables apoyados en poleas que se usan
en una gran variedad de aplicaciones. Estudiaremos aqui el caso més sencillo de un cable apoyado sobre
un cilindro de radio r sobre el que existe rozamiento. Supondremos que sobre los extremos del cable
se aplican dos fuerzas diferentes 77 y 15 tales que el movimiento es inminente. Tomamos un elemento
diferencial de longitud de la correa y le aplicamos la ecuacién de equilibrio del hilo ideal,

dT + FdS =0
y separando las componentes tangencial y normal tenemos
dl'— FrdS =0

gdS—NdS:()

que junto con la condiciéon de movimiento inminente Fr = uN lleva a

dl = pT'do
que se integra facilmente
Togr A
— = / do
f T
por lo que se obtiene
T = Tyet?

Como se obtiene una ley exponencial, puede obtenerse una gran diferencia de tensiones haciendo que
argumento de la exponencial sea grande lo cual se puede conseguir haciendo que el cable de varias
vueltas alrededor del cilindro. Si se enrolla una cuerda en un tambor dando n vueltas el valor del angulo
es § = 2nm y puede utilizarse para frenar un cuerpo haciendo un esfuerzo pequeno.

} NdS

T e\ T(0+d6)

T2 L ///
T

82



	Funciones vectoriales de una variable escalar: Curvas
	Función vectorial de una variable escalar.
	Derivación de funciones vectoriales.
	Componentes de la derivada de una función vectorial en una base ortonormal dependiente del escalar (casos cartesiano, cilíndrico y esférico)
	Ecuaciones vectoriales de los elementos del triedro intrínseco.
	Derivada de los vectores del triedro intrínseco. Fórmulas de Frenet.

	Funciones vectoriales de dos variables escalares: Superficies
	Función vectorial de dos variables escalares. Superficie indicatriz.
	Ecuaciones paramétricas de una superficie. Coordenadas de Gauss.
	Tangentes a las líneas coordenadas. Plano tangente. Normal a la superficie.
	Curvatura normal y curvatura geodésica.

	Álgebra Tensorial
	Cambio de referencia ortonormal. Transformación de las componentes de un vector.
	Forma matricial de una rotación.
	Definición analítica de tensores y seudotensores cartesianos de orden n. Propiedades.

	Geometría de masas
	Determinación del centro de masas.
	Determinación de momentos y productos de inercia.
	Tensor de inercia. Propiedades. Expresión matricial de las fórmulas de Steiner.
	Ejes principales de inercia. Diagonalización del tensor de inercia.
	Elipsoide de inercia.

	Movimiento general del sólido rígido
	Coordenadas de posición y grados de libertad de un sólido rígido.
	Expresión vectorial de movimientos de rotación y traslación.
	Teorema de las velocidades proyectadas.
	Distribución de velocidades. Grupo cinemático. Invariantes.
	Grupo cinemático. Invariantes
	Eje instantáneo de rotación y deslizamiento mínimo como eje central del sistema de velocidades del sólido.
	Sucesión del eje instantáneo de rotación. Axoides.
	Distribución de aceleraciones.

	Composición de movimientos
	El problema de la composición de movimientos. Generalidades.
	Composición de velocidades, rotaciones y aceleraciones.
	Movimientos inversos
	Movimientos relativos de sólidos en contacto.

	Movimiento plano
	Características del movimiento plano.
	Centro instantáneo de rotación. Base y ruleta.
	Distribución de velocidades en el movimiento plano.
	Velocidad de sucesión del centro instantáneo de rotación. Determinación gráfica.
	Distribución de aceleraciones en el movimiento plano.
	Circunferencia de las inflexiones y de las inversiones. Polo de aceleraciones.
	Movimientos planos relativos. Teorema de los tres centros.
	Perfiles conjugados. Propiedades.

	Movimiento esférico
	Movimiento esférico. Conos de Poinsot.
	Distribución de velocidades en el movimiento esférico.
	Distribución de aceleraciones en el movimiento esférico.
	Ángulos de Euler.
	Rotaciones de Euler.

	Equilibrio del sólido rígido
	Principio del trabajo virtual. Aplicación a la estática.
	Energía potencial debida a un trabajo virtual.
	Energía potencial y condiciones de equilibrio. Aplicación a casos representativos.
	Criterios de estabilidad del equilibrio.

	Equilibrio de hilos
	Fuerzas distribuidas sobre hilos ideales.
	Equilibrio de hilos de peso despreciable con cargas repartidas. Ecuación diferencial de equilibrio de un hilo.
	Ecuaciones intrínsecas del equilibrio de un hilo.
	Integrales primeras de las ecuaciones de equilibrio de un hilo.
	Equilibrio de un hilo bajo un sistema de fuerzas paralelas.
	Equilibrio de hilos de peso despreciable con cargas concentradas.

	Equilibrio de hilos bajo la acción de su propio peso: catenaria
	Cable bajo la acción de su propio peso. Catenaria.
	Elementos de la catenaria: Tensiones en los extremos y longitud total. Propiedades y métodos de obtención bajo condiciones dadas.

	Otras configuraciones de hilos reales
	Equilibrio de hilos con carga repartida según la abscisa. Cable parabólico.
	Hilo de igual resistencia. Figura de equilibrio y vano máximo.
	Equilibrio de un hilo sobre una superficie sin rozamiento.
	Equilibrio de un hilo sobre una superficie con rozamiento. Aplicación al caso de poleas y correas de transmisión.


