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Abstrakt

Tato prace se zabyva minimalizaci nejvyssiho odchoziho stupné vrcholu v témér pravidelném
o 2. Nejprve ukazeme, jak urcit optimalni hodnotu nejvyssiho odchoziho stupné v daném témér
pravidelném grafu, a pak i zptsob, jak orientaci hran s minimalnim nejvyssim odchozim stupném
nalézt. Soucéasti prace je i algoritmus napsany v Matlabu, ktery pro zadany téméi pravidelny
graf uréi optimalni orientaci jeho hran. Prace by méla mit vyuziti pri paralelnich numerickych
vypoctech, kde rozdélujeme zadany objekt do nékolika podoblasti a na kazdém vlakné je zpra-
covavana jedna podoblast spolu s nékolika Castmi své hranice. Orientace hran dudlniho grafu
(kazda podoblast je v dudlnim grafu reprezentovana jednim vrcholem a hrana je mezi dvéma
vrcholy, pokud dané podoblasti maji spole¢nou hranici) uréi, v rdmci kterého vlakna se bude vy-
pocet na hranici mezi dvéma oblastmi provadét tak, aby na zadném vldkné nebylo prilis mnoho

vypoctu.

Klicova slova: témér pravidelny graf, orientace hran, odchozi stupen, uzavieny eulerovsky tah

Abstract

This thesis is focused on the minimization of the maximum outdegree of vertex in an almost
regular graph. The almost regular graph is a graph in which the difference between maximum
and minimum degree of vertex is at most two. First we will show how to determine the optimal
value of maximum outdegree of given almost regular graph and then we will show the way, how
we can find the orientation with minimized maximum outdegree. We also give Matlab algorithm
which finds optimal edge orientation for given almost regular graph. Our results can be used in
parallel numerical computing where given object is divided into subdomains and each thread is
used for computing on one subdomain and on some parts of the boundary of this subdomain.
The edge orientation of a dual graph (each subdomain is represented by one vertex and there is
an edge between two vertices if the subdomains represented by these vertices are neighboring)
determines which thread will be used for computing on the boundary between any two vertices

as we want to minimize the largest number of tasks on a thread.

Key Words: almost regular graph, edge orientation, outdegree, Fulerian circuit
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1 Uvod

Pti aplikovanych numerickych vypoctech se zkoumany objekt rozdéli na koneény pocet oblasti
(viz Obrézek . Konkrétni vypocty se potom provadéji na téchto oblastech a na vnitinich hra-
nicich mezi jednotlivymi oblastmi (predpokldddme, Ze na okraji objektu jsou zadany okrajové
podminky). Jde casto o slozité vypocty a je tfeba tyto vypocty paralelizovat, abychom uset-
fili vypocetni c¢as. Chceme, aby na jednom vypocetnim uzlu byla zpracovavana jedna oblast
s néjakymi c¢astmi své hranice tak, aby bylo rozmisténi podiloh na jednotlivé vypocetni uzly
co nejrovnomérnéjsi, tzn. aby na zadném vypocetnim uzlu nebyl spolu s oblasti zpracovavan
zbytecné velky pocet Casti jejich hranic. Optimalni rozmisténi podiloh na jednotlivé vypocetni

uzly tesi nasledujici grafova tloha.

Obrazek 1: Rozdéleni ¢tverce na trojuhelnikové oblasti

Poznamka 1 V této ¢asti budeme pouzivat nékteré grafové pojmy intuitivné, jejich presné

definice uvedeme v pristi kapitole.

Méjme néjaké rozdéleni zkoumaného objektu na oblasti (viz Obrazek . K takovému rozdeé-

leni sestavime tzv. dudini graf G tak, ze vrcholy grafu G jsou jednotlivé oblasti a dva vrcholy
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jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz reprezentuji oblasti, které maji spole¢nou hranici (viz Ob-
rézek. Hrany davame jen mezi oblasti, jejichz spole¢nd hranice mé nenulovou délku, pripadné
u 3D objektit nenulovy obsah. Napiiklad kdyz rozdélime krychli na mensi krychlicky, zajimaji
nés ty dvojice krychlicek, které maji spoleénou stranu, ale uz ne ty, které maji pouze spole¢nou
hranu nebo bod. Kazdou hranu grafu G néjak zorientujeme, ¢imz vytvorime graf orientovany
a fekneme, Ze s oblasti reprezentovanou vrcholem x budou zpracovavany na stejném vypocet-
nim uzlu pravé ty hranice, které jsou v orientovaném grafu reprezentovany odchozimi hranami
- to jsou ty, které jsou orientovany z vrcholu x do jiného vrcholu. Pocet vsech odchozich hran

incidentnich s vrcholem z je odchozi stupen vrcholu x.

Obrézek 2: Duélni graf

Je znamo, ze soucet odchozich stupnu vsech vrcholi v orientovaném grafu je roven poctu

jeho hran. Pocet hran orientovaného grafu znacime |A| a pocet vrcholu |V|. Primérny odchozi

stuperni vrcholu v grafu je tedy dan cislem % a alespon jeden vrchol musi mit odchozi stupen

vétsi nebo roven tomuto ¢islu. Proto nejvyssi odchozi stupen vrcholu musi byt alespon %.

Chceme-li tedy v daném rozdéleni zkoumaného objektu paralelizovat vypocty na oblastech
a jejich hranicich do jednotlivych vypocetnich uzli co nejrovnomérnéji, pak to znamena, ze dudlni
graf se snazime orientovat tak, aby nejvyssi odchozi stupen vrcholu v grafu byl co nejmensi, tudiz

N , . A
co nejblizsi primérnému odchozimu stupni H
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Ukol nalézt optimélni orientaci hran nenf jednoduchy, proto se Feseni problému ¢asto zamé-
fuje pouze na urcity typ grafi. V této praci se zamérime na témer pravidelné grafy. Jsou to grafy,
kde rozdil mezi nejvétsim a nejmensim stupném je nejvyse 2. VSimnéme si, ze dualni graf na
Obrézku [2] je témér pravidelny. Duélni grafy pro riznd rozdéleni riznych objektt budou ¢asto
témér pravidelné, proto ma smysl se témér pravidelnymi grafy zabyvat. Dudlni graf na Obrazku
rovinného grafu je mozné orientovat tak, aby nejvyssi odchozi stupen byl nejvyse 3. Hrany grafu
na Obrazku [2] je ale mozné orientovat i tak, aby nejvyssi odchozi stupeni byl 2 (viz Obrazek .
V této praci se nauc¢ime orientovat hrany libovolného témér pravidelného grafu tak, aby nejvyssi

V Kapitole 3] uvedeme a dokdzeme véty, které ndm feknou, jaky je optimélni nejvyssi odchozi
stupetl v daném témér pravidelném grafu. V Kapitole [4] se nauc¢ime v eulerovskyjch grafech hledat
uzavieny eulerovsky tah (tah, kterym projdeme vsechny hrany a vrcholy grafu, kazda hrana
se pritom musi pouzit préavé jednou). V Kapitole [5| pak ziskané znalosti vyuzijeme k hledani
optiméln{ orientace hran v libovolném témér pravidelném grafu. Nakonec v Kapitole[6]otestujeme
naprogramovany algoritmus na riznych témér pravidelnych grafech a porovname jej s uz drive

znamym algoritmem.

Obrézek 3: Orientace hran dualniho grafu
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2 Zakladni pojmy
Definice a véty v této kapitole jsou z velké Casti inspirovany definicemi a vétami z [2].

Definice 1 Jednoduchy graf G je usporddand dvojice (V, E), kde V je neprdzdnd mnoZina vr-
cholu a E je mnoZina hran. MnozZinu vrcholi grafu G oznacujeme V(G) a mnoZinu hran grafu

G oznacujeme E(G). MnoZina hran je néjakd mnozina dvouprvkovijch podmnoZin mnoziny V .

Grafu G(V, E,w), kde V a F maji stejny vyznam jako v definici jednoduchého grafu a w
je vektor, ktery kazdé hrané grafu G pritazuje néjaké ¢islo (ohodnoceni), fikame jednoduchiy
hranové ohodnoceny graf.

Poctu vrchold v grafu fikame 7dd grafu, pocet hran je welikost grafu. Vrcholy v grafu G
budeme oznacovat pismeny, ¢isly nebo vi,vs, ..., v,, kde n je fadd grafu G. Misto hrany {z,y}
piSeme zkracené zy. O hrané xy fikdme, Ze je s vrcholy = a y incidentni. Vrcholy z,y € V(G)
jsou sousedni, jestlize xy € E(G), a nezdvislé, pokud zy ¢ E(G).

Existuji i dalsi typy graft, pro potieby tohoto textu musime definovat jesté graf orientovany.

Definice 2 Orientovany graf nebo také digraf D je usporddand dvojice (V,A), kde V je ne-
prdzdnd mmnozina vrcholi a A je néjakd podmnoZina kartézského soucinu V x V. Mnozinu A
nazyvdme mmnozinou orientovanych hran. MnoZinu vrcholi orientovaného grafu D oznacujeme
V(D) a mnoZinu orientovanych hran orientovaného grafu D oznacujeme A(D). Vrchol x nazy-
vdme pocateénim vrcholem a vrchol y koncovym vrcholem hrany (z,y). Ddle rikime, Ze hrana
(z,y) je odchozi hranou z vrcholu x a prichozi hranou do vrcholu y. Smycka je orientovand

hrana, kterd md stejny pocdatecni i koncovy vrchol, tedy hrana typu (x,x).

Definice orientovaného grafu umoznuje, aby v jednom orientovaném grafu byla jak hrana
(z,y), tak i hrana (y, ). V této préci se ale s takovymi grafy setkdvat nebudeme, nebot budeme
vzdy vychazet z jednoduchého (neorientovaného) grafu a v ném pro kazdou hranu zvolime ori-
entaci. V nasich orientovanych grafech tedy nebudou ani smycky, jelikoz v jednoduchych grafech
smycky nejsou.

Grafy zndzornujeme obvykle pomoci diagramt. Vrchol si mtizeme predstavit jako bod v ro-
ving, pricemz na jednom misté mize byt vzdy nejvyse jeden vrchol, a hranu si mizeme predsta-
vit jako kiivku mezi dvéma vrcholy. V pripadé orientované hrany je orientace hrany znézornéna
sipkou smérem od piichoziho vrcholu ke koncovému. V pocitaci se grafy znazornuji nejcastéji

pomoci matice sousednosti, casto se pouziva také matice incidence.

Definice 3 O grafu G rekneme, Ze je plandrni (rovinny), jestlize existuje takové jeho zakresleni

do roviny, Ze s vyjimkou vrcholi nemaji libovolné dvé hrany Zddné dalsi spolecné body.

Planarni graf je tedy graf, v némz se na zadném misté nekrizi hrany.
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Poznamka 2 Nékteii autofi rozlisuji pojmy rovinny a planarni graf. Za rovinny graf nepovazuji
graf, ktery lze zakreslit bez k¥izeni hran do roviny, ale graf, ktery mame zakresleny bez kiizeni
hran do roviny. V takovém pripadé se vlastné jedna spise o vlastnost daného zakresleni nez

o vlastnost grafu.

Definice 4 Necht je ddn jednoduchy graf G rdidu n. Oznacme wvrcholy grafu cisly 1,2,...,n.
Matici sousednosti grafu G rozumime takovou c¢tvercovou matici A(G) n-tého tddu, kterd md na
pozici (i,7), kde i,5 € {1,2,--- ,n}, jednicku pravé tehdy, kdyz je v grafu G hrana ij. V pripadé,

Ze v grafu G hrana ij neni, je na pozici (i,j) v matici A(G) nula.

Matice sousednosti jednoduchého grafu je symetrickd a na diagondle ma samé nuly. Matici
sousednosti orientovaného grafu definujeme tak, e jednicka na pozici (7, j) bude pouze v ptipadé,
ze v grafu je orientovand hrana (i, j), tedy hrana s poc¢dteénim vrcholem i a koncovym vrcholem
j. Matice sousednosti orientovaného grafu tudiz nemusi byt symetricka a diagonala nemusi byt
tvofena pouze nulami, nebot jestlize je v grafu smycka (i,1), na pozici (4,47) v matici sousednosti

bude jednicka.

Definice 5 Méjme grafy G a H. Graf H je podgrafem grafu G prdvé tehdy, kdyz V(H) C V(G)
a E(H) C E(G). Graf G je zaroven nadgrafem grafu H. Pokud z grafu G odebereme pouze
néjaké vrcholy a kromé hran incidentnich s odebrangmi vrcholy neodebereme Zddné dalsi, graf H
je indukovany podgraf grafu G. Pokud plati V(G) = V(H), pak je podgraf H faktorem grafu G.

Podgraf grafu G tedy vznikne odebranim libovolného (i nulového) poctu vrcholii a hran
z grafu G. Pokud odebirame néjaky vrchol, odebereme rovnéz vsechny hrany incidentni s timto

vrcholem.

Definice 6 Stupném vrcholu z v jednoduchém grafu rozumime pocet hran incidentnich s vrcho-
lem x. Stupen vrcholu x znacime deg(z). Nejuétsi stupen v jednoduchém grafu G se znaci A(G),

nejmensi stupen 6(G), pricemz

A(G) nglv%){deg(v)} a §(G) ZUglvi(%){deg(v)}-

Chceme-li zdiraznit, ze se jedna o stupen vrcholu z v konkrétnim grafu G, stupen vrcholu

xr muzeme znacit degg(z).

Véta 1 V kazdém jednoduchém grafu G(V, E) plati

Z deg(v) = 2|E]|.

veV

Dikaz Tvrzeni dokdzeme indukci vzhledem k poctu hran.
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Indukcni zdklad: Pro grafy bez hran plati

Z deg(v) =2|E| =0.
veV
Indukcni krok: Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vsechny jednoduché grafy s nejvyse k
hranami. Mé&jme libovolny jednoduchy graf G = (V, E), kde |E| = k + 1. Z grafu G odebereme
jednu hranu zy € E. Vznikne graf G'(V', E') = G(V, E)—zy, kde |V'| = |V] a |E'| = |E| -1 = k.
Mizeme predpokliadat, ze plati

Z deg(v) = 2 |E'| = 2k.
veV’

Vratime-li do grafu G’ hranu zy, dostaneme jednoduchy graf G a plati

dego(z) =dege(x)+1 a degq(y) = dege(y) + 1.

Odtud
Z deg(v) = Z deg(v) + 2.

veV veV’
Proto
> deg(v) =2k +2=2(k+1) =2|E|.
veV
Véta plati i v grafu s £ + 1 hranami a dikaz je tak podle principu matematické indukce
hotovy.

Uvedené vété se casto ika princip sudosti. Dulezitym dusledkem této véty je, ze v kazdém
grafu musi byt sudy pocet vrcholu lichého stupné. Soucet stupia vSech vrcholu je roven 2 |E|,
je tedy sudy. Kdyby pocet vrcholi lichého stupné byl lichy, byl by pak lichy i soucet stupni
vSech vrcholi, nebot soucet lichého poctu lichych ¢isel je vzdy lichy a prictenim libovolného
poctu sudych ¢isel k lichému ¢islu dostaneme opét liché ¢islo. To je ale ve sporu s Vétou |1} pocet

vrcholt lichého stupné v libovolném grafu G je tedy vzdy sudy.

Definice 7 Maji-li vsechny vrcholy v grafu G stejny stupen d, nazgvdme tento graf d-pravidelnym
grafem nebo pouze pravidelnym grafem. O grafu G, pro ktery plati A(G) — §(G) < 2, budeme

hovotit jako o témér pravidelném grafu.

V orientovanych grafech se s pojmem stupen vrcholu (nebo také celkovy stupern vrcholu)
muzeme setkat také. Navic je zde definovan jesté prichozi stuper vrcholu jako pocet pricho-
zich hran do vrcholu z, zna¢ime deg™ (), a odchozi stupern vrcholu jako pocet odchozich hran

z vrcholu z, znaéime deg™ (). Nejmensi odchozi stupeii vrcholu v orientovaném grafu D zna-
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¢ime 07 (D), nejvétsi odchozi stupent A* (D), nejmensi piichozi stupent 6~ (D) a nejvétsi pifchozi
stupenn A~ (D).
V této praci budeme pojem nejvétsi odchozi stuperi pouzivat i u jednoduchych grafi. AT (G)

bude mit v pfipadé jednoduchého grafu G nasledujici vyznam.

Definice 8 Necht Dg je mnoZina vsech orientovanich grafi D, které mohou vzniknout oriento-
vdnim vsech hran jednoduchého grafu G. Pak nejuyssi odchozi stuperi AT (G) jednoduchého grafu
G definujeme jako
AT(G) = AT (D)),
(G) = min {AT(D)}
Véta 2 Pro kazdy orientovany graf D(V, A) plati
Z deg™ Z deg™ (v) = |A].

veV veV

Dukaz Je pomérné ziejmé, ze tato véta plati. Ukdzeme si dukaz indukei vzhledem k poc¢tu hran.

Indukcni zdklad: Pro grafy bez hran plati

Zdeg Zdeg v) =|A] =0.

veV veV

Indukcni krok: Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny orientované grafy s nejvyse k
hranami. Méjme libovolny orientovany graf D = (V, A), kde |A| = k + 1. Z grafu D odebereme
jednu hranu (z,y) € A. Vznikne graf D'(V',A’") = D(V, A) — (z,y), kde |V'| = |V| a |A'| =
|A| — 1 = k. MuzZeme predpoklddat, ze plati:

Zdeg Zdeg (v) = |A'| = k.

veV’ veV’

Vratime-li do grafu D’ hranu (z,y), dostaneme orientovany graf D a plati

degj{)(x) = degj{,, (x)+1 a degj{)(y) = degi’;/ (y) + 1.

Odtud
Z deg™ (v) Z deg™(v)+1 a Z deg™ (v) = Z deg™ (v) + 1.
veV veV’ veV veV’
Proto
Zdeg Zdeg (v)=k+1=|A4].
veV veV

Vidime tedy, Ze uvedend véta plati i v orientovaném grafu D s k + 1 hranami.
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Definice 9 Nerostoucim zpusobem serazenou posloupnost stupriu vsech vrcholu grafu G nazy-
vame stupnovou posloupnosti grafu G. Grafova posloupnost je posloupnost takovd, Ze existuje

graf, pro ktery plati, Ze tato posloupnost je jeho stupriovou posloupnosti.

Definice 10 Posloupnost vrcholi a hran (vg, e1,v1,€2,v2, ..., €y, V) v jednoduchém grafu G je
sled, jestlize pro vsechna i = 1,2,...,n jsou vrcholy v;_1 a v; incidentni s hranou e;. Tah je sled,
ve kterém se kazZdd hrana grafu G vyskytuje nejvyse jednou. Tah je uzavieny, jestlize vg = vy,.
Cesta je sled, ve kterém se kaZdy vrchol grafu G vyskytuje nejvyse jednou. Cyklus je sled, ve
kterém se vyskytuje nejvyse jednou kazdy vrchol grafu G s vyjimkou vrcholu vy = vy, ktery se

zde vyskytuje dvakrdt.

Vzhledem k tomu, Ze v jednoduchém grafu je mezi danymi dvéma vrcholy vzdy maximéalné
jedna hrana (grafy, které mohou mit mezi dvéma vrcholy vice nez jednu hranu, nazyvame mul-
tigrafy), zapis sledu, tahu nebo cesty v jednoduchém grafu lze zjednodusit tak, ze ze zapisu
vynechame hrany. Hrana sledu, tahu nebo cesty je v jednoduchém grafu vzdy jednoznacné ur-
¢ena koncovymi vrcholy a je postacujici, kdyz zapiseme pouze posloupnost po sobé jdoucich
vrcholi. Namisto posloupnosti (v, €1,v1,€2,v2, ..., €,,v,) proto budeme pouzivat kratsi zapis

(’1)1,’1)2, . ,Un).

Definice 11 Uzavieny eulerovsky tah je uzavreng tah v grafu G, ktery obsahuje vsechny vrcholy
1 hrany grafu G. Eulerovsky graf je graf, v némz lze nalézt uzavreny eulerovsky tah. Jestlize
v grafu G existuje tah, ktery obsahuje vsechny jeho vrcholy @ hrany, ale vo # vy, nazyvdme tento

tah otevienym eulerovskym tahem.

Pii hledéni nejlepsiho orientovani hran (ve smyslu minimalizace nejvétsiho odchoziho stupné)

budeme casto vyuzivat vlastnosti tzv. eulerovskych graft.
Definice 12 Eulerovsky graf je graf, v némz lze nalézt uzavreny eulerovsky tah.

Definice 13 O grafu G(V, E) rikime, Ze je souvisly, jestlize z libovolného vrcholu v € V(G)
existuje cesta do vsech ostatnich vrchold grafu G. Graf, ktery nend souvisly, je nesouvisly.

Je-li graf G souwvisly a graf G — xy nesouvisly, o hrané xy rekneme, Ze tato hrana je most.

Definice 14 L(V', E’') je komponenta grafu G(V,E) prdvé tehdy, kdyZ L je souvisly podgraf
grafu G a v grafu G neexistuje sled z vrcholu v € V'(L) do Zddného vrcholu w, pro ktery plati
u € V(G) a zdrover u ¢ V'(L).

Véta 3 Jednoduchy graf G je eulerovsky prdavé tehdy, kdyz je souvisly a vsechny jeho wvrcholy

maji sudy stupern.

Dikaz Dokazujeme ekvivalenci, postupné dokazeme obé implikace.
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e  —> “:Zacneme implikaci ,, = “, jejiz diikaz je jednodussi. Dokazujeme tedy nésledujici

vétu. Jestlize je graf G eulerovsky, pak je souvisly a vSechny jeho vrcholy maji sudy stupen.

Fulerovsky graf je graf, v némz existuje uzavreny eulerovsky tah. Predpokladejme, ze graf
G je nesouvisly. Zahajime tah v ngjaké komponenté. V prubéhu tohoto tahu se zddnym
zpusobem nemuzeme dostat do dalsich komponent grafu GG. Neni proto mozné projit timto
tahem vSechny vrcholy a hrany grafu G. Sporem jsme tak dokézali, Ze eulerovsky graf musi

vzdy byt souvisly.

Déle dokazme, ze vsechny vrcholy grafu G maji sudy stupen. Zahajme tah v néjakém
vrcholu z. K navratu do vrcholu z potfebujeme dvé hrany (prvni hranou vrchol 2 opustime,
druhou se do néj vratime). Pokud stale zbyvaji hrany incidentni s vrcholem x, opét vrchol
x opustime pomoci néjaké ze zbyvajicich hran. Do vrcholu x se takto vracime vzdy po
pouziti sudého poctu hran s nim incidentnich a po pouziti lichého poétu takovych hran
jsme vzdy v néjakém sousednim vrcholu vrcholu x. Vrchol x tedy musi mit sudy stupen,
aby v grafu mohl existovat uzavieny eulerovsky tah. Z podobného divodu musi byt sudého
stupné i vSechny dalsi vrchol y grafu G. Vzdy po pouziti lichého poc¢tu hran incidentnich
s vrcholem y budeme ve vrcholu y (pokud y neni poc¢atecni vrchol tahu). Tah v tu chvili
nemuze byt uzavreny, protoze zacal v jiném vrcholu. Vrchol y tedy musi byt sudého stupné,
aby vzdy po navstiveni vrcholu y bylo mozné dalsi hranou tento vrchol opustit. VSechny

vrcholy eulerovského grafu proto musi mit sudy stupen.

vvvvv

Jestlize je graf G souvisly a vSsechny jeho vrcholy maji sudy stupen, pak je graf G eulerov-
sky.

Pokusme se v souvislém grafu G, ktery ma pouze vrcholy sudého stupné, vytvorit néjaky
uzavieny tah. Tah zahdjime v libovolném vrcholu z. Pokud je x jediny vrchol grafu G,
stupen tohoto vrcholu je 0 (nulu povazujeme za sudé ¢islo) a v grafu G je trividlni uzavieny
eulerovsky tah slozeny pouze z vrcholu z. Je-li v grafu G vice vrcholti, zvolime libovolnou
hranu zy incidentni s vrcholem x. Takové hrany jsou v grafu minimalné dvé. Pomoci hrany
xy se presuneme do vrcholu y. Z vrcholu y se néjakou hranou yz presuneme do vrcholu
z. Uz pouzitou hranu xy nemuzeme pouzit znovu, plati proto x # z. Vybirdme postupné
dalsi hrany, dokud se nevratime zpét do pocatecniho vrcholu x. Graf méa koneény pocet
hran a neni mozné v prubéhu tahu ,uviznout“ v néjakém jiném vrcholu, nebot stupen
vSech vrcholu je sudy a vzdy po navstiveni néjakého vrcholu (kromé pocatec¢niho vrcholu
x) zbyva lichy pocet hran incidentnich s timto vrcholem, které jsme jesté neprosli. Vzdy
tedy zbyva néjaka hrana, pomoci které tento vrchol miizeme opustit. Proto se po kone¢ném

poc¢tu kroktl musime vratit zpét do vrcholu .

Do vrcholu x se vratime bud po projiti vSech hran, coz by znamenalo, Ze jsme nalezli
uzavieny eulerovsky tah, nebo po navratu do vrcholu x jesté néjaké hrany zbyvaji a nalezli

jsme pouze tah, ktery je uzavieny, ale neni eulerovsky. Pokud néjaké hrany zbyvaji, pak
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pro graf G’ = G—E(t), kde E(t) je mnozina vSech hran pravé nalezeného uzavieného tahu,
stale plati, ze v8echny vrcholy grafu G’ jsou sudého stupné. Tento graf G’ uz nemusi byt
souvisly, ale v kazdé komponenté K grafu G’ je alespon jeden vrchol w, ktery je soucasti
nalezeného uzavieného tahu. Pokud by v grafu G’ byla takovd komponenta L, Ze zadny
vrchol komponenty L neni souc¢asti uz nalezeného tahu, znamenalo by to, ze graf G nebyl
souvisly (odstranujeme pouze hrany, které jsou soucéasti nalezeného tahu, jeho soucasti tedy
musi byt i koncové vrcholy téchto hran, proto pokud odstranénim néjaké hrany porusime
souvislost, graf se rozdéli na dvé komponenty a jeden koncovy vrchol odstranéné hrany
je v jedné z téchto dvou komponent, zatimco druhy je ve druhé komponenté, v kazdé
komponenté tak zustdava vrchol, ktery je soucdsti nalezeného tahu). V tomto vrcholu w
muzeme zahajit dalsi uzavieny tah, kterym projdeme néjaké hrany komponenty K a opét
se vratime do vrcholu w. Takto nalezeny tah ¢’ muZeme piipojit k tahu ¢ v misté, kde
se v tahu ¢ poprvé vyskytuje vrchol w. Tim tah ¢ rozsifime o dalsi hrany, pricemz stéale
plati, Ze t je uzavieny tah. Opét je mozné, ze komponenta K se po odebrani hran tahu ¢/
rozdélila na nékolik dalsich komponent. Znovu ale plati, ze v kazdé nové komponenté jsou
pouze vrcholy sudého stupné, miizeme tedy stejnym zpusobem nalézt v kazdé komponenté
dalsi uzavieny tah, ktery pripojime k uz nalezenému tahu ¢. Takto mizeme pokracovat,

dokud v tahu t nebudou vsechny hrany grafu G.

Vidime, ze uvedeny dtikaz je konstruktivni - ukazuje, jak lze uzavieny eulerovsky tah najit.

Pouzity dikaz je inspirovan Hierholzerovym algoritmem, kterym se budeme zabyvat v Podka-

pitole [£.2]
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3 Vypocet A(G) v témér pravidelném grafu G

Problém minimalizace nejvyssiho odchoziho stupné vrcholu v libovolném jednoduchém hranové
ohodnoceném grafu G = (V, E,w) je NP-tplny problém [3]. V libovolném jednoduchém grafu
G = (V, E) s neohodnocenymi hranami, pripadné obecnéji v grafu G = (V, E, w), kde vSechny
hrany maji stejné ohodnoceni, je uvedeny problém reSitelny v polynomidlnim case [3]. Pro né-
které tiidy grafu, naptiklad pro stromy (souvislé grafy, které neobsahuji zadny cyklus), existuji
i rychlejsi algoritmy. Konkrétné pro stromy existuje jednoduchy algoritmus s linearni ¢asovou
slozitosti, ktery nalezne orientaci hran s nejvyssim odchozim stupném 1 v libovolném stromu
[3]. Rovinnymi grafy se velmi podrobné zabyvé préace [I], v niz je ukdzén zpusob, jak v libovol-
ném grafu najit orientaci hran tak, aby nejvyssi odchozi stupen nebyl vyssi nez 3. My se nyni
zamérime na témér pravidelné grafy.

Mégjme libovolny témér pravidelny graf G(V, E). Nasim tkolem je orientovanim vSech hran
grafu G vytvorit orientovany graf D tak, aby odchozi stupent AT (D) byl co nejmensi. Zacneme
d-pravidelnymi grafy. Poté se budeme zabyvat grafy, které maji pouze vrcholy stupni d a d — 1,
a nakonec grafy, pro néz plati A(G)—46(G) = 2. V této kapitole se budeme zabyvat pouze otdazkou,
jakd je hodnota AT(G) v daném témét pravidelném grafu. Nalezenim vhodné orientace hran
se budeme zabyvat pozdé&ji. Vzhledem k rozdilu mezi vlastnosti AT (G) jednoduchého grafu G
a vlastnosti AT (D) orientovaného grafu D pripominadme Definici 8] v niZ definujeme A™*(G).

Jako dolni odhad pro AT(G) budeme vzdy pouZivat primérny odchozi stupeti, presnéji
feceno horni celou ¢ast pramérného odchoziho stupné v orientovaném grafu D, ktery vznikne
orientaci vsech hran grafu G (je zfejmé, ze prumeérny odchozi stupen bude stejny pro libovolnou
orientaci hran grafu G, na konkrétni podobé grafu D tedy v tuto chvili nezdlezi). Prumérny
odchoz{ stupeti v grafu D budeme oznacovat @ deg™ (D).

Pro orientovany graf D(V, A) fadu n plati

14]

n .

1 1
@ degt(D) = =% deg"(v) = = |A] =
n veV n

Neni mozné, aby platilo
Yo €V :degh (v) < @ deg™ (D),
nebot dostaneme

> deg*(v) < |A],
veV

coz je vylouceno (viz Véta , a proto musi platit

Jv eV :degt (v) > g deg™ (D).
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Odtud A
AT(G) > gdegt (D) = u
7 predeslého také plyne, ze
AH(G) > [ deg™(D)].

3.1 Pravidelny graf

Méjme d-pravidelny graf. Nejprve uré¢ime dolni odhad pro A™(G) jako [ deg®(D)], kde D(V, A)
je orientovany graf vznikly libovolnou orientaci vSech hran grafu G(V, E). V grafu G je n vrcholu
a vsechny vrcholy jsou stupné d.

Plati

Al = %" a po dosazeni za |A| dostavame dolni odhad

[ﬁ deg*(Dﬂ = Pjﬂ = Bm - Fﬂ '

Véta 4 V libovolném d-pravidelném grafu G plati

d
AT =|=.

©-|5]
Diikaz Dolni odhad hodnoty AT(G) uz zndme. UkdZeme, Ze dolniho odhadu lze vhodnym
orientovinim hran v d-pravidelném grafu vzdy dosdhnout. Postup bude zaviset na parité d.

Jednodussi bude pripad, kdy d je sudé. Za¢neme proto timto pripadem.

e Sudé d - Vsechny vrcholy maji sudy stupen d, v souvislém grafu G tedy muzeme najit
uzavieny eulerovsky tah. Pokud graf G neni souvisly, budeme kazdou komponentu fesit
jako samostatny graf a najdeme uzavreny eulerovsky tah v kazdé komponenté. Otazkou, jak
uzavreny eulerovsky tah najit, se budeme zabyvat pozdéji. Ted si vystacime s informaci,
ze takovyto tah v grafu G existuje. Orientaci hran ve sméru tohoto tahu docilime, ze
kazdy vrchol bude mit %l odchozich hran a % prichozich hran, jelikoz do kazdého vrcholu
béhem tohoto tahu vzdy nejprve jednou hranou vstoupime, a hned poté jej dalsi hranou
zase opustime. Vyjimkou je zacatek a konec tahu, kdy nejprve pocatecni vrchol opustime
a nakonec se do néj po vycCerpani vSech hran vratime a uz v ném zistaneme. Existuje tedy
orientace, pri které maji vSechny vrcholy odchozi stupen roven %. Vzhledem k tomu, ze

d d

dolni odhad nejvyssiho odchoziho stupné (tedy pramérny odchozi stupen), je [ﬂ =35,

muzeme s jistotou fici, Ze pro libovolny d-pravidelny graf G, kde d je sudé, plati

e Liché d - V tomto pripadé budeme graf modifikovat. Pokusime se pfidat do grafu G vrcholy
a hrany tak, aby nové vznikly graf G’ byl eulerovsky. Neni-li graf G souvisly, budeme

kazdou komponentu povazovat za samostatny graf a tlohu si tak rozdélime do nékolika
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podiloh. Vime, ze vSechny vrcholy eulerovského grafu maji sudy stupen. Déle vime, ze
kazdy graf mé sudy podet vrcholt lichého stupné, coz je dusledek Véty[I] To ndm umoziiuje
sestrojit graf G’ tak, Ze libovolnym zptisobem sparujeme vrcholy lichého stupné. Sparovani
provedeme néasledujicim zptsobem. Pro kazdé dva vrcholy z a y, které chceme sparovat,
priddme do grafu jeden novy vrchol z. Dale do grafu priddme hrany zz a yz. V grafu G’
nyni nejsou zaddné vrcholy lichého stupné, a proto je mozné v grafu G’ nalézt uzavieny
eulerovsky tah. Hrany muzeme orientovat ve sméru tohoto uzavreného eulerovského tahu.

Tim vznikne orientace, pro kterou plati

Yo € V(G) : deg™ (v) = deg™ (v).

Tento orientovany graf ozna¢me D’. Z orientovaného grafu D’ nyni ziskdme orientovany
graf D tak, ze odebereme vrcholy, které jsme do grafu G pridali pii tvorbé grafu G’. Graf
D je tedy vlastné indukovany podgraf grafu D’. Odebrdnim vrcholt a hran neni mozné
nejvyssi odchozi stuperti zvysit, uréité tedy plati AT(D) < AT (D’).

V grafu G je n = 2k vrcholi stupné d, v grafu G’ bude 2k vrcholt stupné d +1 a k

vrchold stupné 2. Orientovanim hran ve sméru nalezeného uzavieného eulerovského tahu

d+1 _ [
2

dostaneme graf D', pro ktery plati A*(D’) = %1 Toto ¢islo se shoduje s dolnim

odhadem AT (G). Proto plati

AH(G) = AH(D') = % _ m .

Dostavame tedy pozadovany vysledek bez ohledu na to, jestli je d sudé nebo liché, a dokazali
jsme tak Vétu[d

3.2 Graf, ktery ma pouze vrcholy stupnt d a d — 1

Obdobnym postupem jako v predchozi podkapitole dojdeme ke stejnému vysledku i v pripadé,
ze se nejnizsi a nejvyssi stupen grafu G lis o jednicku. Vyse dokdzand rovnost tedy plati nejen
pro d-pravidelné grafy, ale i pro grafy, v nichz jsou kromé vrcholi stupné d jesté navic vrcholy

stupné d — 1.

Véta 5 Necht d je libovolné prirozené cislo. Pak pro libovolny témer pravidelny graf G, ktery

ma pouze vrcholy stupni d a d — 1, pricemz v grafu je alesporn jeden vrchol stupné d, plati
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Diikaz Nejprve uréime doln{ odhad pro A™(G). Uz vime, Ze pro d-pravidelny graf G a graf D

vznikly libovolnou orientaci hran grafu G plati

AT (GQ) > {ﬁ deg+(D)W = Bl—‘ .

V (d — 1)-pravidelném grafu analogicky plati pro libovolnou orientaci hran

A*(G) = [ deg™(D)] = V;ﬂ .

My mame v grafu G vrcholy stupné d i vrcholy stupné d — 1. Primérny stupen vrcholu musi
byt v takovém piipadé vyssi nez priameérny stupen vrcholu v (d — 1)-pravidelném grafu a zaroven
nizsi nez prameérny stupen vrcholu v d-pravidelném grafu. Primérny stupen vrcholu bude tedy
néjaké cislo z otevieného intervalu (d — 1,d). Pokud pfipustime i nulovy pocet vrcholi stupné
d—1 (Véta [5[to narozdil od nulového vrcholu stupné d umoznuje), uvedeny interval bude zprava
uzavreny.

Libovolnou orientaci vSech hran grafu G vznikne orientovany graf D. Primérny odchozi
stupeti vrcholu @ deg™t (D) je poloviéni oproti priitmérnému celkovému stupni, nebot kazd4 hrana
prispiva jednickou do odchoziho stupné jednoho vrcholu a do celkového stupné dvou vrchola.
Plati tedy 1 d

#deg® (D) € (2, 2> .

Snadno se muzeme presvédcit, ze pro libovolné ¢islo x z uvedeného intervalu plati

Plati tedy
Proto plati

Daéle z grafu G vytvorime graf G’ tak, ze vrcholy lichého stupné sparujeme a priddme hrany

a vrcholy stejné jako v predchozi podkapitole v pripadé d-pravidelnych grafa, kde d je liché.

e Sudé d - V pripadé sudého d jsou v grafu G’ nyni pouze vrcholy stupni 2 a d, a v grafu G’
lze proto nalézt uzavieny eulerovsky tah, s jehoz pomoci najdeme takovou orientaci hran
D', aby platilo

AF(G) = AT(D) = g _ m .
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e Liché d - V pripadé lichého d jsou v grafu G’ pouze vrcholy stupnt 2, d—1 a d+1. V grafu
G’ 1ze nalézt uzavieny eulerovsky tah. Diky tomuto tahu nalezneme orientaci hran D’, pro

kterou plati

AT(G) = AT(D') = d%l - m .

3.3 Graf s vlastnosti A(G) — §(G) =2

Méjme graf G splnujici nasledujici podminky. Pro libovolné d > 2 jsou v grafu G pouze vrcholy
stupnt d, d — 1 a d — 2, pricemz v grafu G je alespon jeden vrchol stupné d a alespon jeden
vrchol stupné d — 2. Vrcholy stupné d — 1 v grafu byt mohou, ale nemusi.

Situaci si opét rozdélime na dva pripady. Za¢neme tim jednodussim, kdy d je sudé. Stejnym

postupem dojdeme ke stejnému vysledku jako v predchozich podkapitolach.

Véta 6 Necht G je graf, pro ktery plati A(G) — 6(G) = 2, a necht d = A(G) je sudé ¢islo. Pak
plati

Dikaz Podobnymi tvahami jako v predchozi kapitole muzeme opét dojit k tomu, ze dolni
odhad pro AT(G) je (%} = %. V grafu jsou pouze vrcholy stupnu d, d — 1 a d — 2, pramérny
celkovy stupen tedy bude z intervalu (d — 2, d), a pramérny odchozi stupen proto bude z intervalu

(d;z, %) V pripadé sudého d plati pro libovolné x z uvedeného intervalu

2
d
] =1|=].
o= 5]
V grafu G/, ktery vytvofime stejnym zpusobem jako v predchozich pripadech, nebudou vr-
choly jinych stupnii nez 2, d — 2 a d. V grafu jsou pouze vrcholy sudého stupné, existuje tedy
uzavieny eulerovsky tah (v nesouvislém grafu povazujeme kazdou komponentu za samostatny

graf a uzavieny eulerovsky tah existuje v kazdé komponenté), s jehoz pomoci mtizeme orientovat

hrany tak, Ze nejvyssi odchozi stuperti v orientovaném grafu D’ bude roven %. Proto plati

Doposud byl vysledek vzdy stejny. To svadi k ocekavani, ze i v poslednim pripadé dojdeme
k obvyklému vysledku A1 (G) = [%W Skutecnost je ale jin4.
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Véta 7 Necht G je graf, pro ktery plati A(G) — 0(G) = 2, a necht d = A(G) je liché cislo. Pak

srere (|2 [4)-

Diikaz VSimnéme si, ze dolni odhad A1 (G) tentokrdt neni jednoznacny, nebot zavisi na tom,
zda je v grafu G vice vrcholi stupné d nez vrcholt stupné d — 2. Jestlize je v grafu G stejny
pocet vrchold stupné d a d — 2, pak primérny stupen bude presné d — 1. Pokud v grafu bude
vétsi pocet vrcholi stupné d nez stupné d — 2, pak uz prumérny stupen bude vétsi nez d—1 a pro
primérny odchozi stupeni po orientovani hran bude platit @ deg® (D) > %. Zaroven vime, ze
prumeérny stupen musi byt nizsi nez d, proto primérny odchozi stupen musi byt nizsi nez %.
Plati tedy & degt (D) € (%, %) a pro kazdé ¢islo x z uvedeného intervalu plati [z] = [gw,
doln{ odhad pro AT (G) je proto [%W V tuto chvili mizeme pokracovat obdobné jako v pripadé
sudého d a stejnymi myslenkami, které je zbytecné zde opakovat, dojdeme k tomu, ze dolniho

odhadu vzdy dosdhneme. Plati tedy

d
ARG = H .
2
Pokud ale v grafu G neni vice vrchola stupné d nez vrcholi stupné d — 2, pak bude platit
@ deg™ (D) < %. Zéaroven vime, ze musi platit @ deg® (D) > %, prumérny odchozi stupen je
tedy z intervalu (%, d;21> Pro kazdé z z uvedeného intervalu a liché d plati [2] = 452 = {%J
Dolni odhad je tedy o 1 nizsi nez v predchozim odstavci. Zde selhava zptusob, jakym jsme
doposud vse dokazovali, nebot tpravou grafu G na G’ pomoci pridani vrchol a hran a nésled-
nym orientovanim hran grafu G’ dostaneme jako obvykle orientovany graf D', pro ktery plati
AT(D') = [%-‘ Pro liché d ale plati [g-l = {%J + 1. Odstranénim vrcholu pfidanych pfi tvorbé
grafu G’ sice odstranime i n&jaké hrany, nemusi to ale stac¢it k tomu, aby pro vznikly graf D
platilo AT(D) = bJ
Nabizi se otazka, zda existuje graf s vlastnostmi z Véty pro ktery plati AT (G) = L%J Na
prikladu mtzeme ukdazat, ze ano. Dokonce se vysledny minimalizovany nejvyssi odchozi stupen
muze lisit i u dvou riznych grafi se stejnou stupriovou posloupnosti, viz Obrézek [4, kde graf D
vznikl orientaci hran grafu Gy a graf Dy vznikl orientaci hran grafu Go, pricemz grafy G1 a Go
maji stejnou stuptiovou posloupnost. Pro grafy na Obrazku 4| plati A*(D1) =1 a AT(Dy) = 2.

Graf D; spliuje pozadavek pro optimalni orientaci hran grafu Gy, proto plati
AT (Gr) = AT(Dy) = 1.

Vzhledem k nizkému poc¢tu hran se mizeme vyzkouSenim vSech moznych orientaci hran
grafu Gy pomérné snadno presvédcit, ze opravdu neexistuje orientace hran tak, aby vznikly

orientovany graf Dy mél nejvyssi odchozi stupen nizsi nez 2. Plati proto
AT (Gq) = AT(Dy) = 2.
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Obrazek 4: Orientované grafy D; (vlevo) a Dy (vpravo)

Diive popsany postup se sestrojenim grafu G’ a nalezenim uzavieného eulerovského tahu
tedy u nékterych grafii nemusi najit optimalni reSeni.

Pokusme se urcit kritéria, podle kterych budeme schopni rozhodnout, zda pro dany graf
G bude platit AT (G) = {%J nebo AT(G) = [%ﬂ Uz jsme ukazali, ze pokud je v grafu G vice
vrcholit stupné d neZ vrcholit stupné d — 2, feseni bude vzdy AT (G) = [%W . Déle se proto budeme
zabyvat pouze grafy, v nichz tato podminka neni splnéna.

Nejprve si uvédomme, ze graf G nemusi byt souvisly, coz je pravé pripad grafu G2 na Obrazku
[l Nesouvisly graf mize obsahovat komponentu K, v niZ jsou pouze vrcholy stupné d a d — 1,
pripadné pouze vrcholy stupné d, pripadné mtze byt v komponenté K vice vrchold stupné d nez
vrcholt stupné d—2. Tuto komponentu K budeme fesit jako samostatny graf, ¢imz se dostavame
do uz vyteseného pripadu [3.2] ptipadné nebo na zacatek aktuilni podkapitoly a dostaneme
opét feSeni A1 (GQ) = [gw

d
2

odstavec muzeme jesté zobecnit. Nebudeme uvazovat pouze grafy, které obsahuji komponentu

Ani omezeni na souvislé grafy nam ale pro jistotu dosazeni AT (G) = { J nestaci. Predchozi
K s vlastnostmi uvedenymi v predchozim odstavci, ale vSechny témér pravidelné grafy, které
obsahuji libovolny indukovany podgraf H s témito vlastnostmi, tzn. §(H) > d — 1 nebo je
v podgrafu H vice vrcholli stupné d neZ vrchollt stupné d — 2. Je jasné, e plati AT(H) = {%—‘,
a proto musi platit i AT(G) > [%W . Prikladem takového grafu je graf GG se stupnovou posloupnosti
(5,5,5,5,5,4,4,3,3,3,3,3) na Obrazku |5 kde podgraf H ziskdme tak, Ze odebereme vsech Sest

vrcholi, které jsou napravo od mostu. Dostaneme tak graf H se Sesti vrcholy a stupnovou
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posloupnosti (5,5,5,5,4,4), pro ktery uréité (viz Véta plati AT(H) = EW = 3. Neni proto
mozné nalézt orientaci D, pro kterou by platilo AT(D) = EJ = 2. Proto plati AT(G) = 3.

Obréazek 5: Graf G s podgrafem H

Predpokladejme nyni, Ze pro vSechny ostatni grafy G s vlastnosti A(G) — §(G) = 2 plati
AT (G) = {%J Pokusme se orientovat hrany tak, abychom rovnost AT (G) = {gJ dokazali.

Opét upravime graf G na eulerovsky graf G’, tentokrat ale jinym zptusobem. Nebudeme do
grafu zadné vrcholy ani hrany pridavat, naopak budeme hrany odstranovat. Vime, ze d je liché
c¢islo, d — 2 je tedy taky liché. Najdeme hranu mezi néjakym vrcholem stupné d — 2 a néjakym
vrcholem stupné d. Pokud v grafu G takova hrana neni, pak najdeme cestu z néjakého vrcholu
stupné d — 2 do néjakého vrcholu stupné d tak, ze na cesté mezi témito vrcholy budou pouze
vrcholy stupné d — 1. V souvislém grafu G takova cesta urcité existuje, nebot v souvislém grafu
existuje cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy. Pokud takovou cestu nenajdeme primo z puvodné
zvoleného vrcholu x a budeme nuceni v pribéhu této cesty pouzit dalsi vrchol y stupné d — 2,
pak namisto cesty z vrcholu x mtzeme zvolit cestu z vrcholu y. Jakmile béhem cesty poprvé
narazime na vrchol stupné d, cestu v tomto vrcholu ukonc¢ime. Proto v grafu musi byt alespon
jeden vrchol stupné d — 2, z kterého vede cesta do vrcholu stupné d pouze pres vrcholy stupné
d—1.

Hrany z této cesty odstranime. Odstranénim hran této cesty snizime lichy stupen d na sudy
stupen d — 1 a lichy stupen d — 2 na sudy stupen d — 3. Z ptipadnych vrcholi sudého stupné
d — 1 na této cesté se po odstranéni dvou incidentnich hran stanou vrcholy opét sudého stupné
d— 3.

Namisto odstranéni hran na uvedené cesté miizeme rovnou urcit orientaci téchto hran. Pti

pozdéjsim hledéni eulerovského tahu ale vsechny orientované hrany budeme povazovat za od-
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stranéné. Nemtzeme nic zkazit, kdyz celou cestu orientujeme ve sméru od vrcholu stupné d — 2
k vrcholu stupné d. Pro lepsi predstavu a snadnéjsi zapis si v tuto chvili za d dosadme konkrétni
¢islo, napiiklad 7. Nasim cilem je tedy najit takovou orientaci hran, abychom dokazali, ze plati
AT(G) = |%] = 3. Mame tedy né&jaky téméf pravidelny graf G, pro ktery plati A(G) = 7
a 0(G) = 5. Orientovanim cesty ve sméru od vrcholu stupné 5 k vrcholu stupné 7 nic nezkazime
z toho duvodu, Ze vrchol stupné 5 mé nyni jednu odchozi hranu a 4 neurcené (neurc¢ené hrany
budou pozdéji orientovany ve sméru eulerovského tahu, 2 z nich tedy budou odchozi a zbylé dvé
ptichozi), vrchol stupné 6 ma jednu pfichozi hranu, jednu odchozi a 4 neurcené (opét nebude
problém tyto neurcené hrany pozdéji orientovat pomoci eulerovského tahu tak, aby 2 byly pri-
chozi a 2 odchozi), a nakonec vrchol stupné 7 bude mit jednu ptichozi hranu a 6 neurcenych. Po
nalezeni eulerovského tahu tedy vsechny tyto vrcholy budou mit odchozi stupen 3.

Nyni mtizou nastat dvé riizné situace.

e Nezbyva zadny vrchol stupné d. V tom pripadé orientujeme libovolné hrany mezi vrcholy
stupné d — 2 tak, abychom jejich stupné snizili na sudy stupen d — 3. Pokud v grafu takova
hrana neni, miize to byt i cesta, jejiz poc¢atecni a koncovy vrchol jsou stupné d — 2 a zbylé
vrcholy na cesté maji libovolny sudy stuperni). Pfipadné mizeme nepouzité vrcholy stupné
d— 2 sparovat stejnym zpusobem jako v predchozich kapitolach. V tuto chvili si to mizeme
dovolit, nebof ,problém“ by pri sparovani délaly pouze vrcholy stupné d, které by pak po

orientovani podle uzavieného eulerovského tahu mély vice odchozich hran nez pozadujeme.

e Néjaké vrcholy stupné d zbyvaji a opét najdeme cestu z vrcholu stupné d — 2 pres vrcholy
sudych stupnu do vrcholu stupné d (tady uz si nejsme jisti, jestli to vzdy bude mozné).
Vrcholy stupné d — 2 urcité zbyvaji také, jelikoz jich na zac¢iatku bylo miniméalné tolik jako

vrcholi stupné d. Postup opakujeme, dokud nebude zbyvat zaddny vrchol stupné d.

Nakonec maji vSechny vrcholy v upraveném grafu G’ sudy stupen a v grafu G’ najdeme
eulerovsky tah. Pokud graf G’ neni souvisly, najdeme eulerovsky tah v kazdé komponenté zvl14st.
Po nalezeni eulerovského tahu orientujeme hrany ve sméru tahu a pridame do grafu odstranéné
hrany, které orientujeme vyse popsanym zpusobem po cesté smérem od vrcholu stupné d — 2
k vrcholu stupné d.

Pokud je v grafu G mozné orientovat vsechny hrany timto zptsobem, mizZeme s jistotou
ici AT(G) = {%J V opa¢ném piipadé (nejsme si jisti, je to pouze domnénka) bude platit
At (G)=4].

Tento problém prozatim ponechame otevieny a vratime se k nému pozdéji na strané
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4 Hledani uzavieného eulerovského tahu

V predchozi kapitole jsme zjistili, jakou hodnotu bude mit minimalizovany nejvyssi odchozi
stupeti AT(G) v daném téméi pravidelném grafu G. Pro praktické vyuZiti ovSem potiebujeme
nejen znat hodnotu A™(G), ale také umét najit orientaci hran tak, abychom této hodnoty docilili.

Vime, ze optimalni orientaci hran umime urcit tak, ze v grafu G, pripadné ve vhodné upra-
veném grafu G’, nalezneme uzavieny eulerovsky tah. Existuji rizné algoritmy pro nalezeni uza-
vieného eulerovského tahu. Nejznaméjsimi algoritmy jsou Fleuryho a Hierholzertiv algoritmus.
Oba tyto algoritmy z druhé poloviny 19. stoleti si popiSeme a vyuzijeme je k feseni konkrétnich
uloh.

Obrazek 6: Fulerovsky graf

4.1 Fleuryho algoritmus

Francouzsky matematik Fleury navrhl tento algoritmus v roce 1883 [4].

Algoritmus pro hledani uzavieného eulerovského tahu za¢ina v libovolném vrcholu grafu G.
V kazdém kroku vybereme libovolnou nezpracovanou hranu zy incidentni s aktualnim vrcholem
x, kterd neni mostem v grafu bez uz zpracovanych hran a vrchold, pokud takova hrana exis-
tuje (pokud neexistuje, vybereme most). Po této hrané se presuneme do vrcholu y a hranu zy
povazujeme za zpracovanou. Z vrcholu y se stava aktualni vrchol a algoritmus takto pokracuje,
dokud se nezpracuji vSechny hrany grafu G. Vrchol x povazujeme za zpracovany, jakmile nezby-
vaji zadné nezpracované hrany incidentni s vrcholem x. Eulerovsky tah je tvoren hranami v tom
poradi, v jakém byly zpracovany.

Postup algoritmu ukézeme také na prikladu.
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Priklad 1
Pomoci Fleuryho algoritmu najdéte uzavieny eulerovsky tah v grafu na ObrézkuH
Reseni: Snadno se mizeme presvédéit, ze vSechny vrcholy grafu na Obrazku |§| jsou sudého
stupné. Podle Véty [ tedy v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah.

Mizeme zvolit libovolny vrchol, v némz tah zahajime. Nahodné byl zvolen vrchol N. Zpra-
covavané hrany jsou taktéz voleny ndhodné. Hranou I N se presuneme do vrcholu I a hranu I N,
ktera bude prvni hranou vznikajiciho uzavieného eulerovského tahu, povazujeme za zpracovanou

a z grafu ji odebereme. Déle vybirame hrany IJ, JM, IM.

Obrazek 7: Graf po odebrani prvnich ¢ty hran

Vsimnéme si (viz Obréazek , ze hrana FEI je v aktudlnim grafu mostem, nebot jejim ode-
branim se graf rozdéli na dvé komponenty. Jednou komponentou je samotny vrchol I, ostatni
vrcholy a hrany tvori druhou komponentu. Protoze se ale jedna o jedinou nezpracovanou hranu
incidentni s vrcholem I, v némz aktualné jsme, nemtzeme zvolit jinou hranu, a proto pouzijeme
hranu EI. Hranu EI a vrchol I z grafu odebereme. Tah dale pokracuje z vrcholu E hranami
BE, BC, CG, GK, KO, NO, MN, FM, BF, AB, AE, FF, FG, DG, DH, CH, CD, DK,
JK.

V tuto chvili (viz Obrézek [8)) zbyvaji tii hrany incidentni s vrcholem J. Nemuzeme pouzit
hranu JN, nebot by vznikl nesouvisly graf, zatimco po pouziti hrany F'J nebo JP graf zlstane
souvisly. Zvolime tedy jednu z téchto dvou hran, naptiklad hranu FJ. Dale vynucené volime
hrany AF, AG, GH, HL a dostdvame se do situace, kde si mizeme libovolné zvolit jednu ze
tri zbyvajicich hran incidentnich s vrcholem L. Zvolme hranu LP. Nyni mame opét tfi hrany
incidentni s aktudlnim vrcholem (viz Obréazek @ Jednu z nich ale zvolit nemizeme. Kdybychom
zvolili hranu JP, vznikl by nesouvisly graf, v némz by jednu komponentu tvorily vrcholy J, N
a hrana JN.
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Obrézek 8: Graf po odebrani dalsich hran a vrchola
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Obrazek 9: Graf se 6 zbyvajicimi vrcholy i hranami

V ptredchozich nesouvislych piripadech béhem tohoto prikladu byla jedna z komponent vzdy
tvorena samotnym vrcholem. Zde ale vidime, Ze si nestaci davat pozor na vznik trividlnich
komponent. To je dilezité si uvédomit hlavné v pripadé, ze budeme chtit Fleuryho algoritmus
naprogramovat. Otestovat pripadny vznik trividlni (tzn. jedinym vrcholem tvorené) komponenty
by bylo jednoduché. Ale zkontrolovat, jestli se souvislost grafu neporusi rozdélenim grafu do
odebrani hrany xy v grafu stile zbyva néjaka cesta mezi vrcholy = a y.

Pokrac¢ujme s tvorbou uzavieného eulerovského tahu. Skoncili jsme ve vrcholu P a vime, ze
nesmime zvolit hranu JP. Zvolime tedy tfeba hranu K P. Déale uz tah pokracuje az do konce
jednoznac¢né danymi hranami KL, LO, OP, JP, JN.

Nalezeny uzavieny eulerovsky tah nyni zapiSme. Ze zapisu mizeme vynechat hrany, viz text

pod Definici Nalezli jsme uzavieny eulerovsky tah
t=(N,I,J,M,I,E,B,C,G,K,O, N,M,F,B,A,E,F,
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G,D,H,C,D,K,J,F,A,G,H,L,P,K,L,0,P,J,N).

Na Obrazku [10] jsou hrany orientovany podle nalezeného eulerovského tahu.
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Obréazek 10: Orientace hran - Fleuryho algoritmus

V nakresleném grafu obvykle jednoduse pozndme, jestli je dand hrana mostem, tedy jestli
graf po odebrani této hrany ztustane souvisly. Algoritmus je proto pomérné jednoduchy pro
manualni hledani eulerovského tahu, ale jak uz bylo zminéno, neni prilis vhodny pro pocitacové
vyuziti, kde se souvislost grafu zjistuje slozitéji. Jednodussim algoritmem z hlediska vypocetni
slozitosti je Hierholzertv algoritmus. Hierholzertv algoritmus ma vzhledem k poc¢tu hran linearni

slozitost, zatimco Fleuryho algoritmus ma slozitost polynomidlni [5].

4.2 Hierholzerdv algoritmus

Carl Hierholzer (1840 - 1871) byl némecky matematik. Algoritmus vznikly tésné pred jeho smrti
byl publikovan v roce 1873 [6].

Tento rekurzivni algoritmus pro hledani uzavieného eulerovského tahu opét zaciné v libovol-
ném vrcholu. V kazdém kroku vybereme libovolnou nezpracovanou hranu incidentni s aktualnim
vrcholem, presuneme se pomoci této hrany do jejtho druhého koncového vrcholu a hranu pova-
zujeme za zpracovanou. Jakmile se po nékolika krocich vratime do ptuvodniho vrcholu (uzavieme
tah), nastéavaji dvé moznosti. Bud jsou vSechny hrany zpracované a algoritmus kon¢i, nebo néjaké
hrany zbyvaji.

Pokud néjaké hrany zbyvaji, nalezeny tah postupné prochazime a zastavime se u prvniho
vrcholu z, ktery jesté neni zpracovany (je incidentni s nenulovym poc¢tem nezpracovanych hran).

Ve vrcholu z zahdjime dalsi uzavieny tah. Po dokonceni tahu opét zkontrolujeme, jestli jesté
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zbyvaji néjaké nezpracované hrany. Pokud ano, najdeme v nejnovéji nalezeném tahu prvni ne-
zpracovany vrchol a zahdjime v ném dalsi tah. Jestlize vSechny vrcholy nejnovéji nalezeného
tahu t; jsou zpracované, prohledame jeho predchidce ¢;_; a dalsi tah zahdjime v prvnim nezpra-
covaném vrcholu tahu ¢;. Pokud ani v tahu ¢;_; neni nezpracovany vrchol, pokracujeme opét
do jeho predchudce a pripadné do dalSich predchudci, dokud nenalezneme prvni nezpracovany
vrchol.

Nakonec vSechny tahy spojime dohromady. To udélame tak, ze kazdy tah ¢; pripojime k jeho
predchidci ¢;—1 (tzn. k tahu, v némz jsme nasli nezpracovany vrchol x a zahajili v ném tah
t;). V tahu t;—1 najdeme prvni vyskyt vrcholu z a v tomto misté tah t;_; prerusime a vlozime
zde tah t;. Po ukonceni tahu ¢; pokracujeme dalsimi vrcholy tahu ¢;_; nasledujicimi po prvnim

vyskytu vrcholu x.

Poznamka 3 Uvedené oznaceni t; 1 pro predchudce bylo zvoleno pro snadnéjsi popsani al-
goritmu. Neni vSak tplné spravné, nebot se muze stat, ze vice tahti ma stejného predchudce.
Bude-li ¢; oznacovat tah nalezeny jako i-ty v poradi, predchiudce tahu ¢; muze mit nékdy i nizsi
index nez ¢ — 1. Napriklad kdyz nalezneme tah t;_1, jehoz predchudcem je tah t;_o, a v tahu
t;_1 uz poté nenajdeme zadny nezpracovany vrchol, tak hledame nezpracovany vrchol v tahu
t;_o. Jestlize takovy vrchol nalezneme a zahdjime v ném tah t;, tak predchidcem tahu t; neni

tah ¢;_1, ale tah t;_o, jenz je zaroven predchudcem i pro tah ;1.

I postup Hierholzerova algoritmu ukazeme na prikladu.

Priklad 2
Pomoci Hierholzerova algoritmu najdéte uzavieny eulerovsky tah v grafu na ObrézkuH
Reseni: Snadno se miizeme presvédcit, ze graf na obrazku mé vsechny vrcholy sudého stupné.
Podle Véty [3| tedy v grafu existuje uzavieny eulerovsky tah.

Miuizeme zvolit libovolny vrchol, v némz tah zahajime. Vybirame vrchol N stejné jako v pri-
padé Fleuryho algoritmu. I dale pokrac¢ujme stejné jako v ptripadé Fleuryho algoritmu. S vybé-
rem hran takto pokracujeme, dokud se nedostaneme zpét do vrcholu N. Vybrany jsou postupné
hrany IN, IJ, JM, IM, F1, BE, BC, CG, GK, KO, NO. Dostali jsme se opét do pocatec-
niho vrcholu N. Médme uzavieny tah t; = (N,I,J,M,I,E,B,C,G,K,O,N), ale jesté zustavaji
nezpracované hrany, viz Obrazek [I1]

Tento tah proto neni eulerovsky a algoritmus pokracuje. Nyni projdeme nalezeny tah a za-
stavime se u prvniho vrcholu, ktery je incidentni s néjakymi nezpracovanymi hranami. To je
hned vrchol N, za¢neme tedy dalsi tah z vrcholu N a i nadale pokracujeme stejné jako u Fle-
uryho algoritmu. Vybirdme postupné hrany M N, FM, BF, AB, AFE, FF, FG, DG, DH,
CH, CD, DK, JK. Nyni se dostavame do situace, kde se oba algoritmy odlisuji. Muzeme
zvolit hranu JN, kterou jsme v tuto chvili béhem hledani uzavieného eulerovského tahu po-
moci Fleuryho algoritmu pouzit nemohli. Zkusme to tedy udélat. Dostavame dalsi uzavreny
tah to = (N, M, F,B,A,E,F,G,D,H,C,D, K, J,N). Opét jsme se dostali do vrcholu N a opét
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Obrazek 11: Graf po odebrani prvniho uzavieného tahu

zbyvaji néjaké nezpracované hrany. Zadné z nezpracovanych hran ale tentokrat neni incidentni
s vrcholem N, viz Obrazek

Prochazime dalsi vrcholy nejnovéji nalezeného tahu, dokud se nedostaneme k prvnimu vr-
cholu, ktery je incidentni s nezpracovanymi hranami. VSechny hrany incidentni s vrcholem M
jsou také zpracovany, dostavame se tedy do vrcholu F'. V grafu jsou jesté dvé nezpracované hrany,
s nimiz je vrchol F' incidentni. Zac¢neme tedy novy tah ve vrcholu F. Bereme postupné hrany
FJ,JP,OP,LO,HL, GH, AG, AF atahts = (F,J,P,0,L,H,G, A, F) je opét uzavien. Stale
zbyvaji nezpracované hrany, algoritmus proto pokracuje dale. Prvni vrchol nejnovéjsiho tahu
incidentni s jesté nezpracovanymi hranami je vrchol P. Novy tah zacneme v tomto vrcholu. Po
hrandch KP, KL a LP se dostavdme opét do vrcholu P a dalsi tah ¢4 = (P, K, L, P) konéi.
Nyni uz nezbyvaji zddné nezpracované hrany.

Jsou nalezeny ¢tyti tahy. Nejnovéji nalezeny tah ¢4 pripojime k druhému nejnovéjsimu tahu
t3. Tah t4 zacind ve vrcholu P, k tahu t3 jej proto pripojime ve chvili, kdy se béhem tahu
t3 poprvé dostaneme do vrcholu P. Po pfipojeni bude slozeny tah ¢34 vypadat nasledovné:
tsa = (F,J,P,K,L,P,O,L,H,G, A, F). Tento tah pfipojime ke druhému tahu a dostaneme
tah to34 = (N,M,F,J,P,K,L,P,O,L,H,G,A,F,B,A,E,F,G,D,H,C,D, K, J,N). Nakonec
tah t2 34 piipojime k prvnimu nalezenému uzavienému tahu, ¢imz konecné vznikd uzavieny
eulerovsky tah

t=(N,M,F,J,P,K,L,P,O,L,H,G,A,F,B,AE,F,

G,D,H,C,D,K,J,N,I,J, M,I,E,B,C,G,K,O,N).

Orientace hran podle nalezeného uzavieného eulerovského tahu je zobrazena na Obrazku
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Obréazek 12: Graf po odebrani druhého uzavieného tahu

Uvedeme zde také ukézku toho, jak lze Hierholzertiv algoritmus naprogramovat v Matlabu.

function [circuit,D,G] = Hierholzer(G,first vertex)

n
D

size(G,1);

zeros(n) ;
current_vertex = first_vertex;
circuit = first_vertex;

closed = false;

while ~closed
for i=1:n
if G(current vertex,i) == 1

G(current_vertex,i) ;

I

=0
G(i,current_vertex) = 0;
1

D(current_vertex,i) ;

circuit = [circuit i];
current_vertex = 1i;
break
end
end
if current_vertex == first_vertex
closed = true;

end
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Obrazek 13: Orientace hran - Hierholzertv algoritmus

end
n2 = length(circuit);
for i=1:n2-1

if ~isequal(G(circuit(i),:),zeros(1,n))

current _vertex = circuit(i);

[circuit2,D2,G] = Hierholzer(G, current_vertex);
D =D + D2;
circuit = [circuit(l:i-1) circuit2 circuit(i+1:n2)];
end
end
end

Vypis 1: Hierholzertv algoritmus v Matlabu

Vstupnimi parametry funkce Hierholzer jsou matice sousednosti jednoduchého eulerov-
ského grafu G a prvni vrchol uzavieného eulerovského tahu. Chceme-li, aby uzavieny eulerovsky
tah zacinal ve vrcholu v;, ktery je reprezentovan i-tym rfadkem v matici sousednosti grafu G,
provedeme to prikazem Hierholzer (G,i). Funkce vraci vektor, ktery reprezentuje posloupnost
vrcholi v pofadi, v jakém jsou navStiveny béhem nalezeného uzavieného eulerovského tahu
(pro kazdé i od 1 do n, kde n je fdd grafu G, je vrchol v; v tomto vektoru vzdy oznacen

¢islem 4). Kromé tohoto vektoru mize funkce vracet navic jesté matici sousednosti oriento-
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vaného grafu D, ktery vznikne orientovanim hran grafu G ve sméru nalezeného eulerovského
tahu. To se nam bude hodit pti hleddni AT (G). Chceme-li ziskat nejen nalezeny eulerovsky tah,
ale i tuto matici, provedeme to prikazem [circuit,D]=Hierholzer(G,i). Pripadné piikazem
[~,D]=Hierholzer(G,i), pokud nas zajimé pouze matice D.

V kazdém kroku algoritmu miizeme vybrat libovolnou hranu incidentni s aktudlnim vrcho-
lem. Algoritmus napsany v Matlabu se mirné lisi od algoritmu pouzitého v Piikladu [2] tim,
ze v Matlabu nevybirdme nahodnou hranu, ale prvni nalezenou. Prvni nalezena hrana je vzdy

vV,

vrcholu vrcholu v;.
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5 Optimalni orientovani hran v témér pravidelném grafu

Uz vime, jak upravit téméi pravidelny graf G' na eulerovsky graf G’ tak, aby platila rovnost
AT(G) = AT(G"). Také vime, jak v eulerovském grafu najit uzavieny eulerovsky tah. A nakonec
vime, Ze orientovdnim hran podle uzavieného eulerovského tahu v grafu G’ dosdhneme optimélni
orientace - takové orientace, Ze pro vznikly orientovany graf D plati AT(D) = AT(G). V této
kapitole vyuzijeme nabyté znalosti k feseni konkrétnich tloh.

V minulé kapitole jsme si ukazali, jak je mozné napsat Hierholzertiv algoritmus v Matlabu.
Pro feseni téchto tloh ale musime zadany témér pravidelny graf G nejprve upravit na eulerovsky
graf postupem z Kapitoly [3| Prozatim vynechame posledni probrany piipad (grafy, v nichz plati
A(G) — §(G) = 2 a pocet vrcholu stupné §(G) je vétsi nebo roven poctu vrcholu stupné A(G)),
ktery budeme fesit jinak nez ostatni pripady, a podivime se na mozné feseni téch ostatnich
pripadi.

V Kapitole [3] jsme dokézali, ze uvedené grafy je mozné prevést na eulerovské tak, ze pro
libovolnou dvojici vrcholt lichého stupné vytvorime v grafu G novy vrchol a oba vrcholy lichého
stupneé s novym vrcholem spojime hranou. Takto vytvaiime nové vrcholy stupné 2, dokud v grafu
zbyvaji néjaké vrcholy lichého stupné.

Pied naprogramovanim funkce pro takovou tpravu grafu G na graf G’ si uvédomme, Ze do
grafu Casto pridavame zbytecné velké mnozstvi vrcholi. Pridanim nizsiho poc¢tu vrcholt snizime
pamétové naroky oproti pivodnimu navrhu, v némz jsme pridavali vétsi pocet vrcholi stupné 2.
Stac¢i pridat jediny vrchol. VSechny vrcholy lichého stupné s nim mtizeme spojit hranou. Navic
tim sniZzime na polovinu i pocet pridanych hran. V grafu G’ tak sice muzZe byt jeden vrchol
vysstho stupné nez vSechny ostatni (timto jednim vrcholem je pravé pridany vrchol) a graf D’
vznikly orientovanim grafu G’ tak nemusi spliiovat rovnost AT(D') = AT(G), ale to vibec
nevadi. Je totiz ziejmé, Ze pokud je A*T(D') > AT(G), tak nejvyssi odchozi stupefi ma prave
ten jediny pridany vrchol. Ten ale odstranime stejné jako jsme nové pridané vrcholy odstranovali
uz difve, ¢imz z grafu D’ vytvoiime graf D. Pro graf D nyni plati AT(D) = AT(G) a graf D

tak predstavuje vhodnou orientaci hran grafu G.

function [D,DeltaplusD] = EdgeOrientation(G)

n = size(G,1);
DeltaplusD = O;

for i=1:n
degree = 0;
for j=1:n
if G(i,j)==1
degree = degree + 1;

end
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end
if mod(degree,2)==1
if size(G,1)==
G = [G;zeros(1,n)];
G = [G zeros(n+1,1)];
end
G(i,n+1)=1;
G(n+1,1)=1;
end

end

[~,D]=Hierholzer(G,1);
D=D(1:n,1:n);
for i=1:n
degree = 0;
for j=1:n
if D(i,j) ==1
degree = degree + 1;
end
end
if degree > DeltaplusD
DeltaplusD = degree;
end

end

end

Vypis 2: Orientovani hran v Matlabu

Poznamka 4 Pocet pridanych vrcholi by bylo mozné snizit i na nulu. Sta¢i namisto pridavani
vrcholil sparovat vrcholy lichého stupné a mezi dvéma sparovanymi vrcholy vzdy pridat hranu.
Pii takovém sparovani se ndm muze stat, ze pridame hranu xzy mezi vrcholy = a y, které byly
sousedni uz v grafu G. V jednoduchém grafu nemtizou byt dvé hrany zy, pfidanim této hrany
se z jednoduchého grafu G stava multigraf. V multigrafu muze byt mezi dvéma vrcholy x a y
libovolny pocet hran. Kazda z téchto hran prispiva jednickou do hodnoty deg(x) i deg(y). Véty
o eulerovskych grafech dokdzané v Kapitole[2|pro jednoduchy graf mizeme ale stejnym zptisobem

dokazat i pro multigrafy.

Pojdme nyni najit feseni pro grafy, u nichz predchozi algoritmus muze namisto optimalniho
feSeni nalézt feseni s o 1 vy$sim nejvyssim odchozim stupném, viz V Podkapitole [3.3| byla bez
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dikazu uvedena domnénka, jak by v takovych grafech mohla byt hodnota A™(G) uréena. Navrhli
jsme mezi vrcholem z lichého stupné 6(G) a vrcholem y také lichého stupné A(G) nalézt cestu
a vSechny hrany na této cesté z grafu G odstranit. Takto tvorime graf G’ a pokracujeme hleddnim
dalsich cest z vrcholu stupné §(G) do vrcholu stupné A(G), dokud nesnizime stupen vSech
vrcholi stupné A(G). Pokud neztustane v grafu G’ zadny vrchol stupné A(G), zbyvajici vrcholy
stupné 0(G) upravime obvyklym zptsobem pomoci hran do nové pridaného vrcholu. V kazdé
komponenté vzniklého grafu G’ nalezneme eulerovsky tah a hrany orientujeme podle nalezeného
eulerovského tahu, ¢imz vznikne graf D’. Ndsledné nalezené cesty, které jsme odstranili pfi tvorbé
grafu G’, orientujeme ve sméru z vrcholu z, ktery mél v grafu G stupen §(G), do vrcholu v,
jenz byl ptivodné stupné A(G). Priddnim téchto cest do grafu D" a odstranénim novych vrcholi
vznikd graf D s optiméalni orientaci hran.

Uvedeny postup urcité funguje, pokud takové cesty nalezneme. Otézka je, jak bude vypadat
feseni, pokud se ndm tyto cesty nepodari nalézt pro vSechny vrcholy stupné A(G). Domnénka
je takova, ze pokud neni mozné uvedené cesty nalézt, optimalni feseni tilohy bude o 1 vyssi nez
v pripadé, ze v grafu takové cesty budou.

Tuto domnénku potvrzuje odkaz [3], kde je na strané 4 popsan algoritmus velmi podobny
navrhu z nasi domnénky. Uvedeny algoritmus méa najit optimalni orientaci hran v libovolném
grafu G(V, E). V algoritmu se nejprve orientuji ndhodné vSechny hrany grafu. Poté se najde
vrchol s nejvyssim odchozim stupném a hledé se orientovand cesta (tzn. ze hranu muzeme pro-
chazet jen v tom sméru, kterym je orientovand) do vrcholu, jehoz odchozi stupen je nizsi alespon
o 2. Pokud takova orientovana cesta v grafu je, orientaci vSech hran této cesty otoc¢ime a opét
hledame vrchol s nejvyssim odchozim stupném a z néj orientovanou cestu s uvedenymi vlast-
nostmi, kterou pak orientujeme opac¢nym smérem. Takto pokracujeme, dokud se nedostaneme
do situace, kdy nebude mozné zadnou takovou orientovanou cestu najit. V tu chvili se algoritmus
ukon¢i a aktudlni orientace hran je optiméalni.

Algoritmus naprogramujeme. Vytvorit pocatecni orientaci hran neni problém, najit vrchol
s nejvyssim odchozim stupném také ne. Jediny mensi problém je nalézt algoritmicky néjakou
cestu do vrcholu, jehoz odchozi stupen je alespon o 2 nizsi nez nejvyssi odchozi stupen. To
muzeme vytesit nasledovné. Prozkoumame sousedy vybraného vrcholu. Pokud néktery z nich
splnuje uvedenou podminku pro odchozi stupen, cesta je nalezena. Pokud zadny z nich tuto
podminku nespliuje, prozkoumame sousedy téchto vrchold, v piipadé nutnosti zase jejich sou-
sedy (zkoumaného souseda vzdy priddme do cesty a vynechavdme jeho sousedy, které uz jsme
pfi cesté pouzili) atd. Nakonec mohou nastat dvé situace. Bud pozadovany vrchol nenalezneme
a algoritmus konc¢i, nebo jej nalezneme, zménime orientaci vSech hran nalezené cesty a algo-
ritmus se vraci k hledani vrcholu s nejvyssim odchozim stupném v aktualnim grafu. Popsany
algoritmus se nazyva prohleddvdni do siTky, podobny algoritmus prohleddvdani do hloubky pro-
zkoumava vrcholy v jiném poradi. Za¢ne v zadaném vrcholu, poté se presune do jeho prvniho
souseda, pak do prvniho souseda tohoto souseda atd. Do dalsitho souseda zadaného vrcholu se

dostane az po prozkoumani celé vétve pod prvnim sousedem.
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Naprogramovany algoritmus mize vypadat nasledovné.

function [D,DeltaplusD] = AlgorithmReverse(G)

n
D

size(G,1);

zeros(n,n);
outdegrees = zeros(1l,n);

changed = true;

for i=1:n
for j=i+l:n
if G(i,j) ==
orientation = rand(1);
if orientation > 0.5
D(i,7) = 1;

outdegrees (i)

outdegrees(i) + 1;

else
D(j,1) = 1;
outdegrees(j) = outdegrees(j) + 1;
end
end
end
end
while changed == true

DeltaplusD = O;
deltaplusD = n;
for i=1:n
if outdegrees(i) > DeltaplusD
DeltaplusD = outdegrees(i);
start = i;
end
if outdegrees(i) < deltaplusD
deltaplusD = outdegrees(i);
end
end
if DeltaplusD - deltaplusD < 2
changed = false;
else

path = FindPath(D,start,outdegrees,n);

41



plen = length(path);
if outdegrees(path(plen)) > outdegrees(path(1)) - 2
changed = false;
else
for i=1:plen-1
D(path(i),path(i+1))
D(path(i+1),path(i)) = 1;

end

]
o

outdegrees(start) = outdegrees(start) - 1;
outdegrees(path(plen)) = outdegrees(path(plen)) + 1;
end
end

end

end

Vypis 3: Algoritmus ze zdroje [3]

V cyklu while pouzivame rekurzivni funkei FindPath vyuzivajici prohledavani do hloubky,

kterda vypada nasledovné.

function [path] = FindPath(D,path,outdegrees,n)

dontuse = path;

stlen = length(path);

if outdegrees(path(stlen)) < outdegrees(path(1)) - 1
return

end

for i=1:n
if D(path(stlen),i) ==
if outdegrees(i) < outdegrees(path(1)) -1
path = [path il;
return
end
end

end

for i=1:n

if D(path(stlen),i) ==
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if ~ismember(i,dontuse)
dontuse = [dontuse i];
path = [path i];
path = FindPath2(D,path,outdegrees,n);
if outdegrees(path(end)) < outdegrees(path(1l)) - 1

return

end

end

end

end

path(stlen) = [];

end

Vypis 4: Algoritmus pro nalezeni cesty do vrcholu nizkého stupné

Algoritmus [3] muzeme zkusit upravit tak, ze poc¢ateéni orientaci nebudeme volit ndhodné,
ale zvolime ji pomoci zptsobu, ktery vyuzivame pro ostatni témér pravidelné grafy. Pridame do
grafu vrchol, spojime jej hranami se vSemi vrcholy lichého stupné, najdeme uzavreny eulerovsky
tah a pridany vrchol zase odstranime. Tim budeme po zvoleni pocCatecni orientace podstatné
blize k optimalnimu feseni a k upravé orientace budeme pravdépodobné potiebovat méné krokiu

nez pti ndhodné orientaci. Porovnani algoritmt bude provedeno v nésledujici kapitole.

function [D,DeltaplusD] = AlgorithmReverse2(G)

n
D

outdegrees = zeros(1,n);

size(G,1);
EdgeOrientation(G);

changed = true;

for i=1:n
for j=1:n
if D(i,j) == 1
outdegrees(i) = outdegrees(i) + 1;
end
end

end

while changed == true

DeltaplusD = O;
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deltaplusD = n;
for i=1:n
if outdegrees(i) > DeltaplusD
DeltaplusD = outdegrees(i);
start = i;
end
if outdegrees(i) < deltaplusD
deltaplusD = outdegrees(i);
end
end
if DeltaplusD - deltaplusD < 2

changed = false;

else
path = FindPath(D,start,outdegrees,n);
plen = length(path);

if outdegrees(path(plen)) > outdegrees(path(1l)) - 2
changed = false;
else
for i=1:plen-1
D(path(i),path(i+1))
D(path(i+1),path(i)) = 1;

end

]
o

outdegrees(start) = outdegrees(start) - 1;
outdegrees(path(plen)) = outdegrees(path(plen)) + 1;
end
end

end

end

Vypis 5: Upraveny algoritmus ze zdroje [3]
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6 Experimenty

Nyni, kdyz mame vSe naprogramované, muzeme v Matlabu otestovat rychlost naprogramovanych
algoritmu a spravnost obdrzenych vysledki. K tomu budeme potfebovat razné témér pravidelné
grafy, resp. matice sousednosti ruznych témeér pravidelnych grafii. Aby nebylo nutné tvorit tes-
tovaci grafy manudlné, coz by pro grafy s velkym poc¢tem vrcholi bylo velmi pracné, napiSeme
v Matlabu funkci pro vytvoreni matice sousednosti jednoduchého grafu s danou stupnovou po-
sloupnosti.

Navrzeny algoritmus vychazi z véty Havla-Hakimiho.

Véta 8 Necht S = (s1,582,...,5,) je nerostouci posloupnost a necht S’ je posloupnost vznikld
z posloupnosti S tak, Ze odstranime prvek s1 a hodnoty dalsich s, prvki (tedy prvki so, S3, ..., Ss;+1)
snizime o 1, pokud tyto prvky existuji. Nakonec posloupnost preusporiddme na merostouci po-
sloupnost. Pak S je stupriovd posloupnost netrividlniho grafu prdvé tehdy, kdyZ S’ je stupriovd

posloupnost néjakého grafu.

Dukaz véty je uveden napriklad v [2].

Ukazme si na prikladu, jak mizeme z véty Havla-Hakimiho urcit, zda je dand posloupnost
grafova (tedy zda existuje graf G, pro ktery plati, Ze tato posloupnost je stuptiovou posloupnosti
grafu G).

Priklad 3

Rozhodnéte, jestli je posloupnost S = (5,5,5,4,4,4,3,3,3) grafovou posloupnosti.

Resenti: Vidime, 7e s; = 5. Posloupnost S’ dostaneme tak, ze odstranime s; a dalsich 5 prvki
snizime o 1. Vznikne posloupnost S’ = (4,4, 3, 3,3, 3, 3,3). Posloupnost uz je sefazend nerostou-
cim zpusobem, nemusime ji tedy nijak upravovat. Posloupnost S je grafovou posloupnosti pravé
tehdy, kdyz je grafovou posloupnosti i posloupnost S’. Stale ovSem nevime, zda posloupnost S’ je
grafovou posloupnosti. Musime tedy opét aplikovat stejny postup na posloupnost S’ a budeme
jej opakovat tak dlouho, dokud nebudeme schopni rozhodnout, zda je nova posloupnost gra-
fova. Dostavame postupné posloupnosti (3,3,3,3,2,2,2), (2,2,2,2,2,2), (2,2,2,1,1), (1,1,1,1),
(1,1,0), (0,0). Zde algoritmus ukonc¢ime. Posloupnost (0, 0) je stupriovou posloupnosti grafu, jenz
se skldda ze dvou vrcholi, které nejsou spojeny hranou. Jednd se tedy o grafovou posloupnost
a dle véty Havla-Hakimiho jsou grafovymi posloupnostmi i vSechny dalsi posloupnosti vzniklé

v pribéhu algoritmu. I posloupnost S je tedy grafovou posloupnosti. |

Pri feseni prikladu jsme mohli prestat tvorit dalsi posloupnosti uz drive. Najit napriklad graf
se stupnovou posloupnosti (2,2, 2,2, 2, 2) je jednoduché. Jedna se napriklad o graf Cg, tedy cyklus
se Sesti vrcholy. Pokracovat az do odstranéni nebo vynulovani vSech prvki ma ale zejména pii
programovani algoritmu smysl. Pokud se béhem algoritmu dostaneme k posloupnosti nul, zadané
posloupnost je vzdy grafova. Pokud posloupnost neni grafova, nedostaneme se k posloupnosti

nul, ale k posloupnosti, kterd obsahuje —1, nebo k prazdné posloupnosti.
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Nasledujici algoritmus pro zadanou stupnovou posloupnost urci, jestli je grafova, a vypise
jednotlivé kroky jako radky v matici n x n, kde n je délka zadané stupnové posloupnosti. Prvni
prvek kazdé posloupnosti se pri tvorbé matice neodstrani, ale pouze vynuluje. Na vysledné
feseni to nemd vliv. Vliv by to mélo pouze u posloupnosti, kde s; > n. Takové posloupnosti
nikdy nemuzou byt grafové, nebot v grafu radu n nemize mit zaddny vrchol vice nez n — 1

sousedi, a tedy zadny vrchol nemize mit ani stupen vétsi nez n — 1.

function [steps,exist] = HavelHakimi(deg_seq)

exist = true;
n = length(deg_seq);
steps = zeros(n);

steps (1, :)=deg_seq;

if deg_seq(1)>=n
exist = false;
else
for i=1:n-1
steps(i,:)=sort(steps(i,:),’descend’);
highest = steps(i,1);
if highest > 0
for j=2:highest+1
steps(i+l,j-1)=steps(i,j)-1;
end
steps(i+l,highest+1l:n-i)=steps(i,highest+2:n+1-i);
else
if steps(i,n)<0
exist = false;
end
break
end
end

end

end

Vypis 6: Havel-Hakimi v Matlabu

Vratme se k Prikladu (3| Zjistili jsme, ze posloupnost (5,5,5,4,4,4,3,3,3) je grafovid. Kdyz

nyni budeme od konce prochézet jednotlivé kroky uvedeného algoritmu, muzeme néjaky graf
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s touto stupniovou posloupnosti vytvorit. Na prikladu si ukdzeme, jak pri tvorbé grafu postupo-

vat.

Priklad 4

Vytvorte graf se stupnovou posloupnosti (5,5,5,4,4,4,3,3,3).

Reseni: Posledni posloupnosti v P¥ikladu [3| byla posloupnost (0,0). Graf s touto stupiiovou po-
sloupnosti jednoduse vytvorime - jedna se o dva vrcholy, které nejsou spojené hranou. Pfesuneme
se k predposledni posloupnosti, kterou byla posloupnost (1,1,0). Takovy graf vytvorime z uz
vytvoreného grafu tak, ze do néj pridame jeden vrchol a ten spojime hranou s jednim ze dvou
puvodnich vrcholu. Nésledujici posloupnosti (1,1, 1,1) docilime tak, ze do grafu pridame dalsi
vrchol a spojime jej hranou s jedinym vrcholem, ktery je stupné 0. Posloupnost (2,2,2,1,1) do-
staneme tak, ze do aktualniho grafu opét pridame jeden vrchol a z néj hrany do libovolnych dvou
vrcholu ze zbyvajicich ¢tyt. Posloupnost (2,2,2,2,2,2) vznikne, kdyz do grafu pridame dalsi vr-
chol a spojime jej hranou s obéma vrcholy stupné 1. Pfidanim dalsiho vrcholu a tif hran z tohoto
vrcholu do libovolnych t#{ vrcholt dostaneme graf se stupnovou posloupnosti (3, 3,3, 3,2,2,2).
Dalsi posloupnosti je posloupnost (4,4, 3,3, 3,3, 3, 3). Té docilime tak, Ze do grafu pridame dalsi
vrchol a ten spojime hranou s jednim z vrcholi stupné 3 a vSemi tfemi vrcholy stupné 2. A na-
konec stupnovou posloupnost (5,5,5,4,4,4,3,3,3) dostaneme, kdyz do grafu priddme posledni

vrchol a spojime jej hranou s obéma vrcholy stupné 4 a tfemi vrcholy stupné 3. ]

Obecné muzeme fici, ze v kazdém kroku ptfidame do grafu novy vrchol a hrany ptridavame
vzdy pouze tak, aby byly incidentni s timto novym vrcholem. Jedné se vlastné o opa¢ny postup
nez pri zjistovani, zda graf s danou stupnovou posloupnosti existuje, kde jsme v kazdém kroku
odebrali z (nezndmého) grafu vrchol nejvyssiho stupné a vsechny hrany s nim incidentni.

Nasledujici algoritmus v Matlabu nejprve zjisti jednotlivé kroky podobné jako v Prikladu
a nasledné tyto kroky prochézi pozpatku, ¢imz postupné tvori néjaky graf se zadanou posloup-
nosti. Ve chvili, kdy je mozné volit z vice hran, se prida ndhodné vybrand hrana ze vSech hran,
které lze v dané situaci pridat. Algoritmus vraci graf se zadanou stuprniovou posloupnosti, jenz

muzeme vyuzit k testovani algoritmu pro nalezeni optiméalni orientace hran.

function [G] = RandGraph(deg_seq)

[steps, exist] = HavelHakimi(deg_seq);

n
G

degrees=zeros(1,n);

length(deg_seq);

zeros(n) ;
remaining = 1:n;
if exist == true

for i=n:-1:1

changed = [];
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if steps(i,1) ~=
chosindex = randsample((length(remaining)),1);
chosen = remaining(chosindex);
remaining(chosindex)=[];
for j=2:n
if steps(di,j)>steps(i+l,j-1)
changed = [changed steps(i+1,j-1)];
end
end
1_changed = length(changed);
for j=1:1_changed
choosefrom = [];
dontchoose = chosen;
for k=1:n
if ~ismember (k,dontchoose) && degrees(k)==changed(j)
choosefrom = [choosefrom k] ;
end
end
if length(choosefrom)>1
edgeto = randsample(choosefrom,1);
else
edgeto = choosefrom;
end
G(chosen,edgeto)=1;
G(edgeto,chosen)=1;
degrees(edgeto)=degrees(edgeto)+1;
degrees(chosen)=degrees(chosen)+1;
dontchoose = [dontchoose edgetol];
1 _rem = length(remaining);
for k = 1:1 rem
if remaining(k) == edgeto && degrees(remaining(k))==
remaining(k)=[];
break
end
end
end
end
end

end
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end

Vypis 7: Tvorba ndhodného grafu v Matlabu

Pravdépodobé je mozné vymyslet i kvalitnéjsi algoritmy, jak vytvorit ndhodny témér pra-
videlny graf. Uvedeny algoritmus neumoznuje vytvorit jakykoli graf se zadanou stupnovou po-
sloupnosti. Pro potieby této prace ale tento algoritmus postaci. PTi feseni redlnych tiloh nebude
potieba vytvaret ndhodné grafy, tudiz neni nutné uvedeny algoritmus zdokonalovat.

Matice sousednosti vytvorené timto algoritmem nyni mtizeme vyuzit pro otestovani napsa-
nych algoritmi. Kazdy algoritmus bude pro kazdou matici sousednosti opakovan desetkrat,
pricemz do tabulky zapiSeme nejlepsi cas, nejhorsi ¢as a primér vsech c¢asi. VSechny casy jsou
uvedeny v sekundach.

Zacneme grafem, ktery ma 50 vrcholu stupné 11, 150 vrchold stupné 10 a 70 vrchold stupné

9. Tabulka pro tento graf vypada nasledovné.

Nejnizsi cas | Nejvyssi cas | Pramérny cas
EdgeOrientation 0.0426 0.0525 0.048
AlgorithmReverse 0.0291 0.0982 0.0532
AlgorithmReverse2 0.0513 0.0709 0.0603

Tabulka 1: Graf s 50 vrcholy stupné 11, 150 vrcholy stupné 10 a 70 vrcholy stupné 9

Algoritmus EdgeOrientation byl sice v pruméru nejrychlejsi, ale dokazal najit pouze te-
Seni o 1 horsf nez optimdlni (A*(G) = 5, nalezeno fesen{ s nejvyssim odchozim stupném 6).
AlgorithmReverse mél pomérné velky rozptyl vysledkd, coz je vzhledem k ndhodnému po-
¢atecnimu orientovini hran logické. Tento algoritmus pokazdé nalezl optimélni feSeni stejné
jako AlgorithmReverse2, ktery mél mensi rozptyl ¢asi, ale v priméru byl pomalejsi. VSechny
algoritmy byly ovSem velmi rychlé, rozdily v ¢asech potfebnych k vypoctu jsou zde tedy bezvy-
znamné.

Dalsim otestovanym grafem bude graf s 250 vrcholy stupné 25, 500 vrcholy stupné 24 a 250
vrcholy stupné 23.

Nejnizsi cas | Nejvyssi ¢as | Prumérny cCas
EdgeOrientation 1.0436 1.0755 1.0577
AlgorithmReverse 0.3862 0.8622 0.6223
AlgorithmReverse2 1.3146 1.3461 1.3289

Tabulka 2: Graf s 250 vrcholy stupné 25, 500 vrcholy stupné 24 a 250 vrcholy stupné 23

I v tomto grafu bylo optimélni feseni s nejvyssim odchozim stupném 12 nalezeno pouze po-
moci algoritmi AlgorithmReverse a AlgorithmReverse2, zatimco algoritmus EdgeOrientation
nalezl orientace s nejvyssim odchozim stupném 13. AlgorithmReverse byl navic v priméru

témer dvakrat rychlejsi nez EdgeOrientation.
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Dale algoritmus vyzkousSime na grafu s 500 vrcholy stupné 55 a 500 vrcholy stupné 56. Ten-

tokrdt uz se tedy jedna o graf, pro ktery nalezne optimalni orientaci (A1 (G) = 28) i algoritmus

EdgeOrientation. Pocet hran tedy bude vice nez dvojnasobny oproti predchozimu piikladu, za-

timco pocet vrcholt bude stejny. Algoritmus AlgorithmReverse2 nema smysl pouzivat, nebot uz

pocatecni orientace dand nalezenym uzavienym eulerovskym tahem bude optimélni. Vyuzijeme

tedy pouze algoritmy EdgeOrientation a AlgorithmReverse.

Nejnizsi cas | Nejvyssi ¢as | Prumérny cCas
EdgeOrientation 2.1107 2.1497 2.1273
AlgorithmReverse 0.7854 1.7297 1.0682

Tabulka 3: Graf s 500 vrcholy stupné 56 a 500 vrcholy stupné 55

Dalsim grafem bude graf s 1000 vrcholy stupné 13 a 1000 vrcholy stupné 12. Algoritmus

AlgorithmReverse2 opét nemé smysl pouzivat. Algoritmus AlgorithmReverse nedokézal pti

zédném z 10 pokust nalézt Feseni, vzdy byl dosazen maximélni povoleny pocet rekurzi. V na-

sledujici tabulce bude proto pouze algoritmus EdgeOrientation.

Nejnizsi cas | Nejvyssi cas | Pramérny cas
EdgeOrientation 2.7827 2.8124 2.7975

Tabulka 4: Graf s 1000 vrcholy stupné 13 a 1000 vrcholy stupné 12

V grafech s velkym poc¢tem vrcholi a malym poctem hran bude pro algoritmus AlgorithmReverse

obtiznéjsi nalézt cestu do pozadovaného vrcholu. Muze se tak stat, ze je béhem hledani cesty

nasi rekurzivni funkci FindPath aloritmus ukonc¢en Matlabem diive, nez dojde k vysledku, jak

jsme vidéli v pripadé tohoto grafu. Pro podobné grafy tedy bude rozumné vyuzit nas algoritmus

EdgeOrientation, v némz by podobny problém nastat nemél, nebo vylepsit prohledavani grafu

pri hledéni cesty. Pti rozdéleni objektu na velky pocet podoblasti budou vznikat zpravidla prave

takové dudlni grafy a stupné vrcholti budou ¢asto jesté nizsi, viz Obrazek 2] kde je ¢tverec rozdé-

len do 16 mensich ¢tverct a kazdy mensi ¢tverec do dvou trojtihelnikt. Vsechny vrcholy dudlniho

grafu jsou stupné 1, 2 nebo 3. Kdyz si predstavime, jak by vypadal dualni graf pro rozdéleni

do vice mensich ¢tverci (a opét kazdy ¢tverec do dvou trojihelnikt), zjistime, ze vrcholi bude

mnohem vice, ale stupné vrcholtt budou potfad 1, 2 a 3.

Vime, Ze pro nékteré grafy (pro grafy spliiujici soucasné podminky A(G) — §(G) = 2, liché

A(G) a pocet vrcholt stupné §(G) vétsi nebo roven poctu vrcholi stupné A(G)) nenalezne nas

algoritmus EdgeOrientation optimalni feseni, ale pouze feseni o 1 horsi. To nas ovSem u grafi,

kde je objekt rozdélen do velmi vysokého poc¢tu podoblasti, nemusi trapit, nebot takové grafy bu-

dou mit prakticky vzdy vrcholy vyssich stupnu ,,vevnitt“ a takovych vrcholi bude pri rozdéleni

do velkého poc¢tu podoblasti obvykle mnohem vice nez ,,vnéjsich* vrcholu nizsiho stupné. Opti-

malni orientace v praxi pouzivanych dudlnich grafi tedy bude prakticky vzdy reSitelna pomoci

algoritmu EdgeOrientation.
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7 Zavér

V diplomové préci se podarilo vytesit zadané téma. Nakonec jsme ale postupovali iplné jinym
zpusobem, nez ktery byl naznacen v zadani prace. Témér pravidelné grafy jsme rozdélili do
nékolika typt a s pomoci vlastniho algoritmu v Matlabu umime velmi rychle urcit optimalni
orientaci hran pro vSechny typy kromeé jednoho. Posledni typ témér pravidelnych graf jsou grafy
s vlastnosti A(G) — §(G) = 2 a pocet vrcholi stupné 0(G) je vétsi nebo roven pocétu vrcholu
stupné A(G), pficemz §(G) je liché. N&s algoritmus umi najit optimélni feSeni pouze pro nékteré
grafy tohoto typu, zatimco pro jiné najde reseni o 1 horsi nez optimalni. S timto typem grafti
se ovsem v praxi (o pldnovaném praktickém vyuziti jsme se zminovali uz v ivodu) pravdépo-
dobné moc casto nesetkdme, nebof vrcholy nejnizsiho stupné se v dudlnich grafech budou pii
rozumnych rozdélenich objektu na podoblasti vyskytovat zpravidla pouze na krajich. Vnitini
podoblasti, kterych obvykle bude vice, budou mit témér vzdy vice sousednich podoblasti, tudiz
vrcholy, kterymi budou vnitini oblasti reprezentovany, budou vyssiho stupné. Pokud se prece
jen s takovym grafem v praxi setkdme, miizeme se rozhodnout, zda se spokojime s pripadnou
o 1 horsi orientaci hran nez je optimalni orientace, nebo zkusime vyuzit jiny algoritmus, ktery
je znam uz delsi dobu a v této praci je také popsan a naprogramovan.

Ko6dy v Matlabu urcité nejsou napsany dokonale a je mozné je ruznymi zpusoby vylepsit at
uz z hlediska vyuziti paméti (mnozstvi vyuzité paméti lze snizit velmi vyrazné, pokud vyuzijeme
napiiklad ¥idké matice) nebo z hlediska toho, ze nékteré vypocty se pravdépodobné zbytecné
opakuji (tady uz ale moznosti vylepseni asi nejsou tak velké jako v pripadé paméti). Cilem
bylo predevsim napsat kody, které budou funkéni a dostateéné rychlé, coz se viceméné podarilo.
Zdokonalovani kédi je mozné v pripadé, ze se algoritmy budou vyuzivat v praxi.

Préce navazuje na dalsi praci katedry aplikované matematiky v oblasti minimalizace nejvys-
stho odchoziho stupné, kterou se v soucasné dobé zabyva tym ve slozeni Matéj Krbecek, Petr
Kovar, Michal Kravéenko a Adam Silber. Jejich prace je zamérena Cdsteéné na rovinné grafy

a Castecneé i na obecnou minimalizaci v libovolném jednoduchém grafu.
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