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Abstrakt

Cilem prace bylo vypracovat systematicky prehled her rozdélenych do jednotlivych kategorii,
popsat vlastnosti vybranych her a pripravit shrnuti otevienych problémi, na které by mohly
navazat dalsi prace. Jedna se o prehledovou praci, kde ¢erpam z mnoha raznych zdroju a hlavnim
vysledkem préce je shrnuti informaci z téchto zdroju do prehledné struktury. Na tivod jsem uvedl
zakladni pojmy souvisejici s tématem, kterému se prace vénuje, a prehledné jsem popsal pristup
k déleni her. Ve zbytku préce se vénuji hlavné predstaveni konkrétnich vybranych her, kde je
hlavnim tématem diskuze o strategiich a jsou popsany nékteré dikazy téchto strategii. Na zaveér
je uveden seznam her, jejich rozdéleni do kategorii, kde jsou zahrnuty jak hry, kterym jsem se
vénoval ve své praci, tak dalsi znaméjsi hry, na které se uz v praci nedostalo, ale jsou typove
podobné uvedenym hram. Prace je ukoncCena prehledem otevienych problému u her, které jsme

v praci predstavili.

Klicova slova: Hra, Teorie grafii, Teorie her, Strategie, Déleni her

Abstract

The purpose of the thesis was to develop a systematic overview of games divided into various
categories, describe the characteristics of the selected games and prepare a summary of open
problems on which someone could build his further work. This thesis is an overview work,
where I draw from many different sources and the main result of the thesis is a summary of
the information from these sources into a clear structure. In the introduction I stated the basic
concepts related to the topic, to which the work is dedicated, and I described the approach to
the classification of games. The rest of the work is devoted mainly to the detailed description
of selected games, where the main topic of discussion are strategies and we described some of
the proofs of these strategies. In the conclusion, there is a list of games, their division into
categories, that include games, which I introduced and also further types of games, which are
not in thesis, but they are similar to games in the thesis. We close the thesis by giving an

overview of open problems for games that were in the thesis presented.

Key Words: Game, Graph theory, Game theory, Strategy, Types of games
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1 Uvod

Cilem préace je vypracovat systematicky prehled her na grafech rozdéleny do jednotlivych ka-
tegorii. U vétsiny her je graf bud prfimo hracim planem, ale v praci se objevi i hry, u kterych
neni souvislost s teorif grafi na prvni pohled vidét. U takovych her je obvykle mozné hraci plan

prevést na graf, pripadné teorie grafu slouzi k vysvétleni urcitych vlastnosti hry.

Nejprve si uvedeme déleni her podle zakladnich kritérii, ze kterého budeme vychézet a uve-
deme si zakladni pojmy souvisejici s rozborem her. Zamérime se predevsim na kombinatorické

hry, protoze splnuji urc¢ité vlastnosti, které nam usnadnuji popis her.
P1i popisu her budeme hlavné vychézet ze dvou ¢asti matematiky, které jsou znamé jako teorie

her a teorie grafii. Pomoci téchto ¢asti matematiky budeme analyzovat herni strategie a dulezité

vlastnosti her. Pravé hledani strategii je cilem vétsiny analyz, tykaji se kombinatorickych her.
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2 Zakladni pojmy a déleni her

Nez se pustime do rozboru samotnych her, uvedeme si hlavni pojmy, které budeme ¢asto pouzivat
a na které navazeme v dalsich ¢astech prace. Také si uvedeme zdkladni déleni her. Hry jsou
samoziejmeé rozsahlé téma, proto je také mnoho rtiznych zpusobi, jak 1ze k déleni her pristupovat.
P1i déleni her jsem vychézel ze studijni opory Zdenka Sawy [2] a snazil jsem se vybrat hlavni

kategorie, podle kterych budeme vybrané hry rozdélovat.

2.1 Zakladni Pojmy
Graf

Graf G je usporddand dvojice G = (V, E), kde V' je neprazdnd mnozina vrcholi a E je mnozina

hran — mnozina (nékterych) dvouprvkovych podmnozin mnoziny V.

Tah

Akce vyvoland hracem v néjakém okamziku béhem hry. V nagich vybranych hrach se hraci vzdy
stiidaji v tazich a tahem obvykle bude presunuti kamene na hracim planu, nebo obsazeni volného

policka ur¢itym symbolem.

Strategie

Planovana, nebo predem dand posloupnost taht, kde se stridaji tahy jednoho a druhého hrace.

Optimalni Strategie

Optimalni strategie je takova strategie, od niz zadné odchylka nemtze pfinést hraci vyhodu,
za predpokladu, ze druhy hrac¢ zachova svoji optiméalni strategii. Neznamend to vSak, ze hragc,
pouzivajici optimalni strategii nikdy neprohraje. Dvojice optimélnich strategii pak tvori Nashovu

rovnovahu.

Nashova rovnovaha

Nashova rovnovaha [2] je takova situace ve hrach dvou nebo vice hraca, kde hrac¢i navzédjem
nemohou spolupracovat. Kazdy z hract méa urcitou strategii a pokud plati, ze zadny z hraca
nemuze zmeénou své strategie ziskat vyhodu, za predpokladu, ze ostatni hraci svou strategii
nezménili, pak strategie vSech hract dohromady tvori Nashovu rovnovahu. Nashova rovnovaha
je jednim ze zakladnich pojmi v teorii her, ale pouziva se predevsim ve hrach, kde hraje roli
niahoda, nebo kde rozliSujeme vysi vyhry. V pripadé kombinatorickych her na grafech vsak
nebudeme Nashovu rovnovahu vyuzivat, protoze se tyka trochu odlisné oblasti her. Napriklad
ve hie kdamen-nuzky papir tvori Nashovu rovnovahu dvojice optimélnich strategii, kde oba hraci

vzdy zvoli kdmen, ntizky, nebo papir s pravdépodobnosti 13. Je vSak dtlezité Nashovu rovnovahu

14



zminit, protoze se jedna o jeden ze zakladnich a dilezitych pojmt teorie her. V kombinatorickych
hrach pojem Nashova rovnovaha nevyuzijeme a budeme se zabyvat hlavné hledanim vitézné

a neprohravaji strategie.

Vitézna Strategie

Strategie, kterd vzdy zarucuje jednomu z hrach vitézstvi. Chéapeme ji jako strategii, kterd nemusi
byt pokazdé stejnd, ale na jakykoliv tah soupefe jsme schopni odpovédét svym tahem a hru
po kone¢ném poctu tahtt vyhrat. Zde uz je rozdil oproti optiméalni strategii, ktera nezarucuje
neporazitelnost. Vitézna strategie ndm naopak vzdy zajisti, Zze ve hie zvitézime, bez ohledu na

to, jak hraje nas souper.

Neprohravajici Strategie

Plati podobné logika jako u vyhravajici strategie s tim rozdilem, ze zde ndm neprohravajici
strategie nezarucuje vitézstvi, ale pouze, ze neprohrajeme. Pokud je posloupnost tahti konecna,
znamend to, ze jsme schopni se dostat do situace, kdy nelze ve hie pokracovat a nikdo hru

nevyhral. Rikdme, Ze nastava remiza.

U nékterych typu her vsak posloupnost tahtt nemusi byt konecnda a soucasti vyhravajici i ne-
prohravajici strategie muze byt unikat, nebo prodluzovat hru libovolné dlouho. Napiiklad u hry
nazvané Andéluv problém neni cilem andéla dostat se do uréité pozice, kterd mu piimo zajisti

vitézstvi, ale andél se stane vitézem hry jen tehdy, pokud je schopen neustédle unikat.

Dominovana Strategie

Takova strategie, kterd neprindsi zadnou vyhodu oproti jiné strategii nezavisle na tom, co udéla
souper. Napriklad predstavme si, ze hrajeme hru kdmen, nuzky, papir a oba hraci maji z néjakého
divodu zakazano hrat ntzky. V tom piipadé je hrani kamene dominovana strategie, protoze at
souper udéla cokoliv, z naseho pohledu bylo vzdy lepsi hrat papir. Jde ndm hlavné o to, abychom

pri analyze her vyloucili ze hry vSechny takové tahy, které vedou naptiklad k jasné porazce.
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2.2 O teorie grafa

[1] Teorie grafu je obor diskrétni matematiky, ktery zkoumd vlastnosti struktur, kterym fikdme
grafy. Smyslem teorie grafu je prevedeni obecnych problémt do matematiky a nésledné reseni
téchto problémii. Redlnd situace je modelovana jako mnozina objekti, kterou symbolizuji vrcholy
grafu a vztahy mezi objekty zase chapeme jako hrany grafu. Vyhodou je, ze Casto miizeme narazit
na situaci, kterd predstavuje néjaky obecny problém, ktery uz byl jednou feseny. Po prevedeni
problému do teorie grafi muzeme pouzit jiz zname algoritmy a s jejich vyuzitim nalézt Teseni.
Za vznik teorie grafl se povazuje rok 1736, kdy Leonard Euler fesil zndmy problém zvany Sedm
mostu mésta Kralovce. Dnes ma teorie graft Siroké vyuziti v riiznych oborech. Teorie grafi se
pouziva napiiklad v mapach, dopravé, logistice, geometrii, informacnich technologiich a také v
teorii her. Mnoho logickych her miizeme znazornit pomoci teorie grafii a dale na grafech mtzeme
snadno analyzovat strategie hracu a vlastnosti téchto her, a pravé touto problematikou se budu

ve své praci zabyvat.

2.3 O teorii her

[2] Teorie her je ¢ast aplikované matematiky, kterd se zabyva konfliktnimi rozhodovacimi situ-
acemi z matematického hlediska. Pojem hra muzeme chapat vice zptisoby. Bud jako klasickou
spolec¢enskou hry, kterou hrajeme hlavné pro zabavu, a nebo hry mohou podobné jako teorie

grafi predstavovat problémy napiiklad z ekonomie, matematiky, nebo spolecenskych véd.

Zakladnim pojmem je antagonisticky konflikt, ktery charakterizuje vétsinu her, kterymi se bu-
deme zabyvat. Zjednodusené jde o to, ze uspéch jednoho z hrac¢l je mozny pouze na tkor
uspésnosti ostatnich hract. Hradi mezi sebou nemohou spolupracovat a smyslem her je, ze hraci

hraji proti sobé a vyhrat muze jen jeden z nich.

Ve hrich tedy dochézi ke stfetu dvou nebo vice hraca, kde kazdy z hract mé povoleny ur-
¢ité akce a kazdy hrac se snazi dosdhnout urcitého cile. Dilezité je, aby hry nezavisely pouze na
nahodé, jako je tomu naptiklad u loterii. Hra¢ musi byt schopen svych chovanim ovlivnit pribéh
hry. Akce, které hrac¢i mohou provadét a cile jednotlivych hracu jsou stanoveny pravidly hry,

které vzdy znaji vsichni hraci.

P1i studiu her se typicky zabyvame otdzkami ohledné strategii hracu, jejich existenci a vlast-
nostmi. Zjistujeme, zda pro nékterého z hracht existuje vitézna nebo neprohravajici strategie a
casto se snazime nalézt mozné optimalni strategie, které nas dovedou k urcitému cili nezavisle na
tom, jak hraje nas soupef. Ve hrach také budeme predpokladat, ze hraci hraji racionalné a snazi
se hru vyhrat. Nemuze tedy dojit k situaci, kdy jeden z hrac¢t timyslné prohraje nebo timyslné

uprednostni $patny tah a ze hry automaticky vylucujeme takzvané dominované strategie.
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Pr1i rozboru her budeme c¢asto pouzivat argument o kradeni strategie, ktery popsal John Nash v
roce 1940 [3].

Argument o kradeni strategie

Ve hrach dvou hrac¢t za urcitych podminek nemutze druhy hrac¢ mit vyhravajici strategii. Dikaz

se provadi sporem.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje vitézna strategie pro druhého hrace. Mame kameny dvou
typu, kde kazdy z typu patii jednomu hraci. Prvni hra¢ muize tuto strategii také pouzit tim, ze
svuj prvni tah zahraje na libovolné misto a dale pokracuje podle vitézné strategie pro druhého
hrace. Pokud bude muset v rdmci této strategie v urc¢itém tahu udélat tah na misto, kde uz udeé-
lal prvni tah, provede tah na jiné libovolné misto. Pak by i prvni hra¢ mél vitéznou strategii a
vznikne spor, protoze oba hra¢i nemuzou mit vitéznou strategii. Jedinou podminkou, ktera musi
byt splnéna, je, ze tah navic nemtze byt nevyhodou. Jak si pozdéji ukazeme, napiiklad u hry

Chomp miuze byt tah navic nevyhodou, takze u hry Chomp nemtizeme pouzit tuto argumentaci.

Argument o kradeni strategii budu ve své praci ¢asto pouzivat, protoze jej lze pouzit ve vétsiné

silné pozi¢nich kombinatorickych her.
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2.4 Zakladni déleni her

Na hry mizeme pohliZet z mnoha pohledu a podle toho taky mame hodné moznosti, jak hry
popisovat. Neexistuje néjaka pevné stanovena struktura, podle které by se hry rozdélovaly, ale
muzeme vyzdvihnout zakladni nejpodstatnéjsi faktory a podle nich vytvorit nésledujici déleni
her.

Podle poctu hraca

Vétsinou rozlisSujeme, zda se hry tcastni dva hraci, vice nez dva hraci a v nékterych hrach ma
smysl uvazovat i nekonecny pocet hract. Hry pro tii a vice hrac¢a jsou casto hodné slozité na
analyzu a je obtizné resit vlastnosti strategii. Dokonce ani nemusi existovat vyhravajici nebo
neprohravajici strategie diky tomu, ze miuze dochézet ke spojovani strategii dvou nebo vice
hraci. Proto se nejcastéji se budeme zabyvat pouze hrami, které miuzeme urcitym zpisobem

analyzovat, a to jsou hlavné hry, kterych se Gcastni dva hraci.

Podle vyse vyhry

Vysi vyhry rozumime zisk nebo ztratu hrace na konci hry, kterd mize byt symbolizovana redlnym
¢islem, a vzdy jsou predem znadmy podminky zisku a ztrat pred zacidtkem hry. RozliSujeme hry
s nulovym a nenulovym sou¢tem. Pro hry s nulovym souctem plati, ze soucet zisku vsech hracu
je roven nule. To znamend, ze predem urcena hodnota, o kterou se ve hie hraje, se nemuize
nikam ztratit, a to co jeden z hrac¢t vyhraje, musi zbyvajici hra¢i dohromady prohrat. U her
hrach s nenulovym souctem miuze dochazet k tomu, ze napriklad vsichni hraci budou ztracet,
nebo dokonce se muze stat, ze pokud kazdy z hracu zvoli optimalni strategie, vysledek hry pro

kazdého z nich mtze byt horsi, nez kdyby zvolil jinou strategii.

Podle role nahody

Soucasti hry mtze byt nahodny prvek, ktery se v teorii her oznacuje jako dalsi hrac, ktery nema
ve hie zadny cil a jeho akce se tidi pravdépodobnostnim rozdélenim. Také samotni hrac¢i mohou
ve stejném stavu hry zvolit pokazdé jiné zahrani a tim do hry vnesou nahodny prvek. Dokonce
i soucasti optimalni strategie mtize byt v urc¢itém stavu pouzivat smiSenou strategii. Nejjedno-
dussim prikladem takové hry jsou kamen-nuzky-papir, kdy jedinou neprohravajici strategii pro

kazdého hréace je ndhodné mixovat sviyj tah.
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Podle informace o stavu hry

Zde hry délime na hry s uplnou a netuplnou informaci. U her s tiplnou informaci vsichni hraci v
kazdy okamzik hry maji informace o stavu hry, znaji vSechny moznosti, které oni i dalsi hraci
mohou provést, znaji pravdépodobnostni rozdéleni nahodnych taht a znaji vSechny moznosti
vyher, které mohou nastat. U her s netiplnou informaci vSechny tyto véci nemusime znat a muize

se nam stat, ze napriklad nevime, jakou akci muze provést souper.

Na sekvencni a soucasné hry

U soucasnych her nastava akce hrach soucasné a ve chvili, kdy jeden z hract provadi svou akci,
nevi, jakou akci provadi souper. Napriklad u hry kimen-nuzky-papir. U sekvenc¢nich her se hraci
ve svych tazich stridaji a dalsi tah nasleduje az po dokonceni tahu predchoziho hrace. Napriklad

u Sachu.
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2.5 Kombinatorické hry

Kombinatorické hry jsou nejjednodussi typ her, diky tomu, ze splnuji urcité vlastnosti, diky kte-
rym muzeme zkoumat jejich feseni a strategie. Jednd se o sekvencéni hry dvou hrach, ve kterych
se neobjevuje prvek ndhody a jedna se o hry s dokonalou informaci. Dalsim zjednodusenim je
absence vyse vyher, rozlisujeme pouze, zda jeden z hraci vyhral a druhy prohral, pripadné muze
nastat remiza. Obvykle v téchto hrach mame urcity hraci plan, na kterém hraci provadéji své
tahy a snazi se dosahnout urcité herni pozice.

V souvislosti s kombinatorickymi hrami mtzeme uvazovat dalsi rozdéleni her, které vychazi z
cili hry jednotlivych hraca a pozici do kterych se jednotlivi hraci snazi dostat. Vétsina znamych
her jsou silné pozi¢ni, a proto se budeme vénovat hlavné témto hrdm. Typy her maker-breaker
a avoider-enforcer muzeme chapat jako dalsi mozné varianty s upravenymi pravidly, kde se ji-
nym zpusobem urcuje vitéz hry a diky tomu se zméni i strategie. Napriklad tic-tac-toe, které si
pozdéji uvedeme je silnd pozicni hra, ale s upravenymi pravidly, mize existovat i maker-breaker

varianta této hry.

Silné Pozic¢ni hry

V silnych pozi¢nich hrach vyhrava ten hrac¢, kterému se jako prvnimu povede umistit prvky do
vitézné pozice. Pokud ve hfe uz neni dale mozny zadny tah a zadny z hrac¢d neumistil prvky
do vitézné pozice, nastavd remiza. Typickym ptikladem silné pozi¢ni hry jsou piskvorky, nebo

Sachy.

Maker-Breaker

Koncept téchto her je podobny jako u silnych pozi¢nich her. Hlavni rozdil je v tom, ze jeden
z hraca zvany maker se snazi dosdhnout vitézné pozice a druhy hra¢ zvany breaker se mu v
tom jen snazi zabrénit, ale sdm se nesnazi vyhrat. Jinak feceno, breaker vyhraje, pokud zabrani
makerovi vyhrat. Pokud hra skon¢i a prvnimu hraci se nepovede dosahnout vitézstvi, znamena

to, ze prohrél. V silnych pozi¢nich hrach by v tomto pripadé nastala remiza.

Avoider-Enforcer

Pravidla hry jsou stéle stejnd, ale rozdil je v uréeni vitéze hry. Hry se ticastni dva hraci, kde
jeden z nich se nazjvé avoider a druhy je enforcer. Ukolem enforcera je donutit druhého hrace
dostat se do urcitého herniho stavu. Pokud se mu to povede, vyhraje a pokud se naopak avoider

do tohoto stavu nedostane, enforcer prohrava. Remiza nemuize nastat.
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3 Rozbor vybranych her

V dalsich ¢astech prace se budeme zabyvat rozborem vybranych kombinatorickych her pomoci
teorie grafii a teorie her. Bude se jednat pfevazné o silné pozi¢ni hry. U kazdé hry si vzdy uve-
deme pravidla, zafazeni hry odpovidajici rozdéleni her uvedeného na zac¢atku prace a déle se

budeme vénovat vlastnostem hry a strategiim.

U jednodussich her si ukazeme i nékteré dilkkazy a detailnéji si popiseme herni strategie. Mnoho
vlastnosti her vSak bylo objeveno az na zékladé rozsahlych pocitacovych analyz a popis téchto
vlastnosti je hodné komplikovany. V takovych ptipadech si uvedeme pouze informace o vysled-

cich téchto analyz a zdroj, ale nebudeme kazdy vysledek detailné dokazovat.

Seznam vybranych her:
1) Sprouti

2) Hex

3) Sim

4) Hexapawn

5) Andéluv Problém
6) Chomp

7) Conway Soldiers

8) Piskvorky

9) Bridge-It

10) Cops and Robbers
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4 Sprouti

4.1 Charakteristika hry

P¥i popisu pravidel hry a zdkladni charakteristiky jsem vychazel z [4].

Pravidla

Hru hraji dva hraci a hracim planem je papir nebo deska, na které jsou umisténo nékolik vrchol
grafu. Kazdy hra¢ béhem svého tahu musi spojit dva vrcholy, pfipadné jeden vrchol sam se sebou
hranou, ktera miize byt tisecka nebo kiivka a mezi nimi vytvori novy vrchol, ktery se nesmi primo
dotykat jiného vrcholu a ¢ary se nesmi kiizit. Z kazdého vrcholu mizou vést maximélné 3 hrany.
V klasické varianté vyhrava ten hrac, ktery udéld posledni tah, tedy pokud jeden z hraci uz
nema, jak tahnout prohral. Ve varianté misére je to opacné a prohraje ten hrac, ktery udéld

posledni tah.

Zarazeni hry

Jedna se o silné pozi¢ni hru dvou hracu s dplnou informaci a bez vlivu ndhody, kde graf je primo
hracim planem. Uvedeme si 3 zakladni varianty hry. Klasickou variantu, variantu misére a hru
s nazvem podvodni Sprouti. Klasickd varianta a varianta miseére maji stejnd pravidla a jediny
rozdil je v urceni vitéze hry. Podvodni Sprouti maji trochu odlisnd pravidla a jak si pozdéji

ukazeme, vysledek hry je predem dany.

Vysvétleni pojmi

Zivot — Moznost vést z vrcholu hranu

Prezivsi — Vrchol, ktery ma jeden zivot, ale vrchol uz dale nelze propojit s jinym vrcholem.
Mrtvé Vrcholy — Vrcholy, které nemaji zadny zivot

Sousedi prezivsich - Mrtvé vrcholy, které maji za souseda prezivsiho.

Farizej — Mrtvé vrcholy, které nemaji za souseda prezivsiho.

Diikaz, Ze hra musi nékdy skoncit

Na prvni pohled to nemusi byt vidét, protoze v kazdém tahu pribude jeden vrchol. Jde o to, ze
z kazdého vrcholu muzou vést maximalné tii hrany a v kazdém tahu vytvorime jeden vrchol, ze
kterého pak povedou dvé hrany. Oba konce téchto hran uz jsou ale s nékterym z vrcholi spojeny,
takzZe prestoze jsme zvysili maximalni pocet hran vedoucich z vrcholu o tii, vyuzili jsme celkem

¢tyTi moznosti u vrcholu, a proto je jasné, Ze moznosti, jak vést hranu, nékdy musime vycerpat.

22



Horni odhad poétu tahua

Pii n pocéatecénich vrcholech mame pro kazdy vrchol 3 zivoty. Celkem tedy mame 3n zivotu a
kazdym tahem jeden zivot ubereme. Hra tedy miize skoncit maximélné za 3n tahi. Je vSak tieba
si jesté uvédomit, Ze pii poslednim tahu vzdy vznikne novy vrchol, ktery bude mit jeden zivot.

Takze pocet zivot na konci hry nebude 0, ale 1. Proto nam bude stacit maximalné 3n — 1 taht.

Dolni odhad pocétu taha

Na konci hry musi mit kazdy prezivsi vrchol dva mrtvé sousedy, jinak by nebyl konec hry. Pred-
pokladejme, Ze existuje f farizeji, n pocatecnich vrcholia a m taht, po kterych hra skoncila, kde

n,m jsou prirozend Cisla a f nezdpornd cela Cisla.

Celkovy pocet vrcholi ... n +m

Celkovy pocet farizeji ... p

Celkovy pocet ptezivsich ... 3n —m

Celkovy pocet sousedu prezivsich ... 2+ (3n —m)

n+m=p+3n—m+2-(3n—m)

Kazdy z vrcholtt ma urcité oznaceni. Bud se jedna o farizeje, prezivsiho, nebo souseda pre-
zivsiho. Zadné dalsi vrcholy neexistuji. Rovnice nam vyjadiuje, ze celkovy pocet vsech vrcholt
musi byt roven souctu vsech farizeji, prezivsich a sousedu prezivsich.

Po tpraveé rovnice dostavame vztah m = 2n — p4

Hra tedy musi mit alespon 2n taht a pocet farizeji musi byt délitelny c¢tyimi. Pokud nevy-

tvorime zadného farizeje, hra bude mit vzdy 2n taht, coz muZzeme oznacit jako dolni mez.
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4.2 Klasicka varianta

Vysledek prvni poéitacové analyzy byl zvefejnén v roce 1991 pro hru az s jedenécti pocatecnimi
vrcholy [5]. Ozna¢me V jako pocet pocatecnich vrcholi. Hypotéza vznikla na zakladé pocitacové
analyzy 1ika, ze zaéinajici hra¢ mé vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz V modulo 6 = 1,2 nebo
3. Pozdéji byly objevovany strategie i pro hry s vétsim pocateénim poc¢tem vrchola.V roce 2011
byl predstaven algoritmus pro analyzu hry az pro 1 - 44 pocatec¢nich vrcholt a dale pro 46, 47
a 53 pocatecnich vrcholt. Prehled vSech dokazanych strategii zahrnujicich i Misere variantu hry

muzeme nalézt na strance [6] a dosud znamé vysledky se shoduji s ptuvodni hypotézou. Dikaz,

ktery by hypotézu potvrdil, nebo vyvratil, vsak zatim neexistuje.

L — Druhy hra¢ ma vitéznou strategii W — Zacinajici hrd¢ mé vitéznou strategii

Pocet pocatecnich vrchold

3

4

5

9

10

11

Vysledek hry

W

W

W

W

W

W

Obrazek 1: Tabulka vysledki hry z pohledu zac¢inajiciho hrace podle hypotézy

Pocet potatetnich vrchold

3

4

5

46

47

43

52

53

54

Vysledek hry L]|L

W

W

WL

W

W

W

Obrazek 2: Tabulka dokazanych vysledki hry z pohledu zacinajiciho hréace

Béhem hry se prvni hrac¢ se snazi o to, aby celkovy pocet taht byl lichy, a druhy hra¢ dosahne

vitézstvi, pokud celkovy pocet tahi bude sudy. Oba dva musi ddvat pozor na pocet prezivsich

a farizeju a podle toho prizpusobovat hru, tak aby udélali posledni tah ve hre.
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4.3 Varianta Misére

Posledni analyza byla provedena az pro 20 pocatecnich vrcholi a vznikla hypotéza, kterd rika,
ze prvni hrac¢ vyhraje praveé tehdy, kdyz V modulo 6 = 0,4 nebo 5 az na situace, kdy mame jeden
nebo ¢tyti pocatecni vrcholy. Pti jednom pocateénim vrcholu vsak ma vitéznou strategii zac¢ina-
jici hrac¢ a pri ¢tyrech pocatecnich vrcholech mé vitéznou strategii druhy hrac¢, coz neodpovida

puvodni hypotéze. Tyto dvé vyjimky jsou vyznaceny tucneé.

Potet potatetnichvrchold |1 |2 |3 | 4|5 |6 |7|8|9|10] 1112
Vysledek hry wiliL|{L|L{W[W|L|L|L|W|W|W

Obrazek 3: Tabulka vysledki hry z pohledu zacinajiciho hrace podle hypotézy

Pocet potatecnich vrcholl i1 |(2|3|4|5 |6 |7|8|9|10|11|12]..[19 |20 21 ..
Vysledek hry W L|L|L{W[W|L|L|L|W|W]|W L |L [? |7

Obrézek 4: Tabulka dokazanych vysledki hry z pohledu zac¢inajictho hrace
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4.4 Podvodni Sprouti

Rozdil oproti klasickym Sprouttim je v tom, ze tady jako vrcholy pouzivame kiizky. Kazdy kiizek
m4é ¢tyti volné konce a béhem tahu musime dva volné konce spojit hranou (opét se hrany nesmi
kiizit) a na ni pak vytvorit nové dva volné konce. V kazdém tahu tedy odstranime dva volné
konce a zaroven vytvorime dva nové. Pocet volnych konci neubirame a konec hry nastane jen

diky tomu, ze nemtzeme kiizit hrany.

Pocet tahu

Ozna¢me m jako pocet tahil, n jako pocet pocatecnich vrcholti, v celkovy pocet vrcholli na konci
hry, e pocCet hran na konci hry a f pocet ploch rovinného grafu na konci hry. Pii uréeni poctu

tahtt vychazime z nasledujicich rovnic.

e = 2m — béhem kazdého tahu vzniknou dvé hrany.
v =mn+m — ptri kazdém tahu vznikne 1 vrchol a n je pocet pocatecnich vrcholt
f=4n

Eulerova charakteristika pro rovinné grafy je 2.
2=f—-e+v=4n—-2m+n+m

Po vyjadreni m dostavame vztah m = 5n — 2

Strategie

Po vyjadreni m mutzeme vidét, ze vysledek hry vibec nezavisi na tom, jak hraci hraji a ma
predem urceny vysledek podle poctu pocatecnich vrcholi. Pokud hra bude zac¢inat s lichym
poc¢tem vrcholi, vyhraje prvni hra¢ a pokud pocet pocatecnich vrcholi bude sudy, vyhraje

naopak druhy hrac.
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5 Hex

5.1 Charakteristika hry
Pravidla

[1] Hraci plan je tvofen hexagondlni mrizkou o rozmérech nzn. Nejcastéji se pouzivd miizka
11x11, 13x13, nebo 19x19. Kazdému hraci patti dvé protilehlé strany hraciho planu. Dva hraci
sttidavé umistuji kameny své barvy na pole hraciho planu. Vyhraje ten hrac¢, ktery jako prvni
sestavi z kament své barvy cestu, ktera spoji protilehlé strany planu své barvy. Rohova pole
planu patri obéma barvam. Druhy hra¢ ma navic moznost po prvnim tahu prvniho hrace vyménit
si kameny a stat se tak prvnim hra¢em. Nemusi vSak tuto moznost vyuzit. Smysl této moznosti

si vysvétlime pozdéji.

Obrézek 5: Hraci plan hry hex
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Zarazeni hry

Znovu se jedna o silnou pozi¢ni hru s uplnou informaci a bez vlivu nahody. Hra je v dnesni
dobé celkové dost rozsitend a d& se hrat i online proti lidem nebo i proti pocitaci na strance
https://cs.boardgamearena.com/!gamepanel?game=hex. Je v8ak nutné stadhnout a nainstalovat

aplikaci.

Lepsim odkazem je http://www.lutanho.net/play /hex.html, kde si mizeme nastavit troven po-
Citace a hra nam nabizi dalsi moznosti. Muzeme druhému hraci zakazat vymeénit pozice po
prvnim tahu a lze také sledovat hru dvou pocitaci, coz mize byt uzitecné pro analyzu a zlep-
sovani nasi vlastni hry. Nemuzeme vsak ménit velikost hraciho planu a hra vzdy probiha na

hracim planu o rozmérech 11x11.

Zajimavym pozorovanim je, ze pokud zakdzeme druhému hrici vyménit pozice a nechame oba
pocitace opakované hrat proti sobé, obcas se stane, ze vyhraje druhy hrac¢. Znamené to, ze algo-
ritmus, podle kterého hraje pocita¢ neni dokonaly a teoreticky je mozné nad pocitacem zvitézit
v pozici prvniho i druhého hrace.

Pokud ponechdme druhému hra¢i moznost vyménit pozice, u hry pocitacii na nejvyssi drovni,
kterou stranka nabizi, dochézi k riznym vysledktim hry. Nékdy vyhraje prvni hrac, nékdy nao-
pak druhy a taky druhy hra¢ vyuzivd moznosti prohozeni pozic jen v nékterych ptipadech, coz
se 1 d& ocekavat, protoze za podminky, ze druhy hra¢ miize po prvnim tahu vyménit pozice, neni

zatim znama vitéznd strategie.
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5.2 Spernerovo Lemma

John Nash ukézal, Ze hra nemuze nikdy skonéit remizou pro libovolnou velikost hraciho planu.
Dtikaz se provadi pomoci Spernerova lemmatu. P¥i popisu Spernerova lemmatu jsem vychézel
z vyukového materidlu Vysoké skoly banské [7]

Necht v roviné existuje trojihelnik s vrcholy oznac¢enymi 1,2 a 3. Uvnitt trojihelniku vytvo-
fime koneény pocet dalsich trojuhelnikt, tak aby zddny z vrcholi nelezel uvnitt hrany jiného
trojuhelniku. Muze vsak lezet uvniti hrany puvodniho trojihelniku o trech vrcholech. Dojde k

rozdéleni ¢asti roviny na oblasti, které nazveme triangulaci.

Nyni oc¢islujeme ¢isly 1,2 a 3 vSechny vrcholy triangulace s nasledujicimi podminkami:
Na strané puvodniho trojihelniku mezi vrcholy 1 a 2 nesmime pouzit trojku.
Na strané ptivodniho trojihelniku mezi vrcholy 1 a 3 nesmime pouzit dvojku.

Na strané pivodniho trojihelniku mezi vrcholy 2 a 3 nesmime pouzit jednicku.

Triangulace muze vypadat jako na obrazku [6]

Obréazek 6: Ukézka jedné z moznych triangulaci

Kazda triangulace ocislovand vyse uvedenym zpusobem musi obsahovat trojihelnicek, jehoz
vrcholy maji ¢isla 1, 2, 3. Ke kazdé takové triangulaci mtizeme definovat graf G. Vrcholy to-
hoto grafu jsou oblasti triangulace (véetné vnéjsiho vrcholu, ktery ozna¢ime v). Vrcholy jsou

spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jim odpovidajici oblasti maji na hranici stranu 12. Z vyse
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uvedeného plyne, ze ke kazdé triangulaci existuje graf GG. Vrcholy odpovidajici trojihelnicktim,
kterych chybi 1 nebo 2, maji stupen nula. Trojihelnicky, které obsahuji 1 i 2 jsou 112, 122 (tyto
trojihelnicky maji stupen 2) a 123 (stupen 1). Vrchol v mé lichy stupen. Predstavme si nyni,
Zze mame spravné ocislovanou triangulaci a neobsahuje trojihelnicek 123. Pak je soucet vSech
stupnt vrcholt v grafu G liché ¢islo. To vSak neni mozné, protoze soucet vSech stupni vrcholt

se rovna dvojnésobku poc¢tu hran. Proto kazda triangulace musi obsahovat trojihelnicek 123.

5.3 Dikaz o nemozZnosti remizy

Duikaz se dé provést pravé na zakladé Spernerova lemmatu, ale existuje i jiny pohled na hru,

ktery vysvétlil Thomas Maarup ve své praci [8] a také dokézal, Ze hex nemuze skonéit remizou.

Necht G je rovinny 2-souvisly graf. Hrany grafu odpovidaji hrandm oddélujici bunky na hracim
planu hry hex. Vrcholy grafu jsou spojnice téchto hran a tim padem kazda oblast uvnitt grafu
G odpovida jednomu z polic¢ek hraciho planu. Z toho vyplyva, ze kazdy vrchol mize byt stupné
dva nebo tfi. Vrcholy po stranich a v rozich hractho planu budou mit stupen 2. Ostatni vrcholy

maji stupen 3. Také plati, ze kolem kazdého vrcholu jsou pravé t¥i oblasti.

Muzeme predpokladat, ze vsechna policka jsou obsazend, protoze hra Hex nemiize skoncéit re-
mizou drive, nez jeden z hrac¢u vyhraje nebo diive, nez jsou obsazena vsechny policka. Nyni
mizeme vytvorit podgraf G’ ke grafu G. Podgraf G’ se bude sklddat jen z hran, které oddéluji
bunikky dvou rtuznych barev. VSechny vrcholy podgrafu G’ kromé vrcholu v rozich budou mit
stupen 0 nebo 2. Pokud bude vrchol mit stupen nula, znamena to, ze vsechna policka kolem
vrcholu jsou stejné barvy. Pokud vrchol bude mit stupen dva, znamend to, ze kolem vrcholu
jsou jednou z barev obarvend dvé policka a druhou z barev zbyvajici tfeti politko. Zadna jind

moznost nemtze nastat. Vyjimku tvoii ¢tyTti vrcholy v rozich grafu, ty maji stupen 1.

Dale plati, ze kazdy graf s vrcholy stupné maximéalné dva se skldda z izolovanych vrcholu,
jednoduchych cykli a jednoduchych cest. Protoze podgraf G’ méa presné ¢tyfi vrcholy stupné 1,
musi v podgrafu G’ byt pravé dvé takové cesty. Ozna¢me levy horni roh a, pravy horni roh b,
levy dolni roh ¢ a pravy dolni roh d. Kazda ze dvou cest, kterd v grafu je, musi spojit dva z
vrcholi a, b, ¢, d a obé cesty musi spojit jiné vrcholy. Navic neni mozné jednou cestou spojit
dva vrcholy v protilehlych rozich, protoze pak by druhé z cest nemohla existovat. To znamen4,
ze obé cesty spojuji bud dvojice vrcholii a-b a c-d, nebo a-c a b-d. V prvnim pripadé vyhraje
hrac¢, kterému patii horni a dolni strana hraciho planu a ve druhém pripadé vyhraje druhy z

hraca a neexistuje moznost, pri které by nastala remiza.
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5.4 Strategie

Nejdrive budeme predpokladat, ze druhy hra¢ nema moznost po prvnim tahu prvniho hrace pro-
hodit pozice. Kvili argumentu o kradeni strategii nemuze existovat vitézna strategie pro druhého

hréce. Pokud by existovala vitézn4 strategie pro druhého hrace, mohl by ji pouzit i prvni hraé [g].

Predpokléddejme, zZe existuje vyherni strategie pro druhého hrace. Prvni hri¢ ve svém prvnim
tahu obsadi libovolné pole a v nasledujicim prubéhu hry predstird, ze je druhy hrac, uplatnujici
svou vitéznou strategii. Pokud pole, které prvni hra¢ na zacatku obsadil bude v prubéhu hry
soucasti této vitézné strategie, jednoduse zahraje misto ni tah na libovolné jiné misto na hracim
planu. Nezbytnou vlastnosti pro platnost tohoto diikazu je, ze tah nemuze byt nevyhodou. V

Hexu vzdy plati, ze kazdé obsazené pole je bud vyhoda nebo nehraje zadnou roli.

Vime, zZe za téchto podminek ma prvni hrac¢ vitéznou strategii, ale to jesté neznamend, ze ji

budeme umét najit. Dtikaz je nekonstruktivni.

Pokud se chceme zbavit vyhody prvniho hrace, nabizi se urc¢itym zptsobem upravit hraci plan
ve prospéch druhého hrace. Napiiklad mizeme zkusit zménit tvar hraciho planu. Kdyz vsak
zménime tvar hractho planu ve prospéch druhého hrace, bude to pro néj zase moc velka vyhoda

a pak by snadno zvitézil pravé druhy hrac.

Na obrazku [7] jsou symetricky oéislovany policka hraciho plénu o velikosti 11x10. Kazdé ¢islo je
na obrazku dvakrat a vitéznou strategii druhého hrace je vzdy kopirovat tahy prvniho hrace a
hrat na policko se stejnym c¢islem. Pokud druhy hrac¢ bude takto postupovat, vzdy spoji obé své

strany dfive nez prvni hrac.

Obréazek 7: Vitézna strategie druhého hrace na upraveném hracim planu
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Misto upravy hraciho planu se vyhoda prvniho hrace kompenzuje tim, Ze je druhému hraci
umoznéno po prvnim tahu prvniho hrace vymeénit si role a mize se tak sdm stat prvnim hracem.
Presto i pti tomto rozsireni pravidel bylo dokézano, ze prvni hra¢ ma vitéznou strategii pro hraci
plany az do rozméru 9x9 a pro Hex 10x10 byla nalezena vitézna strategie prvniho hrace jen pro
pravidla bez moznosti prohozeni tahu [9]. Pro vyssi rozméry hracich pldnu nejsou zatim znamy

vitézné strategie.
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6 Sim
6.1 Charakteristika hry

Pravidla

Dva hraci vybarvuji hrany aplného grafu o sesti vrcholech dvéma barvami a snazi se, aby nevznikl
trojihelnik z jejich barvy. Hrac¢, ktery vytvori trojihelnik, prohréava. Tato hra neni az tolik rozsi-
fend, da se vsak také stahnout pod odkazem https://share.catrob.at/pocketcode/program/1478

a hrat proti pocitaci.

Obrézek 8: Hraci plan hry Sim

Zarazeni hry

Silna pozi¢ni sekven¢ni hra dvou hract s dplnou informaci a bez vlivu nahody. Sim je také
prikladem hry, které se oznacuji jako Ramseyovy hry. Hracim planem je tplny graf o Sesti

vrcholech.

Strategie

Zde nemiizeme pouzit argument o kradeni strategii, protoze v této hie se miize stat, ze tah je
nevyhodou. Pokud se hrac¢ rozhodne obarvit ndhodnou hranu, mize se mu pozdéji v pribéhu
hry stat, ze diky této hrané vytvori trojihelnik a prohraje. Pokud by cilem hry bylo vytvorit
trojihelnik, mohli bychom argument o kradeni strategie pouzit, ale tady se snazime vyhnout

vytvoreni trojuhelniku, takze ndm hrana navic mize prekdzet v nasi strategii.

Hra je vSak vyTeSena a bylo zjisténo, ze existuje vitézna strategie pro druhého hrace. Strategie

je popsadna v préci spolecnosti Mathematical Association of America [12].
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6.2 Ramseyova véta a diikaz nemoznosti remizy

Ramseovy véty jsou soucasti zndmé teorie Ramseovy teorie vyuzivané v kombinatorice. Po-
muzeme najit také obecnéjsi dostupné shrnuti Ramseyovych vét. [I1]. Pomoci grafové Ramseyho
véty se da ukazat, ze hra Sim nikdy nemitize skoncit remizou. Pro dikaz je dostacujici ukazat
si jeden konkrétni piiklad, ktery odpovida situaci ve hie Sim a ze zavéru tohoto ditkkazu piimo
plyne, ze Sim nemitize nikdy skoncit remizou. Pfi vysvétleni, pro¢ Sim nemiize skoncit remizou

jsem cerpal z obou zdroju uvedenych v této kapitole.

Meéjme skupinu Sesti lidi. V této skupiné vzdy mizeme najit trojici lidi, ktef{ se znaji navzajem,
nebo naopak trojici lidi, kteri se viibec neznaji. Budeme tedy hledat jednu z téchto trojici. Vy-
berme si jednoho ¢lovéka z této skupiny a ozna¢me ho jako ¢lovek A. Ostatnich 5 lidi mizeme
rozdeélit do dvou mnozin, které oznacime napriklad B a C. V mnoziné B budou vsichni lidé, kteri
se znaji s A, v mnoziné C pak budou vsichni lidé, ktefi se s ¢lovekem A neznaji. Evidentné jedna
z téchto mnozin vzdy musi obsahovat alespon 3 lidi. Rozdélme si ilohu na 2 ptipady, podle toho,

ktera z mnozin obsahuje alespon 3 lidi.

Nejprve se budeme zabyvat mnozinou B, tedy lidmi, ktefi se znaji s ¢lovekem A. Pokud se
alespon 2 lidé z mnoziny B znaji s ¢lovékem A, pak tvori spole¢né s nim trojici lidi, kteri se znaji
navzajem. Pokud se zadni dva z nich neznaji navzajem, pak spoleéné tvori trojici lidi, ktefi se
neznaji. Podobné to bude platit pro mnozinu C, pokud bude obsahovat alespon 3 lidi. Mame
trojici lidi, které ¢loveék A nezna. Pokud se dva z téchto lidi neznaji, pak tvori spolu s clovékem A
hledanou trojici. Pokud vsak v mnoziné C nejsou 2 lidé, ktefi by se navzajem neznali, znamend
to, zZe se vSichni 3 znaji a zase tvori hledanou trojici. Vice moznosti neni a vzdy tedy miizeme

najit jednu z trojic.

Vyse uvedeny problém muzeme preformulovat do teorie grafi. Méjme graf G o Sesti vrcho-
lech a 2 barvy, kde kazda z nich odpovida jednomu hraci. Vrcholy grafu symbolizuji Sest lidi z
nasi puvodni skupiny. Hrany grafu symbolizuji, zda se lidé znaji nebo ne. Pokud se lidé znaji,
hrany mezi nimi jsou vybarvené barvou prvniho hrace, pokud se neznaji, jsou hrany mezi vrcholy
vybarveny barvou druhého hrace. V kazdém grafu G pak musi existovat trojice vrcholu tvorici
trojuhelnik, nebo naopak nezavisla trojice vrchola. Z toho plyne, ze v grafu vzdy musi vzniknout
jednobarevny trojihelnik a podle jeho barvy vyhraje bud prvni, nebo druhy hric¢. Remiza nikdy

nenastane. Zobecnénim vyse uvedeného prikladu dostaneme Ramseyovu vétu pro grafy.
Pro kazdé k,l € N existuje R(k,l) takové, ze kazdy graf na R(k,l) nebo vice vrcholech ob-

sahuje k-prvkovou mnozinu indukujici kliku (podgraf néjakého grafu, ktery je tplnym grafem)

nebo l-prvkovou mnozinu indukujici nezévislou mnozinu.
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7 Hexapawn

7.1 Charakteristika hry

P¥i popisu pravidel a strategie jsem ¢erpal ze stranky, kterou vytvoril Robert Price [13].

Pravidla

Hru hraji dva hraci na hracim planu, kterym je deska o rozmérech NxM. N i M jsou prirozend
¢isla. Oba hraci maji hraci kameny, se kterymi pohybuji po hracim planu. Na zacatku jsou ka-

meny umistény v protilehlych krajnich radach.

29

Obrazek 9: Vychozi situace

Oba hraci se stfidaji v tazich. Tah vzdy probiha tak, ze hra¢ vzdycky provede tah svym kame-
nem podle urc¢itych pravidel. Pravidla jsou podobnd jako v sachach, kameny se mohou pohnout
o jedno policko v pred, pokud na ném nestoji soupeitim kamen, nebo o jedno policko diagonalné,
ale naopak jen za podminky, ze na tomto policku je umistén souperuv kamen. V tomto pripadé
dojde k zajeti soupefova kamene a ten je odstranén ze hry. Cilem hry je dostat svij kdAmen na
protéjsi stranu hractho planu. Hra vSak miize skonc¢it i za dvou podminek.

1) Néktery z hracu prisel o vSechny své kameny

2) Néktery z hracu je na tahu a nemd jak tdhnout.

Pokud néktery z hract nemé zadné kameny nebo nemd jak tahnout, tak prohral. Jinak se

hraje do té doby, nez nékdo dostane sviij kdmen na protéjsi stranu.

Hra mé dvé dalsi varianty nazvané Berolina pawns a Berolina plus pawns. Ve varianté Berolina
je hlavni rozdil v pohybu kament, kameny se mohou pohybovat na volnd policka diagonalné,
a naopak smérem dopfedu mohou pouze zajimat kameny. V berolina plus kameny jesté navic

mohou zajimat souperovy kameny pohybem do strany.

Zarazeni hry

Silna pozi¢ni sekvencéni hra dvou hrac¢ii s iplnou informaci a bez vlivu ndhody. Na hru Berolina

pawns pak dile navazuje jedna z variant Sachii, zndma jako Berlinské Sachy.
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7.2 Strategie

Nejjednodussim hracim pldnem, na kterém mé smysl hru hrat je deska o rozmérech 3x3, kde je
snadné ukazat, ze vitéznou strategii ma druhy hrac. [I3]. Jsou jen dvé moznosti, jak muze prvni

hrac¢ zacit a to krajnim, nebo prostrednim kamenem.

Pokud prvni hrac¢ zacne tahem krajnim kamenem, druhy hrac¢ jej zajme. Prvni hrac¢ pak zase
musi zajmout souperuv kamen svym prostfednim kamenem, aby zabranil souperi dosdhnout
vitézstvi. Druhy hrac¢ pak uz ma jen jednu moznost, jak tdhnout a hra skonci, protoze bily bude

na tahu a nema jak tahnout.

Pokud prvni hrac¢ zacne prostrednim kamenem, druhy hrac jej opét zajme nékterym ze svych
krajnich kament. Prvni hra¢ musi zase reagovat zajetim, jinak by druhy hra¢ v dalsim tahu
vyhral. Prvni hra¢ se sice mtze rozhodnout, kterym ze svych dvou kamenii provede zajeti, ale

obé moznosti vedou k rychlému vitézstvi druhého hrace.

Vitézna strategie druhého hrace je 1épe pochopitelnd na obrazku kde je znazornén herni
strom pro prvni dva tahy. Uz z néj je evidentni a di se snadno domyslet, ze druhy hrac¢ (zde
oznacen jako ¢erny) mé vzdy vitéznou strategii. Tfeti moznost prvniho tahu bilého je vlastné

zbytecné Tesit, protoze pozice nakonec bude symetricka jako u prvniho tahu.

o 00
White to move
0|00
1010 o 00 0]
o) Black to move o) o

White
[ ole| |[o| |e| |e|O ® oe|| |® |tomove
olof| | |ojo] | [c[o] O] [o] [ (O] |o]|el [

Obréazek 10: Herni strom pro prvni dva tahy
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Strategie pro hraci plan 3x3 je tedy hodné trividlni. Pro hraci plany vyssich rozméru je vSak hra
komplikovanéjsi a podle velikosti hraciho planu se méni i hrac¢, ktery méa vitéznou strategii. Na
strance http: //www.zillionsofgames.com/ je moznost si hru stahnout a hrat proti poc¢itaci na vo-
litelnych velikostech hraci desky (az do 8x8) a také si zvolit typ hry (hexapawn,berolina,berolina
plus). Pomoci softwaru zillions byl hexapawn vyfesen pro nékteré malé velikosti hracich pldanu
[13]. Software sice nehral uplné perfektné, pokud zjistil, Ze je v prohrévajici situaci a nesnazil se
napriklad oddalit porazku a délat nejlepsi rozhodnuti, ale tato analyza by méla byt dostacujici
pro urceni, ktery z hrac ma vitéznou strategii. Vysledek analyzy je znazornien na obrizku
Hrac s vitéznou strategii je oznacen jako Winner. Prvni hrac¢ je zde oznacen jako bily a druhy

hrac jako cerny.

\Pawn Type HsizeHWinner

Normal 3x3|Black
Normal 3x4|Black
Normal 4x4|White
Normal 4x5|Black
Normal 5x5|White
Normal 5x6|White
Berolina 3x3|Black
Berolina 3x4(White
Berolina 4x4|Black
Berolina 4x5Black
Berolina |5x5|Black |
Berolina Plus|3x3||White
Berolina Plus|3x4|White
Berolina Plus|4x4|Black
Berolina Plus|4x5||White

Berolina Plus|5x5[White |

Obrazek 11: Tabulka s prehledem vitéznych strategii
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8 Andélav Problém

8.1 Charakteristika hry

Pravidla

Cerpano jsem z [14]. Hru hraji dva hraéi na hracim planu, kterym je nekoneéné velkd miizka.
Hrace oznacime jako andél a dabel. Oba hraci se stridaji v tazich. Andél je figurka se silou o
velikosti k, kde k& € N. Andél se ve svém tahu pohybuje po hracim pldnu a muze skoc¢it na
libovolné policko, na které se z jeho pozice muze dostat Sachovy kral pomoci k£ nebo méné taht.
Nemuze vsak ztstat na misté. Napriklad zde je modre zobrazeno, kam az se andél muze ve svém
tahu pohnout. Jeho pohyb je vzdy omezen hranou ¢tverce o hrané velikosti 2k a jehoz stfedem

je prave policko, na kterém stoji andél.

2 L

. '

Obrazek 12: Ukazka jedné z hernich pozic a rozsahu pohybu andéla

Débel neni pfimo na hracim pldnu, ale ve svém tahu vzdy mtZe obsadit jedno policko hraciho
planu. Andél se snazi témto polickum neustale vyhybat, muze je vsak preskakovat. Na obrazku
viSe jsou Gervené vyznaceny politka obsazena dablem. Débel také nesmi obsadit policko, na
kterém zrovna stoji andél. Dabel vyhraje, pokud andél nebude mit ve svém tahu jinou moznost
nez vstoupit na dablem obsazené policko. Andél je vitézem hry, pokud se dokéaze obsazenym

polickiim vyhybat do nekonecna.

Zarazeni hry

Andéluv problém je typové odlisnou hrou od vSech predchozich her. Pro andéla tady neni kon-
krétni vitézna pozice. Svym zptsobem muzeme hru chapat i jako maker-breaker hru, kdyz si
predstavime, ze dabel se snazi andéla dostat do urcité pozice, ale andél vyhraje, pokud se mu

povede zabranit dédblovi, aby se do této pozice dostal.
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8.2 Strategie

Je jasné, ze pokud mé andél vitéznou strategii pro silu k, musi mit vitéznou strategii i pro
vSechny sily vétsi nez k, protoze mu nic nebrani svou vétsi silu jednoduse nevyuzit a hrat podle
strategie, kterd funguje pro k. Proto nds bude hlavné zajimat, pro jaké nejmensi k ma andél
vitéznou strategii. V roce 2005 bylo dokazano, ze pro k = 1 ma vitéznou strategii dabel a
byl uveden podrobny dikaz, jak musi dédbel postupovat [15]. Pozdéji se objevily dalsi tvrzeni a

dukazy o strategiich andéla a ddabla a také bylo vyfeseno, jak je to s andélem o sile vétsi nez jedna.

Zajimavym zjisténim je, Ze nezavisle na sile k, si andél nemtiize nijak pomoct tim, Ze se bude
neustale snazit utikat jednim smérem. Platnost tohoto tvrzeni stejné jako dilkaz, Ze andél o sile
jedna muze byt vzdy poraZen je vysvétlen zde [I5]. Presto nakonec bylo dokazano, ze andél o
sile alespon dva mé vitéznou strategii [16]. Jsou tedy zndmy kompletni informace o strategiich v
této hre, véetné popisu vitézné strategie andéla. Byly popsany tri hlavni dikazy, které vysvétluji

pro¢ a za jakych podminek vyhraje andél, nebo dabel.
1) Andél o sile 1 prohraje

2) Andél nemuze vyhrat vzdalovinim se od poéatku

3) Andél o sile vétsi nez 1 vyhraje
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8.3 Diikaz, ze andél o sile 1 prohraje

[15] Na zacdtku dikazu si musime vysvétlit, o co se vlastné dédbel bude snazit. Jeho kone¢nym
cilem bude andéla uzavrit v néjakém prostoru, ktery mu bude ddle zmensovat. Aby dabel tohle
mohl zajistit musi byt schopen zabranit andélovi prekrocit uréitou primku. Figurka andéla je na
obrazcich zobrazena jako sachovy kral, protoze pohyb andéla o sile jedna se shoduje s pohybem

krale.

Z obrazku [I3] je snadno vidét, jak musi ddbel postupovat. Na tah andéla na policko a déabel

zareaguje obsazenim policka u apod.

Wy b

Obrazek 13: Trojity blok proti prekroceni piimky
Také plati, ze pokud dabel nechce pustit andéla za urcitou primku, musi zacit tvorit blokaddu

nejpozdéji ve chvili, kdy je andél vzdalen pét policek od této pfimky. Podle schématu na obrazku

[[4] pak dokéze dabel vzdy zabrénit andélovi prekro¢it pfimku.

v . u - '\‘.-"F v |w | - '\‘.-"F u U w

d’ | d | d
e e e
B[ bW | b VY| b
a a’ a
& Mg

Obrézek 14: Zacatek tvorby blokady
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Schéma je rozdéleno na dvé ¢asti podle prvniho tahu andéla. Vlevo je znazornéna reakce dabla
na tah andéla rovné. Vpravo pak jsou reakce dabla na pohyb andéla po diagonale. Vzdy k sobé
patri dvojice pismen a-u, b-v, ¢-w, d-x. Podle této dvojice mizeme vzdy urcit dablovu reakci na

andéliv tah. Schéma zahrnuje vSechny moznosti, které mohou nastat, kromé symetrickych pozic.

Kdyz uz vime, ze dabel je schopen zabranit andélovi prekrocit urcitou primku, mize kolem
andéla vytvorit pomyslny ¢tverec, za ktery se uz andél nedostane a postupné mu v ném omezo-
vat prostor. Kdyz se andél priblizi k nékteré z hranic ¢tverce, dabel muze zacit tvorit blokadu,
tak jak jsme si ji popsali na zac¢atku dikazu. Dabel musi kontrolovat vechny ¢tyfi rohy, aby
nikdy nebyl nucen tvorit blokddu na dvou mistech najednou. Podminkou je, aby rohy ¢tverce
byly dostatecné daleko od andélovy vychozi pozice, aby si dabel stihl pozici ptfipravit. Jinak by

se mohl andél priblizit prilis brzo a neustale postupovat podél jedné z hranic.

Svou pozici si je schopen dabel pripravit béhem prvnich 44 tahti, herni plan pak bude vy-

padat priblizné takto.

I3

Obrazek 15: Uzavreni andéla

Kdyz vime, ze dabel je schopen uzavrit andéla o sile jedna, pri zkouméni strategie pro andéla
o sile dva nas snadno muze napadnout zkouset utikat stdle jednim smeérem, abychom nedali
déblovi Sanci tvorit kolem nas podobnou bariéru. Bud andél muze zkouset neustiale zvysovat
naptiklad y-souradnici, nebo se muze neustile vzdalovat od pocatku. Bylo vsak dokazéno, ze

tato strategie andéla nemuze fungovat bez ohledu na to, jakou silu ma andeél [15].
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8.4 Diikaz, Zze andél nemiize vyhrat neustalym se vzdalovanim od pocatku

Predpokladejme, ze andél musi neustale zvétsovat svou y-soutradnici. Diky tomu se andél muze
pohybovat jen v oblasti tvaru kruhové vysece. Dablova strategie pak bude za¢it tvorit zed v ¢asti
této oblasti podle obrdzku [I6] Andél vSak muze ddblova policka preskakovat, takze ddblova zed
musi mit tloustku k, odpovidajici sile andéla, tak aby se andél za zed nemohl dostat a taky
débel musi zacit zed tvorit dostatecné daleko od andéla, aby stihl zed dokoncit, diiv nez se k ni

andeél priblizi.

Reknéme, ze déblova zed musi byt ve vzdalenosti h nad andélovou pocéatecéni pozici. Andél
se béhem h tahtl nedostane dale nez o vzdalenost hk do strany. Dablova zed tedy bude dlouh4,
maximalné 2hk + 1, takze zed tloustky k v této vzdalenosti se skladé piiblizné z 2hk? policek.
Débel bude svou zed tvorit po ¢astech. Béhem prvnich % tahti andél urazi polovinu vzdalenosti
od zdi. D4bel béhem té doby zablokuje piiblizné 4k3 policek, které budou rozlozeny po celé délce
zdi.

Jakmile andél urazi polovinu vzdalenosti, zmensi se prostor pod zdi, ve kterém se andél bude
pohybovat. Déabel tak mtize délku své zdi omezit jen na mista, kam se andél miaze dostat ze své
nové pozice a tato nova zed bude mit poloviéni délku oproti ptivodni zdi. Nez andél ze své nové
pozice znovu urazi polovinu vzdalenosti ke zdi, ddbel zase zablokuje dalsich p¥iblizné 4k policek,

jen nebudou rozlozeny po celé délce puvodni zdi, ale jen v omezené ¢éasti zdi podle sméru andéla.

Jde v podstaté o to, ze dabel stéle vic a vic zahustuje prostor, kterym se andél vyda a kdyz zvo-
lime h dostatecné vysoké, dabel miize cely proces opakovat porad dokola a nez andél dorazi ke

zdi, dabel stihne zablokovat vSechna potrebnd policka, tak aby zabranil dalsimu pohybu andéla.

Pi3

Obrazek 16: Prizptisobovani tvorby zdi podle pohybu andéla
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8.5 Diikaz, ze andél o sile dva vyhraje

[16] Resenti, které piedstavil Oddvar Kloster dokonce ukazuje, ze andél o sile dva muiize neustale
uhybat jen na nekonecéné velké poloroviné. Andélova vitéznd strategie je nésledujici. Budeme
rozliSovat dva typy policek - zakdzana a obsazena. Zakazana policka si vytvari sam andél, tak
aby si prizptisoboval sviij prostor, ve kterém se bude pohybovat. Obsazena policka jsou policka,

ktera obsadil dabel. Policko samoziejmé mize byt zakizané i obsazené zaroven.

1) Andél prohlasi ¢ast hractho pldnu za zakdzanou a nesmi tam vstoupit. Na zac¢atku hry fek-

néme, ze andél muze hrat jen na nekonec¢né polorovineé.

2) Béhem celé hry andél musi stat piimo vedle nékterého ze zakazanych policek. Proto ¢ést
hranice policka, na kterém zrovna stoji andél je soucasné soucasti hranice zakazané oblasti. Celé
hranici podél zakizané oblasti budeme fikat hrani¢ni cesta, protoze andél se muze pohybovat
jen podél oblasti zakdzanych poli¢ek. Dokonce si andél zvoli jen jeden smér podél hranic¢ni cesty,

po které pijde a nikdy se nebude vracet na policko, na kterém uz jednou byl.

3) Pokazdé, kdy dabel provede tah, andél zvazuje, zda zméni cestu a prohlasi za zakizané i
dalsi policka. Pokud je mozné prohlésit dalsi policka za zakazané, tak aby byly splnény nasle-

dujici podminky, musi tuto moznost andél vyuzit.

a) Mezi zadnymi dvéma zakdzanymi policky nesmi byt mezera.

b) Cesta za andélem musi zistat nezménéna. Andél si cestu muze prizpisobovat jen ve sméru,
kterym se vydal - podél zakazanych policek.

c¢) Délka hrani¢ni cesty se nesmi zvétsit o vice nez dvé jednotky za kazdé nové zakizané policko.

(Za jednotku zde povazujeme jednu z hran kolem policka)

Abychom dokézali, Ze tato strategie funguje, musime ukézat, ze andél nikdy nevstoupi na obsa-
zené policko mimo zakazanou oblast. Vzhledem k tomu, ze andél musi vzdy stat vedle zakazané
oblasti, musime kazdé obsazené policko sousedici se zakazanou oblasti prohlasit za zakazané.
Tim si zajistime, ze andél nikdy nevstoupi na zakazané policko mimo zakdzanou oblast. Déle
musime ukéazat, ze andél nikdy nevstoupi na zakazané policko uvnitt oblasti. Toto také plati,

protoze andél nikdy nevstoupi na zadné z policek ze zakazané oblasti.

Aby andél byl donucen vstoupit na zakédzané policko, musel by se ocitnout v oblasti uvnitf
zakazanych policek. Muzeme si predstavit, ze dabel bude tvorit zed ve sméru hodinovych ruci-
cek kolem andéla, dokud nenarazi na dalsi ¢ast zakazaného prostoru za andélem. To vsak nemuze
byt provedeno. Aby bylo mozné vytvorit takovou zed, dabel musi kvili andélovy podminky 3

obsadit urcity pocet policek v blizkosti oblasti, ve které chce andéla uzaviit. Vzhledem k ome-
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zené rychlosti, s jakou dabel miiZze obsazovat Ctverce, miizeme se vratit v case do chvile, kdy se
andeél bude chystat vstoupit dovnitt této oblasti a zjistime, ze uz nyni existuje hodné obsazenych

policek, které andél prohlasi za zakazané a misto aby vstoupil do pasti, muze ji obejit.

Obrazek ukazuje, ze snaha dabla vytvorit zed kolem zluté figurky andéla se nikdy nepo-
vede. Pfedstavme si, Ze se dabel bude snazit vytvorit zed z policek oznacenych modie. Cervens
policka jsou zakdzana a tmavé cCervena policka jsou obsazena a zakdzand zaroven. Je jasné, ze
andél bude mit moznost prohlésit dalsi policka za zakazand, upravit si cestu a past obejit drive,

nez bude dokoncena.

Obrazek 17: Snaha o vytvoreni zdi kolem andéla

Dals{ obrazek [1§] jesté rozsituje zakdzanou oblast, ale stejné dabel nikdy nemize stihnout andéla
uzavrit, protoze na to nema dostatek taht a andél vzdy stihne pokracovanim podél cesty dablovi

uniknout.

Obrézek 18: Rozsiteni zakdzanych policek

Princip dikazu si muzeme vyzkouSet v ramci hry a sami uvidime, ze at udélame cokoliv, nikdy

andéla o sile 2 neuzavieme. http://home.broadpark.no/~ oddvark/angel /demo.html.
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9 Chomp

9.1 Charakteristika hry

P1i popisu hry Chomp jsem Cerpal ze stranky The game of chomp [31].

Pravidla

Hraci plochu zde predstavuje dvourozmérné pole, které tradicné reprezentuje tabulku c¢okolady.
Levy horni roh predstavuje otravenou ¢ast cokolady. Hru hraji dva hraci, kteri se stridaji v tazich
a hrac, ktery odebere otravenou c¢ast, prohral. Tahem hrace se rozumi odebrani libovolného

policka cokolady a vsech policek, které jsou od néj napravo nebo dole, nebo napravo a dole.

Zarazeni hry

Hra Chomp je zase prikladem silné pozi¢ni hry s koneénym poctem tahia. D4 se fict, ze pokud
hraci budou hrat racionédlné, prohraje hrac, ktery bude donucen provést posledni tah. Prestoze
hra mé jednoduchd pravidla, vitézna strategie je znama jen pro hraci plany specifického tvaru,

coz déla hru zajimavou.

9.2 Strategie

Vitéznou strategii zde musi mit prvni hra¢. D4 se to snadno dokazat pomoci argumentu o kradeni
strategii. Argumentace probiha trochu jinym zptusobem, nez jak jsme si ji uvadéli na zacatku
prace. Predpokladali jsme podminku, ze zadny tah nemutze prvnimu hraci uskodit, coz u hry
Chomp neplati. Aby mél prvni hra¢ zajisténou vitéznou strategii musi pouzit jiny trik. Pokud
by mél vitéznou strategii druhy hrac¢, prvni hra¢ by jednoduse mohl odebrat jen policko, které je
uplné vpravo dole. Toto policko je odebrano i pti jakémkoliv jiném dvodnim tahu, proto mohou

nastat jen dvé moznosti.

1) Odebrani tohoto poli¢ka je piimo soucasti vitézné strategie. To vsak pro druhého hrace neni
mozné, protoze pro néj tento tah nikdy nebude dostupny, takze druhy hrac¢ by v tomto pripadé

ani nemohl mit vitéznou strategii.

2) Soucasti vitézné strategie druhého hrace je jakykoliv jiny tah, ale to zase neni mozné, protoze

jej mohl provést i prvni hrac.
Dtikaz je vSak nekonstruktivni, ¥kd nam, ze prvni hra¢ ma vitéznou strategii, ale nedava nam

zadné informace, jak vitézstvi dosdhnout. Chomp je ukazkou hry, kterd ma hodné jednoduché

pravidla, ale slozité nalezeni vitézné strategie.
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Hra je vyfeSena jen pro nékteré trividlni pripady hracich ploch, kde je také snadné ukazat
vitéznou strategii. Napriklad pro jakékoliv ¢tvercové hraci plochy prvni hra¢ snadno vyhraje,
pokud v prvnim tahu odebere policko, které na diagonile sousedi s otravenym polickem a dale
bude pokracovat symetricky podle tahu druhého hrace. Také pro hraci plochu o velikosti 2z N,

kde N je prirozené cislo vétsi, nez jedna, je pro prvniho hrace snadné vyhrat.

Situaci, kdy je v prvni fadé o jedno policko vice nez ve druhé, budeme fikat pozice P a situ-

aci, kdy je na hracim planu pouze otravené policko nazvéme pozici Q). Déle plati nasledujici véty.
1) @ je specidlnim pripadem pozice P.

)
2) Hrag, ktery je zrovna na tahu v pozici ), musi odebrat otravené policko a prohraje.
3) Do pozice P je mozné dostat se z jakékoliv pozice, kromé pozice P.

)

4) Pozici P je mozné vytvorit v prvnim tahu.

7 toho vyplyva, ze pokud prvni hra¢ svym tahem vzdy vytvori pozici P, nemiize se mu stat,
ze by jej do této pozice vystavil druhy hrac¢. Ve hie mame konecny pocet policek a v kazdém
tahu alespon jedno policko odebereme. Proto je jasné, ze pokud bude prvni hra¢ v kazdém tahu
vytvaret pozici P, nakonec se nékdy musime dostat do pozice (), ve které navic na tahu bude
druhy hrac, ktery prohraje. Jedinou moznost druhého hréce, jak tomu zabranit je snist otravené
policko drive, nez nastane pozice @), ale to také znamend porazku druhého hrace. Prvni hrac¢

tedy mutze vzdy vyhrat.

Strategie pro vétsi hraci plany

Nalézt vitézné strategie pro dalsi velikosti hracich plana je problém, protoze pozice, do kterych
se dostavame, jsou vétsinou dost odlisné a je obtizné v nich najit urcity vzor. Pravé odlisnost
pozic, do kterych se snazime dostat, déld hru komplikovanou, a proto se zatim nepodatilo nalézt
vitézné strategie pro vétsi hraci plany ani pomoci pocitacovych analyzy. Jsme vSak schopni
rozeznavat vitézné a prohravajici pozice. Pravé analyza téchto pozic je k dispozici v prezentaci,

ktera je dostupnd ke stazeni pod odkazem [17].
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10 Conway Soldiers

10.1 Charakteristika hry

Pravidla

Hraci plan tvori nekonec¢né velkd mrizka, na které lezi vodorovna primka. Na polich v poloroviné
pod primkou jsou rozmistény herni kameny. Kameny se mohou pohybovat preskakovanim jinych
kamenti do ¢tyf stran, ne vSak diagonalné. Preskoceny kamen je odebran ze hry. Cilem hry je
dostat se alespon s jednim kamenem co nejvyse nad primku s vyuzitim co nejmensiho poétu

kament. Hra konci ve chvili, kdy nemame zadnou moznost provést tah.

Zarazeni hry

Z uvedenych her se jedné o jedinou hru, kterou hraje jen jeden hrac¢. Jedna se spise o takovou
matematickou hadanku, takze nemuzeme hru zatadit podle kritérii uvedenych na zacatku préce.
Hru jsem zaradil do své prace, protoze hra ma prekvapivé reseni, pti jehoz dokazovani se pouziva

zajimava matematika.
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10.2 Strategie

Cerpéno z [21] a [22]. Zde se nezabyvame hledanim vitézné nebo neprohravajici strategie hrace.
Hlavnim problémem bylo zjistit, do jaké nejvyssi fady se muzeme s kamenem dostat a kolik

kamenu potfebujeme, abychom se dostali do urcité rady.

Pro dosazeni prvni fady nad primkou nam stac¢i dva kameny umistény pod sebou v prvni radé
pod rozdélujici primkou. Do druhé rady nad primkou se také dostaneme snadno. Pro dosazeni

druhé fady nédm stac¢i ctyti kameny umistény napriklad takto.

NI = o T . B =S 6 R N R
]
Q

Obrazek 19: Umisténi kament potiebné pro dosazeni druhé fady

Nésledné cervené oznaceného policka dosdhneme tfemi tahy.
db —d3, f4 —d4,d4 — d2

Ani dosazeni treti fady neni nijak obtizné. Potfebujeme na to alespon 8 kamenu. Jejich umisténi

je vidét na obrazku Postupné musime provést 7 tahi.

6 — ed, f6 — £4,d6 — d4, b5 — d5,d5 — d3, f4 — d4, d4 — d2

A B C D E F G H
1
2
3
4
5 o o o o
] o -]
7

Obrazek 20: Umisténi kament potfebné pro dosazeni treti rady
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A B C D E F G H
1
2
3
4
5
6 o] o] o] o]
7 o] o]
8 o] o] o]
2, 0 o]
10

Obrazek 21: Umisténi kamend potiebné pro dosazeni ¢tvrté rady

Posloupnost taht, které musime provést je nasledujici.

F7 — f5,97 — g5,hT — h5,d6 — f6, f6 — f4,h5 — f5, 5 — f3,e8 — €6,b6 — d6,d6 — f6, f9 —
F7,f7 — £5,b8 — d8,d9 — d7,cT — €T, h8 — f8, f8 — f6, f6 — f4, f4 — f2

voevs

pivym zjisténim. Paté rady neni mozné dosdhnout, bez ohledu na to, kolik kameni méame k

dispozici [18].
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10.3 Drikaz, ze paté rady nelze dosahnout

Necht a1, as, ..., a, je posloupnost redlnych cisel.
Nekonecna fada Y oo a, je definovana jako Y o2 ; a, = lim,_yoo(ar + a2 + ... + ay)

Pokud limita existuje, fada konverguje, jinak rada diverguje.

Zvolme ¢ = Y5=1 pak ¢? 4 ¢ = 5H1=2V5 4 V61 _ 625 | 2425 _

Oznac¢me policko v paté radé nad primkou jako S. VSechna ostatni policka jsou vzdalena od
policka S o urcitou vzdalenost. Tuto vzdalenost mizeme definovat jako nejmensi pocet policek,

které musime projit, abychom se z daného policka dostali na policko S.

0
F.] | 2
3|2 3
d |3 4
5|4 5

-
=3
L
o

I

Obrazek 22: Znazornéni vzdalenosti nékterych policek od policka S

Oznac¢me potencidl kazdého z policek jako ¢*, kde i je vzdalenost tohoto policka od policka S.
Potencidl poéateéniho usporddéni kamenii bude hodnota >-3°n(i)¢, kde n(i) je pocet policek

ve vzdalenosti i od policka S.

Pokud provedeme tah kamenem, kdy preskoc¢ime jiny kéamen, celkovy potencidl se nezméni.
Je to z toho dtvodu, Ze pri tahu kamenem ve vzdalenosti m preskocime a odstranime jiny
kamen ve vzdalenosti m — 1 a dostaneme se na policko do vzdélenosti m — 2. Pokud rovnost
¢? + ¢ = 1 roznasobime ¢islem ¢™ 2 dostaneme ¢™ + ¢~ = ¢™ 2. Tato rovnost vyjadiuje, Ze

presunuti kamene z policka ¢ pies policko ¢! na politko ¢ 2 zachovi potencial.
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Zajimé nas, jaka je nejvyssi hodnota potencidlu pri poc¢atecnim usporddani kament. Nejvyssi

potencial dostaneme, pokud na kazdém policku v dolni poloroviné bude kamen.

Prostfedni sloupec bude mit potencidl ¢° + ¢ + ¢” + ¢8 + ... . Kdyz zvolime z takové, aby
platilo —1 < x < 1, pak podle vzorce pro soucet nekonecné geometrické fady dostaneme

1+x2+m3+...:%

—

7 toho plyne, ze prostiedi sloupec mé potencial

Frd =6 Qtotd+.)=¢ = 5=

Sloupec vedle prostfedniho ma potencial
PO+ =0 () =g’ =

A celkovy potencidl bude

¢3+2¢4+2¢5+2¢6+...:¢3+2¢4-(1+¢+¢2+...)=¢3+2¢4'1i¢=
4
=¢3+2¢i:¢3+2¢2=(¢3+¢>2)+¢>2=¢+¢2=1

Hodnota celkového potencidlu je stejna jako potencidl cilového policka S, protoze ¢° = 1.

7 toho plyne, Ze nejvyssi mozny potencidl je 1 a dosdhneme jej pouze v tom pripadé, kdyz na
vsech polich v dolni poloroviné budou kameny. Pokud vsak mame konecny pocet kament, zna-
mena to, ze jsme nevyuzili vsechna policka a proto celkovy potencial kamenti za hranici musi

byt mensi nez 1.

Zaver: S koneénym poctem kameni je celkovy potencidl mensi nez 1 a proto nejsme schopni
dosdhnout policka S v paté fadé nad hrani¢ni primkou. Dosazeni patého policka by bylo mozné
pouze s nekoneénym poctem kamentd. S nekoneénym poctem kamenti mizeme dokonce dosah-

nout i policek ve vyssich fadach.
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11 Piskvorky

11.1 Charakteristika hry
Pravidla

Piskvorky jsou hra pro dva hrace, kde hraci stiidavé umistuji odlisné symboly (typicky kiizky a
kolecka) na volnd policka na Sachovnici. Vitézem hry se stane hra¢, kterému se podafi umistit

dany pocet svych symbola do jedné rady vodorovné, svisle nebo diagonalné.

Piskvorky maji vice riiznych variant. V klasické varianté se snazime umistit 5 symboli vedle
sebe. Dalsi variantou, ktera je ¢asto rozebirdna je hra zvana tic-tac-toe, kde je cilem hry umis-
tit jen 3 symboly vedle sebe a hraje se na Sachovnici 3x3. Budu se taky vénovat 3D varianté

tic-tac-toe a popisu, jak je to se strategiemi pro nékteré velikost hracich plani.

Zarazeni hry

Silna pozi¢ni hra dvou hraci s tplnou informaci a bez vlivu ndhody.

11.2 Strategie

Kvili argumentu o kradeni strategii nemtize existovat vitéznd strategie pro druhého hrace.

Pokud by existovala vitézna strategie pro druhého hrace, mohl by prvni hra¢ zahrat prvni
tah na libovolné misto a dale pokracovat podle strategie druhého hrace. Tomuto tahu budeme
fikat zahozeny tah. MizZeme jakoby predstirat, ze prvni hrac¢ zadny tah neudélal a tim ze sebe
udélal druhého hrice. Problém nastane jediné tehdy, pokud by prvni hra¢ béhem své hry musel
v urc¢itou chvili zahrat tah na misto, kde uz udélal zahozeny tah. Tento problém prvni hrac
vytesi tak, ze ve chvili, kdy ma udélat tah na uz obsazené misto zahozenym tahem, provede tah

na jiné misto, které je pro hru zbytecné a dale pokracuje podle své strategie.

Aby strategie mohla fungovat, musi platit, Ze pokud prvni hrice provede zahozeny tah, ne-
muze mu to nijak uskodit. Je jasné, ze takhle podminka plati, protoze policko ve hie navic bude
pro prvniho hriace bud neutrdlni, nebo mu pomuze. Nemiize se stat, ze by néjak pomohlo dru-

hému hradi.
Existuje tedy neprohravajici pro zacinajicitho hrace. Mluvime zde o neprohravajici strategii,

ne o vitézné, protoze v nékterych variantach hry mize nastat remiza, a jak si pozdéji ukazeme,

druhy hrac si ji nékdy dovede vynutit.
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11.3 Piskvorky 3x3

Dalsi variantou, ktera je casto rozebirdna je hra zvana tic-tac-toe, kde je cilem hry umistit jen 3
symboly vedle sebe a hraje se na Sachovnici 3x3. D4 se ukazat, ze i druhy hra¢ ma neprohravajici

strategii [22].

Oznac¢me prvniho hrace jako X a druhého hréace jako O. Pokud oba hraci hraji dobfe, hra
vzdy skonc¢i remizou. Za predpokladu, ze nebudeme uvazovat symetrie ma hra 138 odlisnych
kone¢nych hernich pozic. V 91 z nich je vitézem hrac¢ X, ve 44 pozicich hra¢ O a jen 3 pozice

jsou remizové.

Ocislujme hraci plan nasledujicim zplsobem.

Obrazek 23: Ocislovani hraciho planu
Hra¢ X mé tii moznosti, jak provést prvni tah. Muze hrat doprostied (policko 5), do rohu

(1,3,7,9), nebo na kraj (2,4,6,8). Postupné si uvedeme, jak musi hra¢ O postupovat, aby doséhl

remizy pro vSechny mozné zacatky hrace X.
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11.3.1 Obrana proti zac¢atku na kraji

Pravdépodobné nejslabsim tahem hrace X je zacit na kraji na jednom z policek 2, 4, 6, nebo 8.
U perfektné hrajicich soupefi samoziejmé nema smysl bavit se o nejslabsim nebo nejsilnéjsim
pocateénim tahu, protoze hra stejné vzdycky skonéi remizou. Ale celkové proti zacatku na kraji
je pro hrace O nejjednodussi se branit a taky polickem na kraji prochdzi jen dvé trojice zajistujici

vitézstvi. Proto jsem tento tah oznacil jako nejslabsi.

Napriklad po tahu na policko 2 se druhy hra¢ muze snadno branit tahem doprostred. Ostatni
policka na kraji nebudeme fesit, protoze pozice bude vzdycky symetricka. Pro dikaz, ze si hrac
O dokéze vynutit remizu nam bude stacit popsat vSechny moznosti obrany proti tahu hréace
X na jedno z krajnich policek. Policka obsazena hracem X budeme oznacovat zelené a policka

obsazena hracem O budou oznaceny cervené. Bila policka jsou dosud neobsazena.

1 2
d 5
7 B

Obrazek 24: Zacatek obrany hrace O proti pocateénimu tahu na kraj

Prvni hra¢ pak miize reagovat Ctyimi zpusoby a dale druhy hra¢ pokracuje podle schématu
na obrazku 25 a nikdy nemize prohrat. Ostatni pozice jsou symetrické. Schéma neni dotazeno
uplné do konce, ale z poslednich pozic na obrazku je uz jasné, ze druhy hrac¢ muze zajistit remizu.
Tahy hrace X jsou vzdy vynucené, kdy musi blokovat druhého hrace. Ve treti vétvi jsou dokonce
vynuceny i tahy hrace O. Celkové druhému hraci staci zapamatovat si dohromady jen sedm taht
(prvni tah doprostied a pak vzdy po dvou tazich ve vétvich 1,2 a 4) a nikdy neprohraje. Navic
po tazich X2 — 05 — X8 — O1 — X9 — O7 se druhy hra¢ O dokonce dostane do pozice, ktera

pozdéji povede k vitézstvi hrice O.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 ] 4 4 5 & > 4 5 [3 > 4 5 6
7 8 g 7 8 El 7 g 9 7 ] E
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 [ > 4 5 6 = 4 5 6 3 4 5 6
7 8 § 7 8 El 7 8 9 & ]

2 3 2 3 2 3 1 2 3
4 5 ] > 4 5 6 > 4 5 [ > 4 5 6
7 8 § 7 8 El 7 8 E] 7 ] E]
1 2 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6 > 4 5 6 > 4 = & = 4 -] ]
7 8 9 7 3 9 7 i 9 7 i E]

Obréazek 25: Schéma obrany hrace O proti po¢ateénimu tahu na kraj
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11.3.2 Obrana proti zac¢atku v rohu

O néco lepsi moznosti pro prvniho hrace je zac¢it v rohu, ale druhy hrac stale mize, a dokonce

musi, odpovédét tahem doprostied.

Obrazek 26: Zacatek obrany hrace O proti po¢atecnimu tahu do rohu

Neprohravajici strategie druhého hrace je znazornéna na obrazku Jakykoliv jind odpoved
druhého hrace mize vést k jeho porézce nejpozdéji v sedmém tahu za predpokladu, Ze prvni

hrac¢ dovede nabizené vyhody vyuzit.

Kdyz nebudeme uvazovat symetrické pozice, znovu nam staci ¢tyri vétve, pomoci kterych jsme
schopni popsat vsechny moznosti, které mohou nastat. VSechny tahy hrace X jsou opét vynu-
cené, takze hra¢ O nemusi fesit dalsi vétveni hernich pozic a staci mu pamatovat si své vlastni
tahy.

Obréazek 27: Schéma obrany hrace O proti pocatetnimu tahu do rohu
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11.3.3 Obrana proti zac¢atku uprostred

Z pohledu prvniho hrace X povazuji zacatek uprostred hractho planu za nejlepsi moznost, pro-
toze stiedové policko mu jako jediné dava ¢tyfi moznosti vytvoreni vitézné trojice (dvé diagonély,
druhy hrac¢ si nedovede prubéh celé hry vynutit a prvni hra¢ méa v nékterych svych tazich na

vybér z vice moznosti a dochazi k dalsimu vétveni schématu obrany hrace O.

Druhy hrac¢ nejprve musi vzdy reagovat tahem do rohu, protoze pokud zahraje na kraj, prvni
hra¢ muze vzdy vyhrét. Po tazich X5 — 02— X7 — O3(vynuceny) — X1 druhy hra¢ neni schopen

zabranit své porazce, jak muzeme vidét na obrazku

1 2 3
3 6
7 8 9

Obréazek 28: Nevyhnutelnd porazka hrace O po Spatném zacatku

Hrac¢ O tedy musi na prvni tah vzdy reagovat tahem do rohu.

1 2 3
5 6
7 9

Obrazek 29: Zacatek obrany hrace O proti pocateénimu tahu doprostied

Znovu nebudeme uvazovat symetrické pozice a také ndm znovu vzniknou étyfi moznosti pro
prvniho hrace, jak provést dalsi tah. Na obrazku [30] jsou popsany tii z téchto moznosti. Zde si
druhy hra¢ dokaze vynutit prubéh celé hry jen ve druhé vétvi. V prvni a tieti vétvi si muze prvni
hrac¢ ve svém c¢tvrtém tahu vybrat svij dalsi tah. Druhy hrac¢ pak v dalsim tahu musi obsadit

jedno ze zluté oznacenych policek, a znovu dojde k remize.

-
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Obrazek 30: Tii vétve obrany hrace O proti pocateénimu tahu doprostied
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dalsich pét moznosti, jak tdhnout, z nichz zadné dvé moznosti nejsou symetrické. Dojde k dal-

stmu vétveni, na které musi byt druh hra¢ schopen tc¢inné reagovat.

=

Obréazek 31: Zacatek posledni vétve obrany hrace O proti poc¢ateénimu tahu doprostied

Po tazich X5 — 01 — X2 — 08 — X3 — O7 dokonce hra¢ X dale nedovede zabranit své porazce,
jak vidime na obrazku takze hra¢ X by mél v dalsim tahu pokracovat obsazenim jednoho z
policek 4,6,7,9.

Obrazek 32: Porazka hrace X

Déle je obrana hrac¢e O zndzornéna na obrazku [33]Vyznam zlutych policek zde funguje stejné

jako na predchozim obrizku

1 2 3 1 2 3
5 6 - 4 5 3

7 8 9 7 8 9

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
5 6 > 4 5 6 > 4 5 6 > 4 5 6

7 3 9 7 8 9 7 3 9 7 3 9

1 2 3 1 2 3
5 6 > 4 5 3

7 8 9 7 8 9

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
5 6 > 4 5 6 > 4 5 6 > 4 5 6

7 3 9 7 8 9 7 3 9 7 3 9

Obréazek 33: Obrana hrace O ve zbyvajicich moznostech priabéhu hry

Timto jsme popsali vSsechny moznosti, které mohou nastat. A jak vidime, druhy hrac si skutec¢né

muze vzdy vynutit remizu a ma tedy stejné jako prvni hrac¢ neprohravajici strategii.
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11.4 Trojrozmérné Tic-Tac-Toe

Pravidla jsou stejné jako pro klasické Tic-Tac-Toe. Vitézstvi pak lze dosahnout ¢tyifmi zptisoby.
Dva z nich jsou uz znamy z dvojrozmérnych piskvorek a dalsi dvé moznosti jsou prostorova rada
tT1 symbolu a prostorova diagondla tii symboli. VSechny ¢tyti typoveé odlisSné moznosti vitézstvi

jsou zndzornény na obrazku

Obrazek 34: Moznosti vitézstvi v Tic-Tac-Toe 3x3x3

Ve varianté 3x3x3 nemiize dojit k remize, coz znamend, ze ma vitéznou strategii prvni hrac¢ kvali

argumentu o kradeni strategii. Strategie je nasledujici [23].
Dohromady v této varianté existuje 49 moznosti, jak vytvorit trojici zajistujici vitézstvi.

9 pozic vodorovné zleva doprava

9 pozic vodorovné zepfedu dozadu

9 pozic svisle shora doli

6 pozic v thloptickach jednotlivych vodorovnych vrstev

6 pozic v thloprickach jednotlivych svislych vrstev zepredu dozadu
6 pozic v thloptickach jednotlivych svislych vrstev zleva doprava

4 pozic v télesovych thloprickach krychle
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Nasledujici obrazek znazornuje, kolik vitéznych trojic prochézi jednotlivymi policky. Obdélniky

3x3 chapeme jako patra krychle, které jsou pii hie polozeny nad sebou.

45
13| 5 4
45

Obréazek 35: Pocet vitéznych trojic prochazejicich jednotlivymi policky 3x3x3

Najit vitéznou strategii prvniho hrace zde nebude obtizné, protoze sttedovym polickem prochézi
13 vitéznych trojic, takze po jeho obsazeni bude snadné dosdhnout vitézstvi. Pti jakékoliv obrané

druhého hrace je prvni hrac¢ schopen vyhrat nejpozdéji ve svém ¢tvrtém tahu.
Vyhravajici strategie prvniho hrace:

Oznac¢me rohova pole pismenem R, pole uprostied stény krychle jako S a pole uprostied hran
krychle jako H.

1) Jako prvni obsadit stfed krychle.

2 a) Po tahu druhého hrace na pole R, nebo pole H obsadit pole S co nejblize pole obsazeného
druhym hracem

2 b) Po tahu druhého hrace na pole S obsadit jiné pole S, tak aby obé pole S nelezely na proti-
lehlych sténach krychle

3) Po vynuceném obranném tahu druhého hrace vytvorit vidlicku obsazenim pole H, které sou-
sedi s predtim obsazenym polem S.

4) Po jakémkoliv dalsim tahu druhého hrace vytvorit trojici, které nemohl druhy hrac¢ zabranit.

Spravedlivéjsi je krychle o rozmérech 4x4x4, protoze neméa stfedové pole a hra je vice vyrov-
nand, protoze moznost prvniho tahu neprinasi tak velkou vyhodu jako u hractho planu 3x3x3.

Cilem hry je zde vytvoreni fady ¢tyt symboli. Na krychli 4x4x4 mtize dojit i k remize.

Nakonec i na krychli 4x4x4 bylo v roce 1977 dokézano, Ze prvni hra¢ ma vitéznou strategii, ale
dikaz byl uz hodné komplikovany [20]. Dikaz provedl matematik Oren Patashik, ktery vitéznou
strategii popsal jako dlouhou posloupnost tahti, kterda druhého hrace neustale nuti svymi tahy
blokovat vitézstvi prvniho hrace, az se hra dostane do situace, kdy uz to neni mozné a druhy
hra¢ tomu nemohl nijak zabranit. Reseni dohromady tvoif popis 2929 strategickych tahii, které

zahrnuji vSechny moznosti, jak se druhy hra¢ mutze branit.

99



SO O )/
i vtvieyieys
SO O S
S X SO O/
vt vievievi
S OSSO S <S
/> /< SO /

Obrazek 36: Ukdazka remizové pozice

Strategie pro vyssi rozméry jsou stale otevienym problémem. Neni zndmo, zda méa prvni hrac
vitéznou strategii pro NeNxN, kde N > 4 a ani pro hraci plany vyssich dimenzi nebylo zatim

nic dokézano.

11.5 Klasicka varianta

Bylo dokéazano, ze na hracim poli 15x15 a na vétsich kone¢nych plochach ma prvni hrac¢ vitéznou
strategii, protoZe druhy hra¢ nemuze na tomto prostoru vynutit remizu. [19] Na mensich hracich

plochéach si druhy hra¢ remizu mutze vynutit, protoze prvni hrac¢ je omezen malym prostorem.
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12 Bridge-it

12.1 Pravidla

Méame herni plan jako na obrazku Plan obsahuje n fad po n + 1 éernych vrcholech an + 1
fad po n bilych vrcholech. Dva hraci stridavé spojuji vzdy dva vrcholy své barvy hranou barvy.
Hrany mohou byt vedeny pouze svisle nebo vodorovné. Cilem hry prvniho (Gerného) hréce je
spojit alespon jednou cestou levy herni kraj herniho planu s pravym krajem. Podobné bily hrac
se snazi spojit cestou horni okraj hractho planu se spodnim okrajem. Hrany se nesmi kiizit, a
proto kazdy most jednoho hrace zamezi jednomu tahu druhého hrace. Navic, protoze kazda cesta
spojujici dva protilehlé okraje rozdéli hraci plan na dvé ¢asti, mtze pri libovolném rozlozeni hran

vyhrat jen nejvyse jeden hrac.

Obrazek 37: Hraci plan hry Bridge-it

12.2 Strategie

Je znamo, ze prvni hra¢ ma vitéznou strategii. Znovu muzeme pouzit argument o kradeni stra-
tegii. Pokud by druhy hrac¢ mél vitéznou strategii, prvni hra¢ muze zahrat libovolny tah, ktery
nebude nic Tesit a poté pokracovat podle strategie druhého hrace. Ve chvili, kdy podle strategie
bude muset v prubéhu hry zahrat tah, ktery udélal na zacatku, jednoduse udéld jiny libovolny

tah. Vitézna strategie prvniho hrice se da popsat dvéma zpusoby.
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12.3 Popis vitézné strategie pres parovani

[24] Prvni ze zpusobu je zndzornén na obrézku Prvni hranu musi zacinajici hrd¢ s cernou
barvou vést, tak jak je zndzornéno na obrazku. Jestlize bily vede hranu prochazejici koncovym
bodem nékteré z tisecek nebo oblouku oznac¢enych na tomto obrazku ¢arkované, ¢erny musi vést
hranu, tak aby prochazela druhym koncovym bodem. Tato hrana je vzdy urcena jednoznacné.
Pokud uz takova hrana existuje, muze Cerny vést libovolnou hranu. Vede-li bily hranu, ktera
zadnym koncovym bodem tsecky neprochazi, mize ¢erny zase vést libovolnou hranu. Tato stra-

tegie ¢erného vzdy dovede k vitézstvi.
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Obrazek 38: Obrazek znazornujici vitéznou strategii prvniho hrace

Pro¢ tato strategie funguje si mizeme ukazat na trivialnim prikladu na zjednoduseném hracim

planu. Predstavme si, Zze hrajeme hru Bridge-it jen s omezenym poc¢tem vrcholu.
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Obrazek 39: Zjednodusené schéma hry bridge-it

Prvni tah cerného hrace je stale stejny. Aby bily odvratil porazku v dalsim tahu, potiebuje
c¢ernému hraci zablokovat moznost doplnit zbyvajici hranu v levém sloupci s ¢ernymi vrcholy.
Bily tedy povede hranu ze svého levého horniho vrcholu do prostredniho vrcholu v horni radeé.
Cerny ve svém druhém tahu zareaguje podle vyse uvedeného popisu a tim vystavi bilého hrace
do nefesitelné situace. VSimnéme si, ze svym tahem zaroven zamezi bilému hraci propojit le-
vou a pravou stranu. Cerny pak ve svém tfetim tahu bude mit dvé moznosti, jak vyhrat a
bily nemiize zablokovat obé najednou. A v tom je celj smysl strategie. Cerny bud spoji viechny

vrcholy v jednom sloupci, a nebo se mu podafi dosdhnout vitézné pozice spojenim obou sloupcu.
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Jakkoliv velky hraci plan pak mtzeme vzdycky rozlozit na nékolik zjednodusenych hracich plant
stejnych jako jsme si ukdzali na obrazku [39] Tyto trividlni pfipady na sebe mohou postupné na-
vazovat. Celé schéma se posune bud nahoru, a nebo doprava podle toho jakou moznost zvoli bily
hra¢. Cerny pak mize postupovat analogicky a své vrcholy postupné spojovat, dokud nepropoji

obé potrebné strany.

12.4 Popis vitézné strategie pres kostry grafu

[25] Druhy zptsob vitézné strategie lze popsat pres kostry grafu. Nejprve mizeme levé i pravé
vrcholy spojit do jednoho, protoze pro dosazeni vitézstvi nezalezi na tom, které vrcholy z levého
a pravého sloupce spojime. Prvni hrac si nasledné predstavi nad svym hracim planem dvé hra-
noveé disjunktni kostry. Vrcholy odpovidaji vrcholim hraciho planu a hrany predstavuji vSechny

mozné tahy.
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Obrazek 40: Dvé hranové disjunktni kostry grafu

Kdyz obé kostry spojime dostaneme nasledujici graf. Hrana primo spojujici levy a pravy vrchol

je fiktivni a zajistuje souvislost grafu.
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Obréazek 41: Spojeni obou koster
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Pokud jsme nalezli dvé hranové disjunktni kostry grafu, znamena to, ze prvni hra¢ muze spo-
jit obé své strany dvéma riznymi zpusoby. Druhy hrac¢ kazdym svym tahem vlastné zablokuje
jednu z hran. Pokud druhy hrac¢ zablokuje jednu z hran, stile bude existovat jina hrana, kterou
muze prvni hra¢ pouzit a obnovit souvislost prvni kostry a tuto hranu uz druhy hra¢ nebude
moct zablokovat. Jinak Feceno na kazdy tah druhého hréce (tj. preruseni jedné z jeho koster)
reaguje prvni hrac¢ tak, ze vyznaci hranu druhé kostry, kterd spojuje dvé casti jeho vybrané
kostry. Vyznacend hrana se pfida do obou koster. Timto zpiisobem ziistavaji obé kostry grafu
stale souvislé i po libovolném dalsim pripustném tahu druhého hrace, ktery timto nemuze spojit
své protilehlé strany cestou, nebot by musel porusit souvislost grafu G. Prvni hrac¢ tedy muze

vzdy vyhréat.

64



13 Hra na cetniky a zlodéje

13.1 Pravidla

Hra probiha na néjakém konecném neorientovaném grafu, kde se 1ze pres hrany z kazdého vrcholu
dostat na libovolny jiny vrchol. Jednim z hract je vzdy zlodéj, ktery mé jednu figurku, nebo
kéamen dalsi hrac¢ je Cetnik, ktery vSsak muze mit i vice kamenii. Na zacatku hry si ¢etnici zvoli
pocatecni vrcholy a poté si pocatecni vrchol vybere i zlodéj s ohledem na vrcholy cetnikil. Ve
hie se vSichni hraci stfidaji v tazich a tah vzdy probiha tak, Ze se hrac¢ premisti na sousedni
vrchol, nebo zlistane stat na misté. Hru zacinaji ¢etnici. Pokud se cetnik a zlodéj ocitnout na
stejném vrcholu, Cetnici vitézi. Zlodéj se stane vitézem, pokud dovede unikat do nekonec¢na. Hra
mé hodné variant podle toho, na jakém grafu se hraje a taky mtzeme zavést, ze se hrac¢i mohou

pohybovat i vétsi rychlosti, napriklad béhem jednoho tahu se premistime o dva vrcholy.

13.2 Strategie a cop-number

P1i teseni strategii zjistujeme, za jakych podminek vyhravaji Cetnici a kdy zase zlodéj. Hlavni
otdzkou obvykle je, kolik ¢etnikt je minimalné potieba, aby bylo zajisténo jejich vitézstvi. Mi-
nimalni pocet ¢etniki potfebnych pro chyceni zlodéje se oznacuje jako cop-number, které na
grafu G znac¢ime jako cn(G). Hra ma mnoho ruznych variant, kterymi se lze zabyvat. Muzeme
ménit rychlost ¢etnikt i zlodéje, upravovat strukturu grafu, ménit pocet cetnikti, nebo uvazovat

nerovinné grafy.

[32] Za¢néme nejprve s nejjednodussim piipadem, kdy je ve hie jen jeden Cetnik. Jednim z
prikladt situace, kdy méa cetnik vitéznou strategii je na obrazku Cetnik si jako vychozi vr-

chol vybere vrchol e a poté muze vzdy chytit zlodéje ve svém prvnim tahu.

Obrazek 42: Ukazka grafu, kde ma cetnik vitéznou strategii
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Obrazek [43| zase ukazuje trividlni pripad grafu, kdy ma vitéznou strategii zlodé;j.

Obrazek 43: Ukazka grafu, kde mé zlodéj vitéznou strategii

Jeden cetnik vSak obvykle nebude stacit na chyceni zlodéje. Grafy, na kterych bude mit jen
jeden cetnik vitéznou strategii musi byt specidlniho tvaru, kde ¢etnikti potiebuje mit moznost
zahnat zlodéje nékam do rohu. Mezi takové grafy budou patriit napiiklad vSechny cesty konecné
délky, vSechny stromy konecné velikosti, nebo cykly, kde je uvniti cyklu vrchol, ze kterého vedou
hrany do vsech ostatnich vrcholi cyklu. Zlodéj bude zase mit vitéznou strategii napriklad na

vsech rovinnych grafech, kde se nachédzi oblast s hranici délky alespon ¢tyfi.

vvvvvvvvvvv

se pri hre ma smysl zabyvat, je zjistovani cop-number podle typu grafu. Hrou na cetniky a zlo-
déje se zabyval Tomas Gavenciak, ktery publikoval nékolik praci, zabyvajici se timto tématem.
Jejich prehled je na strance http://gavento.ucw.cz/research.html. Pravé v jeho doktorské praci
[33] se objevuje prehled typt grafi (obrazek [44), kde pro tifdu grafu C, ¢islo max_cn(C) vyja-

dfuje maximalni ¢n(G) na souvislém grafu G ze tridy C.
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Obrazek 44: Prehled typu grafu s maximéalnim cn(G)
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max-cn = 1
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14 Dalsi typy her

V préaci jsem se vénoval hlavné kombinatorickym hram, ale s teorii graf souvisi i dalsi typy her.

14.1 Spojovaci hry

Spojovaci hry jsou specidlnim piipadem her, kde je cilem hry obvykle vytvorit urcity typ spojeni
mezi svymi kameny. MiiZze se jednat o vytvoreni cesty mezi dvéma cili, vytvoreni smycky, nebo
propojeni vSech svych kament. V kapitole 5 je uvedena hra hex, ktera je typickou ukazkou
spojovaci hry. Mezi dalsi takové hry patii napiiklad hry Dots and boxes[27], Havannah[30], nebo
TwixT[29].

14.2 Patrolovaci hry

Patrolovaci hry jsou hry dvou hraci, kde jeden z nich je obréance a druhy ttocénik. Cilem obrance
je strezit vrcholy tim, Ze je navstévuje, cilem ttocnika je zatutocit na vybrany vrchol, aniz by byl
obrancem objeven. U téchto her se vSak uz za¢ina vyskytovat role ndhody a mé smysl mluvit o

Nashové rovnovaze. Patrolovaci hry jsou podrobnéji zpracovany v jiné bakalafskych praci. [26]

14.3 Hra Nim

V zakladni varianté této hry mame n rtznych hromadek a v kazdé z nich je umistén konecny
pocet sirek. Dva hraci se stridaji v tazich a tah vzdy probiha tak, ze hra¢ odebere z jedné z
hroméadek alespon jednu sirku. Hraé, ktery odstrani posledni sirku prohrava. Hra existuje i v
jinych podobéach s upravenymi pravidly, napriklad mizeme hrac¢im béhem svého tahu povolit
odebrat alespon jednu sirku z vice nez jedné z hromadek. Nebo taky mizeme hrat misere variantu

hry, kde cilem hry je naopak odstranit posledni sirku. Podrobnéji v [2§].
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15 Oteviené Problémy

Na zavér si uvedeme také shrnuti nékterych otevienych problémii, které na hry mohou navazovat.
Oteviené problémy souvisi s tabulkou ¢.2, kde za oteviené problémy mizeme povazovat hledani
strategii, které dosud nebyly objeveny. V tabulce je sice ¢asto uvedeno, zZe hra je kompletné
vyresena. Tyka se to vsak jen konkrétni varianty hry a obvykle existuji dalsi rozsiteni hry, kde

zatim nejsou kompletni informace o strategiich a je prostor objevovat nové informace.

Strategie pro velké hraci plany

Prvni myslenkou, ktera se nabizi je zabyvat analyzou her s hracimi plany velkych rozméri, pro

které dosud nebyla objevena strategie.

Napiiklad u Sproutt ziistavé problémem nalezeni vitéznych strategif az pro vysoky pocet po¢a-
te¢nich vrcholi. Podle [6] u klasickych Sproutti nezndme strategie pro vétsi pocet vrcholii nez
44 s vyjimkou 46,47 a 53 pocatecnich vrcholech, kde uz strategie byla nalezena. Pro misere va-
riantu nezname vitézné strategie od 21 pocatecnich vrcholt. Pii dalsich analyzach hry by vsak
misto hledani dalsich strategii mohla byt vétsi snaha potvrdit hypotézu [5], kterd fikd, kdo ma

vitéznou strategii pro libovolny pocet poc¢atecnich vrcholi, ale nebyla zatim potvrzena.

Pro dalsi hry budeme mit podobny problém, protoze obvykle nezname strategie pro vyssi hraci
plany. V Hexu vime, ze prvni hra¢ zde ma vitéznou strategii, ale pro rozméry vétsi, nez 10x10
nevime, jak ji najit. Podobny problém mame i v Hexapawnu, kde taky nezname strategie pro
vétsi hraci plany. U Hexapawnu vSak zrovna neocekdvam, ze budou v blizké dobé ptibyvat nové

vysledky. Ocekaval bych, ze pokud se nékdo bude zabyvat podobnym typem hry, bude fesit

vvvvvv

Strategie pro prostorové varianty hry

Také obvykle nejsou dostatecné prozkoumany prostorové varianty hry. Samoziejmé ne u vsech
her je mozné hrat i v prostoru. U her, kde ma smysl uvazovat trojrozmérné hraci plany lze
ocekdavat dalsi analyzy. Na druhou stranu trojrozmérné varianty her byvaji casto prilis slozité
jak pro analyzu, tak pro nase mysleni a nikdy se neujmou tak dobre, jako pivodni hry. U
piskvorek uz existuje trojrozmérna varianta, ale dosud se nepodarilo nalézt vitéznou strategii
ani pro hraci plan 5x5x5. Navic je tézko predstavitelné, ze by se lidé této hie aktivné vénovali,

protoze bude prilis slozité.
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Vyvoj algoritmii

Myslim si, ze vyvoj algoritmi ma nejvétsi potencidl a navic ma i praktické vyuziti. O rozvoj
vypocetni techniky je velky zajem, a pravé vyvoj algoritmii mize rychle vést k nalezeni zjed-
nodusenych hernich strategii. Navic souboje mezi umélou inteligenci a lidmi jsou brany jako
prestizni a atraktivni, coz bylo nejvice vidét u Sachového souboje mezi Kasparovem a softwarem
Deep Blue. Objevuje se stéale vice her, kde jsou jedni z nejlepsich hra¢a porazeni pocitacem.
Znamym piikladem z neddvné minulosti je vitézstvi pocitace nad ¢lovékem ve hie Go. Poznatky
ze souboji mezi ¢lovékem a pocitacem v riznych hrach mohou byt dale pouzity pro vyvoj uméle
inteligence, kterd nasledné muze byt pouzita v tovarnach, dopravé, zdravotnictvi, ekonomice a
dalsich oblastech.
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16 Zavér

Na zavér uvedeme shrnuti her, kde budou prehledné vidét informace o dosud znamych strategi-

ich, otevrené problémy a odkazy, pod kterymi je mozné si hru vyzkouset.

U her, které jsme si predstavili, se setkdvame s odlisnymi informacemi o fesenich hry. Napiiklad
hru s ndzvem Podvodni sprouti [kapitola 4] nemd smysl hrat, protoze je predem dané, ktery z
hrac¢a vyhraje. Neni to uplné obvykly pripad, ale miizeme na tomto prikladu hry demonstrovat,
Zze mohou existovat hry s pfedem danym vysledkem, bez ohledu na to, jakym zptsobem hraji

oba hraci.

Daéle se mtuzeme setkat s variantami her, které jsou prilis jednoduché, a proto nema moc velky
smysl je hrat, protoze za predpokladu, ze hrac¢i hraji rozumné, hra skon¢i vzdy stejnym vysled-
kem. V takovych pfipadech jsou obvykle zajimavéjsi jiné varianty téchto her s vétsim hracim
pldnem, nebo rozsifenim pravidel. Ukézkou takové hry je Hexapawn [kapitola 7]. V jedné z pred-
chozich kapitol jsme si ukézali, ze pro hraci plan o velikosti 3x3 maji neprohravajici strategii oba
hraci a nalezeni strategii je trivialni. I bez znalosti strategie bychom zde méli byt schopni hru
vzdy dotdhnout k remize. Hra je vsak zajimavéjsi pro vétsi hraci plany a taky na hru navazuji

dalsi typové podobné hry.

Jinym prikladem jednodussi hry je Tic-tac-toe [kapitola 11]. U Tic-tac-toe taky maji neprohréva-
jici strategii oba hrac¢i a nalezeni strategii nebylo nijak obtizné, ale pokud hru hrajeme poprvé a
nemame zadné informace o strategiich, mize byt pro nas z pozice druhého hrace obtizné vynutit
si remizu. Myslim si, ze pokud hra¢, ktery nema zadné informace o strategiich, bude opako-
vané hrat proti nejvyssi trovni pocitace na strance http://ostermiller.org/calc/tictactoe.html,
prohraje béhem prvnich 20 her alespon jednou. A pokud ne, hra pro néj nebude jednoducha,

protoze bude muset neustdle premyslet o svych tazich. Se znalosti neprohravajici strategie uz

vvvvvv

Je jasné, ze informace, kdo ma vitéznou nebo neprohravajici strategii, je dulezitd pro dalsi
analyzu hry, ale neni tak dulezitd pro hrace samotné. Diky argumentu o kradeni strategii sice

u vétsiny her vime, zZe existuje vitézna strategie pro prvniho hrace, ale jen u nékterych her jsme
schopni vitéznou strategii popsat. Casto je vitézna strategie znama jen pro malé hraci plany a
jeji nalezeni pro vétsi hraci plany predstavuje problém. Nejvyraznéji je to vidét u hry Chomp,
kde vime, ze prvni hra¢ mé vitéznou strategii, ale mame hodné malo informaci, jak vitézstvi
her strategie mize byt tak slozita, ze neni v lidskych silach si ji zapamatovat. Pokud nemame
k dispozici jednoduchy algoritmus, podle kterého mutzeme hrat, nalezeni vitézné nebo nepro-

hravajici strategie vibec nemusi mit vliv na zajimavost hry, coz je vidét napiiklad u Hexu a
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Simu [kapitoly 5 a 6]. Naopak ve hie Bridge-it byl v rdmci vitézné strategie popsan jednoduchy

algoritmus, ktery prvniho hrace vzdy dovede k vitézstvi [kapitola 12].

Tabulka ¢.1 zndzornuje prehled informaci o existenci strategii. Sloupcem s oznacenim remiza
mame na mysli, zda hra mize skoncit remizou. Zkratky VS a NS znamenaji vitézna strategie
a neprohravajici strategie. Pokud plati, Ze oba hrac¢i maji neprohravajici strategii, znamena to,
ze pokud oba hraji bezchybné, hra vzdy skonéi remizou. Jak mizeme vidét v tabulce, obvykle
je ve vyhodé prvni hra¢ a casto diky argumentu o kradeni strategii muzeme fict, ze prvni hrac
ma neprohravajici strategii. Ve hrach, kde nemtize nastat remiza, z toho automaticky plyne, ze
existuje vitézna strategie pro prvniho hrace. Sim a nékteré varianty Sprouti jsou jediné hry, kde

ma vitéznou strategii druhy hrac.

Muzeme vidét, ze u kazdé z vybranych her mame informace o existencich strategii. Tabulka
¢.1 vsak vyjadiuje, zda vyhravajici nebo neprohravajici strategie existuje, neznamena to, ze
strategii zndme. V tabulce ¢.2 uz je ve sloupci feseni hry je popsano, za jakych podminek vi-
téznou nebo neprohravajici zname. Pokud je v tabulce uvedeno, Ze hra je kompletné vyresena,

znamena to, ze zndme vitéznou nebo neprohravajici strategii pro vSechny varianty této hry.

Ddlezitym poznatkem je, ze témér u kazdé hry je stale prostor objevovat nové informace a
pokud je hra dostatecné zajimava, strategie jsou stale predmétem diskuzi a analyz. Vzhledem

k tomu, zZe jsme pomoci poc¢itact dnes schopni tspésné analyzovat i hry s netplnou informaci,
dé se ocekavat, ze budou s rozvojem vypocetni techniky v nejblizsi dobé pribyvat nové dukazy a
informace o strategiich. U her, kde je strategie uz kompletné popsana se mohou objevovat dalsi
varianty této hry (naptiklad se hra rozsiti do vice dimenzi) a dochézi k tipravé pravidel a vyvoji
algoritmti. U her, kde uz byla nalezena vitézna, nebo neprohravajici strategie mizeme zkouset
hledat algoritmy, pomoci kterych budeme schopni popsat strategii zptisobem, ktery bude mozné
si pamatovat a pouzit béhem samotné hry, prestoze dnes nevime, zda takovy algoritmus vibec

existuje.

Jednim z cild této prehledové prace bylo vytvorit zdklad, na ktery by mohly navizat dalsi
prace. Proto jsou v praci zahrnuty také kapitoly 13 a 14, kde se vénujeme hrédm, které nejsou
rozebrany podrobné. Tyto kapitoly jsou spise takovym tvodem, jehoz ucelem je seznamit se s
dalsimi hrami a odkézat se na jiné prace. Pfedevsim hra na cetniky a zlodéje je Siroké téma,
kde je hodné zpiisobti, jak se mtizeme hrou zabyvat. Vzhledem k rozsahlosti hry vsak v ramci
tématu nasi prace nebyl prostor vénovat se hie podrobnéji, ale je to jedna z her, na kterou je
mozné dobfe navazat. Celkové prace nabizi prehled mnoha zdroji, kde jsou k dispozici rozsitené
informace k vybranym hram a je mozné z nich cerpat v dalsich pracich, které se mohou vénovat

konkrétné jedné hre, nebo Sirsimu tématu.
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Nakonec si jesté uvedeme odkazy na hry, kde je mozné si danou hru prfimo vyzkouset. Vét-
sinu her je mozné hrat na pocitaci proti lidem, nebo proti softwaru. Jen u hry na cetniky a
zlodéje a Conway’s Soldiers se mi nepodarilo najit odkaz na hru a u andélova problému jsem
nasel pouze omezenou variantu hry, kde si mizeme vyzkouset pouze platnost jednoho z dikazu.
U ostatnich her je bud mozné hrat hru pfimo online v prohlizec¢i, nebo stahnout aplikaci. V
tabulce ¢.3 jsou odkazy, kde jsou vybrané hry dostupné a muze si kdokoliv sém vyzkouset, jak

funguji popsané strategie a jak obtizné je hrat proti riznym trovnim pocitace.
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Hra Hraci | Remiza Existence strategii
Sprouti 2 Ne VS razné podle pocateéniho poctu vrcholu
Hex 2 Ne VS prvni hrac
Sim 2 Ne VS druhy hrac
Hexapawn 2 Ano NS oba hraci
Andélav problém 2 Ne Pro k > 1 VS andél, Pro k = 1 VS débel
Chomp 2 Ne VS prvni hréac¢
Conway Soldiers 1 Ne Lze dosdhnout maximélné ctvrté rady
Piskvorky 2 Ano NS vzdy prvni hra¢, VS podle velikosti hraciho planu
Tic-tac-toe 3x3 2 Ano NS oba hraci
Trojrozmérné piskvorky 2 Ano Pro 3x3x3 a 4x4x4 VS prvni hrac, jinak NS prvni hrac
Bridge-It 2 Ne VS prvni hrac¢
Hra na cetniky a zlodéje 2 Ne Rtzné podle parametri hry
Tabulka 1: Piehled existence strategii
Hra Reseni hry
Sprouti Znamo jen pro néktery pocet vrcholy,maximalné pro 53
Sprouti - misére Znamo jen pro pocet pocatecnich vrcholii mensich nez 21
Podvodni Sprouti Hra je kompletné vyresena
Hex - bez moznosti vyménit tah Zmamo jen do rozmeéru hraciho planu nejvyse 10x10
Hex - s moznosti vyménit tah Znamo jen do rozmérid hractho planu nejvyse 9x9
Sim Hra je kompletné vyresena
Hexapawn Hra je kompletné vyresena
Andéliav problém Hra je kompletné vyresena
Chomp Znamo jen pro specialni typy hraciho planu
Conway Soldiers Hra je kompletné vyteSena
Piskvorky Hra je kompletné vyresena

Tic-tac-toe 3x3
Trojrozmérné piskvorky
Bridge-It
Hra na cetniky a zlodéje

Hra je kompletné vyresena
Znamo jen pro hraci plany 3x3x3 a 4x4x4
Hra je kompletné vyresena
Znamo jen pro nékteré grafy

Tabulka 2: Piehled feseni hry

Hra Odkaz
Sprouti http://http://www.reisz.de/3graph en.htm
Hex http://www.lutanho.net /play/hex.html
Sim https://share.catrob.at/pocketcode/program /1478
Hexapawn http://www.zillionsofgames.com
Andéliav problém http://home.broadpark.no/~ oddvark/angel /demo.html
Chomp https://cariboutests.com/games/chomp.php?lang=en
Piskvorky http://www.duelovky.cz/piskvorky
Tic-tac-toe 3x3 http://ostermiller.org/calc/tictactoe.html
Trojrozmérné piskvorky http://multihry.cz/logicke/3d-piskvorky
Bridge-It https://scratch.mit.edu/projects/1252486/

Tabulka 3: Odkazy na hry
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