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Abstrakt

V této praci se zabyvam vrcholovym barvenim grafii a predevsim algoritmy k nalezeni vrcho-
lového barveni. Vrcholovym dobrym m - barvenim grafu rozumime takové pfifazeni m barev
vrcholim, ze sousedni vrcholy jsou obarveny rizné. O vrcholovém m - barveni grafu je znamo,
ze je to NP - kompletni problém, pro m > 3. Tedy zatim zadny algoritmus nedokaze tento
problém vyftesit obecné v polynomidlnim case (predpokladame, ze P # NP). V préci ukazuji
heuristicky algoritmus vyuzivajici hladové barveni i s jeho optimalizovanou verzi a uvadim pri-
klad deterministického algoritmu. Algoritmy porovniavam a na jednoduchych piikladech ukazuji

jejich princip a funkénost.

Klicova slova: neorientovany graf, tiidy grafu, implementace grafu, slozitost, barveni grafu,

vrcholové barveni grafu, chromatické ¢islo, heuristicky algoritmus, deterministicky algoritmus

Abstract

In this bachelor thesis I am dealing with vertex colorings of simple graphs with focus on vertex
coloring algorithms. A proper vertex m - coloring of a graph is an assignment of m colors to
the vertices so that, no two adjacent vertices share a color. The problem of the proper vertex
m - coloring of a graph is well known to be an NP - complete problem for m > 3. So far,
no algorithm can solve this problem generaly in polynomial time (we assume that P # NP).
I present a heuristic algorithm based on the greedy coloring and it’s optimized version, then
example of deterministic algorithm is examined. I compare these algorithms and on simple

examples show their principles and functionality.

Key Words: non-oriented graph, graph classes, graph implementation, complexity, graph col-

oring, vertex coloring, chromatic number, heuristic algorithm, deterministic algorithm
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1 Uvod

Hlavni problém, kterym se budeme v této praci zabyvat je vrcholové barveni grafu. Dulezité je
zminit, ze v praci budeme pracovat pouze s neorientovanymi grafy bez nasobnych hran a smycek.

U vrcholového barveni grafi se zabyvame pritazenim barev vrcholim grafu tak, aby vrcholy,
jenz jsou spojeny hranou, nesdilely stejnou barvu. Pritom se, ale snazime graf vrcholové obarvit
za pomoci co nejmensiho po¢tu barev. Tento nejmensi pocet barev vyjadiuje chromatické ¢islo.

Grafy se déli do nékolika zdkladnich tiid, které si predstavime v prvni kapitole s nazvem
Zakladni pojmy teorie grafi. Tyto tiidy maji charakteristické znaky, strukturu, diky kterym
je muzeme jednoduse urcit a na zakladé této tiidy uréime i hodnotu chromatického c¢isla, viz.
kapitola 5 - Barveni grafu.

Je zndmo, ze urceni chromatického ¢isla grafi je NP - tézka tloha. Stéle se hledaji metody
jak se pro libovolny graf chromatickému ¢islu co nejvice priblizit, idealné ziskat primo hodnotu
chromatického ¢isla. K tomu se vyuzivaji rizné druhy algoritmu. Zde, ale nariazime na dalsi
problém, algoritmy mohou byt pfesné, ale maji vysokou slozitost (v redlném case se nedockdme
vysledku) nebo pouzijeme méné presné algoritmy a vysledek budeme mit v fadu hodin. To
ovsem neni vSe, i kdyz je algoritmus rychlejsi, tak se ¢asto potykame s realiza¢nimi problémy.
Tim je mysleno, ze algoritmy maji na zakladé implementace do pocitace, pozadavky na vypocetni
prostor, vice o implementaci do pocitace v kapitole 3.

Ve 4. kapitole s nazvem Slozitost se vysvétluji pojmy se slozitosti spjaté, jako napriklad
Casové slozitost. Casova slozitost souvisi se slozitosti algoritmil a to tak, ze vyjadiuje pocet
operaci, které algoritmus provede pro vstup o uréité velikosti.

Vzhledem k tomu, ze barveni grafu je NP - tézka tloha a k-barveni grafu je NP - kompletni,
tak se pro velké grafy vyuzivaji prevazné algoritmy heuristické. V této praci se vénujeme zdklad-
nim heuristickym algoritmim vyuzivajicim hladové barveni. Tyto algoritmy najdou obarveni
grafu pomoci k barev, ale nezarucuji, ze k bude rovno chromatickému ¢islu grafu. Algoritmus
1 pracuje s ndhodnym vybérem poradi vrcholi, pricemz zajisti, ze graf bude vzdy dobie vrcho-
lové obarven a pocet barev nepresdhne urcenou horni mez pro hladové barveni. Pocéet pouzitych
barev vsak silné zavisi na zvoleném poradi vrcholi. Proto jsme dale uvedli heuristicky algorit-
mus, ktery opét vyuziva hladové barveni, ale s jednou podstatnou zménou. Zména spociva v
optimalizovaném pofadi vybéru vrcholi. Algoritmus 2 je sice slozitéjsi, zato ve vétSiné pripadu
dosahuje znatelné presnéjsich vysledkia. Oba algoritmy jsme aplikovali na jednoduché priklady,
kde ukazujeme princip a funkénost. Dale v Kapitole 6 uvadime piiklad deterministického (presny)
algoritmu, coz znamena, ze vzdy ze stejného vstupu vytvori stejné vysledky. Tento algoritmus je
uveden v [8]. Chybi vSak dikaz funkénosti algoritmu pro k = x(G). Autor dokazuje funkénosti
obecné pro k < A(G) + 1, proto vybizi k hledani grafu, pro ktery by jeho algoritmus nenasel
vrcholové barveni za pomoci k barev, pro k rovno chromatickému ¢islu daného grafu.

V posledni ¢asti prace uvadime nékteré praktické problémy, které se daji resit pomoci vrcho-

lového barveni grafi.
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2 Zakladni pojmy teorie grafi

V soucasnosti se teorie grafii vyuziva pri feseni mnoha praktickych tloh. Jeji vyhodou je snadné
(intuitivni) predstava hlavnich pojmia a objekt, pomoci kterych modelujeme redlné situace.
Obvykle pfi feseni redlného problému, mnozina objektt odpovida vrcholim grafu a vztahy mezi
nimi jsou modelovany hranami. Vyhodou je pomérné snadna implementace objektt a postupt

teorie grafii v pocitadi.

V této kapitole vytvorime stru¢ny prehled pojmi, se kterymi budeme v textu déle pracovat.

2.1 Jednoduchy graf

Pojem grafu byl zaveden Leonhardem Eulerem roku 1736. Jde o model, ktery reprezentuje

objekty (vrcholy) a vztahy (hrany) mezi nimi.

Definice 1 Jednoduchy graf G je uspordadand dvojice (V, E), kde V je neprdazdnd mnoZina vr-
cholii a E je néjakd mnozina dvouprvkovych podmnozin mnoZiny V. Prokim mnoZiny E tikame

hrany.

Obrézek 1: Jednoduchy graf G.

Na Obrdazku 1 je priklad jednoduchého grafu, ktery neobsahuje smycky a nadsobné hrany. Graf
miize predstavovat mapa, na které vrcholy predstavuji mésta a hrany silnice, pficemz kazdé z

téchto silnic pfimo spojuje dvé mésta.

Budeme pracovat s jednoduchymi koneénymi grafy. V takovém piipadé mé graf |[V(G)| =n
vrcholu a |E(G)| = e hran, kde n, e € Ny. Vrcholy v a v, u, v € V(G), jsou koncové vrcholy hrany
e = {u,v}, e € E(G). Hrany ozna¢ujeme obvykle pismeny z prvni poloviny abecedy (e, f,h,...)
a vrcholy pismeny z konce abecedy (u,v,...,z). M&-li hrana e koncové vrcholy u,v, tak misto
zépisu e = {u,v} pouzivime kratsi zapis e = uv, nebo jen hrana wv. Je-li vrchol v koncovym
vrcholem hrany e, mizeme psit v € e a fikdme, ze vrchol v je incidentni s hranou e. Napriklad
v grafu G na Obrdzku 1 je vrchol u incidentni s hranou b.

Dva ruzné vrcholy u,v v grafu jsou sousedni (zavislé), jestlize v grafu existuje hrana uv. V
opacném pripadé se vrcholy nazyvaji nesousedni (nezavislé). Napriklad v grafu G na Obrdzku 1

je vrchol w sousedni s vrcholem u, vrcholy v a w jsou nesousedni.
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Definice 2 Mnozina nezdvislych vrcholi v grafu G je takovd mnoZina, ve které jsou kazdé dva

vrcholy nezdvislé.

Napriklad v grafu H na Obrdzku 2 - vrcholy u a x jsou sousedni vrcholy vrcholu v. Hrany

a, b, d jsou zavislé. Vrcholy v, w tvori mnozinu nezavislych vrcholi.

Obrazek 2: Jednoduchy graf H.

Podobné rikame, ze dvé hrany jsou nezavislé, jestlize nemaji zadny spolecny koncovy vrchol.
Mnozina nezavislych hran pak obsahuje hrany, z nichz zadné dvé hrany nejsou zavislé. Pokud
jakékoliv dvé hrany maji spoleény koncovy vrchol, fikdme, Ze jsou zavislé (sousedni). Naptiklad
v grafu H na Obrdzku 2 jsou hrany c a b nezavislé, hrany a, b a d jsou hrany zavislé.

Stupen vrcholu v (znacime deg(v)) uréuje pocet hran incidentnich s vrcholem. Nejvétsi stupen
vrcholu v grafu G se zna¢i A(G), nejmensi stuperni vrcholu se zna¢i 6(G). Pro graf H z Obrdzku 2
je A(H) =3 a d(H) = 1. Pro vrchol v € V(H) plati deg(v) = 2.

Podgraf grafu

V ramci grafu mtzeme zkoumat rtzné podstruktury. Nejjednodussi obecnou podstrukturou je
podgraf grafu. Podgraf grafu G ziskame tak, ze odebereme nékterou podmnozinu vrcholi, hran

z grafu G.

Definice 3 Mé&jme ddn graf G = (V, E). Rekneme, e graf H = (V', E') je podgrafem grafu G,
jestlize V! CV a soucasné E' C E.

Pfi odebrani vrcholu je nutné odebrat zdroven i vSechny hrany jdouci z (do) tohoto vr-
cholu. Pokud odebereme vrchol (vrcholy) a pouze hrany s nim (s nimi) incidentni, dostaneme

indukovany podgraf.
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2.2 Tridy grafa

Mezi jednoduchymi grafy rozlisujeme nékteré specidlni typy (struktury), které se ¢asto opakuji

a maji své ustalené znaceni a nazvy. Jsou to tiidy grafii, mezi které patii napriklad:

Cesta P,
Terminem cesta se oznacuje graf P, = (V, E), kde V(P,) = {vo,v1,...,v,}, pro mnozinu hran
plati E(P,) = {viva, vovs, ..., vp—10,}. Je to tedy takovd posloupnost vrcholi a hran, ze v grafu

existuje hrana z daného vrcholu do jeho nislednika. Zadné dva vrcholy (ani hrany) se piitom

neopakuji.

Obrazek 3: Cesta P4 jako podgraf.

Kompletni (tiplny) graf K,
Kompletni graf K,, = (V, E) je takovy graf, kde V(K,) = n a E(K,) obsahuje vSechny mo7né
hrany. Tj. E(K,) = (3).

Cyklus C),

Cyklus je graf C,, = (V, E) s vrcholovou mnozinou V(Cy,) = {v1,v2,...,v,}, pro n alespoi 3 a

mnozinou hran E(C,,) = {vive, vavs, ..., Un_1Vpn, Un1 }.

Bipartitni graf K,, ,
Graf K, ,, = (V,E), jehoz vrcholovd mnozina je sjednocenim dvou neprazdnych disjunktnich
mnozin U, W, V(Ky,n) = UUW a mnozina hran je E(Kp,,) = {uw : v € UAw € W}, se
nazyva kompletni bipartitni graf (biklika) s partitami U a W. Kompletni bipartitni graf zna¢ime
K, kdy m = |U|, n = |W].

Bipartitni graf je zobecnénim kompletniho bipartitniho grafu. V bipartitnim grafu nemusi

byt vSechny hrany mezi partitami U a W, ale jen nékteré: £ C {uw : u € U,w € W}.

Diskrétni graf D,,

Graf G = (V, E) je diskrétni, pokud F = {). Diskrétni graf o n vrcholech je obvykle oznac¢ovin

symbolem D,,.
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k-regularni graf

Je to takovy graf G, jehoz vSechny vrcholy maji stejny stupen. 3k € Ny takové, ze Vv € V(Q)
plati deg(v) = k.

2.3 Dalsi pojmy

Pri barveni grafu potfebujeme dalsi pojmy, které pozdéji vyuzijeme.

Klikové éislo
Klikové ¢islo grafu je prirozené ¢islo udavajici velikost nejvetsi kliky (iplného podgrafu) v daném

grafu.

Definice 4 Klikové cislo grafu G znacime ¢(G). Jednd se o pocet vrcholi nejvétsiho kompletniho

grafu (kliky), ktery je podgrafem G.

Napriklad klikové ¢islo iplného grafu K, je n, klikové ¢islo diskrétniho grafu je D(n) = 1.

Mnozina nezavislych vrchola S

Nezévisla mnozina vrchola v grafu je takovd mnozina jeho vrchold, Ze zadné dva z vrcholu této

mnoziny nejsou spojeny hranou.

Definice 5 Méjme graf G = (V, E) a mnozinu S C V(QG), kterd je nezdvislou mnozinou vrcholi,
pokud plati:
Ve,y € S: (z,y) ¢ E(G).

Kartézsky soucin grafia GUH

Déle si nadefinujeme operaci na grafech, ktera patii mezi souciny grafi. Je to operace, ktera ze

dvou grafi G; a G2 vytvori novy graf G.

Definice 6 Rekneme, Ze graf G je kartézskym soucinem grafi G1 a Ga, jestlize mnozina vrchold
je V(G) = V(G1) x V(G2). Jakékoliv dva vrcholy (u,u') a (v,v") jsou sousedni pravé tehdy kdyz,
vrchol u je roven vrcholu v a vrchol u' je sousedni s vrcholem v' v grafu Go nebo kdyz je vrchol

u’ roven vrcholu v' a vrcholy u,v jsou sousedni vrcholy v grafu Gi. Visledny graf G znacime
G10G,.
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Priklad 1
Méame-li zadany graf G1, viz. Obrdzek 4

V1
V2
V3

Obrazek 4: Graf G;.

a graf Go, viz. Obrdzek 5,

V4 V5 V6

O Q O

Obréazek 5: Graf Gs.

pak kartézsky soucin grafi G, a Go, G10G3, vypadd néasledovné.

Vi4 Vs Vi

Vog
M&R

V34

V36

Obrazek 6: Kartézsky soucin grafa G a Go.
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3 O implementaci grafti do pocditace

Abychom mohli zkoumat grafy na pocitaci a fesSit problémy s nimi spojené, je treba pocitaci
néjakym zpusobem graf zadat - implementovat. Nejtypictéjsi implementaci malych grafi do
pocitace je matice. V této ¢asti si ukdzeme, jak sestrojit zdkladni matice (sousednosti, incidentni)
pro neorientované grafy. Rovnéz zminime algoritmy na prohleddvani grafi. Budeme vychézet

predeviim ze skript [I] Petra Koviie a publikace [3] Jakuba Cerného.

Matice sousednosti A(G)

Matice sousednosti zachycuje, které vrcholy grafu spolu sousedi. Matice sousednosti A(G), kde
G = (V, E), je ¢tvercova matice o rozmeérech n x n, kdy n je pocet vrchola grafu G, |V(G)| = n.
To znamend, Ze pocet radka a pocet sloupct odpovida poctu vrcholu grafu . Pro matici
sousednosti tak plati A(G) = (a;;), kde prvek a; ; = 1 pravé tehdy, kdyz jsou vrcholy v; a v;

sousedni. V opacném piipadé a;; = 0. Tj.

_ le v el
ai’j{ 0 vv ¢ B
Matice A(G) je symetrickd a soucet prvki v i-tém radku (i-tém sloupci) je roven stupni
vrcholu v;.
Pokud husty graf zapiSeme pomoci matice sousednosti, tak ziskdme tspornéjsi vyuziti paméti.
Nez pii pouZiti incidentni matice. Matici sousednosti miize modifikovat tak, Ze si do a; ; ulozime

vzdélenosti vrcholu ¢ od vrcholu j, pak dostdvame matici vzddlenosti (metriku grafu G).

Implementace matice sousednosti do pocitace se provadi pres dvourozmérné pole, g[][].
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Vytvoreni matice sousednosti

1) Odcislujeme si vrcholy grafu G.
2) Rozmér matice zvolime rovem |V (G)|.

3) Zacneme vrcholem v na fadku 1, pokud dany vrchol sousedi s j-tym vrcholem, zapiseme
do j-tého sloupce 1, jinak 0. Posuneme se na dalsi fadek (vrchol) a proces opakujeme, dokud

matici sousednosti nenaplnime.

Priklad 2

Mame-li zadany graf G, viz. obr. 7,

V1 V2

Obrazek 7: Graf G.

pak matice sousednosti vypada nasledovné.

01010
10100
A(G) = | o1011
10101
00110
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Incidentni matice B(G)

Incidentni matice B(G), kde G = (V, E), je obdélnikova matice o rozmérech (nxm) s n = |V (G)]
radky a m = |E(G)| sloupci. Vrcholy oznacime vy,...,v, a hrany ej,...,e,. Pro incidentni
matici B(G) = b; j plati, ze prvek matice b; ; nabyva hodnoty 1, pokud je vrchol v; incidentni s

hranou e;, jinak b; ; = 0. Tj.
o lewv e €;
ZJ 0< v ¢ €;

Pro jednoduché grafy dostavame souctem ¢isel v j-tém sloupci vzdy 2 (jednoduse pak vidime,
které 2 vrcholy hrana spojuje) a souc¢tem ¢isel na i-tém radku dostavame stupen vrcholu v;.

Vzhledem k zapisu incidentni matice dostavame fidkou a rozsdhlou matici, coz zpusobuje
velké pamétové pozadavky pro velké (husté) grafy. Incidentni matici v pocitaci naimplementu-

jeme jako dvourozmérné pole, h[][].

Vytvoreni incidentni matice
1) Ocislujeme si vrcholy a hrany grafu G.

2) Rozmeér matice zvolime rovem |V (G)| x |E(G)].

3) Zacneme vrcholem v; na fadku 1. Pokud dany vrchol inciduje s j-tou hranou, zapiSeme
do j-tého sloupce 1, jinak 0. Posuneme se na dalsi fadek (vrchol) a proces opakujeme, dokud

incidentni matici nenaplnime.
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Priklad 3
Méame-li zadany graf H, viz obr. &,

Obrazek 8: Graf H.
pak incidentni matice vypada nésledovné.

10010100
11001000
B(H)= | 01100110
00111001
00000011

Vsimnéme si, Ze pfiddnim 2 hran oproti predeslému grafu G (obr. 7) dostévame daleko Fidsi

a vetsi matici. Pfi pouziti matice sousednosti bychom stale méli ¢tvercovou matici fadu 5. =

Prohledavaci algoritmy

Zakladnim stavebnim kamenem vétsiny grafovych algoritmt je néjaky zptsob prohledavani
grafu. Tim myslime postupné prochézeni grafu po hranich od urcitého pocateéniho vrcholu.
Moznych zplisobii prohledavani je vic, ukdzeme si zdkladni: prohledavani do Sirky a prohleda-

vani do hloubky.

V téchto podkapitolach vyuzijeme informaci ziskanych z [4] Knihy o algoritmech a datovijch
strukturdch Martina Marese a [5] Populdrné naucného portdlu CVUT, fakulty biomedicinského

inzenyrstvi.
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Prohledavani do sirky

Algoritmus prohledavéni do sitky (BF'S - breadth-first search) vyuzivd datovou strukturu nazy-
vanou fronta - prvek, ktery se zaradi jako prvni, bude jako prvni obslouzen. Hovorime o tzv.

FIFO principu z anglického first in-first out.

Algoritmus pracuje néasledujicim zpusobem:
1) Implementujeme graf G a vybereme libovolny vrchol v, zvolime jej za vychozi vrchol vg.
2) Vlozime vychozi vrchol do fronty @ (Queue).
3) Vyjmeme vrchol z fronty a prozkoumame ho.

a) Pokud jsme nalezli feseni, ukonc¢ime prohledévani a vratime vysledek.

b) Pokud feSeni neni nalezeno, zaradime do fronty nalezené sousedni vrcholy, které jsme

jesté neprozkoumali.

4) Je-li fronta prazdnd (vSechny vrcholy jsme prozkoumali), ukonéime prohleddvani a vratime

vysledek ,feseni nenalezeno“.

5) Neni-li fronta prazdna, vracime se zpét k bodu 3).

Proces bychom si mohli predstavit jako vodu, kterou ,nalijeme® do grafu a sledujeme, jak

se §ir{ vlna, coz je zndzornéno na Obrdzku.9.

Obréazek 9: Prochézeni grafu pomoci prohleddvdini do sirky.
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Prohledavani do hloubky

Algoritmus prohleddvani do hloubky (DFS - depth-first search) pracuje velice podobnym zpu-
sobem, jako algoritmus prohledavani do sitky, akorat zde postupujeme rekurzivné a vyuzivame
datovou strukturu zvanou zdsobnik - prvek, ktery vlozime jako prvni, bude obslouzen jako po-

sledni. Hovofime o tzv. LIFO principu z anglického last in-first out.

Algoritmus pracuje nésledujicim zpusobem:
1) Implementujeme graf G a vybereme libovolny vrchol v, zvolime jej za vychozi vrchol vy.
2) Vlozime vychozi vrchol do zasobniku S (Stack).
3) Vyjmeme vrchol ze zdsobniku a prozkoumame ho.

a) Pokud jsme nalezli feSeni, ukon¢ime prohledévani a vratime vysledek.

b) Pokud feseni neni nalezeno, zaradime do zasobniku nalezené sousedni vrcholy, které

jsme jesté neprozkoumali.

4) Je-li zdsobnik préazdny (vSechny vrcholy jsme prozkoumali), ukon¢ime prohledavani a vra-

time vysledek ,Teseni nenalezeno“.

5) Neni-li zdsobnik prazdny, vracime se zpét k bodu 3).

Obrazek 10: Prochazeni grafu pomoci prohleddvdini do hloubky.

Algoritmy se lisi pouze pouzitou datovou strukturou. Pri pouziti fronty - prvek, ktery vlozime
jako posledni, bude obslouzen jako posledni. Naopak pri pouziti zdsobniku - prvek ktery vlozime
jako posledni, bude obslouzen jako prvni. Na prvni pohled ,zanedbatelny“ rozdil, ale tento rozdil

zpusobuje, zZe algoritmy funguji jinak, i kdyz vypadaji stejné.
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4 Slozitost

Velka-O notace

Velka-O notace se v matematice vyuziva vice nez sto let. V IT je Siroce vyuzivana k analyze slozi-
tosti algoritmt a byla popularizovana Donaldem Knuthem, ktery mimo jiné predstavil velkou-©
notaci a velkou-Q2 notaci. Némecky matematik Paul Bachmann poprvé predstavil velkou-O no-
taci v roce 1892 v knize o teorii ¢isel [9]. Velka-O notace se ¢asto nazyva Landauova notace po

Némeckém matematikovi Edmundovi Landau, ktery pouzival tuto notaci ve své praci.

Definice 7 ([7]) Necht f(z) a g(x) jsou dvé funkce definované na podmnoziné redlnijch cisel.

Potom tvrdime, Ze

f(x) € O(g(x))

prave tehdy, kdyz
AC:C #0,3kVx > kANk>0:|f(z)| < Clg(x)|,

kde C a k jsou konstanty.

Poznamka: Zapsany vztah f(x) € O(g(x)) rikd, Ze funkce f(x) roste pomaleji, nez néjakiy

ndsobek g(x), pokud x roste neomezené.

Velka-0 a velka-{) notace

Velka-O notace se pouziva k popisu rustu funkei, ale ma své nevyhody. Napiiklad pokud mame
funkci f(x) € O(x?) vime, Ze nasobek 2 je horni mezi pro f(z), plati pro vétsi hodnoty .
Velkd-O notace ndm vsak neposkytuje zaddnou dolni mez pro f(z). K uréeni dolni meze lze
vyuzit velkou-Q2 notaci. V pripadé, Ze chceme jak horni, tak dolni mez, vyuzivime velkou-©
notaci. Obé tyto notace predstavil Donald Knuth v 70. letech 20. stoleti [10]. Duvodem pro¢
byly tyto notace predstaveny, bylo Spatné pouzivani velké-O notace pri urcovani dolni a horni

nebo jen dolni meze.

Definice 8 ([7]) Necht f(z) a g(x) jsou dvé funkce definované na podmnoziné redlnijch cisel.

Potom turdime, Ze

f(z) € Qg(x))

prave tehdy, kdyz
3C: C > 0,3kVe > kANk>0:|f(z)| > Clg(z)],

kde C a k jsou konstanty.

Poznamka: Muzeme si vsimnout vazby mezi velkou-O a velkou-Q notaci, f(x) € Q(g(z))
pouze tehdy, kdyz g(x) € O(f(x)).
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Zmalost stupné rustu funkce vyzaduje jak horni, tak dolni mez. To znamend, ze pro funkci
f(z) potfebujeme funkeci g(x) takovou, ze f(z) € O(g(x)) a f(z) € Q(g(z)). K tomu se vyuziva

velkd-© notace, kterd ndm poskytne jak horni, tak dolni mez dané funkce.

Definice 9 ([7]) Necht f(z) a g(z) jsou dvé funkce definované na podmnoziné redlnijch cisel.

Potom tvrdime, Ze
f(z) € O(y(x))

prave tehdy, kdyzZ
3C1,Cy > 0,3kVz > k= Chlg(x)| < |f(x)] < Calg(z)],

kde C1, Cs a k jsou konstanty.

Poznamka: Ezistence konstant C1, Cy a k rikd, Ze f(x) € Q(g(z)) A f(x) € O(g(x)).

Slozitost algoritmi

Abychom mohli porovnavat rizné algoritmy TesSici stejny problém, zavadi se pojem slozitost

algoritmu. Slozitost je jinak feceno narocnost algoritmu z pohledu ¢asu, ¢i paméti.

Casova slozitost - miize byt vyjadiena z hlediska po¢tu operaci, které musf algoritmus udélat

pro zadany vstup o urcité velikosti. Jako operace pro méreni slozitosti muzeme brat napiiklad:
néasobeni celych ¢isel, déleni, porovnavani, pri¢itani ¢isel nebo jakoukoliv jinou zékladni operaci.
Casova slozitost je popsana z hlediska poétu potiebnych operaci namisto ¢asu, ktery pot¥ebuje
pocita¢ na provedeni operace. Je tomu tak proto, ze je pomérné slozité prevést na riznych
pocitac¢ich operace na zakladni bitové operace, které pocita¢ pouziva. Cas k provedeni operace na
ruznych pocita¢ich mize dosahovat pomérné velkych rozdila, napriklad vykonny pocita¢ provede
jednoduchou bitovou operaci za 10 pikosekund, 10~ s, kdezto kancelaisky pocita¢ zvladne tu
samou bitovou operaci za 10 nanosekund, 10~8s. Stejnd operace by tak trvala na kancelaiském
pocitaci 1000-krat déle.

Prostorova slozitost - sleduje néroky algoritmu na pamét. Jak velké pamétové misto je vy-

zadovano pro chod algoritmu a jak ovlivni vétsi pamét chod algoritmu.

Jelikoz konkrétni ¢isla (¢as, bity) se lisi v zavislosti na vstupnich datech, mnozstvi zpra-
covavanych dat a na pouzitém programovacim jazyku, neudava se slozitost ¢isly, nybrz funkci
zévislou na velikosti vstupnich dat. Pocita se s nejhorsim moznym piipadem vstupu. To je diile-
zité napriklad u tridicich algoritmi, kde hraje velkou roli to, jak moc uz je vstupni pole setiidéné
(vstupuje-li do algoritmu uz setfidéna posloupnost ¢isel, algoritmus skon¢i okamzité, zatimco s
opacné sefazenymi ¢isly bude algoritmus t¥idit dlouho), proto pii pocitani slozitosti vkladame

do algoritmu ten nejhorsi pripad vstupu.
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Jak snizit vypocetni slozitost algoritmiu? Pokud moZno, zmensenim vstupnich dat (fidké
matice) nebo pouzitim jinych algoritmu schopnych dany problém fesit rychleji. Pak se ale musime

¢asto spokojit s pribliznymi vysledky (moznd i spravnymi vysledky).

Problémy, které jsou feseny polynomidlnimi algoritmy patii do Ttidy P. Pokud pro dany pro-
blém existuje polynomialné omezeny algoritmus, ktery ovéri spravnost reseni v polynomialnim
case, hovorime o nedeterministicky polynomidlnim problému. Tyto problémy pak tvori Tridu
NP.

NP kompletni problémy - Vrcholové barveni grafti, jak je zminéno jiz v tivodu, se fadi do NP
kompletnich problémii. NP problémy jsou nedeterministicky polynomidlni problémy, na které
jsou polynomiélné redukovatelné vSechny ostatni problémy z t¥idy NP. Tiidu NP - uplnych pro-
blému tvori nejtezsi NP problémy. Pokud nalezneme deterministicky algoritmus, ktery resi NP -
kompletni problém, pak jsme schopni Tesit vSechny nedeterministicky polynomidlni problémy v
polynomidlnim c¢ase, coz by znamenalo, ze tiida P = N P. Ttfida P obsahuje problémy fesitelné v
polynomidlnim ¢ase. V soucasnosti se predpoklada nerovnost téchto t¥id, tedy P # NP (zfejmé
je PC NP).

V roce 1972 vydal Richard Karp ¢lanek Reducibility Among Combinatorial Problems [I1], ve
kterém dokazal, ze 21 vypocetnich problémi patif do skupiny NP - kompletnich problémi. Cla-

nek mimo jiné obsahuje ditkaz o tom, ze vrcholové barveni patii mezi NP - kompletni problémy.

Trida P - je obvykle povazovana za tridu problémt, které jsou efektivné reSitelné, presto

neni v této ti{dé problém najit i efektivné nefesitelné problémy (se sloZitosti napiiklad n!900000),

NP - dplnost definoval americky informatik Stephen Arthur Cook (* 14. prosince 1939 Buf-
falo, New York, USA) clankem v ¢asopise The Complexity of Theorem Proving Procedures roku
1971 a v roce 2000 (presnéji 24.5.2000) byl vztah mezi P a NP zatazen Clayoviym matematickym
Uustavem mezi sedm problémt tisicileti, kdy za rozhodnuti vztahu mezi P a NP nabizi tento

institut 1 milion dolaru.
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5 Barveni graft

Barveni grafu je jednou z ¢asti teorie grafi, kterd se zabyva prifazenim barev objekttim v grafu,
jako jsou napiiklad vrcholy a hrany nebo i dalsi objekty grafu (stény). V této ¢asti budeme
vychézet predevsim ze skript [I] Petra Kovare, odkud jsou prevzaty definice hlavnich pojmu a

nékteré véty.

5.1 Vrcholové barveni grafu

Stredem naseho zajmu je vrcholové barveni, které si mizeme nadefinovat nasledujicim zpiisobem.

Definice 10 Vrcholové barveni grafu G je zobrazeni c¢ vrcholové mnoZiny V(G) do mnoZiny
barev B. Obvykle je B = {1, 2, ..., k}. Je-li [B] = k, budeme zobrazeni c nazjvat vrcholové k-
barveni grafu G. Rekneme, Ze vrchol v je obarven barvou i jestlize c(v) = 4. Cislu i rikdme barva
vrcholu. Vrcholové barveni se nazyva dobré, jestlize Zadné dva sousedni vrcholy nejsou obarveny

stejnou barvou.

Cilem dobrého vrcholového barveni je obarvit vrcholy grafu G tak, aby sousedni vrcholy
nemély stejnou barvu a pouzity pocet barev byl co nejmensi. Stejny princip uplatiiujeme i u
sténového nebo hranového barveni. Na rozdil od hranového barveni neni pocet barev zavisly

vV,

neznamend nutné velky nebo maly pocet barev pro obarveni grafu G.

Obréazek 11: Dobré vrcholové barveni Petersenova grafu, diskrétniho grafu a kompletniho grafu.

Dobré vrcholové barveni grafu G nastava, kdyz obarvime vSechny vrcholy za pomoci k-barev

a zadny z vrchold nesdili stejnou barvu se sousednim vrcholem.
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Definice 11 Rekneme, Ze graf G je vrcholové k-obarvitelny, jestlize existuje jeho dobré vrcholové
barveni k barvami. Nejmensi cislo k takové, Ze graf G je wvrcholové k-obarvitelny, se nazyvd

chromatické cislo grafu G a znaci se x(G). Graf G se nazgvd vrcholove k-chromaticky, je-li

k= x(G).

Z této definice vyplyvd, co je to chromatické ¢islo x(G) - vyjadiuje kolik nejméné barev
potiebujeme pro dobré vrcholové obarveni grafu G.

Dalsi charakteristika grafu, kterd souvisi s dobrym vrcholovym barvenim je chromaticky
polynom. Ten udava pocet moznosti, jak miizeme graf G obarvit pomoci ¢t-barev. Chromaticky

polynom grafu G je funkci P(G,t).

Priklad 4
Funkce P(G,t) = t* (t —1)? % (t — 2) je chromatickym polynomem grafu G z Obrdzku 12. Kolika,

zpusoby muzeme graf G obarvit, jestlize mame k dispozici 1,2,3, nebo 4 barvy?

Obrézek 12: Graf G s chromatickym polynomem P(G,t).
a) prot = 1:
PG t)=tx(t—1)2%(t—-2)=1x(1-1)2%(1-2)=1%0%(-1)=0
b) pro t = 2:
PGt)=tx(t—1)2%(t—-2)=2%(2-1)2%(2-2)=2%12%0=0

Z dosazeni do polynomu P(G,t) vyslo pro graf G (Obrdzek 12), ze neexistuje dobré vrcholové
barveni pomoci 1 nebo 2 barev. Tento vysledek byl ocekévan, protoze graf G obsahuje K3 podgraf

a k dobrému vrcholovému barveni jsou potieba alespon 3 barvy.

¢) pro t = 3:
PGt)=tx(t—1)2%(t—-2)=3%x3-12%(3-2) =3%4x1=12

d) pro t = 4:
PGit)=t+(t—1)?%(t—2) =4+ (4—1)*%(4—-2) =4%9%2=T2

Oproti a), b) muzeme graf G obarvit 3 nebo 4 barvami. V pfipadé 3 barev mame 12 moznosti,

jak graf G dobfe obarvit, se 4 barvami mame 72 moznosti, jak graf G dobte obarvit. |
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Priklady chromatickych polynomu zékladnich t¥id graft lze najit napriklad v [2] Definition

and terminology - Chromatic polynomial.

5.2 Hodnota chromatického c¢isla

Hlavnim problémem v souvislosti s dobrym vrcholovym barvenim je uréeni chromatického ¢isla
daného grafu. Tato charakteristika je pro zakladni tridy grafti znama a jeji hodnoty uvedeme v

nésledujici podkapitole.

5.2.1 Urceni podle tridy grafu

Diskrétni graf D, - Jediny graf, ktery muze byt dobre obarven jednou barvou, protoze ne-

obsahuje jedinou hranu, ktera by spojovala vrcholy.
W@ =1 [B@) = 0.

Kompletni bipartitni graf K,,, - Oznacme U a W partity kompletniho bipartitniho grafu
Ky, 5. Obarvime-li vsechny vrcholy U prvni barvou a vSechny vrcholy W druhou barvou, pak
dostaneme dobré vrcholové barveni grafu K, ,,, protoze zadné dva sousedni vrcholy nejsou obar-

veny stejnou barvou.
X(Kmpn) =2.

Sudy cyklus Cy, - Oznacime vrcholy cyklu vy, ve, ..., va, tak, ze v, viy1 € E(Cap) a vap, v1 €
E(Csy,). Na obarveni stac¢i dvé barvy, protoze obarvime-li vSechny vrcholy s lichym indexem
1 =1,3,...,2n — 1 prvni barvou a vrcholy se sudym indexem 7 = 2,4,...,2n barvou druhou,
pak dostdavame dobfe vrcholové obarveny sudy cyklus Coy,. Kazdy vrchol se sudym indexem

sousedi pouze s vrcholy s indexem lichym a naopak. Potom
X(an) = 2.

Lichy cyklus Cs,11 - Jsou zapotiebi minimalné dvé barvy, protoze cyklus obsahuje alespon
jednu hranu. Dvé barvy ndm ale nevystaci, protoze obarvime-li vrcholy s indexy i = 1,3,...,2n—
1 prvni barvou a vrcholy s indexem i = 2,4, ..., 2n barvou druhou, tak nemizeme obarvit vrchol
Van41 prvai barvou. Vrchol va, 1 totiz sousedi s vrcholem v; a nesmi byt obarven druhou barvou.

Zaroven sousedi s vrcholem vs,, takze ndm nezbyva jind moznost, nez jej obarvit barvou tteti.

X(Cony1) =3 = A(Copt1) + 1.
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Kompletni (iplny) graf K,, - Jelikoz jsou kazdé dva vrcholy spojeny hranou, tak nemohou
mit stejnou barvu. Plati
X(Kp) =n=A(K,)+1.

5.2.2 Dolni a horni odhad

Pokud nezndme x(G) zadaného grafu GG, muzeme na zdkladé jinych charakteristik grafu G

odhadovat v jakych ¢iselnych mezich by se x(G) mohlo pohybovat.

Obecné pro graf G - V zavislosti na poctu vrcholi grafu je mozno provést néasledujici nej-

hrubsi odhad mezi pro x(G). Pro graf G s n vrcholy, |V (G)| = n, zfejmé plati
1 <x(G) <n.

Graf G s podgrafem K - Pokud graf G obsahuje kompletni podgraf Kj, pak potfebujeme

alespon k-barev na dobré obarveni podgrafu Kj a tedy i grafu G. Potom zfejmé
X(G) = ¢(G).
kde ¢(G) je klikové cislo G.

Hladové barveni - Pro graf G s nejvétsim stupném vrcholu A(G), plati nasledujici véta.
Véta 1 Kazdy graf muze byt dobre obarven A(G) + 1 barvami.

X(G) < A(G) + 1.

Tuto vétu si uvedeme i s dikazem pozdéji v kapitole o heuristickych algoritmech Diikaz

je konstruktivni a obsahuje "hladovy"algoritmus k nalezeni dobrého barveni grafu.

Pro velké grafy - Tento horni odhad se vztahuje pouze na grafy s velkym poctem vrchold a

to tak, ze pokud graf G ma n vrcholi a m hran. Potom plati

X(G) <1+4/2m=x*(n—1)/n.

Véta 2 [Brooksova véta] Necht G je souvisly graf rizng od kompletniho grafu K, takovy, Ze
A(G) > 3. Potom plati
X(G) < A(G).
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Tato véta, kterou dokazal Rowland Leonard Brooks (6.2.1916-18.6.1993) roku 1941, ukazuje

vztah mezi chromatickym ¢islem a nejvétsim stupném vrcholu grafu G. Presnéji feceno, udéva

jsou liché cykly a kompletni grafy, které maji chromatické ¢islo o 1 vySsi nez nejvyssi stupen
vrcholu v grafu. Dikaz viz. napr.[1] - Véta 8.7.
5.3 Jiné druhy barveni

Existuji i jiné druhy barveni grafti, o kterych se v této podkapitole zminime.

5.3.1 Hranové barveni grafu

Obarvime graf G tak, ze zadné ze sousednich hran nesdili stejnou barvu. Presnéji, kazda hrana

incidentni s vrcholem v je obarvena jinou barvou.

Definice 12 Hranové barveni grafu G je zobrazeni ¢ hranové mnoziny E(G) do mnoZiny barev
B. Obvykle je B ={1,2,...,k}. Je-li |B| = k, nazjvd se zobrazeni ¢ hranové k-barveni grafu G.
Rekneme, Ze hrana e je obarvena barvou i, jestlize c(e) = i. Cislu i rikdme barva hrany. Hranové

barveni se nazyvd dobré, jestlize Zddné dvé zdvislé hrany nejsou obarveny stejnou barvou.

Obréazek 13: Dobré hranové barveni sudého cyklu Cy a kompletniho grafu Kg.

7Z ukazek jde vidét, ze pocet barev souvisi se stupni vrcholi (¢im vétsi stupen, tim vice barev
potiebujeme). Pti feseni problému dobrého hranového barveni pro dany graf, hleddme optimalni

feSeni s nejmensim poctem barev.

Definice 13 Rekneme, Ze graf G je hranové k-obarvitelnyj, jestlize existuje jeho dobré hranové
barveni k barvami. Nejmenst ¢islo k takové, Ze graf G je hranové k-obarvitelny, se nazyvd chroma-

ticky index grafu G a znaci se X'(G). Graf G se nazjvd hranové k-chromaticky, je-li k = x'(Q).
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Pak by tato ,souvislost se stupni vrcholi“ mohla vypadat nasledovné: x'(G) > A(G). Pres-
néjsi vysledek je obsahem Vizingovy véty, kterd tvrdi, ze pokud nestac¢i A(G) barev, tak urcité
bude stacit A(G) + 1 barev.

Véta 3 (Vizingova véta) Pro libovolny graf G plati A(G) < X'(G) < A(G) + 1.

Diikaz viz. [1] - Véta 7.1.

5.3.2 Kompletni barveni grafu

Jedna se o kombinaci hranového a vrcholového barveni. Barvi se vrcholy grafu G tak, aby vrchol
nesdilel stejnou barvu s zadnym sousednim vrcholem, ani s zddnou prilehlou hranou. Chroma-
tické ¢islo x”(G) je v tomto pfipadé prinejmensim stejné jako chromatické ¢islo kompletniho
grafu. Plati

X'(G) > A(G) + 1.

Obrazek 14: Kompletné obarveny graf G.
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6 Algoritmy k nalezeni dobrého vrcholového barveni

V této kapitole si predstavime algoritmy k nalezeni dobrého vrcholového barveni jednoduchého

grafu G m barvami.

6.1 Heuristika

Volné feceno, heuristika znamend zkusmé feseni problému zalozené na pouceném odhadu, in-
tuici, zkusenostech ¢i zdravém rozumu. NezarucCuje nalezeni nejlepsiho feSeni, ale vétSinou je
jednoduché(univerzalni) a rychle pouzitelnd. V mnoha piipadech je schopna najit i optimalni

feSeni, aniz by prosla vSechny moznosti. Napriklad metoda ,pokus a omyl.*

6.1.1 Heuristické algoritmy

Heuristické algoritmy neposkytuji matematickou kvalitu feseni, protoze nevime, kdy heuristika
uspéje. Pouzivaji se nejcastéji jako metoda rychle poskytujici vétsinou dostatecné presné reseni.
Nelze se spolehnout, ze algoritmus obecné najde vzdy optimélni feSeni. Heuristické algoritmy
se pouzivaji, kdyz neni mozné pouzit jiny lepsi algoritmus. Lepsi algoritmus ve smyslu, aby v

redlném case poskytl obecné presné feseni ve vsech pripadech feseného problému.

Jednoduchy a klasicky zpusob, jak ziskat prijatelné dobré vrcholové barveni, je pomoci
yhladovych“ heuristik. Hladova barvici heuristika je zalozena na tzv. ,step by step“ postupu,
kdy v kazdém kroku prifadime vrcholu, ktery je na fadé barvu. Barva je vrcholu pfitazena tak,
aby nesdilel stejnou barvu se sousednimi vrcholy, kterym uz byla néjakd barva pritazena. U
hladovych heuristik je poradi, ve kterém se vrcholy obarvuji, stanoveno predem nahodné nebo

podle urcitého kritéria.

Dale si uvedeme dva priklady velmi jednoduchych heuristickych algoritmi a srovname jejich

funkénost na prikladech.

Algoritmus 1 - vyuzivajici hladové barveni

Popiseme algoritmus dobrého vrcholového m-barveni libovolného grafu G, kde m < A(G) + 1.
Na zacdtku mame graf G a jeho libovolny vrchol obarvime nékterou z A(G) + 1 barev. Protoze
kazdy vrchol je sousedni s nejvyse A(G) vrcholy, tak kazdy neobarveny vrchol v je sousedni s
vrcholy nejvyse A(G) riuznych barev. Vzdy najdeme alespon jednu barvu, ktera se na vrcholech
v okoli vrcholu v nevyskytuje a tu muzeme pouzit na obarveni vrcholu v. Po |V (G)| krocich

méame graf G dobfe vrcholové obarveny nejvyse A(G) + 1 barvami.

Pro nékteré grafy, napriklad pro liché cykly a kompletni grafy, dostaneme timto jednoduchym
hladovym algoritmem optimalni vrcholové barveni. V obecném pripadé vsak uvedeny algorit-
mus nemusi dat barveni s nejmensim moznym poctem barev, coz si ukdzeme na nasledujicim
Prikladé 5.
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Priklad 5
Podle Vety 1 (5.2.2 - hladové barveni) najdeme a sestrojime vrcholové barveni pro graf H,
Obrazek 15.

V4 VS
_/
Vi V2 V3

Obrazek 15: Graf H.

7 véty 1 zjistime odhad chromatického ¢isla

Podle vzorce budeme potiebovat nejvyse 5 barev. Nahodné si zvolime pocatecni vrchol, ktery
obarvime barvou 1, napriklad vrchol vs. Nahodné vybereme dalsi vrchol, tfeba vs, jelikoz tento
vrchol nesousedi s vrcholy, které by byly obarveny, obarvime jej barvou 1. Jako dalsi vybereme
vrchol v1, ten sousedi s vrcholem vy, proto musi byt obarveny jinou barvou a to barvou 2. Dal$im
vrcholem, ktery obarvime, bude vrchol vy. Vrchol vy sousedi s jiz obarvenymi vrcholy v a vs,
obarvime jej tedy barvou 3. Poslednim vrcholem, ktery jsme neobarvili je vrchol vs, ten sousedi
s vrcholy vy, ve, v3 a vq, musime zvolit jednu z doposud nepouzitych barev, napiiklad barvu 4.

Vysledek mizeme vidét na Obrdzku 16.

V4 VS

v, v, vy
Obrazek 16: Graf H obarveny Algoritmem 1.

Tento algoritmus nasel dobré barveni grafu H 4 barvami, ale neposkytl nam optimalni bar-
veni. Jaké je optimalni feseni? Graf H obsahuje K3 podgraf, takze by mél byt obarvitelny 3 nebo
vice barvami. U nasledujiciho algoritmu si ukazeme, zZe je graf H obarvitelny pravé 3 barvami.
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Algoritmus 2 - vyuzivajici hladové barveni s optimalizovanym vybérem poradi vr-

cholu

Tento heuristicky algoritmus vyuzivd hladové barveni s optimalizovanym pofadim vybéru vr-
choli podle jejich stupné. Algoritmus je obsazen v diukazu nésledujici Veéty 4, proto vétu uve-
deme i s dikazem a na prikladech ukazeme funkénost algoritmu. Algoritmus 2 je témér stejny
jako Algoritmus 1. Rozdil spociva v usporadéani vrcholt na zacatku a prochézeni grafu dle tohoto

poradi vrcholu.

Véta 4 ([1]) Pro libovolnyg graf G na n vrcholech s nerostouci stupriovou posloupnosti

di >dy > ... > dy plati

W(G) <1+ max {min{d;,i—1}} < AG) +1, (1)

1Ly

kde d; je stupen vrcholu a i je index vrcholu.

Dikaz Vrcholy obarvujeme v potradi dle jejich stupné d;, tj. od vrcholu s nejvétsim stupném.
Vrchol stupné d; oznacime v;. Nejprve obarvime vrchol vy stupné d; barvou 1. V obecném kroku
pak obarvime vrchol v;, ktery je sousedni s nejvyse min{d;,i — 1} jiz obarvenymi vrcholy a staci
proto vybrat nékterou nepouzitou barvu mezi barvami 1,2, ...,1 4+ min{d;,i — 1}. Tak mizeme

obarvit libovolny vrchol a proto staci nejvysSe 1 + max;—1 2 n{min{d;,i — 1}} barev. m

Pozndmka: Zejmé tento heuristicky algoritmus zarucuje nalezeni dobrého vrcholového barveni,
kde m je mensi nebo rovno nejmensi horni zndmy odhad (Brooksova véta), m < max{min{d;,i—
1}} < A(G) kromeé Kn a C2n+1.

Funkénost si ukazeme na prikladu barveni kompletniho bipartitniho grafu K3 3. Déle si uké-
zeme na grafu H, z Prikladu [b, Ze Algoritmus 2 najde pro barveni vrchola pii jejich fazeni dle
stupné optimalni feseni. Nakonec si na jiném grafu G ukazeme, Ze ndm Algoritmus 2 (ani pri
sefazeni vrcholu dle stupnu) neposkytne optimalni feseni, tj. nalezené dobré vrcholové barveni

m barvami bude pro m > x(G).
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Priklad 6
Pouzijeme Algoritmus 2 k nalezeni dobrého vrcholového barveni kompletniho bipartitniho grafu
K3 3. Stupnova posloupnost je (3, 3, 3, 3, 3, 3). Dle Algoritmu 2 obsazeném v dukazu Veéty 4

sestrojime dobré vrcholové barveni.

Vyuzijeme vzorec (1] a zjistime tak odhad pro chromatické ¢islo.

X(K33) <1+ ,r_na2X3{min{di,i —1}}

— 54y

1)VypiSseme minima pro jednotlivé vrcholy:
v : min{3,0} =0,

v :min{3,1} =1,
v3 :min{3,2} = 2,
vg : min{3,3} =3,
vs : min{3,4} =3,
ve : min{3,5} = 3.

2)Vybereme maximum z téchto minim:

4n%ax6{min{di,i -1} =3.

i=1,...,

3)Tedy pro odhad chromatického ¢isla dostavame:

X(K33) <1+3,
X(K33) < 4.

Podle vzorce [I] budeme potfebovat nejvyse 4 barvy. VSechny vrcholy maji stejny stuper,
proto je jedno, vzhledem k Algoritmu 2, v jakém poradi budeme vrcholy grafu K33 obarvovat.
Jako pocatecni zvolime napriklad v; a obarvime ho barvou 1. Dale budeme obarvovat vrcholy
v tomto potadi (vi, vs, v2, Vg, V3, v4). Vrchol vs obarvime barvou 2 a presuneme se do dalsiho
vrcholu (vg). Vrchol vy nesousedi s vrcholem v, takze ho muzeme obarvit barvou 1. Opét se
presuneme do dalsitho vrcholu (vg), tento vrchol nesmi byt obarveny barvou 1, protoZze sousedi s
vrcholy vy a vg, které jiz jsou obarveny barvou 1, pouzijeme barvu 2. Z vrcholu vg pokracujeme
vrcholem vs, ten nesmi byt obarven barvou 2, ale jelikoz neni sousedni s vrcholy v; a v9, muzeme

ho obarvit barvou 1. Zbyva posledni neobarveny vrchol - vy, ktery sousedi s vrcholy v, vo a vs,
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proto ho obarvime barvou 2 a ziskdvame tak dobfe obarveny kompletni bipartitni graf pomoci
2 barev (Obrdzek 17).

Vime, Ze na dobré vrcholové barveni K33 grafu staci pouze 2 barvy, viz. chromaticka cisla
pro znamé tiidy grafa, kapitola Horni mez pro x(K33) dand Algoritmem 2 neodpovida
optiméalnimu barveni, nicméné pomoci postupu daného pro Algoritmus 2 dosdhneme pii takto

zvoleném poradi vrcholi optimélniho Feseni.

Vi Vy
v
3 Ve

Obrézek 17: Kompletni bipartitni graf Kz 3 obarveny Algoritmem 2.

Nyni si otestujeme algoritmus na grafu H z Prikladu
Priklad 7

Opét pouzijeme Algoritmus 2 k nalezeni dobrého vrcholového barveni pro graf H, Obrdzek 18.

Dle Algoritmu 2 obsazeného v dikazu Veéty 4 sestrojime dobré vrcholové barveni.

V4 V5
S
Vi V2 V3

Obrazek 18: Graf H.

Vyuzijeme vzorec [1] a zjistime tak odhad pro chromatické ¢islo.

X(H) <1+ ll%axf){min{d,‘,i —1}}
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1)Vypiseme minima pro jednotlivé vrcholy:
v : min{3,0} =0,

v :min{3,1} =1,
v :min{2,2} =2,
vg : min{2,3} = 2,
vs : min{4,4} = 4.

2)Vybereme maximum z téchto minim:

max_{min{d;,i —1}} = 4.
i=1,...,5

3)Tedy pro odhad chromatického ¢isla dostéavame:

X(H) <1+4,
X(H) <5.

Podle vzorce budeme potiebovat nejvyse 5 barev. Vybereme vrchol s nejvétsim stupném,
tedy vrchol vs a obarvime ho barvou 1. Vybereme dalsi vrchol se stejnym nebo niz$im stupném,
naptiklad vrchol vo. Vrcholy vs a ve jsou sousedni, tak obarvime vrchol ve barvou 2. Opétovneé
vybereme vrchol se stejnym nebo nizsim stupném, vrchol v;. Jelikoz vrchol v sousedi s vrcholy
obarvenymi barvou 1 a 2, musi byt vrchol v; obarven barvou 3. Zbyva nam tak obarvit vrcholy v
a v4, oba maji stupen 2. Vrchol vs sousedi s obarvenymi vrcholy vs a vy (barvy 1 a 2), obarvime
ho proto barvou 8. Poslednim vrcholem je vy sousedici s vrcholy obarvenymi barvou I a 8 a
obarvime ho barvou 2. Dostdvame tak dobre obarveny graf H pomoci 3 barev (Obrdzek 19).
Vysledek barveni je optimalni. Podgraf H, x(H) = 3.

V4 Vs

Vl V2 V3
Obrazek 19: Dobre obarveny graf H Algoritmem 2.
Prestoze Algoritmus 2 pracuje témér stejnym zpusobem jako Algoritmus 1 vyuzivajici hladové

barven{ v Prikladu [} tak zprvu se mohlo zdat, ze dosdhneme stejnych vysledku. Ovsem diky

tomu, ze vrcholy seradime a za¢neme obarvovat od nejvétstho stupné vrcholu po nejmensi,
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dosdhneme lepsich vysledkt, nez u ndhodného vybéru vrcholt. Samoziejmé tohle pravidlo nemusi

platit pro vsechny grafy.

V nésledujicim prikladé nebude horni mez odpovidat optimalnimu barveni. Oproti Prikladu 6

nedosdhneme v tomto prikladé pomoci postupu Algoritmu 2 optimalniho feSeni.

Priklad 8

Dle Algoritmu 2 obsazeného v ditkkazu Veéty 4 sestrojime dobré vrcholové barveni pro graf G,
Obrazek 20.

v Vv,
' Vs
Vg \
Vg \C

Obrazek 20: Graf G.

Vyuzijeme vzorec [1| a zjistime tak odhad pro chromatické ¢islo.

X(G) <1+ lriaxg{min{di,i —1}}.
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1)Vypiseme minima pro jednotlivé vrcholy:
v : min{3,0} =0,

v :min{3,1} =1,
v :min{2,2} =2,
vg : min{2,3} = 2,
vs :min{2,4} = 2,
ve : min{2,5} = 2,
vr :min{2,6} = 2,
vg : min{2,7} = 2.

2)Vybereme maximum z téchto minim:

max {min{d;,i —1}} =2.
=1,...,8

3)Tedy pro odhad chromatického ¢isla dostavame:

X(G) <142,
x(G) < 3.

Podle vzorce budeme potirebovat nejvyse 3 barvy. Postupujeme podobné, jako v predchozich
ptikladech. Vybereme vrchol s nejvétsim stupném naptiklad v; a obarvime ho barvou 1. Nasledné
vybereme dalsi vrchol se stejnym nebo niz$im stupném, tedy vrchol vo. Jelikoz vrcholy vy a v
nejsou zavislé, obarvime vrchol taktéz barvou 1. Zde ovSsem nastava problém, protoze se jednéd
o bipartitni graf a my jsme pravé obarvili na kazdé partité (U,W) jeden vrchol stejnou barvou.
Zbyvajici vrcholy partity U (v4,vg, vg) obarvime barvou 2, protoze jsou zavislé s vrcholem wo,
ovsem vrcholy vs3, v5, v7 nemtzeme obarvit barvou 1 ani barvou 2, protoze jsou sousedni s vrcholy,
které jiz tuto barvu maji, musime je tedy obarvit barvou 3. Dostdavame tak dobre obarveny
bipartitni graf 3 barvami (Obrdzek 21), ale z kapitoly - Kompletni bipartitni graf vime, ze
jsme nepouzili optimalni pocet barev, coz jsou 2 barvy. V tomto pripadé lze vidét, ze vysledek
ziskany Algoritmem 2 nemusi vzdy odpovidat optimalnimu barveni. Otazkou je, jaké je optimalni

poradi vrcholi vzhledem k hladovému barveni?
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U w U’ W

Obréazek 21: Bipartitni graf G dobte obarveny podle heuristického Algoritmu 2 a bipartitni graf
G obarveny minimalnim poctem barev.

Grundyho cislo

Existuji grafy takové, ze s vysokou pravdépodobnosti pfi ndhodném vybéru poradi vrcholt
povede heuristicky Algoritmus 1 k mnohem véts$imu poctu barev, nez je minimélni pocet barev
nutny pro dobré obarveni daného grafu.

Obzvlasté spatné vysledky hladového barveni miizeme dostat pro Crown graf. Crown graf
vytvofime obecné z grafu K, , tak, Ze odebereme tplné parovani, viz. Priklad @ Vybereme-li
poradi vrcholt tak, aby vzdy dva po sobé nasledujici vrcholy tvorily hranu odebiraného parovani,
pak pomoci hladového barveni budeme potfebovat n barev, pricemz optiméalni pocet barev je 2.
Proto je u hladovych barveni kladen diraz na vhodné sefazeni vrchola.

Pocet barev ziskany pomoci hladového barveni pro nejhorsi mozné usporadani vrchola grafu
se nazyva Grundyho cislo [13], které roku 1939 predstavil Patrick Michael Grundy pro oriento-
vané grafy. Grundyho ¢islo pro neorientované grafy bylo predstaveno az roku 1979 Christenem
a Selkowem. V tomto smyslu, najit nejhorsi mozné sefazeni vrcholi grafu G, je NP - uplny

problém.
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Priklad 9
V tomto piikladé si ukdzeme, jak ziskat z K33 tzv. Crown graf. Sefadime vrcholy podle odebra-
ného parovani, pak graf obarvime pomoci hladového barveni (Algoritmus 1). Jaka je hodnota

Grundiho ¢isla?

Vi v, Vi ( )—( ) v, 0V V2
V3 w wO—Ow v V4
V5 V6 V5‘ )—( ) V6 VS V6

Obrézek 22: Crown graf, ktery vznikne odebranim tplného parovani z grafu K3 3.

Vrcholy Crown grafu (Obrdzek 22) sefadime nésledovné: (v1, va, vs, v4, V5, V). Dle Algoritmu
1 sestrojime dobré vrcholové barveni. Vezmeme vrchol vy a obarvime ho barvou 1. Vrchol vg
nesousedi s vrcholem vy, proto ho také obarvime barvou 1. Nasleduje vrchol vs, ten ale sousedi
s vrcholem wg, ktery je obarven barvou 1 - vs proto musi byt obarven barvou 2. Vrchol vy také
sousedi s vrcholem, ktery je obarveny barvou 1 (vi), avsak nesousedi s vrcholem vs, takze ho
obarvime barvou 2. Predposlednim vrcholem je vrchol vs, jenz sousedi s vrcholy vy, vy (barvy 1
a 2), obarvime ho barvou 3. U posledniho vrcholu se dostdvame do stejné situace, vg sousedi s
vrcholy vy, v3, které jiz maji barvu 1 a 2, vg tak obarvime barvou 3. Timto mame dobie obarveny
Crown graf pomoci 3 barev. Poté co z K33 odebereme tplné parovani, dostdvame sudy cyklus
Cs (zéroven muzeme fict, ze vysledny graf je bipartitni), o kterém vime, ze jeho chromatické

¢islo je x(Cg) = 2. Vysledek muzeme vidét na Obrdzku 25.

Vl V2 Vl V2
V3 A/ 2
Vs Ve \G Vs

Obrézek 23: Crown graf obarveny Algoritmem 1 a optimalné obarveny Crown graf.
Je zfejmé, ze pro Algoritmus 1 nevymyslime horsi sefazeni vrcholi Cg, takze pocet barev

potfebnych na dobré vrcholové barveni je zaroven Grundyho ¢islem. Grundyho ¢islo pro Crown

graf na 6 vrcholech je tedy 3. ]
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Slozitost Algoritmu 1 a Algoritmu 2

U Algoritmu 1 stac¢i projit vsechny vrcholy grafu a kazdy vrchol porovnat s jeho sousedy (maxi-
mélné n sousedil), tedy vyslednd slozitost Algoritmu 1 je O(n?). Naopak u Algoritmu 2 musime
jesté na zacatku setadit vrcholy dle jejich stupné, slozitost tedy zavisi na pouzitém tiidicim
algoritmu. Slozitost tifdéni viak nebyva vétsi nez O(n?), proto sloZitost celého Algoritmu 2 také
nebude fadové vyssi nez O(n?).

Pro grafy se stovkami vrcholti nebude na prvni pohled jasné, ktery z algoritmu je rychlejsi.
Pokud ale pouzijeme algoritmy na grafy o desetitisicich vrcholech, tak bude rozdil mezi Algo-
ritmem 1 a Algoritmem 2 vyraznéjsi (silné zdlezi na tom, jaky pouzijeme t¥idici algoritmus u
Algoritmu 2), Algoritmus 1 bude rychlejsi. Nesmime vSak zapominat, pfestoze je Algoritmus 1
rychlejsi, tak nemusime dosahnout optimalniho poctu barev vzhledem k nahodné zvolenému

poradi vrcholu.

Aktualni heuristiky

Hladové heuristiky jsou obvykle rychlé (polynomiélni slozitost), ale maji tendenci obarvit graf
vice barvami, nez kolik udava chromatické cislo daného grafu. Lepsich vysledkd dosdhneme

e _Local search® heuristiky - ,local search® je klicovou slozkou pro heuristickd barveni
grafi. Nejefektivnéjsi doposud vytvorené barvici heuristiky vyuzivaji ,local search® ptistup.
Tento pristup vSak neni dostatecné uc¢inny pro grafy s 500 a vice vrcholy.

e Geneticky algoritmus - jednd se o heuristicky postup zalozeny na evolu¢nich algoritmech.
Geneticky algoritmus se snazi pomoci evolu¢nich algoritmi optimalizovat obtizné grafy, pro které
neexistuje presny algoritmus. Tyto algoritmy vypadaji, jako slibna volba pro budouci vyzkumy.

e Soucasné metody pro barveni grafii jsou zalozeny na extrakci nezavislé mnoziny a progre-
sivnim barveni. Tyto metody dosahly pozoruhodného vykonu na velmi tézkych a velkych grafech
s vice nez 2000 vrcholy. Podarilo se zlepsit pomérné neddvno uréené horni hranice chromatického

¢isla pro nékolik velkych srovnévacich (,,benchmark*) grafu.
Dalsi informace o soucasnych heuristikdch nalezneme v publikaci Philippa Galiniera [14].

V dalsi podkapitole také budeme vyuzivat nezdvislou mnozinu vrchol k nalezeni dobrého
barveni grafu, nicméné piuijde o zcela odlisny pristup. Predevsim prezentovany algoritmus nebude

heuristicky, ale deterministicky.
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6.2 Deterministicky algoritmus

Deterministicky algoritmus je v informatice oznaceni pro algoritmus, ktery vzdy ze stejnych
vychozich podminek svym béhem vytvori stejné vysledky. Kazdy krok v algoritmu je vzdy
jednoznacné definovan, coz je rozdil oproti nedeterministickym algoritmim, kde nésledujici krok

nemusi byt vzdy jednoznacné urcen.

vvvvv

vyse uvedené heuristické algoritmy, avsak vystupem je presné reseni daného problému.

Algoritmus 3 - vyuzivajici kartézsky soucin grafi

Tento algoritmus je schopny v polynomialnim ¢ase hledat dobré vrcholové barveni pomoci m
barev. Tj. pro dané m a dany graf G by mél algoritmus najit dobré vrcholové barveni m barvami,
nebo zjistit, ze takové barveni neexistuje. Bylo dokazano, ze kazdy graf s n vrcholy a maximalnim
stupném vrcholu A(G) musi mit x(G) < A(G) + 1, algoritmus najde vzdy dobré vrcholové m-
barveni grafu G s m < A(G) + 1. Autor tohoto algoritmu, Ashay Dharwadker [§], dokédzal, ze
ve specidlnich pripadech, kdy graf G je jednoduchym grafem a zaroven graf neni kompletnim
grafem nebo cyklem liché délky, tak je algoritmus schopny najit dobré vrcholové barveni grafu
G za pomoci m barev, kdy m < A(G). Béhem tohoto dukazu spréavnosti algoritmu tak ziskal

autor novy konstruktivni ditkaz pro Brooksovu vétu z roku 1941.

Pro vSechny testované priklady grafu nasel tento algoritmus dobré vrcholové m-barveni grafu
G, kdy m = x(G). Pokud by neexistoval graf, pro ktery by algoritmus nenalezl barveni x(QG)
barvami, pak tfida NP = tridé P. Z dtvodu velkého vyznamu problému zda NP = P, vybizi
autor k hledani prikladu grafu, pro ktery by algoritmus dobré vrcholové barveni x(G) barvami

nenalezl.

Nez uvedeme samotny algoritmus, potfebujeme dokéazat tvrzeni kartézského lemma davajici
do souvislosti nezavislou mnozinu vrcholi kartézského soucinu GUK,, s existenci dobrého m-
barveni grafu G. Z dikazu kartézského lemma pak bude zifejmé, jak sestrojit obarveni grafu G,

mame-li k dispozici mnozinu nezavislych vrcholi S C GUK,,.

Lemma 6.1 (Kartézské lemma [8]) Jednoduchy graf G s n vrcholy je m-obarvitelny prdvé

tehdy, kdyz kartézsky soucin GUK,, md nezdvislou mnozinu vrcholi o velikosti n.

Dtikaz pro kartézské lemma prevezmeme od autora ¢lanku The Vertex Coloring Algorithm,
Ashay Dharwadkera [8].

Dikaz Predpokliddame, ze je graf G dobie obarven m barvami. Definujeme si podmnozinu S
vrcholtl z kartézského soucinu GOK,, nésledovné: vrchol (u;v) z GOK,, nalezi podmnoziné S
pravé tehdy, kdyz k vrcholu u z grafu GG je prifazena barva v s ohledem na dobré m-barveni.
Protoze kazdy vrchol z grafu G mé pfifazenou néjakou jednu barvu, pak |S| = n. Méli bychom

dokézat, ze S je nezdvisla mnozina. Vezmeme (u1;v1) a (ug;v2) z S a predpokladdme, Ze existuje
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hrana {(ui;v1), (ug;v2)} v GOK,,. Pak z definice kartézského soucinu mohou nastat tyto dvé

moznosti:

e u; = ug a {v1;va} je hranou v K,,. Z definice S, u; = ug implikuje, Ze v = v, ale pak by
{v1;v1} musela byt hranou v grafu K,,, tj. smycka u vrcholu v;. To je proti definici jednoduchého

grafu - dochézi ke sporu.

e {uj;uz} je hranou v grafu G a v; = vy. Tohle tvrzeni popird definici dobrého m-barveni
grafu G, protoze by to znamenalo, Ze jsme obarvili 2 sousedni vrcholy v grafu G stejnou barvou

(opét nastava spor).

Protoze nemitize byt hrana mezi dvémi vrcholy z S, pak S musi byt nezavisla mnozina vrcholt.

Naopak predpokladejme, ze v kartézském souc¢inu GUK,,, médme nezavislou mnozina vrcholt
S o velikosti n. Ukazeme, ze graf G je dobre m-obarvitelny. Kdyz m je vétsi nebo rovno n, pak
graf G mlze byt trividlné m-obarven, takze predpokladejme, ze m je mensi nez n. Rozdélime
vrcholy mnoziny S do nejvyse m tiid ekvivalence C4,...,C,, kde vrchol (u,v) z mnoziny S
patii do tridy C; praveé tehdy, kdyz v = v;. Ziejmé tiidy Ci,Cy, ..., Cy, tvoii rozklad nezavislé
mnoziny S.

Vrcholy grafu G rozdélime do nejvyse m t¥id C1,...,C),, kde vrchol u z grafu G patii do
ti{dy C] pravé tehdy, kdyz (u,v;) patii do t¥idy ekvivalence C;. Ukdzeme, Ze rozdéleni vrcholu
grafu G do t¥id C] je dobfe definovany rozklad V(G).

e Pokud vrchol u z grafu G patii do t¥id C} a C}, pak (u;v;) patii do C; a (u;v;) patif do
Cj. Protoze K, je kompletni graf, pak {v;;v;} tvorf hranu v K,,, {(u;v;), (u;v;)} je hranou
v kartézském soucinu GUK,,. Tohle je spor s tim, ze S je nezavisld mnozina. Tedy mnoziny
C1,...,C! jsou po dvou disjunktni.

e Vrcholy nezavislé mnoziny S zapiSeme nésledujicim zpiisobem:

(uf;v1), (ugsvr), ..., (Uil(l); v1)
(u2;v2), (u3;va),. .., (u§(2); v2)
(uf"s vm), (U3 vm), -5 (Ul Um)-

Predpokladejme, ze néjaky vrchol se v seznamu objevi dvakrat, tj. u; = uf Pak, protoze
K, je kompletni graf, {v;; v} je hranou v K,,, takze {(u;, v;); (uf; vg)} je hranou v kartézském
soucinu GUK,,. To je ale opét spor s tim, Ze S je nezdvisld mnozina. Tedy, vSechny vrcholy uj,
které se objevi na seznamu prvki jsou rozdilné a protoze |S| = n, je zde n rozdilnych vrcholi

“; Proto kazdy vrchol grafu G je obsazeny v néjaké t¥idé ekvivalence Cj.

Priradime barvu i vrcholu u z grafu GG, pokud u patii do ekvivalentni tiidy C;. Tim dostavame

dobré obarveni m barvami vsech vrchola grafu G. |
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Definice potfebné k popsani algoritmu

Nez uvedeme samotny algoritmus nadefinujeme si nékteré pojmy a procedury, které budeme

potfebovat pro spravné chapani chodu algoritmu.

Pripojitelny vrchol

Ptidame-li do nezavislé mnoziny S vrchol v z okoli nezavislé mnoziny S, tvrdime, ze tento vrchol

je pripojitelny pokud S U {v} je stile nezévislou mnozinou vrcholu.

Pocet pripojitelnych vrchola p(5)

Oznacujeme p(S) pocet pripojitelnych vrcholi k nezavislé mnoziné vrcholu S.

Procedura A

Na vstupu procedury mame nezavislou mnozinu vrchola S. Pokud mnozina nezavislych vrchola
S nemad pripojitelny vrchol, vrat mnozinu nezavislych vrcholt S. Jinak pro kazdy pripojitelny
vrchol (u,v) k S najdi ¢islo p(S U {(u;v)}) k mnoziné nezavislych vrchola S U {(u;v)}. Necht
(u; V) mag 0znacuje pripojitelny vrchol takovy, ze p(SU{(4; V) maz }) je nejvétsi. Pak SU{(u; v)maz }
je maximdalni nezdvislou mnozinou. Tento postup opakujeme, dokud nezavisla mnozina vrchold

S nemd zadny dalsi pripojitelny vrchol.

Procedura B

Na vstupu procedury mame maximalni nezavislou mnozinu vrchola .S. Pokud neni zadny vrchol
(u1;v1) mimo mnozinu S takovy, ze (uj;vi) méa pravé jeden sousedni vrchol (ug;v2) uvnitf
mnoziny S, pak vrat S. Jinak najdeme vrchol (uj;v1) vné mnoziny takovy, ze (uq;v1) pravé
jeden sousedni vrchol (ug;vy) uvniti S. Definujeme S(1:v1):(42:%2) piidanim vrcholu (ug;v;) do
mnoziny S a odebrdnim vrcholu (ug;v2) z mnoziny S. Aplikujeme proceduru A na mnozinu

Suiv1),(u2v2) 5 yystupem procedury je vyslednd mnoZina nezavislych vrcholi.
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Algoritmus

Na vstupu méame jednoduchy graf G s n vrcholy a hleddme dobré vrcholové barveni s pouzitim
m barev. Ozna¢me si vrcholy grafu G jako {ui;ug;...;u,} a vrcholy kompletniho grafu K, jako
{v1;v2;... ;U }. Snazime se najit maximélni, nezévislou mnozinu vrcholu kartézského soucinu
grafit GUK,,. Jestlize v nékterém z krokdi méa nezavisld mnozina vrchola velikost alespon n,

presuneme se na ¢ast III.

eProi=1,2,...,naj=12,...,m v kazdém kroce proved:
e Inicializace nezévislé mnoziny S; ; = {(ui, vj)}.
e Proved proceduru A na nezavislé mnoziné S; ;.
e Pror=1,2,...,n proved na S; ; proceduru B r-krat.
e Vysledkem je maximdlni nezdvisld mnoZina vrchold S; ;.
Cést 1.
e Pro kazdy par z maximalni nezdvislé mnoziny S; j, Si; nalezené v cdsti 1
e Inicializuj nezavislou mnozinu S; j; = S ; N Sk,
e Proved proceduru A na mnoziné S; ;1. ;.
e Pror=1,2,...,n proved na S; j r; proceduru B r-krat.

e Vysledkem je maximdlni nezdvisld mnoZina vrchold S; ;1 ;.

Cést I11. - Jestlize byla nalezena nezavisla mnozina vrcholii S o velikosti n v kterékoliv ¢asti
algoritmu, vypis nezavislou mnozinu S a odpovidajici dobré barveni vrcholi grafu G pomoci m
barev (dle kartézského lemma |6.1)). Jinak vypis, ze algoritmus nenalezl dobré vrcholové barveni

grafu G pomoci m barev.
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Priklad 10
Na tomto prikladé si ukdzeme, jak algoritmus postupuje u hledani dobrého vrcholového barveni

pomoci tii barev (zelend, ¢ervend, modra) pro graf G (Obrdzek 18).

us us

l.l4 u1
Obrazek 24: Graf G.

Jelikoz mame graf G obarvit pomoci tii barev, budeme také potiebovat kompletni graf K3
(Obrazek 19).

V1 VZ
Obrazek 25: Graf Ks.

Algoritmus sestroji kartézsky soucin grafit GOKj3. Vysledkem kartézského soucinu je graf

W = GOK3 (Obrdzek 20), pro jednoduchost jsme pouzili znaceni vrcholt w; j = (u;;v;).
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Obrazek 26: Graf W, ktery je kartézskym soucinem GUK3.

Algoritmus nyni prohledava graf W a hledd mnozinu nezavislych vrcholi S o velikosti 4.

Cést I. - pro i =1 a j = 1 inicializuj nezavislou mnozinu vrcholt jako:

S11={(wi1)}-

Protoze |S| = 1 provede se procedura A a dostaneme tyto vysledky:

’ Pripojitelny vrchol w; ; k S11 ‘ Pripojitelné vrcholy Si 1 U {(w;;)} ‘ p(S1,1 U {(wij)}) ‘

(w2,2) (w33); (wa,2); (wa3) 3
(w2,3) (w3,2); (wa,2); (wa,3) 3
(w32) (w2,3); (wa,3) 2
(w33) (w2,2); (wa,2) 2
(wa,2) (wa,2); (wa3); (w3 3) 3
(wa,3) (w2,2); (w2,3); (w32) 3

Tabulka 1: Pfipojitelné vrcholy k Si 1 = {(w1,1)}.

Z Tabulky 1 vyplyvé, ze maximalni p(S1 1 U{(w; ;)}) = 3 pro (w; ;) = (we,2). Pfipojime tedy
vrchol (wg2) do mnoziny S ;.

Nezavisla mnozina vrcholt Sy 1 = {(w1,1); (w2,2)} mé nyni velikost [S1 1| = 2.
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’ Pripojitelny vrchol w; ; k S1,1 ‘ Pripojitelné vrcholy Si 1 U {(w; )} ‘ p(S1,1 U {(wij)}) ‘

(w33) (wa,2) 1
(wa,2) (w3,3)
(wa,3) — 0

Tabulka 2: Pripojitelné vrcholy k S11 = {(w1,1); (w2,2)}.

Z Tabulky 2 vyplyva, ze maximalni p(S11 U{(w;;)}) =1 pro (w;;) = (ws3). PTipojime tedy

vrchol (w3 3) do mnoziny Sy 1.

Nezévislda mnozina vrcholt Sy 1 = {(w1,1); (we2,2); (w3,3)} ma nyni velikost |S1 1| = 3.

’ Ptipojitelny vrchol w; ; k S11 ‘ Pripojitelné vrcholy Sy 1 U {(w; )} ‘ p(S11 U{(w;j)}) ‘
| (w12) [- 0 |

Tabulka 3: Pfipojitelné vrcholy k 511 = {(w1,1); (w2,2); (w3 3)}.

Z Tabulky 3 vyplyvé, ze maximalni p(S1 1 U{(w;;)}) = 0 pro (w; ;) = (waz2). PTipojime tedy

vrchol (wy,2) do mnoziny Sy ;.
Dostavame tak maximalni nezdvislou mnozinu vrcholu
S11 = {(w1,1); (w2,2); (w33); (wa2)}-

Protoze |S1,1| = 4 preskoc¢ime ¢ast II. a pokracujeme ¢asti II1., kde na vystupu algoritmus vypise
nezavislou mnozinu vrcholt S 1 jako pozadované dobré barveni grafu G pomoci tii barev. Vystup
chapeme tak, Ze pokud 51,1 obsahuje vrchol w1, vezmeme vrchol u; z grafu G' a obarvime ho
barvou v1, Cili zelenou barvou. Timhle zptisobem obarvime zbylé vrcholy grafu G, viz. Obrdzek
21.

u3 us

U4 ul

Obrazek 27: Dobte obarveny graf G pomoci 3 barev.
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Slozitost

Vyvstava otazka, jakou ma vlastné Algoritmus 3 slozitost? Pokud mame zadany jednoduchy
graf G s n vrcholy a m barvami, tak algoritmus vykond maximalné (mn)® + 2(mn)” + (mn)% +
(mn)® + (mn)* + (mn)3 4 (mn)? kroki p¥i hledani dobrého vrcholového barveni grafu G pomoci

m barev. Tedy slozitost je O((mn)®). Cely postup vypoctu slozitosti je uveden v [8].

Nezapominejme vsak, ze se jednd o pocet kroki pro nejhorsi mozny pripad. Skutecny pocet
kroku, které algoritmus vykonal, zavisi na hodnotach m, n a na strukture grafu G. Pro vSechny
testované pripady grafi G se znAmym x(G) algoritmus nalezl dobré vrcholové barveni pomoci

m = x(G) barev a skonéil v mnohem kratsim case.

Algoritmus 3 byl testovany na ruznych grafech, na kterych vzdy nasel dobré vrcholové m-
barveni, kdy m = x(G), napiiklad: Mycielskiho grafy, Bondy-Murtyho grafy, Petersontuv graf,
Grotzscheho graf nebo Chvataltv graf, o kterém si povime vic, nez jen to, Ze se jedna o graf s
chromatickym éislem x(G) = 4 (Obrdzek 22).

Q

Obrazek 28: Chvatalav graf a jeho dobré vrcholové barveni pomoci 4 barev, které nalezl Algo-
ritmus 3.

Chvataluv graf - Tento graf byl definovan Véclavem Chvatalem roku 1970 [12]. Jedn4 se o
neorientovany graf s 12 vrcholy a 24 hranami (viz. Obrdzek 22), ktery je nejmensim moznym
4-chromatickym, 4-reguldrnim (Vv € V(G) : deg(v) = 4) grafem bez trojihelniki. Tj.: nejmensi
cyklus, ktery Chvataliiv graf obsahuje, je délky 4.

Jedinym mensim 4-chromatickym grafem je Grétzscheho graf s 11 vrcholy a 20 hranami.

Oproti Chvéatalovu grafu neni reguldrni a A(G) = 5.
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U uvedeného Algoritmu 3 se zda, ze pékné funguje a méa polynomidlni slozitost, nicméné
autor nedokazal, ze skutecné pro kazdy graf dobré barveni pomoci m = x(G) barev algoritmus
nalezne. Publikace vysla na Amazonu a byla citovina v ¢asopise [15].

Mohlo by byt zajimavé testovat algoritmus na velkych ,,benchmark* grafech, pouzivanych k

testovani algoritmi pro dobré vrcholové barveni uvedenych v [14], coz provedeno nebylo.
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7 Praktické vyuziti vrcholového barveni

V podstaté existuje jen velmi mélo redlnych problému, které mohou byt ptimo feseny pomoci vr-
cholového barveni. Nékteré z nich si v této kapitole predstavime. Vychazime z publikace Philippa
Galiniera [14].

Casovy rozvrh

Casovy rozvrh zvany téz ,timetabling“ je problém zabjvajici se pfifazenim ¢asového tseku k
udélosti (cviceni, zkouska, prednaska, ...) vzhledem k néjakym parovym omezenim. Tato omezeni
napriklad obsahuji pary udalosti, které nemohou byt prifazeny do stejného c¢asového tseku -
jeden ucitel nemtize mit v dany okamzik zaroven prednésku a cviceni.

Barveni grafu se jiz dlouhou dobu vyuziva pro modelovani téchto ,timetabling* problému.
Obvykle jsou udalosti v grafu znaceny jako vrcholy, hrany odpovidaji omezenim a Casové tseky

byvaji barvy.

Alokace registra

Alokace registru je vyznamny problém v oblasti kompilatori. Vzhledem ke zdrojovému kédu,
je totiz problém urcit, které proménné budou ulozeny (prirazeny) do cache paméti a které se
ulozi na RAMce (vyzaduji pomalejsi pristupovy cas). Kazda z téchto proménnych musi mit
pridélenou jinou Cast paméti, aby nenastala situace, kdy zapiSeme 2 rtizné proménné na stejny
usek paméti - doslo by k premazéni (ztraté) dat.

Pti modelovani téchto problému predstavuji vrcholy proménné, omezeni jsou opét znazornéné

pomoci hran a typ paméti rozliSujeme barvami.

Prirazeni frekvence

Problém s pritazenim frekvence hraje roli v telekomunikacnich sitich po dobu vice nez 20 let.
Snazime se totiz prifadit danou frekvenci k vysila¢im (antény, routery, ...). Omezenim je zde
vzdalenost vysila¢ii. Snazime se totiz zabranit tomu, aby geograficky blizké vysilace nesdilely
stejnou frekvenci nebo si vzajemné nezasahovaly do vysilaného pasma - dochézi pak k ruseni
signalu (pfeslechy na linkéch).

Proto lze chiapat problém pritazeni frekvenci jako rozsifené barveni. Vrcholy reprezentuji
vysilac¢e a barvami znacime frekvence.

Ve skutecnosti je tento problém komplikovany tim, Ze mame pevné dany rozsah pro frekvence,

ze kterych miizeme vybirat. Casto tedy nemame jinou moznost, nez pristoupit na kompromis.
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Smérovani a prirazeni vinové délky

S problémy smérovani a prifazovani vinové délky se setkdme v optickych sitich. Opticka sit je
prezentovana jako neorientovany graf, kde uzly tvofi stanice a hrany jsou zde spoje (linky).
Jednu z dvojic stanic nazveme ,pozadavky“ (demands). K uspokojeni pozadavkd, je potieba
vytvorit tzv. ,svételnou cestu® (lightpath), coz je cesta v grafu s pridélenou frekvenci. Spravnym
feSenim je pak mnozina svételnych cest, pricemz zadné dvé svételné cesty, které sdili stejny spoj,
nesmi mit stejnou frekvenci.
Pri realizaci narazime na problém jako u problému s pritazenim frekvence. Frekvence a vinové

délky, které zde vyuzivame jsou pevné dané, snazime se tedy uspokojit co nejvice pozadavki.
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8 Zavér

Cilem této bakalaiské prace bylo zpracovat prehled zakladnich typt algoritmii pro dobré vr-
cholové barveni véetné jejich slozitosti. V préci jsem se zabyval vrcholovym barvenim grafi za
pomoci riznych metod zalozenych naptiklad na ttidé grafu nebo stupnich vrcholi. Déle jsem se
zabyval algoritmy, které jsou schopné najit vrcholové barveni grafu. Zde jsem zjistil, ze vrcholové
m-barveni je dobfe znamy NP-kompletni problém a Ze existuje mnoho vysledkt zabyvajicich se
timto problémem a mnoho riznych algoritmt a jejich vylepsSeni. Viz. prehled heuristickych al-
goritmu na strané 53 nebo v ¢lanku [14], samoziejmé takovych ¢lanku existuji stovky, protoze
barvenim grafi se zabyvaji odbornici jiz stoleti.

Nejlepsi by bylo pouzivat deterministické algoritmy, protoze zarucuji pro stejny vstup vzdy
stejny a spravny vystup. Jenze tyto algoritmy jsou limitovany svou c¢asovou slozitosti a ne vzdy
se daji pouzit na velké grafy. V praci jsem uvedl priklad, stranky 53-62, deterministického al-
goritmu (Algoritmus 3) z roku 2006 s ukdzkami funkcnosti. Autor tohoto algoritmu (Ashay
Dharwaker) ukazuje, ze jeho algoritmus dokézal najit vrcholové m-barveni na grafech jako jsou
napf.: Mycielskiho grafy (95 vrcholi), Bondy-Murtyho grafy (16 vrcholt), ¢i Chvataltv graf (12
vrcholl) v polynomidlnim case, kde m < A(G). Coz je velice zajimavé vzhledem k tomu, ze
diive zndmé deterministické algoritmy jsou uvadény s exponencidlni slozitosti, viz. napriklad
¢lanek [16]. Pokud by neexistoval graf, pro ktery by uvedeny algoritmus nebyl schopen najit
m-barveni pro m = x(G), znamenalo by to P = NP. Predpokldaddame totiz, ze P # NP a je
tedy pravdépodobné, ze takovy graf existuje.

V praxi se ale hojné vyuzivaji heuristické algoritmy, protoze poskytuji relativné presné vy-
sledky za daleko kratsi ¢as i pro velké grafy. V praci uvedené heuristické algoritmy (Algoritmus 1
a Algoritmus 2 z kapitoly 6) maji polynomialni slozitost O(n?), kde n je pocet vrcholi. Uvedl
jsem heuristicky Algoritmus 1 vyuzivajici hladové barveni, kde je vysvétlena jeho funkénost a
poukazano na jeho nedostatky. Hlavnim nedostatkem je ndhodny vybér poradi vrcholi, v kterém
se budou vrcholy barvit. Poté jsem uvedl modifikovanou verzi tohoto algoritmu. Modifikace spo-
¢ivala v tom, Ze algoritmus obarvuje vrcholy v poradi dle stupné vrcholu (od nejvétsiho stupné
po nejmensi). Tato ,drobnd“ zména zarucuje presnéjsi vysledky ve smyslu pouziti mensiho nebo
nejmensiho mozného poctu barev. Presto tento algoritmus neni dokonaly. Jeho klady i zapory
jsou pak demonstrované na prikladech, strany 44, 46-52.

Diky této praci jsem se dozvédél nékolik zajimavych véci ohledné vrcholového barveni grafu.
Neni to totiz tak jednoducha véc, jak se zdalo na cvicenich diskrétni matematiky. Myslim si,
ze z velké ¢asti jsem splnil pozadavky na mne kladené zadanim. Byl bych rad, kdyby se mi do
prace podafilo zahrnout néktery z dalsich heuristickych algoritmt zminénych v [14]. Vzhledem k
¢asové narocnosti bych nebyl schopen zpracovat dalsi algoritmus na stejné arovni, jako algoritmy

v praci jiz uvedené.
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Moznosti dalstho zkoumani v oblasti vrcholového barveni grafi je mnoho, napiiklad: na-
studovat a zpracovat aktudlné nejlepsi zndmé heuristiky [14] s cilem dalsi optimalizace, déle
testovat Algoritmus 3 na tzv. ,benchmark* grafech, poptipadé se pokusit najit graf, pro ktery

by Algoritmus 3 nedokazal najit dobré vrcholové m-barveni, kde m = x(G).
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