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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva generovanim siti podle nékolika modelti. Konkrétné se jedna
o ndhodny graf, zobecnény nahodny graf zahrnujici konfiguraéni model a ndhodny graf s oceka-
vanou stupnovou distribuci, dale o modely malého svéta, do kterych spadd Watts-Strogatz model
a Watts-Newman model. V neposledni radé také o model bezskédlové sité — Barabasi-Albert mo-
del. Soucésti teoretické casti je vysvétleni zakladnich pojmt z teorie grafii, uvedeni nékolika
zkoumanych vlastnosti siti a hlavné popis jednotlivych modeli. Soucasti praktické ¢asti je vy-
tvoreni aplikace generujici sité podle modeld a provedeni experimenti s daty vygenerovanymi

z aplikace.

Klicova slova: generovani siti, vlastnosti siti, modely siti, ndhodné grafy, modely malého svéta,
Barabasi-Albert model

Abstract

This bachelor thesis deals with networks generation according to several models. Specifically,
random graph, generalized random graph including configuration model and random graph with
given expected degree. It also deals with models of the small world which include the Watts-
Strogatz model and the Watts-Newman model. Last but not least, model of scale-free network
— Barabasi-Albert model. The theoretical part explains the basic concepts of graph theory,
introduces several researched network properties and especially describes individual models.
The goal of the practical part is to create an application for generating networks according to

models and to perform experiments with data generated from the application.

Key Words: networks generation, network properties, network models, random graphs, models
of the small world, Barabési-Albert model
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1 Uvod

Sité se vyskytuji vsude kolem nés. Miize se jednat o silni¢ni sit spojujici mésta, telefonni sit
spojujici lidi nebo internet tvoreny spojenimi mezi routery. Siti mize byt reprezentovan i lidsky
mozek jako sif vzajemné komunikujicich neuronti. Z pozorovani takovych siti vyplyva, ze ne vzdy
jsou jednotliva spojeni zcela ndhodna. Ve skutec¢nosti je to spise naopak. V redlnych sitich 1ze po-
zorovat uréité opakujici se vzorce. Casem vznikaly riizné modely snazici se napodobit redlné sité.
Cilem této prace je popsat a prozkoumat nékolik existujicich modelii, implementovat aplikaci
generujici sité (grafy) podle téchto modeli a prostfednictvim experimenti s vygenerovanymi
grafy z této aplikace porovnat vlastnosti zkoumanych modelt.

Protoze sité reprezentujeme pomoci grafii, budou v ivodni kapitole zminény zakladni pojmy
z teorie grafu a také nékteré vybrané zkoumané vlastnosti realnych siti. Poté nasleduje kapitola
vénujici se nékolika modelim, které byvaji v literatufe zminovany nejcastéji.

Druhou ¢ast prace tvori praktickd ¢ést. V ni bude nejdrive struéné popsdn navrh aplikace
a implementace algoritmu generujici jednotlivé modely. Nakonec budou provedeny experimenty
nad vygenerovanymi daty. Ty se budou tykat hlavné ovéfeni teorie o modelech z prvni ¢asti

prace.
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2 Komplexni sité a jejich vlastnosti

Priikladem realnych komplexnich sit{ mohou byt napiiklad sité socidlni (rodina), informacéni
(internet), biologické (sif neuront v mozku), dopravni (silni¢ni sit). Dalsi ptriklady redlnych siti
jsou v prilohdch v tabulce 7. Sité lze zobrazit prostfednictvim grafi. Pro spravné porozumeéni a

pochopeni nasledujicich kapitol je vhodné grafy definovat a popsat jejich zdkladni vlastnosti.

2.1 Zaklady teorie graft

Graf si muzeme predstavit jako mnozinu vrcholi. Ty lze zakreslit tfeba kolecky nebo body (také
¢tverecky nebo trojuhelniky), které jsou vzajemné propojeny kiivkami. V této kapitole jsou
shrnuty pouze nékteré zakladni vlastnosti grafii, predevsim pak vlastnosti potiebné k pochopeni

nasledujicich kapitol. Formalni definice grafu je nésledujici [13].

Definice 1 Graf G (také jednoduchy graf) je usporddand dvojice G = (V,E), kde V! je ne-
prazdna mnozina vrchol a E? je mnoZina hran — mnozina (nékterych) dvouprvkovych podmno-

Zin mnoZiny V.

Jednoduchy graf je graf bez smycek a multihran. Jiné typy grafu, které dovoluji smycky nebo
multihrany jsou uvedeny v kapitole 2.1.1.

Pocet vrcholi grafu G se znaé¢i |V (G)|, kde V(G) je neprazdna mnozina vrchola grafu G.
Daéle v textu bude v souvislosti se sitémi pocet hran oznacovan také n. Naptiklad v silni¢nich
sitich jsou vrcholy mésta, v socidlnich sitich lidé apod.

Pocet hran grafu G se zna¢i |E(G)|, kde E(G) je mnozina (i prazdnd) hran grafu G. Na-
déle bude pocet hran oznacovan také m. Hranou muze byt cesta mezi mésty nebo ji muze byt
reprezentovano pratelstvi dvou lidi.

O vrcholech uw a v grafu G fekneme, Ze to jsou sousedni vrcholy, existuje-li mezi nimi hrana.
Jinak fedeno plati, Ze dvouprvkovd mnozina {u,v}*€ E(G).

Na obrazku 1 je priklad grafu G. Pro tento graf G je mnozina vrcholu V(G) = {1,2,3,4,5,6, 7},
pocet vrchola |V(G)| = 7, mnozina hran E(G) = {{1,2},{1,5},{2,7},{3,4},{4,5},{4,7},
{5,6},{5,7}} a pocet hran |E(G)| = 8.

Stupen, vrcholu je dulezitd vlastnost kazdého vrcholu. Je dan poctem hran zasahujicich do
vrcholu. O vztahu vrcholu a hrany, kdy hrana do daném vrcholu zasahuje, se 1ika, ze vrchol je
s touto hranou incidentni. Stupen vrcholu je tedy pocet hran s nim incidentnich, viz definice
z [13].

Definice 2 Stupen vrcholu v grafu G je definovdn jako pocet hran, se kterymi je vrchol inci-

dentni.

17 anglického Vertex (vrchol).
27 anglického Edge (hrana).
3V mnozinich nezalez{ na poradi prvku, mnoziny {u,v} a {v,u} jsou shodné.
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Obrazek 1: Priklad (jednoduchého) grafu.

Stupen vrcholu v grafu G se znadi deg(v) nebo k, k; je pak stupeii i-tého vrcholu. Pro graf
na obrazku 1 je k; = 2, ks = 4, atd. Vice o stupnich i pro orientované grafy v kapitole 2.2.1.
V socialnich sitich by stupen vrcholu predstavoval napiiklad pocet pratel konkrétniho ¢lovéka.
Se stupném vrcholu souvisi i dalsi dilezita vlastnost, které se rikd princip sudosti. Kazda
hrana v grafu je incidentni se dvéma vrcholy. Existence hrany tak zvysi stupen obou vrcholu

o jeden. Proto pak plati véta [13]:

Véta 1 Soucet stupriii vSech vrcholi v grafu je vidy sudy a je roven dvojndsobku poctu hran.

To se da matematicky zapsat jako

1

Specidlnim ptipadem jednoduchého grafu je graf, jehoz kazdy vrchol je spojen hranou se vSemi
ostatnimi vrcholy. Tento graf se nazyva kompletni graf. Vétsinou se oznacuje K, kde n je pocet

vrcholu a je definovan nasledovné [13]:

Definice 3 Graf na n vrcholech, kde n € N ktery obsahuje vsech (Z) hran se nazyvd uplny nebo

také kompletni graf a znaci se K.

Kazdy vrchol kompletniho grafu s n vrcholy ma tak n—1 sousedt. Znamena to tedy, ze zadny
jednoduchy graf nemiize mit vice néz (3) hran. Tohoto vztahu se Casto vyuziva pfi vypoctech.

Priklad kompletniho grafu K5 je na obrazku 2.

14



Obrazek 2: Kompletni graf K.

Hrany grafu (sité) mohou mit také vlastnosti, které urcéuji jeho charakter. Grafy tak lze déle
délit:

e Podle orientace hran

— Orientované

— Neorientované
e Podle ohodnoceni hran (vrcholu)

— Ohodnocené

— Neohodnocené

Graf, jehoz hrany jsou orientované se nazyva orientovany graf. Na rozdil od neorientované
hrany, kterd reprezentuje obousmérny vztah vrcholt s ni incidentnich, orientovanéd hrana repre-
zentuje pouze jednosmérny vztah. Orientovanad hrana se nejcastéji zakresluje sipkou na jednom

konci hrany. Orientovanou hranou lze reprezentovat napriklad vztah rodic - dité.

Definice 4 Orientovanym grafem rozumime uspordadanou dvojici G = (V, E), kde V' je mnoZina

vrcholi a mnozina orientovangch hran je E CV x V. [15]

7 definice vyplyva, ze orientovana hrana pak neni dvouprvkovou podmnozinou mnoziny
vrcholt, ale usporddanou dvojici (vi,v2), kde v1,v9 € V' a soucasné plati, ze (v1,v2) # (va, v1).
Graf, jehoz hrany jsou ohodnocené se nazyva ohodnoceny graf. V. ohodnoceném grafu se hrana
zakresluje spole¢né s ¢islem urcujicim vahu hrany. Ohodnocené hrany lze pouzit napiiklad pro
reprezentaci silni¢ni sité, kde vrcholy jsou mésta, hrany silnice a vaha hrany je délka silnice mezi

meésty.

Definice 5 Ohodnoceni grafu G je funkce w : E(G) — R, kterd kaZdé hrané e € E(G) priradi
redlné cislo w(e), kterému rikame vaha hrany (znaceni w pochdzi z anglického ,weight“). Ohod-
noceny graf je graf G spolu s ohodnocenim hran redlnymi ¢isly.

Kladné ohodnoceny (rikime také vizZeny) graf G md takové ohodnoceni w, Ze pro kazdou hranu
e € E(G) je jeji viha w(e) kladnd. [13]

15



Podle definice mohou byt ¢isla pfitazend hrandm (vdhy hran) libovolnd, tedy i zaporna.
Vétsinou se ale setkdvame s kladné ohodnocenymi hranami (w(e) > 1).

Pro potreby tohoto textu budou jesté zavedeny nasledujici definice [13].

Definice 6 Sledem vou, v grafu G rozumime takovou posloupnost vrcholi a hran

(vo, €1,v1,€2,V2, ..., €n,Un),

kde v; jsou vrcholy grafu G a e; jsou hrany grafu G, pricemz kazdd hrana e; md koncové vrcholy
vi—1 a v;. Pocet hran nazveme délkou sledu vou,. Vrchol vy nazyvime pocdtecni a wvrchol vy,

koncovy).

Definice 7 Tah je sled, ve kterém se neopakuji Zddné hrany a cesta je sled, ve kterém se neo-

pakuji Zadné vrcholy (tedy ani hrany).

Protoze nékteré modely v nasledujicim textu generuji nesouvislé grafy, je vhodné zadefinovat

pojem souvislost* [13].

Definice 8 Rekneme, Ze vrcholv je dosazitelny z vrcholu u, jestlize v grafu existuje sled z vrcholu
u do vrcholu v.
Graf nazveme souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v je vrchol v dosazitelny z vrcholu w.

V opacném pripadé je graf nesouvisly.

Nesouvisly graf se pak skladd z nékolika ,¢asti“, které se nazyvaji ,komponenty*“ [13]. V ori-
entovanych grafech rozlisSujeme, zda je graf silné nebo slabé souvisly. Orientovany graf je slabée
souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u a v existuje neorientovand cesta z u do v (tedy orien-
tovand cesta z u do v nebo z v do u). Déle je orientovany graf silné souwvisly, jestlize pro kazdé
dva vrcholy u a v existuje orientovand cesta z u do v a orientovand cesta z v do u [10]. Obdobné

hovorime o silné a slabé souvislych komponentach orientovanych graft.

2.1.1 Dalsi typy graft

Nejcastéji se setkdvame a pracujeme s jednoduchym grafem podle definice 1. Existuji ale také
grafy, které na rozdil od jednoduchého grafu dovoluji vznik smycek nebo nésobnych hran (multi-
hran).

Smycka je hrana, kterd kon¢i ve stejném vrcholu, ve kterém zacina.

Nasobné hrany nebo také multihrany jsou hrany, které spojuji stejné vrcholy. Mezi dvéma

vrcholy tedy existuje vice hran.

Graf, ve kterém se vyskytuji ndsobné hrany (a mohou, ale nemusi i smycky), se nazyva

multigraf.
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2.2 Zkoumané vlastnosti komplexnich siti

V této kapitole budou zminény nékteré zkoumané vlastnosti komplexnich siti. Za nejcastéji
zkoumané vlastnosti lze povazovat distribuci stupriu, prumérny stupen, shlukovaci koeficient,
prumer sité a dalsi jako pocet hran, pocet vrcholi apod. Tyto charakteristiky také umoziiuji
porovnavat jednotlivé modely komplexnich siti mezi sebou. Samozrejmé existuje i spousta dalsich

vlastnosti, kterymi se lze zabyvat, naptiklad pocet komponent, hustota apod.

2.2.1 Pruameérny stupen a distribuce stupnua

Dulezitou vlastnosti siti je primérny stupert vypocteny jako aritmeticky primér stupnu vsech

vrcholi v grafu. Pro neorientovany graf lze prameérny stupen vyjadrit nasledovné

Z k;. (2)

(k) = =, (3)

V orientovanych sitich se rozlisuje vstupni stupern, vistupni stupern a celkovy stupen. Vstupni

stupen, oznacovan k"

i, reprezentuje pocet hran vedoucich do i-tého vrcholu. Vystupni stupen,

k¢u reprezentuje pocet hran vychézejicich z i-tého vrcholu a celkovy stupeti k; i-tého vrcholu
je pak [1]
ki = k{" 4 k. (4)

V orientovanych grafech také plat{ Y"1 | ki = 3" | k%% a to proto, Ze kazd4 orientovand hrana
musi zacinat i kon¢it v néjakém vrcholu. Kazdéd hrana tak pridava po jednom stupni do sumy
vstupnich stupni a do sumy vystupnich stupna. Tato rovnost tedy také odpovidd poctu hran

v orientovanych grafech
n n
m=> k"=> k. (5)
i=1 i=1

P1i vypoctu prumérného stupné v orientovanych sitich je pak jedno, zda pocitame se vstupnimi
nebo vystupnimi stupni
<km> — <kout> — likmzlzn:kout: m (6)
(2 (2 :
iz s n
Distribuce stupnd je dalsi dilezita vlastnost siti. Znaci se py, popiipadé Pr(k) a interpretuje
se jako pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vrchol grafu bude stupné k& (bude mit &k sousedi),

kde pi € (0,1). Pro sit na n vrcholech lze py vypocitat jako

Nk

PE=—, (7)

n
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kde ny je pocet vrcholi se stupném k. Protoze distribuce stupni je rozdélenim pravdépodobnosti,
plati také?

S p= 1. ®)
k=0

Pokud nechceme pocitat s nekonecnem, lze pro jednoduchy graf vztah zjednodusit. Protoze
v jednoduchém grafu ma kazdy vrchol maximalné n — 1 sousedil, nemiize existovat vrchol, ktery

by mél stupen vyssi nez pravé n — 1, a potom Zz;é pr = 1.

2.2.2 Shlukovaci koeficient

Shlukovaci koeficient, oznac¢ovan C, vyjadiuje tendenci vrcholli tvorit shluky. Mame graf s vr-
choly A, B, C, kde vrchol A je sousedem vrcholu B a vrchol B sousedem vrcholu C. Shlukovacim
koeficientem je vyjadiena pravdépodobnost, ze i vrchol A bude sousedem vrcholu C. Jinymi
slovy mezi vrcholy A, B, C existuje tranzitivni relace. Proto se nékdy misto terminu shlukovani
pouziva termin tranzitivita. Mtzeme se setkat se dvéma definicemi shlukovaciho koeficientu:
lokdlni shlukovact koeficient a globdlni shlukovaci koeficient.

Globalni shlukovaci koeficient popisuje graf jako celek a je definovén jako [15]

_ 3 x pocet trojihelnikii v grafu

9)

~ pocet spojenych trojic vrchol’

kde ,spojend trojice vrcholi“ je chdpana jako vrchol se dvéma hranami vedoucimi do dvojice
vrcholi. Stoji za povSimnuti, Ze kazdy trojihelnik (podgraf K3) ma prévé tii spojené trojice
vrcholi. Proto hodnota shlukovaciho koeficientu C' bude v intervalu C' € (0,1). Shlukovaci
koeficient tak vyjadiuje pravdépodobnost, ze dva sousedé néjakého vrcholu jsou navzajem také
sousedy.

Lokdlni shlukovaci koeficient popisuje tendenci tvorit shluky okolo konkrétniho vrcholu v grafu.

Muze byt tedy vypoéten pro kazdy vrchol nasledovné [15]:

o pocet trojuhelnikti v grafu obsahujicich vrchol i

, 10
pocet spojenych trojic se sttedem ve vrcholu % (10)
kde ,,spojend trojice se stfedem ve vrcholu ¢“ je chdpédna obdobné jako ve vzorci 9. Pro vrcholy,
jejichz stupen je 0 nebo 1 pokldddme C; = 0 (vyhneme se tak déleni nulou). Poté muzeme
vypodist z lokdlniho shlukovaciho koeficientu také shlukovaci koeficient pro cely graf (jak ¢ini

globalni shlukovaci koeficient) jako aritmeticky pramér

(C)=-> G (11)
=1

4Pokud distribuci stupnitt povazujeme za rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné velidiny, pak plati
[ prdk =1.
kmin
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ovsem vysledky se budou od téch ziskanych ze vzorce 9 mirné lisit. Proto je dobré rozliSovat pou-
zitou metodu. Pro obé metody vsak plati, ze pro redlné ,lidské“ sité bude hodnota shlukovaciho
koeficientu vyssi, nez by tomu bylo v pfipadé ndhodného grafu.

Pro neorientovany neohodnoceny graf lze vzorec 10 pro vypocet lokalniho shlukovaciho ko-

eficientu prepsat na [1]

L; 2L;
=L 2L 12
. 5y ki(ki — 1) 12)

kde L; je pocet spojeni mezi sousedy i-tého vrcholu a (kzz) je maximalni pocet téchto spojeni
mezi sousedy. U tohoto vzorce si staci jen predstavit vrchol v stupné &k (k sousedu). Pak kazda
hrana mezi témito sousedy vytvori trojuhelnik obsahujici vrchol v a ,maximéalni pocet téchto
spojeni mezi sousedy “ reprezentuje ,spojenou trojici se stfedem ve vrcholu v*, protoze potrebné
dvé hrany jsou uz zajistény z vrcholu v.

Shlukovaci koeficient je definovan také pro ohodnocené grafy a lze jej pomérné jednoduse
vypocitat pro graf reprezentovany matici sousednosti, viz [12]. Pro ohodnocené grafy existuje

vice definic shlukovaciho koeficientu, jedna z nich je néasledujici [11, 17]:

!
o 2 k(Wi i)

C;= ) 13

' ki(k; — 1) (13)

kde vahy hran nélezi do intervalu (0, 1) a pokud tomu tak neni, musi byt normalizoviany maxi-
maln{ vahou hrany v grafu, tedy w;; = m;iffw).

2.2.3 Pruamér a pramérna nejkratsi cesta

Nejkratsi cesta znacend l;; je nejkratsi cesta mezi dvéma vrcholy v; a v; grafu G, tedy cesta’
z vrcholu v; do vrcholu v; pres co nejmensi pocet hran.

V sitich se pak zkoumd prumérna nejkratsi cesta a praumeér sité. Prumérnd nejkratsi cesta
je aritmeticky prumér nejkratsich cest mezi vSemi moznymi dvojicemi vrcholi v grafu. Pro

neorientovany graf ji lze vypocitat jako [20]

= XYl = e 2 (14

pro orientovany graf pak obdobné [20]

1 n n
(1) = n(n—l);zj:l” (15)

Vzorec 15 lze pouzit i pro neorientovany graf, protoze vzorec 14 pouze vyuziva faktu, ze matice

sousednosti neorientovaného grafu je osové symetrickd podle diagonaly, a tak staci projit jen

57 definice 7 na strané 16.
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jeji polovinu. Pokud by sit obsahovala vice komponent, existovala by alespon jedna dvojice
vrcholdl v;,v; mezi nimiz by nejkratsi cesta [;; = oo. Primérnd nejkratsi cesta by pak také
divergovala, a proto se v sitich obsahujicich vice komponent pocita praimérna nejkratsi cesta
nejvétsi komponenty.

Primeérem sité d se rozumi nejdelsi nejkratsi cesta. Jinymi slovy nejdelsi cesta ze vSech
moznych nejkratsich cest mezi vSemi moznymi dvojicemi vrcholti.

Pro vypocet prumérné nejkratsi cesty i prumeéru konkrétniho grafu lze pouzit algoritmus
prohledévani do sitky (BFS)® pro neohodnoceny graf [6, 15] nebo napifklad Floydtv algoritmus’

pro ohodnoceny graf [13].

2.2.4 Vlastnosti realnych sitich

Protoze vétsinou jsou zkoumané sité sitémi redlnymi, neni od véci zminit nékteré ocekavané
vlastnosti realnych sitich. Jednak budeme védét, co od redlnych sitich ocekavat, a také nam
to mlize pomoct pri rozhodovani o technikich pouzitych pii implementaci nékterych algoritmi.
Nésledujici informace jsou platné pro spoustu realnych siti, presto zde existuji i vyjimky [4].
Distribuce stupnii v redlngjch ,lidskych“ sitich se casto Tidi mocninnym zdkonem (anglicky
power-law). Takovou sit predstavuji napriklad socidlni sité, WWW apod. Jak bylo feceno, exis-
tuji vyjimky a jednim prikladem sité, jejiz distribuce stupnt se nefidi mocninnym zakonem, je
silni¢ni sit [4]. Hustotu pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny podle mocninného zdkona lze
zapsat vztahem
p(k) ~ k™7, (16)

kde « vétsinou nabyvd hodnot v rozsahu 2 < a < 3. Pokud je a < 2, pak by se v grafu
vyskytovaly vrcholy, jejichz stupen k by byl vétsi, nez pocet vrcholi n v grafu. Pokud je a >
3, pak se objevuje ,skala“ a graf se za¢ind podobat ndhodnému grafu. Celda problematika je
pomérné rozsahla a je popsana v [4, 9]. Rozdéleni pravdépodobnosti podle power-law muzeme
povazovat za rozdéleni jak spojité tak i diskrétni nahodné veli¢iny. Pokud jej budeme povazovat

za rozdéleni pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny, miizeme se setkat se vztahem

sy =S () (17)

kmin kmzn

Mocninny zakon s vhodné zvolenym parametrem « odpovida zndmému pravidlu ,,80:20“. V teorii
sit{ to znamend, ze 20% vrcholi m4 soucet stupiiu rovny 80% souctu stupnu vsech vrcholu.
Primér redlnyjch siti je maly. Vlastnost vychézi z Milgramova experimentu provedeném v 60.
letech minulého stoleti [15]. Uastnikiim experimentu byly rozdany dopisy adresované konkrétni
osobé. Aby se dopis postupné dostal k cili, sméli jej icastnici predat jen svému zndmému. Vétsina

dopisti byla ztracena, nicméné ¢ast jich dorazila do cile. Pfekvapivé dopisy, které dosly do cile,

5Pro kazdy vrchol je t¥eba zjistit cestu do viech ostatnich vrcholfi s asymptotickou slozitosti O(n(n + m)).
S asymptotickou slozitost{ O(n?).
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prosly rukama v praméru pouze Sesti lidi. Této vlastnosti se 1ika také ,,small world effect“. Uvadi
se, ze graf mé ,small world“ vlastnost, pokud prumérna nejkratsi cesta () roste logaritmicky

(nebo pomaleji) s poc¢tem vrcholu n, tedy [2]
(1) ~logn. (18)

Shlukovact koeficient redlnyjch siti je vysoky. V redlnych sitich je zvysena pravdépodobnost, ze
dva vrcholy budou spojeny hranou, pokud maji spoletného souseda. Obdobné jako u distribuce

stupni zde lze pozorovat rozdéleni podle power-law
C(k) ~ k™, (19)

kde C'(k) je prumérny shlukovaci koeficient vsech vrchola stupné & [20].

Hustota redlngjch siti je mald. Rikdme také, ze jsou ¥idké. Jinymi slovy redlné sité ¢asto maji
mnohem méné hran, nez by mél kompletni graf o stejném poctu vrcholi. Obvykle se uvadi pocet
hran [20]

m = O(n). (20)
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3 Modely komplexnich siti

Jednim z cilu védy zabyvajici se sitémi (network science) je vytvorit modely, podle kterych by
bylo mozné napodobit redlné sité (presnéji fe¢eno napodobit tak, aby si co nejvice odpovidaly ve
zkoumanych vlastnostech). Hlavnim problémem tedy neni néjakou sit vytvorit (coz je pomérné
jednoduché), ale zajistit, ze vrcholy budou pospojovany hranami tak, aby byly splnény urcité
vlastnosti sité.

V této kapitole budou probrany nejpouzivanéjsi (nejobecnéjsi) modely siti vzdy se zaklad-
nim popisem, pseudokédem pro vygenerovani takové sité a s ocekdvanym chovanim nékterych

vlastnosti popsanych v kapitole 2.2.

3.1 Erdés-Rényi model — ndhodny graf

Reélné sité se na prvni pohled mohou jevit jako zcela ndhodné. Tomu odpovida prvni z modeli —
Erdos-Rényi model. Tento model je pojmenovan po dvou Madarskych matematicich Paulu Erdés
a Alfrédu Rényi, ktefi jej poprvé definovali v roce 1959 [2]. Existuji dvé ekvivalentni definice

nahodného grafu:

e G(n,m) model, kde n je pocet vrcholi a m je poc¢et ndhodné umisténych hran.

e G(n,p) model, kde n je pocet vrcholu a kazda dvojice vrcholu je spojené s pravdépodob-

nosti p.

Erdés-Rényi model (dale oznacovany také jako ER model) generuje ndhodny graf tak, ze
nadhodné ,vybird“ graf z mnoziny vSech grafi s konstantnim poctem vrcholi a hran (n a m).

Pravdépodobnost vybéru libovolného grafu g € G je pak
(21)

kde G je mnozina vsech grafi s konstantnim n a m. Jako priklad jsou na obrazku 3 vsechny
mozné grafy o tfech vrcholech a dvou hrandch. ER model ndhodné vybere jeden z téchto grafi.
Pravdépodobnost vybéru libovolného z nich je %

Pokud maximéalni mozny pocet hran na n vrcholech oznac¢ime jako M, kde

_(n\  n(n-1)
o (2) e o

muzeme pravdépodobnost vybéru libovolného grafu g s n vrcholy a m hranami prepsat jako:

1 1 1
Pr(g) = al % = (n(n? (23)
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(a) (b) ()

Obrazek 3: VSechny grafy o tfech vrcholech a dvou hranach.

Priklad generovani ndhodného jednoduchého grafu G = (V| E) podle G(n,m) modelu je

popsan algoritmem 1.

Algoritmus 1 Generovani ndhodného grafu podle G(n,m) modelu.

Require: G, m
Ensure: 0 <m < (|V(2E)|)
Ensure: E(G) =10
while |E(G)| # m do
v] <~ RANDOM (v € V(Q))
vy < RANDOM (v € V(Q))
if v1 # vy then
E(G) « B(G) U {{v1,v2}}
end if
end while

Proces generovani podle G(n, p) modelu je obdobny a mize byt popsan algoritmem 2.

Algoritmus 2 Generovani ndhodného grafu podle G(n, p) modelu.

Require: G,p
Ensure: 0 <p<1
Ensure: E(G) =10
for all v;,v; € V(G);i < j do
x4+ RANDOM(z e R;0 <z < 1)
if p > z then
E(G) + E(G) U {{vi,v;}}
end if
end for

3.1.1 Prumérny stupen

Pro G(n,m) model, kde n je pocet vrcholi a m je pocet hran, je urc¢it prumérny stupen o néco
jednodussi. Z principu sudosti® plati, Ze soucet stupint véech vrcholi je roven 2m. Pak primérny
stupen je:

(k) = 22, (24)

8Viz véta 1 (princip sudosti) na strané 14.
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U G(n,p) modelu plati, ze existence kazdé hrany je nezavisla na jinych hranich a pravde-
podobnost této existence je rovna p. Pravdépodobnost grafu s pravé n vrcholy a m hranami je

dédna binomickym rozdélenim
M —-m
Pr(m) = <m>pm(1 —-p)Mm, (25)

kde M je maximélni poc¢et hran na n vrcholech, (% ) je pocet vSech grafti s n vrcholy a m hranami,
p™ je pravdépodobnost existence pravé m hran a (1 — p)™~™ pravdépodobnost neexistence
zbytku hran. Stfedni hodnota poctu hran (z vlastnosti binomického rozdéleni) je pak (m) = Mp.
Dosazenim do vztahu 24 pro pramérny stupen G(n,m) modelu dostaneme vztah pro vypocet

prumérného stupné G(n, p) modelu

_ 2Mp _ Q(Q)p
n n

() = (n—1)p. (26)

3.1.2 Distribuce stupnua

Distribuce stupnu v ndhodném grafu se fidi binomickym rozdélenim [4]. Odvozeni je pomérné
intuitivni. Pravdépodobnost, ze ndhodny vrchol bude mit k vazeb na sousedy je p¥, a pravdé-
podobnost, Ze nebude mit vazbu na zbytek z n — 1 moznych sousedi je (1 — p)»~D~*, Nakonec

pocet moznosti, jak vybrat k£ sousedii ndhodného vrcholu, je (”gl) Koneény vztah je tak

Pr(k) = (n N 1)1?'“(1 —p)" R, (27)

Vétsinou vsak zkoumame ridké realné sité s velkym poctem vrcholl, a proto lze tam, kde n — oo

a p je velmi malé, binomické rozdéleni dobfe aproximovat Poissonovym rozdélenim [7]:

Pr(k) = (n ; 1>pk(1 —p)ih <I;€>!ke_<k>. (28)

Proto se tomuto modelu nékdy také rika ,,Poisson random graph“. Tato aproximace umoznuje
zjednoduseni vypoctt nékterych charakteristik, a proto se u ndhodnych grafi ¢astéji uvadi prave
Poissonovo rozdéleni. Pro zdjemce je odvozeni uvedeno v [2, 7, 20]. Porovnani binomického a
Poissonova rozdéleni pro rizna n je na obrazku 4. Distribuce stupni v redlnych sitich se ale

vétsinou nefidi Poissonovym rozdélenim, proto ER model neni piili§ vhodny pro jejich popis®.

3.1.3 Shlukovaci koeficient

Globalni shlukovaci koeficient v ndhodnych sitich je pomérné jednoduchy na vypocet. Pravdépo-

dobnost, ze dva libovolné vrcholy jsou spojeny hranou je rovna p nezavisle na jinych spojenich.

9Jednim z divodi je neexistence takzvanych ,center* v ndhodném grafu. Vice v kapitole 3.4.
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Obréazek 4: Vytez ze dvou grafii porovnavajicich binomické a Poissonovo rozdéleni. Z graft je
patrné, ze uz pro hodnoty N > 1000 lze binomické rozdéleni pomérné presné aproximovat
Poissonovym rozdélenim [2].

Daéle pocet trojihelnikti v ndhodném grafu je roven (g)p3 a pocet spojenych trojic je roven

(g’) (3)p*. Dosazenim do rovnice 9 pro vypocet globalniho shlukovaciho koeficientu (strana 18)

dostaneme [7]

C— 3 x pocet trojthelnikii v grafu _ ()P’ - (k)
pocet spojenych trojic vrcholi  (5)p?

(29)

V pripadé lokalniho shlukovaciho koeficientu je odvozeni obdobné [20]. Vyjdeme z rovnice 10
pro vypocet lokalniho shlukovaciho koeficientu (strana 18) a vyuzijeme faktu, ze pocet spojeni
L; mezi sousedy i-tého vrcholu je L; = p(l’;’) Dosazenim do rovnice 10 dojdeme ke stejnému

vysledku jako v predchozim piipadé

Coor,
T hik-1)  ”

(30)

Prumérna hodnota (C') bude pak taktéz rovna (C) = p. V pfipadé ndhodnych rozsahlych ridkych
sit{ (s konstantnim (k) a n — oo) pak platf, Ze C' ~ 1. Pro rozsahlé fidké sité tak shlukovaci

koeficient klesd timérné s po¢tem vrchold, coz prilis neodpovida redlnym sitim [2].

3.1.4 Prumérna nejkratsi cesta

Distribuce stupni ndhodného grafu se ¥idi Poissonovym rozdélenim a jeho stfedni hodnota tak
bude odpovidat primérnému stupni (k). To znamend, ze vybereme-li ndhodny vrchol v, tak ve
vzdélenosti [ = 1 od tohoto vrcholu doséhneme v pruméru na (k) vrchold, ve vzdalenosti [ = 2

pak v prameéru na <k)2 vrcholl, atd. Pocet vrcholl ve vzdalenosti [ 1ze pak vypocitat jako soucet
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prvnich [ + 1 ¢lenti geometrické posloupnosti

()~ 1

e (k). (31)

n(l) =1+ (k) + (k) + - + (k) =
Logaritmovanim a tpravou dostavame vztah pro vypocet prumérné nejkratsi cesty (/) ndhodného

grafu [2, 15, 20]
logn

log (k)

Primérna nejkratsi cesta ndhodného grafu tak muize odpovidat malé primérné nejkratsi cesté

(I) ~

(32)

redlnych siti (viz kapitola 2.2.4).

3.2 Zobecnény nahodny graf

Néhodny graf popsany v kapitole 3.1 mizeme zobecnit a generovat graf, jehoz distribuce stupnu
se nemusi Fidit Poissonovym rozdélenim. V kapitole 3.1 byl ndhodny graf definovin dvéma
zpusoby, a sice jako G(n, p) a G(n, m) model. Oba modely lze upravit pro definovani zobecnéného
ndhodného grafu. Prvnim modelem je takzvany , konfiguracni model“, ktery je analogii k G(n,m)
modelu [14]. Byva nazyvan také jako ,ndhodny graf s ocekdvanou stupriovou posloupnosti*.
Druhym modelem, ktery je analogii k G(n,p) grafu, je ,ndhodny graf s ocekdvanou stupriovou
distribuct ©.

Konfiguracni model zavisi na poc¢tu vrcholi n a posloupnosti stupnua vrcholi. Posloupnost
stupnu vrcholu je mnozina n hodnot, kde kazda hodnota k; pfesné odpovida stupni i-tého vr-
cholu. Pro nase ucely mizeme tuto mnozinu znacit jako K, pro niz plati K = {ky, ko, ks, ..., kn}.
Pokud si vzpomeneme na princip sudosti (Véta 1), kde se také hovori o posloupnosti stupii
vrcholli, miizeme pocet hran m vysledného grafu ziskat jako m = %ZLI k;. Odtud vychazi
podobnost k G(n, m) modelu. Z principu sudosti také vyplyvd podminka pro vstupni posloup-
nost stupni vrcholi, a sice Ze soucet vsSech prvku posloupnosti (tedy stupni vrcholi) musi byt
sudy. V opac¢ném pripadé nebude mozné graf sestrojit. Pro konfiguracni model je tedy mozné,
za splnéni této podminky, zvolit libovolnou posloupnost stupnti vrcholu a generovat napriklad
k-regulérni grafy, kde kazdy vrchol ma stupen k, nebo mtzeme vygenerovat posloupnost ma-
jici exponencialni, logaritmické ¢ jiné rozdéleni, popiipadé i posloupnost spliujici power-law'?.
Dokonce miizeme pouzit i posloupnost stupnu vrcholi néjaké existujici realné sité ziskanou pozo-
rovanim. Distribuce stupni pi je tedy plné zavisld na zvolené stupnové posloupnosti a pramerny
stupen (k) lze jednoduse vypocist jako aritmeticky prumér hodnot této posloupnosti.

Kdyz zndme pocet vrcholi n a posloupnost stupni vrcholi K, mizeme graf vygenerovat
nasledujicim zptsobem. Kazdému vrcholu i prifadime k; ,pahyla“!!, které piredstavuji budouci
hranu, jak je naznaceno na obrazku 5. Aby vznikla hrana, musime spojit dva pahyly. Dostaneme

tak graf s 2m pahyly, kde m je pocet hran. Poté nahodné vybereme dva pahyly, které spojime.

10Viz kapitola 2.2.4.
1 Anglicky oznacovino jako ,stubs “.
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Pokracujeme vybérem dalsi dvojice z 2m — 2 pahyli dokud nevycerpame vsechny moznosti. Ve
vysledném grafu tak bude kazdy vrchol mit pozadovany stupen. Vysledny graf s konkrétnim
spojenim pahyld je ndhodné vybran z mnoziny grafi, kterou ziskdme permutaci vSsech moznych
spojeni pahyli. Velikost této mnoziny je (2’2”) a pravdépodobnost kazdého mozného spojeni

pahyli pak ﬁ Algoritmem 3 je naznacen jeden z moznych zptsobi generovani.
2

Obrazek 5: Priklad generovani grafu podle konfigura¢niho modelu. Pocet vrcholid n = 4 a stup-
nova posloupnost K = {3,2,2,1}. Spojenim dvou ndhodnych pahylu vznikne hrana (vyznaceno
¢arkovanou ¢arou).

Algoritmus 3 Generovani konfiguracniho modelu.
Require: G, K
Ensure: (> k; € K) mod 2=0
Ensure: F(G) =10
J[] = pole, kde kazdy vrchol i € (0,|K]) je v poli pravé k; krat.
J[| < PERMUTATION(J[)) > Ndhodna permutace prvku v poli
10
while i < |J[]| do
E(G) « E(G) U (5, vi41))
141+ 2
end while

Konfigura¢ni model implicitné umoznuje vznik smycek a multihran, ovsem s n — oo je prav-
dépodobnost jejich vzniku nulova [14]. Lze si pomérné snadno pfedstavit takovou modifikaci
postupu generovani, ktera by jejich vznik znemoznila. Avsak takovd modifikace neni doporu-
Cena [14], protoze pak by kazdé mozné spojeni pahylu nebylo stejné pravdépodobné, coz by
znemoznilo analyticky vypocitat nékteré vlastnosti modelu. Nicméné fakt, ze kazdé mozné spo-
jeni pahylid je stejné pravdépodobné automaticky neznamend, ze také kazdy vysledny graf je
stejné pravdépodobny (nékterd spojeni generuji stejné grafy). Podrobné je tato problematika
popséna v [14], kde je ukézano, Ze pro n — oo je opravdu kazdy mozny vysledny graf stejné

pravdépodobny.
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Jak bylo zminéno, druhym modelem je ndhodny graf s ocekdvanou stupriovou distribuct, ktery
je analogii k G(n,p) modelu z kapitoly 3.1. Vstupem je opét pocet vrcholi n a posloupnost hod-
not K = {k1,ka,...,kn}. Na rozdil od konfigura¢niho modelu k; nepredstavuje ,fixni“ stupen
vrcholu ¢, ale ocekdvany stupen vrcholu 1.

Pro model je podstatnd pravdépodobnost p;; existence hrany mezi libovolnymi vrcholy ¢ a
J, jejiz vypocet vychazi z konfigura¢niho modelu. Z posloupnosti zndme k; a k;. Vyberme jeden
konkrétni pahyl vrcholu ¢. Tento pahyl se pfipoji k jednomu z k; pahylt vrcholu j. Celkem je

v grafu 2m pahyla pro pripojeni, z toho 2m — 1 pouzitelnych (nemuze se napojit sim na sebe).

272]_ 7 pripojeni konkrétniho pahyli vrcholu ¢ k néjakému pahylu vrcholu j

staci vynasobit poctem pahylu k; vrcholu ¢, ¢imz dostaneme vztah pro vypocet pravdépodobnosti

Pravdépodobnost

existence hrany mezi vrcholy i a j

kik;

= ——. 33
Dij om — 1 (33)
Pro situace, kdy graf ma velky pocet hran m, mizeme —1 ve jmenovateli ignorovat a psat
kik;
pij =5 (34)

Nesmime ale zapomenou na smycky, kde pocet part v éitateli nebude k;k;, ale (kg) = ki(ké_l).

Proto pravdépodobnost smycky ve vrcholu i je
ki(k; — 1
Pii = Rilki = 1) (35)

4m

Pfi generovani grafu tak mizeme pro kazdou dvojici vrcholi postupovat podle vztahu'? uvede-
ného v [14]

kik; .,
- pokud i # 7,

Py =1 o (36)
pr pokud i = j.

Vygenerovani konkrétniho ndhodného grafu s ocekavanou stupnovou distribuci mtze byt dosa-

zeno naptiklad algoritmem 4.

3.2.1 ,,Excess degree distribution*

Mnoho vlastnosti konfigura¢niho modelu véetné shlukovaciho koeficientu lze vypocitat pomoci
tzv. excess degree distribution [8, 14]. Fxcess degree distribution je rozdéleni pravdépodobnosti
stupnt nahodného souseda ndhodné vybraného vrcholu bez zapocteni hrany, kterou byl tento
soused dosazen.

Toto krkolomné vysvétleni bude mozna snéze pochopitelné z odvozeni. Zacnéme zjednodu-

senim problému. Vybereme jeden ndhodny vrchol a sledujme jednu jeho hranu. Otazka pak zni,

12pravdépodobnost pi; by méla oznacovat spise ocekdvany pocet hran mezi vrcholy ¢ a j a ne pravdépodobnost
existence hrany, protoze jediné pak bude umoznén vznik multihran. Znovu ale plati, ze v rozsahlych grafech se
bude pocet multihran a smycek blizit k nule.
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Algoritmus 4 Generovani nahodného grafu s ocekavanou stupnovou distribuci.
Require: G, K
Ensure: F(G) =10
m<+ (O k€ K)/2
for all v;,v; € V(G);i < j do
x4+ RANDOM(z e R;0 <z < 1)
if ¢ # j then
iKj
2m

else

P =4
end if
if p > = then

E(G) « E(G) U{(vi,v;)}
end if

end for

jakéa je pravdépodobnost, ze vrchol na konci hrany bude stupné k? U konfigura¢niho modelu
byla uvedena podminka, aby kazdé mozné spojeni pahyla hran bylo stejné pravdépodobné, coz
je pro tento vypocet podstatné. V grafu je 2m — 1 pahyla pro napojeni. Nami vybrany vrchol
se muze po sledované hrané napojit na & pahylt vrcholu stupné k, pfricemz vrcholt stupné k
je celkem npg. S moznosti ignorovat —1 pro velké sité je pravdépodobnost, ze vrchol na konci

hrany vedouci z vybraného vrcholu bude stupné &

k kpy,

%npk = @7 (37)

kde py, je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vrchol je stupné k a 2m = (k) n. Excess degree
ditribution mé navic podminku, aby v pravdépodobnosti nebyla zahrnuta hrana, kterou byl
vrchol dosazen. Tedy pokud se dotazujeme na excess degree k, musi mit soused k + 1 pahyli
véetné toho, kterym jsme se do vrcholu dostali. Toho lze dosahnout jednoduse zaménou k za
k41 ve vztahu 37. Pravdépodobnost ¢, ze ndhodny soused vybraného vrcholu bude mit excess
degree k, je tak [8, 14]

(k + 1)pr41

Qe = B (38)

3.2.2 Shlukovaci koeficient

Shlukovaci koeficient konfigura¢niho modelu lze vypocitat pomoci excess degree distribution
z predchozi podkapitoly 3.2.1.

Zacénéme v libovolném vrcholu v stupné k > 2 a vyberme ndhodné dva jeho sousedy — vrcholy
i a j. Shlukovaci koeficient se ptd, jaka je pravdépodobnost, ze ¢ a j jsou také spojeny hranou.

Pravdépodobnost poc¢tu hran k; a k; vrcholt ¢ a j kromé hrany vedouci do vrcholu v 1ze vypocitat
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podle vzorce 38'3. Vrcholy i a j pak maji k; k; moznosti vzniku hrany a pravdépodobnost vzniku
kik;
2m

vztah pro vypocet shlukovaciho koeficientu [14]:

ki=0k;=0

této hrany je podle vzorce 34 rovna

. Sumou pfes vSechny mozné stupné k;, k; dostaneme

kikj L[k — (B)]?
2m  n <k>3 ’ (39)

kde n je podet vrcholi, (k) je priimérny stupeii a (k?) je druhy obecny moment vypocteny jako
<k2> =Y k=o k*py.

3.3 Modely malého svéta

7 predchoziho textu vyplyva, ze ndhodny graf ma pro nékteré redlné sité nevhodnou distribuci
stupnu (pokud nepouzijeme zobecnény ndhodny graf) a prilis nizky shlukovaci koeficient. Jen
nizky pramér ndhodného grafu muze odpovidat redlnym sitim. Tak se dostavame k modelu, ktery
se snazi vygenerovat graf, jehoz shlukovaci koeficient by se priblizil redlnym sitim a zachoval
by si maly primér. Tomuto modelu se tikd model malého svéta nebo Watts-Strogatz model
(dale v textu také WS model) podle jmen jeho tviirciil?, kteif jej popsali v roce 1998. Kromé
tohoto modelu malého svéta existuje mirné odlisny Watts-Newman model (déle také WN model).
Od téchto modeli se d& ocekavat, ze v porovnani s ndhodnym grafem ziskanym ze stejnych
parametru, bude jejich shlukovaci koeficient viditelné vyssi.

Zakladni idea vychéazi z faktu, ze pravidelna (trojihelnikovd) miizka mé vysoky shlukovaci
koeficient, ale také velky primér, a ndhodny graf ma naopak maly prumeér, ale také nizky shluko-
vaci koeficient. Budeme tak vychézet z miizky a prepojime (Watts-Strogatz model) nebo piiddme
(Watts-Newman model) par hran. Témto piepojenym (piidanym) hranam se ¥ika zkratky'® Tak

zustane zachovan vysoky shlukovaci koeficient, ale podstatné se snizi prumeér grafu [15].

Regular: Small World: Random:
High L, High C Low L, High C Low L, Low C

Increasingly random connectivity

Obrazek 6: Zména vlastnosti grafu s rostoucim p, zdroj [6].

13Pravdépodobnost poétu hran k; a k; vrcholi i a j kromé hrany vedouci do vrcholu v je tedy rozdélena podle
yexcess degree distribution“.

MDuncan Watts a Steve Strogatz.

5Piimy pieklad anglického ,,shortcuts®.
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Nejcastéji se vychazi z jednorozmérné kruhové mrizky s n vrcholy, jak je vidét na obrazku 6
vlevo. V této mrizce se kazdy vrchol pripoji k nejbliz§im k vrcholim a to smérem vpravo i
vlevo [15, 20]. U tohoto modelu k neznaci stupen vrcholu, ktery je roven 2k. Proces prepojovani
(pridévani) hran tvoricich zkratky prochézi kruhovou miizku hranu po hrané a s pravdépo-
dobnosti p prepoji jeden konec této hrany k ndhodné vybranému vrcholu, pricemz nesmi byt
vytvoreny smycky nebo multihrany. Pokud je p = 0, pak zustava kruhova mrizka s velkym shlu-
kovacim koeficientem (pro k — oo je (C) = %, viz kapitola 3.3.2) a velkym prumérem. Pokud
p =1, graf se zméni v ndhodny graf s malym shlukovacim koeficientem a primérem. Znézornéni
je na obrazku 6. To, co potiebujeme, se déje mezi témito meznimi hodnotami p. S rostoucim p se

prameér snizuje podstatné rychleji nez shlukovaci koeficient a vytvari se vhodny interval hodnot
p jak lze vidét na obrazku 7.

1 T T 1T 1T 11T o T~ TTT] T T T T T TTT T T T T T TTT
1 ——
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i — mean vertex-vertex distance ]
. . \,
N ---- clustering coefficient N\ |
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£
S N
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O |||||||l ! |||||||l 4 I R ]
0.001 0.01 0.1 1

rewiring probability p

Obréazek 7: Pribéh praméru a shlukovactho koeficientu WS modelu v zavislosti na p. Mezi kraj-
nimi hodnotami je interval s vysokym shlukovacim koeficientem a malym prumérem, zdroj [15].

V pripadé Watts-Strogatz i Watts-Newman modelu za¢ind generovani vytvorenim pravidelné
miizky s k vazbami k nejblizsim vrcholtim. Jeden z moznych postupt je naznacen algoritmem 5.

Rozdily mezi WS a WN modelem jsou v néasledujicim postupu. Watts-Strogatz model piepo-
juje hrany s pravdépodobnosti p. Také neumoziiuje vznik multihran a smycéek!'. Cilem Watts-
Newman modelu je odstranit nékteré problémy WS modelu [15, 16]. Hrany jsou s pravdépo-
dobnosti p priddvany a je explicitné umoznén vznik multihran a smycek [16]. O pridani hrany
je rozhodovano pro kazdou moznou dvojici vrcholl, ale je prochdzena puvodni mrizka a pro
kazdou hranu v mfiiZzce je rozhodovano, zda se propoji dva ndhodné vybrané vrcholy. Déje se

tak pro zachovani kompatibility s WS modelem, aby prumér poctu pfidanych (pfepojenych)

167 matematickych diivodi se model nékdy zjednodusuje aby umoziioval vznik smyéek a multihran [15].
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Algoritmus 5 Generovani jednorozmérné kruhové miizky.

Require: G,k
Ensure: 0 <2k <|V(G)| -1
Ensure: E(G) =10
iterace + k
while iterace < k do
for all v;, € V(G) do > indexy 7 vrcholu zac¢inaji od nuly
E(G) A E(G) U {{W? U((i+iterace) mod |V(G)|)}}
end for
iterace < iterace + 1
end while

hran byl u obou modela roven nkp [15, 16]. Mozny postup pro generovani Watts-Strogatz a
Watts-Newman modelu je popsan algoritmy 6 a 7. V nékterych pripadech je mozné jako zaklad

pro generovani modelu zvolit i vicerozmérnou mrizku [16].

Algoritmus 6 Generovani grafu podle Watts-Strogatz modelu

Require: G,p
Ensure: 0 <p <1
Ensure: G je mrizka vygenerovand algoritmem 5
Ensure: G neni kompletni graf
H+G
for all v; € V(G) do
for all v; € V(G); {v;,vj} € E(G) do
z < RANDOM (z e R;0 <z < 1)
if p > = then
do
vg < RANDOM (v € V(H))
while vy, = v; or {v;, v} € E(H)
E(H) « E(H)\ {{vi,v;}}
E(H) < E(H) U {{vi,vx}}
end if
end for
end for
G+ H

3.3.1 Pruamérny stupen a distribuce stupnua
Pro WS model primérny stupen zavisi pouze na k spojenich k nejbliz§im vrcholiim a je roven
2k. U WN modelu se navic pri¢itaji i stupné z pridanych hran a dostavame vztah pro primérny

stupen

(k) =

2k pro Watts-Strogatz model,
(40)

M = 2k(1 + p) pro Watts-Newman model.
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Algoritmus 7 Generovani grafu podle Watts-Newman modelu

Require: G,p
Ensure: 0 <p<1
Ensure: G je miizka vygenerovand algoritmem 5
Ensure: G neni kompletni graf
m < E(G)
while m > 0 do
x4+ RANDOM(z e R;0 <z < 1)
if p > = then
v; <~ RANDOM (v € V(H))
vj <~ RANDOM (v € V(H))
E(G) + E(G) U {{vi,v;}}
end if
m+—m—1
end while

Distribuce stupni modeli malého svéta neodpovida vétsiné realnych siti, coz ale ani nebylo
zémérem téchto modeli. Pro WN model ma kazdy vrchol stupen nejméné 2k (z kruhové miizky)
a pocet zkratek se Tidi binomickym rozdélenim. Pak pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany

vrchol bude stupné j, je [15]

0 pokud j < 2k,

() (22) (1= 22)" 7 i

Pr(j) = (41)

Tento vyraz je stdle pomérné snadno odvoditelny. Naopak odvozeni vyrazu pro WS model je

podstatné slozité&jsi [5]

0 pokud j < k,

PI‘(]) — min(i— j—k—m
D (4—k,k) (k)(l _ p)mpk—m (kP)J

(42)
m=0 m (G—k—m)! e Pt jinak.

Distribuce stupna téchto modelt nepatii mezi znamé rozdéleni pravdépodobnosti, nicméné jeji

prubéh se podoba distribuci stupni ndhodného grafu (tedy Poissonovu rozdéleni).

3.3.2 Shlukovaci koeficient

Vypocet shlukovaciho koeficientu zaéind opét kruhovou mifzkou. Uvaha vychézi z podilu vazeb
mezi sousednimi vrcholy vrcholu ¢ a maximéalniho poétu téchto vazeb, vyuziva se tedy vztahu 12.
Pékné matematické odvozeni je uvedeno v [20]. Jiné odvozeni muze byt nasledujici. Stupen
kazdého vrcholu je roven 2k, a proto je maximélni pocet vazeb mezi sousedy i-tého vrcholu (22k),
¢imz dostavame jmenovatel vztahu. Vypocet poc¢tu vazeb mezi sousednimi vrcholy vrcholu i l1ze
rozdeélit do tii ¢asti. Pokud jsou oba sousedé vpravo od vrcholu ¢ je pocéet vazeb mezi témito

vrcholy (g) Totéz plati pokud jsou oba sousedni vrcholy vlevo. Jesté zbyva moznost, kdy je jeden
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soused vlevo a druhy vpravo. Pokud je sousedni vrchol ve vzdalenosti [ od vrcholu ¢ smérem

vlevo, pak ma k — [ vazeb na sousedy vrcholu ¢ smérem vpravo. To vede na sumu

k
Z(k_l):kQ_k(kg—l):k(kgl). (43)
=1

Vztah pro vypocet shlukovaciho koeficientu mrizky je pak

D+ 6+ Bk(k-1) _ 3k—1)
(%) 2k(2k — 1) 2(2k —1)°

(44)

U Watts-Strogatz modelu déle plati, ze pokud pti p = 0 byly dva sousedni vrcholy vrcholu
i spojeny hranou, pak pii p > 0 jsou tyto dva vrcholy stile spojeny s pravdépodobnosti 1 — p
a stéle jsou oba vrcholy sousedy vrcholu i s pravdépodobnosti (1 — p)2. Priimérny shlukovact

koeficient WS modelu je [5]
3(k—1

= m(l -p)°. (45)

Pro Watts-Newman model je prumérny shlukovaci koeficient [15]

3(k—1)
() = 2(2k — 1) + 4kp(p + 2)° (46)

3.3.3 Prumérna nejkratsi cesta

Primérnou nejkratsi cestu modelt malého svéta lze pomérné snadno vypocitat pro mezni hod-

noty pravdépodobnosti p prepojeni (pridéni) hrany jako [5]

(47)
log(n) . logn _
logczgkz—l) = logg(k> pokud p = 1.

n(n+2k—2 n
(0) ~ {ik(n_l) ) 16 pokud p =0,

Urceni primérné nejkratsi cesty pro libovolné hodnoty parametru p je obtizné, nicméné jeji

hodnotu lze ziskat ze vztahu [15]
n
(1) = 2 f(nkp), (48)

kde funkce f(z) je ptiblizné

_ 1 -t
f(w)—Q\/mta h ot (49)

3.4 Modely bezskalovych siti — Barabasi-Albert Model

Posledni uvedenou kategorii jsou modely generujici takzvané ,scale-free” sité. Konkrétné bude
zminén jeden, pravdépodobné nejznaméjsi model této kategorie Barabdsi-Albert Model. VSechny

predchozi modely, s vyjimkou zobecnéného ndhodného grafu, generovaly sité majici Poissonovo
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rozdéleni stupna vrcholi nebo v pripadé modelt malého svéta distribuci stupnt podobnou Po-
issonovu rozdéleni. Z pozorovani realnych siti ale vyplyva, ze casto realné sité nemaji takovou
distribuci stupnu. V lidskych sitich“, jako napfiklad socidlni sité (sit pratelstvi) nebo WWW,
se setkdvame s distribuci stupii podle power-law'’, jak jiz bylo uvedeno v kapitole 2.2.4. Plati,
ze bezskdlova sit je sit, jejiz distribuce stupni se ¥idi mocninnym zdkonem (power-law) [4].
Porovnani Poissonova rozdéleni a power-law je na obriazku 8. Graf rozdéleni pravdépodobnosti
podle power-law se casto zobrazuje v log-log méritku, ¢imz vznikne primka, jejiz smérnice je
rovna exponentu —a mocninného zakona.

Co to znamend, kdyz je sitf bezskalova? V sitich s Poissonovym rozdélenim stupntd bude
stupen ndhodné vybraného vrcholu v okoli prumérného stupné (k) a tento prumérny stupen tak
slouzi jako takzvana ,skéla“. Smérodatna odchylka pro Poissonovo rozdéleni je ddna o = /(k),
a proto bude ndhodné vybrany vrchol s velkou pravdépodobnost{!® stupné (k) ++/(k) [4]. Lze tak
odhadnout, ze libovolné vybrany vrchol bude mit stupen blizky prumérnému stupni (k). Bez-
skalové sité takovou skalu postradaji, pokud je exponent mocninného rozdéleni o < 3, protoze
pak smérodatnd odchylka pro n — oo diverguje [4]. V praxi to znamend, Ze u bezskalovych siti
neni mozné odhadnout stupen ndhodné vybraného vrcholu, tedy ze stupen nahodného vrcholu
je (k) 00 a v siti existuji vrcholy znacné odlisnych stupni. To mé za nésledek vznik takzvanych

center, coz jsou vrcholy velkého stupné.

0.15 ].OOE T T T T TTT] T T T TTTTT T T \\\HE
D~ 23 i — 23 [
—— Poissonovo 107! g —— Poissonovo E
0.10 | 102} .
S £10°3 L !
0.05 |- 10~4 % é
1070 |
000 | | 767 Lol Lol \\\H:
0 10 20 30 0 100 10! 102 103
k k
(a) (b)

Obrazek 8: Porovnani Poissonova rozdéleni a power-law. Pro power-law je mocninny exponent
a = 2.3, a pro Poissonovo rozdéleni pocet vrcholi n = 1000 a prumérny stupen (k) = 10, ktery
tvori ,skélu“. Na obrazku (b) porovnani v log-log méfitku, kde lze v ptipadé power-law vidét
primku, jejiz smérnice je rovna —a.

"Nicméné narazit na &istou formu power-law tak, jak je popsdna v tomto dokumentu, mizeme v redlném svéte
jen zridka [4].
187a predpokladu normélniho rozdéleni s pravdépodobnosti pfiblizné 68%.
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Barabasi-Albert Model model (ddle oznacovan také jako BA model) pfistupuje k problému
generovani ve srovnani s predchozimi modely odlisné. V redlném svété se casto setkavame s bez-
skalovymi sitémi a model predpoklada, ze takovou sit vytvori, kdyz se mu podari napodobit jeji
vznik. Predstavme si néjakou socidlni sit, naptiklad spolek prominentnich lidi, kde vrcholy jsou
lidé a hrany pratelstvi. Ze zacatku je sit mald a tvoif ji jen zakladajici ¢lenové. Casem se prida
par dalsich lidi a je logické, ze se budou chtit prételit i se diive vstupujicimi ¢leny, kteti se tak
zacinaji stavat ve spolku znadmymi lidmi. Jak vstupuji dalsi ¢lenové tak vznika velka Sance, ze
budou znat alespon nékteré znamé lidi ve spolku, ktefi se tak stanou jesté znaméjsimi. Tito nej-
dva dilezité principy a sice rust, kdy se pridavaji nové vrcholy, a preferencni pripojovdni, coz
znamena, ze nové vrcholy maji tendenci se pripojovat k vrcholiim vyssiho stupné.

Barabasi-Albert model je zaloZen na tomto rustu a preferencnim ptipojovani. BA model je
definovan nasledujicim zptsobem. Na zacatku mame mg vrchold, mezi nimiz jsou hrany umistény
libovolné s podminkou, aby kazdy vrchol mél alespon jednu hranu. Pak prichazi na fadu rust
a v kazdém kroku se pridd novy vrchol stupné m < myg a pripoji k m jiz existujicim vrcholtim
v grafu'®. Podle preferencniho pripojovdni je pravdépodobnost p;, Ze se novy vrchol piipoji

k vrcholu ¢ dana jako
ki

a 2 kj’
kde k; je stupen i-tého vrcholu [3]. Po ¢ krocich BA model vygeneruje graf, ktery ma mqg + ¢

i (50)

vrcholit a mo — 14 mt az (") + mt hran v zévislosti na pocateénim grafu.

Ve vysledku tedy BA model generuje bezskalové sité a je zalozen na dvou principech —
rustu a preferencnim pripojovdni. Distribuce stupnu ve vygenerované siti se pak ridi mocninnym
zékonem (viz kapitola 2.2.4) s exponentem a = 3 [3]. Piiklad mozného algoritmu je naznacen

pseudokdédem 8.

3.4.1 Prumérny stupen a distribuce stupnu

Pramérny stupen se da obecné vypocéitat jednoduse pomoci vztahu 3 (strana 17) vyuzivajiciho

princip sudosti jako
(k) = = (51)

kde M je pocet hran v grafu a N pocet vrcholt.?’ Jak jiz bylo feceno, poéet vrcholit N bude
po t krocich N = mg +t a pocet hran M bude v intervalu M € (mg — 1 + mt, ("5°) + mt), kde
myg je pocet vrcholu pocatecniho grafu. BA model neklade zadné omezeni na podobu tohoto

pocatecniho grafu a obecné se mg voli v fadu jednotek a vétsinou je my < t. Pak mtzeme pro

19Posledni &asti souvéti je zabranéno vzniku smyéek a multihran.
20Doposud byl v préci znaden pocet hran m a poéet vrcholit n. U BA modelu ale m znaéi pocet hran, kterymi
bude novy vrchol pripojen k siti, a proto byly malé pismena ve vzorci nahrazeny velkymi.
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Algoritmus 8 Generovani grafu podle Barabési-Albert modelu

Require: G,n,m,mg
Ensure: G je obycejny graf na mg vrcholech, kde kazdy vrchol v je stupné k, > 1.
Ensure: m < my
DJ] = pole, kde kazdy vrchol v € V(G) je v poli pravé k, krat, kde k, je stupen vrcholu v.
for i < mg ton—1 do
degree < 0
degreeSum < SIZE(D])) > Velikost pole odpovida sou¢tu stupnu vrcholu.
while degree < m do
x < RANDOM (z € N;0 < z < degreeSum)
if E(G) N {{v;, D[z]}} =0 then > Nebyl znovu vybran stejny vrchol.
E(G) + E(G) U {{v;, D[z]}} > D[z] provede vybér vrcholu podle vzorce 50.
D[.APPEND(v;)
D[.APPEND(D|z])
degree < degree + 1
end if
end while
end for

rozsahlé sité vliv mg ignorovat. Pramérny stupen (k) BA modelu je pak [3]

2M 2mt
= — = — =2m. 2
(k)= 2 = % = om (52)

vvvvvv

jako
~ 2m(m+1)
Pk = s D+ ) (53)

7 tohoto vztahu lze vypozorovat hned nékolik skutecnosti. Zaprvé se pro velké k vztah ,zredukuje*

¢

a dostavame pp ~ k3, coz odpovida zminovanému mocninnému zdkonu py ~ k™ s exponen-
tem a = 3. Déle je tento exponent nezavisly na parametru m. Je tedy jedno, jaké m zvolime.
Zajimavé také je, ze distribuce stupni BA modelu, na rozdil od ndhodnych graft, nezavisi na ve-
likosti sité (poc¢tu vrcholi). Z toho plyne, ze pravdépodobnost vybéru vrcholu stupné napriklad

01000

50 je stejna pro sit se 100 vrcholy i pro sit s 1 vrcholy.

3.4.2 Shlukovaci koeficient

vvvvvv

chozich modeli. Samotné odvozeni vede na vztah [3]

~ m(InN)?
C_Z N

(54)

2
7 néj vyplyva imérnost C' ~ (lnjifv ) , coz vede na vyssi shlukovaci koeficient nez byl v pripadé

ndhodného grafu (C' ~ %) Nicméné z pozorovani redlnych siti vyplyva, ze jejich primérny
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shlukovaci koeficient je nezavisly na poctu vrcholu a lokalni shlukovaci koeficient je zavisly na

stupni vrcholu [2]. BA model tak nemusi byt schopny zachytit shlukovaci koeficient redlnych siti.

3.4.3 Prumérna nejkratsi cesta

Primeérnou nejkratsi cestu Barabasi-Albert modelu, kde stupen kazdého nové pridaného vrcholu

m > 2, lze vypocitat vztahem [3]

logn

{0) (55)

~ loglogn’
Z toho plyne, ze pro n — oo bude prumérna nejkratsi cesta (I) BA modelu mensi nez v piipadé

ndhodného grafu (za predpokladu konstantniho prumérného stupné (k)).
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4 Implementace aplikace pro generovani siti

Soucésti prace je aplikace umoznujici generovat grafy (sité) majici pozadované vlastnosti. Prvnim
dulezitym krokem pri tvorbé je dobre si rozmyslet pozadavky na aplikaci.

Aplikace bude konzolovd a umozni podle parametrii zadanych pomoci prepinaci generovat
grafy s riznymi vlastnostmi vychézejicimi z modell zminénych v prvni ¢asti prace, konkrétné

jsou to tyto modely:

Nahodny graf z kapitoly 3.1 a to podle G(n,p) i G(n,m) definice. Vstupem tak bude pocet
vrcholi n a pravdépodobnost p spojeni dvou vrcholt nebo pocet vrcholi a pocet hran m.
Vznik smycek ani multihran podle algoritm® 1 a 2 nebude umoznén. U tohoto modelu
jako jediného bude umoznéno generovat orientovany graf a ohodnoceny graf s ndhodné

generovanymi vahami hran ze zadaného intervalu.

Zobecnény ndhodny graf z kapitoly 3.2 a to jak ndhodny graf s ocekdvanou stupriovou po-
sloupnosti neboli konfiguracni model, tak i ndhodny graf s ocekdvanou stuprniovou distibuci.
Vstupem bude posloupnost stupnii vrchol nebo pocet vrcholtt n a mocninny exponent «,
z ¢ehoz bude vygenerovana posloupnost stupna vrchold podle mocninného zakona. Vznik
smycek a multihran bude pro konfigura¢ni model umoznén. Pro ndhodny graf s o¢ekdavanou

stupniovou distribuci bude umoznén pouze vznik smycek.

Modely malého svéta z kapitoly 3.3, konkrétné Watts-Strogatz a Watts-Newman model. Vstu-
pem bude pocet vrcholt n, pocet sousedtt kazdého vrcholu k a pravdépodobnost prepoje-
ni/ptridani hrany p. Watts-Strogatz model nebude umoziiovat vznik smyé¢ek a multihran,

Watts-Newman ano.

Barabasi-Albert model z kapitoly 3.4. Vstupem bude pocet vrcholt n, pocet vrcholi po-
cateéniho grafu mg a pocet hran nové pridaného vrcholu m. Vznik smycek a multihran

nebude umoznén.

Jako programovaci jazyk byl zvolen jazyk C# zalozeny na platformé .NET Framework. Diky
tomu je mozné vyuzit kvalitni knihovnu tiid (Class library).

Kazdy vygenerovany graf ptjde vyexportovat do souboru .csv tak, aby na kazdém radku
byla dvojice vrcholi spojenych hranou oddélend stfednikem, tedy ve formatu ,wv;;v;“. V pii-
padé ohodnocenych grafii ve formdtu ,v;;v;;w;;“, kde w;; je vdha hrany. Seznam ID vSech
vrchol bude v dalsim .csv souboru, kazdé ID bude na jednom radku. Pri exportu bude mozné
prepinacem ignorovat smycky a multihrany, smycky tak budou preskoceny a multihrany na-
hrazeny jednoduchou hranou. Déle bude aplikace umoznovat pro vygenerované grafy zmérit
nékteré jejich zakladni vlastnosti: primer, prumeérnou nejkratsi cestu, lokdlni shlukovaci koe-
ficient, priumérny shlukovaci koeficient, primeérny vstupni/vystupni stupen, hustotu, dale pocet

t21

komponent=' a pro orientovany graf pocet silné/slabé souvisljch komponent, a v neposledni fadé

21Véetné ziskani kolekce obsahujici jednotlivé komponenty.
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také distribuci stuprnii a pro orientovany graf distribuci vstupnich/vystupnich stuprii. Nékteré
z téchto vypocitanych vlastnosti budou nasledné ulozeny do souboru .txt. Do néj bude také
kromé zméreného ulozen ,o¢ekavany“ primeérny stupen a shlukovaci koeficient, oba vypocitané
ze vstupnich parametri modelu podle analytickych vzorcta zminénych v prvni ¢asti prace. Dis-
tribuce stupna vrcholi vygenerovaného grafu bude také ulozena do samostatného souboru .csv

ve forméatu ,stupen;pocet”, kde pocet je pocet vrcholi daného stupné.

4.1 Pouzité struktury

Jak vime, sité lze reprezentovat pomoci grafi a prvnim dilezitym rozhodnutim pied implemen-
taci aplikace je zvolit spravny zptsob reprezentace grafli v paméti pocitace. Mtzeme se setkat se
dvéma nejbéznéjsimi zpusoby, a sice s reprezentaci pomoci matice sousednosti nebo seznamem
vrcholi a jejich sousedu. Matice sousednosti si v poli o rozmérech n x n, kde n je pocet vrcholi,
uklddé na pozici 75 informaci o tom, zda jsou vrcholy v; a v; spojeny hranou. Seznam sousedii
si pro kazdy vrchol ¢ uklada seznam vrcholl, do kterych vede hrana z vrcholu i. Na obrazku 9
je priklad grafu, pro ktery je graficky znézornéna reprezentace pomoci matice sousednosti a

seznamu sousedu.

U1 V2 U3 U4 1l m2|4
(% 0 1 0 1 ]
w1l 0 0 1 2l M4
vz [0 0 0 1 sl L4l
vy L1 1 1 0 —
4 — 1023

Obréazek 9: Grafické zndzornéni matice sousednosti a seznamu sousedl pro jednoduchy neorien-
tovany graf.

Ackoliv mohou byt nékteré operace s matici sousednosti jednodussi, jeji nejvétsi nevyhoda je
vyssi pamétova narocnost O(n?). Oproti tomu pamétova naroénost seznamu sousedii je O(n+m).
Tento rozdil neni z obrazku 9 prilis patrny, nicméné pro neorientovany jednoduchy graf, ktery
mé pocet vrchollt n = 1000 a primérny stupen (k) = 4, je rozdil 10° prvki v matici oproti
5000 polozkdm v seznamu vrcholu a jejich sousedu. Jak bylo zminéno v kapitole 2.2.4, hustota

redlnych siti je mala, tedy m < n. Proto bude reprezentace seznamem sousedti lepsi volbou.
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Protoze aplikace ma umoznovat préci s orientovanymi/neorientovanymi ohodnocenymi/neo-
hodnocenymi multigrafy, je dobré jednoduchou predstavu seznamu sousedt pro tyto typy graft
zpresnit. Neorientovany neohodnoceny multigraf mtze byt reprezentovan presné tak, jak je zna-
zornéno na obrazku 9. Ohodnocené multigrafy maji navic vahu hrany a ta mize byt ulozena
v seznamu sousedli spolec¢né s ID sousedniho vrcholu. U orientovanych multigrafi mizeme roz-
lisSovat ndsledovniky vrcholu v; (tedy vrcholy, do kterych vede hrana z vrcholu v;), predchidce
vrcholu v; (tedy vrcholy, ze kterych vede hrana do vrcholu v;) a sousedy vrcholu v;, ktefi vznik-
nou sjednocenim predchidct a nasledovnikia. U orientovanych multigraft tak miaze byt vhodné

kromeé seznamu néasledovnikt ukladat i seznam predchudci.

4.2 Navrh aplikace

V této kapitole budou spolec¢né s diagramy a ukazkami kédu velmi struc¢né popsany zakladni
casti aplikace. Zaklad celé aplikace tvori tfida Graph, viz obrazek 10, kterd zprostredkovava

zakladni operace nad grafem a udrzuje graf v paméti pomoci seznamu sousedtl.

Graph

+Vertices: int
+Edges: int
+IsDirected: bool
+IsWeighted: bool

#succesors: VertexNeighbors[*]

+Graph(vertices:int,weighted:bool)
#InitVertices(numOfVertices:int)
+AddEdge(v_i:int,v_j:int): void
+AddEdge(v_i:int,v__j:int,weight:int): void
+RemoveEdge(v_i:int,v_j:int): void
+IsEdge(v__i:int,v_j:int): bool

+GetVertex(id:int): Vertex

+GetEdge(v__i:int,v_ j:int): IEnumerable<Edge>
+GetVertices(): IEnumerable<Vertex>
+GetEdges(ignoreMultiedges:bool,ignoreSelfLoops:bool): IEnumerable<Edge>
+GetNeighbors(v_i:int): IEnumerable<Neighbor>
+GetSuccesors(v_i:int): IEnumerable<Neighbor>
+GetPredecessors(v_i:int): IEnumerable<Neighbor>
+GetSubGraph(vertices:IEnumerable<int>): Graph

Obrazek 10: Ttida Graph.

Seznamy sousedil obsahuje pole succesors typu VertexNeighbors, jez se inicializuje v metodé
Init Vertices na potfebny pocet vrcholi. Struktura seznamu sousedtl je naznacena na obrazku 11.

Trida VertexNeighbors ma seznam typu Neighbor reprezentujici samotny seznam sousedtl.
Trida Neighbor, predstavujici jednoho souseda, ma vahu hrany vedouci k tomuto sousedovi a
vrchol souseda. Kazdy vrchol ma Id shodujici se s indexem v poli succesors t¥idy Graph a umi
poskytnou svilj stupen v zavislosti na tom, zda je soucasti orientovaného nebo neorientova-
ného grafu. Pro neorientovany graf je vrchol predstavovan tridou PrivateVerter, kterd vhodné
implementuje abstraktni metody vracejici stupeti vrcholu??. Pro orientovany graf je vrchol pied-

stavovan tridou PrivateDiVertex, jak je ukdzano na obrazku 12.

22Nékdo by mohl namitnout, #e udrzovat si u vrcholu jeho stupei je zbytetné a lze jej snadno zjistit z poctu
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Neighbor Vertex

+Weight: int = _._Vprfml( +1d: int
+Neighbor(vertex: Vertex,weight:int) +Vertex(id:int)
“neighbors +Degree(): int
* +InDegree(): int

+QutDegree(): int

]
VertexNeighbors

PrivateVertex
+VertexNeighbors(vertex:PrivateVertex) @ —-veriex | +Degree: int

+PrivateVertex(id:int)

Obrazek 11: Ttidni diagram s tiidami pro reprezentaci seznamu sousedii.

VertexNeighbors >

“+neighbors
1 *

Neighbor
+vertex "
;
Graph PrivateVertex
4tsuccesors: VertexNeighbors[*] ~ = =) 4+Degree: int 1+vcrtcx
#Init Vertices(numOfVertices:int) +PrivateVertex(id:int)

Vertex
+1d: int
+Vertex(id:int)

i i +Degree(): int
DirectedGraph PrlvatefDlVertex o lg) () O int
#pred VertexNeighbors[*] N  OutDegreel): int
predecessors: VertexNeighbors tDegree():
L +PrivateDiVertex(id:int) g

Obrazek 12: Ttidni diagram zachycujici vztah orientovaného a neorientovaného grafu.

Trida DirectedGraph vhodnym zptusobem prekryva potiebné metody véetné Init Vertices, kde

inicializuje seznamy predchidct a nasledovniki, jak je ukdzano ve vypisu 1.

protected override void InitVertices(int numOfVertices)
{
succesors = new VertexNeighbors[numOfVertices];
predecessors = new VertexNeighbors[numOfVertices];

for (int i = 0; i < numOfVertices; i++)

{
PrivateDiVertex v = new PrivateDiVertex(i);
succesors[i] = new VertexNeighbors(v);
predecessors[i] = new VertexNeighbors(v);

Vypis 1: Inicializace seznami predchtidcti a nésledovnik.

Pro zjednodusenou predstavu o zdkladu aplikace slouzici k reprezentaci grafu zbyva jesté

doplnit obrazek 13 s tridou Fdge predstavujici hranu mezi vrcholy.

polozek v seznamu sousedi. To je pravda, problém ale nastdvd u smycek, kdy se pro neorientovany graf pocet
polozek v seznamu zvysi o 1, ale stupen vrcholu o 2. Pfi dotazu na stupen vrcholu by pak bylo nutné cely seznam
sousedu projit a spocitat smycky, coz by zvysilo ¢asovou slozitost dotazu.
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Edge

+Weight: int

+Edge(v_i:Vertex,v_ j:Vertex)

4+ Edge(v_i:Vertex,v j:Vertex,weight:int)
*

+vertices
2

Vertex
+1d: int
+Vertex (id:int)
+Degree(): int
+InDegree(): int
+QutDegree(): int

Obréazek 13: Reprezentace hrany grafu v aplikaci.

Tabulka 1: Asymptotické ¢asové slozitosti metod tridy Graph v nejhor§im piipadé.

Metoda Asymptoticka slozitost
AddEdge 0o(1)
RemoveEdge O(n)"
IsEdge O(n)”
GetVertex 0(1)
GetEdge O(n)”
GetVertices O(n)"
GetEdges O(n?)"
GetNeighbors 0(1)
GetSuccesors O(1)
GetPredecessors o(1
GetSubgraph O(n?)

* Pouze v pripadé kompletniho grafu.

Predstavit si konkrétni implementaci ostatnich metod tfidy Graph by nemélo byt prilis slo-
zité, a proto nema smysl v textu uvadét dalsi ukazky kédu primo souvisejici s touto tridou.
Namisto ukédzek kédu bude vhodnéjsi uvést tabulku 1 shrnujici asymptotické slozitosti jednotli-
vych metod tridy Graph.

Pro vypocty nékterych vlastnosti grafi slouzi statickd tfida GraphProperties zndzornéna na
obrazku 14, kterou muzZzeme povazovat za ,knihovnu* funkci. Metoda DistanceMatriz pouze
vold jednu z privatnich metod DM _BFS nebo DM _Floyd v zavislosti na tom, zda je graf
ohodnoceny nebo neohodnoceny. Metody (In/Out)DegreeDistribution vraci sefazenou kolekci
dvojic klict a hodnot, kde klicem je stupen vrcholu a hodnotou pocet vrcholtt daného stupné.
Metody (Weak/Strong)Components vraci kolekci obsahujici seznamy ID vrcholt patiicich do
jedné komponenty. Nejvétsi komponenta tak bude reprezentovana nejdelsim seznamem v kolekci.

Ucel ostatnich metod tiidy GraphProperties by mél byt patrny z jejich nazvu.
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«static»
GraphProperties

-DM_BFS(g:Graph): int[*][*]

iste latrix:i i I
+ AveragePath(g:Graph.diameter: out int): double

LocalClusterin raph.vertex:int.maxWeight:int):

-+ AverageClusteringCoefficient (g:Graph): double
-+ AverageDegree(g:Graph): double
AveragelnDegree(g:Graph): 1bl

+ AverageOutDegree(g:Graph): double
+DegreeDistribution(g:Graph): IEnumerable<KeyValuePair<int. int>>
OutDegreeDistribution (g:Graph): IE blo~KeyValuePairint. i
InD. istributi :Graph): IE able<KevValuePair<int, i
+Components(g:Graph): ITEnumerable<IEnumerable<int>>

cakComponents(g:Graph): IEnumerable<IEnumerable<int

+StrongComponents(g:Graph): IEnumerable<IEnumerable<int>>
LargestComponent(g:Graph): Graph

Larges akComponent(g:Graph): Graph
Lar, ron mponent(g:Graph): Graph
+Densitv(g:Graph): double

Obrazek 14: Ttida GraphProperties pro vypocty vlastnosti grafu.

Implementacéni naroc¢nost jednotlivych metod se 1isi, nicméné vétsina téch slozitéjsich je za-
lozena na znamych algoritmech, jako jsou prohleddvani do sitky nebo prohledédvani do hloubky.
Pouzité algoritmy a asymptoticka slozitost metod t¥idy GraphProperties jsou shrnuty v tabulce 2.

Naésleduje popis Casti programu slouzici k samotnému generovani sité podle modeli uve-
denych v praci. VSechny modely jsou reprezentovany vlastni tfidou implementujici rozhrani

IGraphModel, jak je pro nékteré naznaceno na obrazku 15.

«interface»
I1GraphModel
+ExpectedProperties: Properties
+GenerateGraph(): Graph

Random BAModel
+N: int +N: int
+Directed: bool +M: int
+Weighted: bool +M 0: int
+Random (numOfVertices:int. directed:bool=false) +BAModel(n:int,m:int=2,m_ 0:int=2)
-Inception(Graph g): void
-GetNeighbors(g: Graph,count:int sumOfDegrees:int): int[*]

RandomGnp RandomGnm
+P: double +M: int
“+RandomGnp(n:int,p:double,directed:bool=false) +RandomGnm(n:int,m:int,directed:bool=false)
-Init(): void -Init(): void
-GenerateUndirected(): Graph
-GenerateDirected(): Graph

Obrazek 15: Rozhrani modelu.
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Tabulka 2: Asymptotické ¢asové slozitosti metod tridy GraphProperties pro vypocty nad grafem
a algoritmy, na kterych jsou tyto metody zalozeny. Asymptotické ¢asové slozitosti byly urceny
z implementovanych algoritm?.

Metoda Algoritmus Asymptoticka slozitost
DM_ BFS BFS O(n x (n+m))
DM_ Floyd Floyd O(n3)
AveragePath - O(n?)
LocalClustering Weighted - O(n?)
LocalClustering - O(n?)
AverageClusteringCoefficient - O(n?)
Average(In/Out)Degree - O(n)
(In/Out)InDegreeDistribution - O(n)
(Weak)Components BFS O(n+m)
StrongComponents Tarjan(DFS) [1§] O(n +m)
Largest(Strong/Weak) Component - O(n?)
Density - O(n)

Kazdy model umi také spocitat nékteré svoje ocekdvané vlastnosti, konkrétné priameérny
stupen a shlukovaci koeficient, které jsou analyticky vypocitany ze vzorci uvedenych v prvni
¢asti textu (kapitola 3). Tyto vlastnosti jsou uloZeny v EzpectedProperties. Protoze se hlavni
cast prace zabyva modely siti, je jejich implementace véetné ukazek kdéda detailnéji rozepsana
v néasledujici kapitole.

K exportu grafu slouzi staticka ttida GraphFExzporter, kterd exportuje graf do souboru .csv.
Priklad postupu vytvoreni a uloZeni grafu podle G(n,m) modelu je zachycen sekvenénim dia-

gramem na obrazku 25 v pfilohéch.

4.3 Implementace algoritmi modeli

V této kapitole bude podrobnéji popsana konkrétni implementace algoritmii pro generovani
modelt komplexnich siti. Celkem je implementovano 7 modeli.

Prvnimi jsou dva generujici ndhodny graf z kapitoly 3.1. Jejich implementace podle algo-
ritma 1 a 2 je pomérné piimocara a jednoduse modifikovatelnd pro orientované grafy. Pro za-
jemce je jejich implementace uvedena v prilohach ve vypisech 7 a 8. Nasleduji dva modely
generujici zobecnény ndhodny graf a sice konfiguracni model a ndhodny graf s ocekdvanou stup-
novou distribuci. Ndhodny graf s ocekdvanou stupriovou distribuci lze znovu velmi jednoduse
implementovat modifikaci algoritmu 4, konkrétni implementace je v prilohach ve vypisu 9. Pii
implementaci algoritmu pro konfiguracni model podle pseudokédu 3 lze vyuzit vlastnosti ndvrhu
aplikace umoznujici dotazovat se na stupen libovolného vrcholu grafu v konstantnim case. Tak
odpadd potifeba vytvorit si pole o velikosti souc¢tu stupnu vrchold, kde kazdy vrchol v tomto
poli je pravé tolikrat, jaky je jeho stupen, tedy tak, jak je uvedeno ve zminéném pseudokddu.

Generovani konfigura¢niho modelu tak muze probihat napriklad podle kédu ve vypisu 2.
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public override Graph GenerateGraph()

System.Random rnd = new System.Random() ;
Graph g = new Graph(N);

List<Vertex> verticesList = g.GetVertices().ToList();
while (verticesList.Count > 0)

{
Vertex V1 = verticesList[rnd.Next(verticesList.Count)];
Vertex V2;
do
{
V2 = verticesList[rnd.Next(verticesList.Count)];
} while ((V1.Id == V2.Id) && (V1.Degree == DegreeSequence[V1.Id] - 1)); //Pokud
pracuju s 1 vrcholem, pak je nutne mit v "rezerve" 2 stupne
g.AddEdge(V1, V2);
if (V1.Degree == DegreeSequence[V1.Id])
verticesList.Remove(V1);
if ((V1.I4 != V2.Id) && (V2.Degree == DegreeSequence[V2.Id]))
verticesList.Remove(V2);
}
return g;

}

Vypis 2: Generovani konfigura¢niho modelu.

Dalsimi modely jsou Watts-Strogatz a Watts-Newman model spadajici do skupiny modelt
malého svéta. Zakladem pro oba je vygenerovani kruhové mrizky podle algoritmu 5. Poté je
u Watts-Strogatz modelu pro kazdou hranu v ptuvodni mriZzce rozhodovano, zda bude prepojena.
Pro ziskani dvojic ID vrchola tvoricich hranu v této mriZzce je implementovan iterator, jak je
ukazano ve vypisu 3. Samotny kdd pro vygenerovani miizky, Watts-Strogatz modelu a Watts-

Newman modelu je v prilohach ve vypisech 10, 11 a 12.

protected int GetVertex(int idVertex)

return (idVertex >= 0) ? idVertex % N : N - (idVertex % N);

}
protected IEnumerable<ProtectedEdge> VirtualGrid()
{
int j = 1;
while (j <= K)
{
for (int i = 0; i < N; i++)
yield return new ProtectedEdge(GetVertex(i), GetVertex(i + j));
j++s;
}
}

Vypis 3: Iterator kruhové mrizky.

Posledni skupinu tvori modely bezskalovych siti, do které spada Barabéasi-Albert Model.
Miize se zdat, ze nevyhodou algoritmu 8 zminéném v kapitole 3.4 je udrzovani néjaké struktury
(napriklad pole nebo seznamu) o velikosti souc¢tu stupnu vsech vrcholu v grafu, coz zvysuje pa-
métovou slozitost algoritmu. K problému generovani s dodrzenim preferencniho pripojovdani lze
potom pristoupit i jinym zptusobem s konstantni pamétovou slozitosti (za cenu zvySeni casové
slozitosti). Staci si pamatovat pouze soucet stupni vsech vrcholi degSum(G) a generovat na-

hodné redlné ¢islo x v intervalu (0, degSum(G)). Poté postupné séitat stupné vrcholi, dokud
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¢islo x nebude spadat do intervalu souc¢tu pred prictenim stupné posledniho zpracovavaného
vrcholu a po pric¢teni stupné posledniho zpracovavaného vrcholu. Experimentalné byly tyto dva
mozné algoritmy otestovany a bylo zjisténo, ze na bézném pocitac¢i neni v tomto pripadé vyssi
pamétova slozitost takovym problémem jako vyssi ¢asova slozitost. Z tohoto duvodu bylo roz-
hodnuto ziistat u ptivodni myslenky zachycené algoritmem 8. Konkrétni implementace algoritmu
pro vygenerovani BA modelu je rozdélena do tii ¢asti: vytvoreni poc¢atecniho grafu na mg vrcho-
lech (je zvolen kompletni graf, vypis 4), ziskdni m vrcholu pro pripojeni nového vrcholu podle

preferencniho pripojovdni (vypis 5) a samotné pripojeni nového vrcholu ke grafu (vypis 6).

private void Inception(Graph g, IList<int> vertexArray)

{
for (int i = 0; i < M_0; i++)
for (int j = i + 1; j < M_0; j++)
g.AddEdge (i, j);
vertexArray.Add(i);
vertexArray.Add(j);
}
}

Vypis 4: Vytvoreni pocatecniho grafu BA modelu.

private int[] GetNeighbors(int count, System.Random rnd, IReadOnlyList<int> vertexArray)

HashSet<int> neld = new HashSet<int>();
while (neId.Count < count)

{
int dediredIndex = rnd.Next(vertexArray.Count) ;
int vertex = vertexArray[dediredIndex];
neld.Add(vertex);

}

return neld.ToArray();

}

Vypis 5: Ziskani sousedti pro novy vrchol BA modelu podle preferenc¢niho pripojovani.

public Graph GenerateGraph()
{

System.Random rnd = new System.Random() ;
Graph g = new Graph(N);

List<int> vertexArray = new List<int>(); // seznam, kde kazdy vrchol je tolikrat,
jaky je jeho stupen
Inception(g, vertexArray); // pocatek

for (int i = M_0; i < N; i++) // rust, pridam novy vrchol, ktery se pripoji k m <=
m_0 vrcholum v grafu

{
int[] nei = GetNeighbors(M, rnd, vertexArray); // ziska vrcholy pro pripojeni
podle preferencniho pripojovani
for (int j = 0; j < M; j++)
g.AddEdge (i, neilj]l);
vertexArray.Add (i) ;
vertexArray.Add(neil[j]l);
}
}
return g;

Vypis 6: Generovani Barabasi-Albert modelu.
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5 Experimenty nad vygenerovanymi daty

V této kapitole budou provedeny experimenty nad vygenerovanymi daty. Jako prvni se nabizi
porovnat vygenerované grafy a jejich zmérené vlastnosti s vlastnostmi ocekavanymi, tedy analy-
ticky vypoctenymi a uvedenymi v kapitole 3. Mize se stat, ze ne vzdy budou hodnoty odpovidat.
V tom pripadé by se mélo dat zdivodnit, pro¢ se tak nestalo.

Zacnéme u nidhodného grafu, pro ktery byly vygenerovany Ctyri grafy s riznym poctem
vrcholtl n a pravdépodobnosti spojeni hran p. Distribuce stupnt téchto grafi je na obrazku 17
srovnana s odpovidajicim Poissonovym rozdélenim. Na obrazku 17d je primérny stupen vrcholu
(k) ~ 1, a proto zde jiz neni vidét pro Poissonovo rozdéleni typicka ,zvonovitd kiivka“. Dalsi
vlastnosti vygenerovanych grafi jsou v tabulce 3.

Dalsimi testovanymi jsou modely zobecnéného ndhodného grafu z kapitoly 3.2. Znovu jsou
vygenerovany Ctyri grafy, dva pro konfiguracni model a dva pro ndhodny graf s ocekdvanou stup-
novou distribuct, ddle oznacovan jako NG__DegDist. Vstupni posloupnost stupnu vrcholu by méla
odpovidat power-law a je vygenerovana podle vzorce zminéném v [9] (Apendix D). Distribuce
stupnu téchto grafl je na obrazku 18 a ostatni vlastnosti v tabulce 4. V této tabulce by pozornosti
nemél ujit extrémné vysoky oc¢ekévany (vypocteny podle vzorce 39) shlukovaci koeficient, ktery
je ve dvou piipadech > 1. Pfitom podle definice shlukovaci koeficient nalezi do intervalu (0, 1).
Tato ,anomalie* je s nejvétsi pravdépodobnosti zptisobena zminénym generatorem posloupnosti
hodnot podle power-law, ktery neklade omezeni na maximélni hodnotu v posloupnosti. To jde
dobte vidét na obrazku 18a, kde je pocet vrcholi n = 1000, ale vyskytuje se zde jeden vrchol
stupné k = 3000. Tak logicky musi v grafu vzniknout znacny pocet smycek a multihran, jejichz
vznik sice konfigura¢ni model umoznuje, ale ocekava se, ze se jejich pocet bude se zvysujicim se
poctem vrcholu blizit nule. Kromé obrazku je tento problém vidét i v tabulce 4, kde je pomérné
velky rozdil mezi ocekdavanym a skuteénym primérnym stupném u NG _DegDist s n = 1000
a a = 2,0. Protoze NG__DegDist model na rozdil od konfigura¢niho modelu neumoznuje vznik
multihran, predstavuji tento rozdil u primérného stupné pravé neexistujici multihrany. Pro zvy-
Sujici se mocninny exponent a se pravdépodobnost vzniku ,extrémniho* stupné v posloupnosti
snizuje a jak je vidét z tabulky, tak pro a = 3,0 jiz ocekdvané a skutecné hodnoty odpovidaji.

Nésleduje ovéreni modelt malého svéta. Byly vygenerovany dva grafy podle Watts-Newman
modelu a dva grafy podle Watts-Strogatz modelu. Pro porovnani odpovidaji vstupni parametry
prvnim dvéma vygenerovanym nahodnym grafim ze zacatku kapitoly. Distribuce stupnu téchto
grafli je na obrazku 19, ovSem neni pro nés az tak zajimava jako namétené vlastnosti v tabulce 5.
7Z tabulky je ztejmé, ze pron = 1000 a p = 0,01 maji oba modely, ve srovnani s ndhodnym grafem
vygenerovanym se stejnou hodnotou parametri n a p, vyrazné vyssi shlukovaci koeficient. Jejich
prumérna cesta je ovSsem také mnohem vyssi. Pro hodnoty n = 1000 a p = 0,1 je shlukovaci
koeficient stale vysoky, ale prumérnd cesta se podstatné snizila. Presné takové chovani je od

tohoto modelu oc¢ekavané a bylo zachyceno na obrazku 7 v kapitole 3.3.
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Ovérit jesté zbyva Barabasi-Albert model. Znovu byly pro ukdzku vygenerovany Ctyti grafy.
Distribuce stupnt téchto grafi je na obrazku 20 a nékteré vlastnosti v tabulce 6.

Pro doplnéni predstavy o vygenerovanych grafech je jejich vizualizace programem Gephi [21]

na obrazku 16.
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(c) Watts-Strogatz model.

Obrazek 16: Vizualizace vygenerovanych grafii. Vsechny grafy maji pocet vrcholia n = 100 a
prumérny stupen (k) ~ 4. Velikost vrcholu je imérna jeho stupni.
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(a) n = 1000, p = 0.01
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Obrazek 17: Distribuce stupnt vygenerovanych nahodnych grafii s riznymi parametry. Modrou
kfivkou zobrazeno Poissonovo rozdéleni.

Tabulka 3: Nékteré vlastnosti vygenerovanych ndhodnych grafi s rliznymi parametry.

n = 1000 n = 1000 n = 100 n = 100
p=0,01 p=0,1 p=0,01 p=0,1
. e . Ocekavany 9,99 99,9 0,99 9,9
Primeérny stupen —
Skutecny 9,94 100,12 0,8 9,74
Shlukovaci koeficient Ocekavva,ny 0,01 0,1 0,01 0,1
Skutecny 0,01 0,1 0 0,1
Hustota 0,01 0,1 0,01 0,1
Komponent 1 1 60 1
Priumeér 6 3 7 4
Prameérna cesta 3,26 1,9 2,89 2,25
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(a) Konfigura¢n{ model, n = 1000, oo = 2 (b) Konfiguracni model, n = 1000, o = 3
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(¢) NG__DegDist, n = 1000, o = 2 (d) NG_ DegDist, n = 1000, o = 3
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Obrazek 18: Distribuce stupnii vygenerovanych zobecnénych ndhodnych grafii s riznymi para-
metry v log-log méritku. Modrou kiivkou zobrazeno odpovidajici mocninné rozdéleni.

Tabulka 4: Nékteré vlastnosti vygenerovanych zobecnénych ndhodnych grafu s raznymi parame-
try.

Konfigura¢ni model NG_ DegDist
n = 1000 n = 1000 n = 1000 n = 1000
a=2,0 a=3,0 a=2,0 a=3,0
o e . Ocekédvany 16,658 2,996 10,616 3,032
Primérny stupen —
Skutecny 16,658 2,996 8,036 2,988
Shlukovaci koeficient Ocekavvafly 30,622 0,007 6,723 0,009
Skutecny 0,033 0,008 0,333 0,009
Hustota 0,017 0,003 0,008 0,003
Komponent 2 3 66 111
Pramér 9 19 6 13
Prumérna cesta 4,076 7,284 2,673 4,902
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(a) Watts-Strogatz, n = 1000, k = 2, p = 0.01 (b) Watts-Strogatz, n = 1000, k = 2, p = 0.1
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(c) Watts-Newman, n = 1000, k =2, p = 0.01 (d) Watts-Newman, n = 1000, k =2, p = 0.1
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Obréazek 19: Distribuce stupnu graft vygenerovanych podle modeli malého svéta. Modrou ktiv-
kou zobrazena odpovidajici distribuce podle vzorct 41 a 42.

Tabulka 5: Nékteré vlastnosti vygenerovanych grafti podle modeli malého svéta.

Watts-Strogatz model Watts-Newman model
n = 1000 n = 1000 n = 1000 n = 1000
p=0,01 p=0,1 p=0,01 p=0,1
oL, . Ocekdvany 4 4 4,04 4.4
Primeérny stupen —
Skuteény 4 4 4,048 4,396
Shlukovac koeficient Ocekavva,ny 0,485 0,365 0,487 0,391
Skutecny 0,488 0,365 0,491 0,429
Hustota 0,004 0,004 0,004 0,004
Komponent 1 1 1 1
Pramér 84 16 66 17
Primérna cesta 38,201 8,773 25,067 8,203
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(a) BA model, n = 1000, a = 3, m = mgy = 2
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(¢) BA model, n = 10000, « = 3, m = mg = 2
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(b) BA model, n = 1000, & = 3, m =my =4
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Obrazek 20: Distribuce stupnu grafii vygenerovanych podle Barabasi-Albert modelu. Modrou
krivkou zobrazeno odpovidajici mocninné rozdéleni.

Tabulka 6: Nékteré vlastnosti vygenerovanych grafi podle Barabasi-Albert modelu.

n = 1000 n = 1000 n = 10000 n = 10000
m =2 m=4 m =2 m=4
m0:2 m0:4 m0:2 m0:4
. e . Ocekédvany 4 8 4 8
Pramérny stupen —
Skutecny 3,994 7,98 3,999 7,998
Shlukovac! koeficient Ocekaya/ny 0,024 0,048 0,004 0,008
Skutecény 0,026 0,031 0,006 0,006
Hustota 0,004 0,008 0,0004 0,0008
Komponent 1 1 1 1
Primeér 7 5 9 6
Primérna cesta 3,996 3,199 4,998 3,897
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Vratme se jesté ke grafiim vygenerovanym podle Barabasi-Albert modelu (a také k zobec-
nénému nahodnému grafu s distribuci stupnu podle power-law). V grafech distribuce stupnu
vrcholi muze byt nepiijemny velky Sum na konci (u vrcholit malého stupné). Z takového grafu
je obtizné zpétné uréit mocninny exponent . Jednim z feSeni je pouzit logaritmicky ,,binning“
namisto linedrniho [4]. Diky tomu budou ,rovnomérnéjsi“ rozestupy stupnu v grafu s logarit-
mickym méfitkem. Princip je vysvétlen v [4]. Distribuce stupnu Barabdsi-Albert modelu z ob-
razku 20c a 20d s pouzitim logaritmického ,binningu“ je v grafu na obrazku 21. Z tohoto grafu
uz se da lépe urcit, zda mocninny exponent, tedy sklon piimky, odpovida o¢ekavani. Z grafu je
patrny také uréity ,,odskok® distribuce od modré primky. Ten je zpuisoben konstantou 2m(m-1)
ve vzorci 53 pro distribuci stupni v BA modelu. Po vydéleni pravdépodobnosti pi touto kon-

stantou by se jiz body v grafu mély priblizit k piimce, jak je na obrazku 22.
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Obréazek 21: Distribuce stupnu grafi BA modelu s pouzitim logaritmického ,binningu“. Pocet
vrcholii n = 10000, cervené m = mg = 2 a zelené m = mg = 4.
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Obrézek 22: Distribuce stupnu grafi BA modelu s pouzitim logaritmického ,binningu*“, vydélena
2m?. Pocet vrcholt n = 10000, Gervené m = mgy = 2 a zelené m = mg = 4.
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Zavérem si muzeme ukazat jeden ze zpusobu, jak z existujici distribuce stupni vrchola bez-
skdlové sité urcit exponent mocninného zdkona «. Toho lze dosdhnout zminénym logaritmic-
kym ,binningem*. Jako modelovy piiklad poslouzi distribuce stupnii grafu s poc¢tem vrcholt
n = 500000 vygenerovaného podle BA modelu. U tohoto modelu se o¢ekava exponent mocnin-
ného zékona a =~ 3. Pro samotné urceni je pouzit prikaz fit programu gnuplot [19]. Gnuplot je
program pro vykreslovani grafii a umi zpracovat jak uzivatelsky definované funkce tak i datové
soubory. Prikaz fit umoznuje data v souboru prolozit libovolnou funkci, jejiz parametry urci
metodou nejmensich ¢tverct. Nejlepsich vysledka bylo dosazeno v linearnim méritku zlogarit-
movanim hodnot distribuce a funkce mocninného rozdéleni. Timto zpisobem byl exponent «

odhadnut na hodnotu a = 2,939. Vysledek je zobrazen v grafu na obrazku 23.
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Obrézek 23: Urceni exponentu o mocninného zékona z distribuce stupni BA modelu pouzitim
logaritmického ,binningu®.

Jind moznost, jak z existujici distribuce stupnt vrcholt bezskalové sité urcit exponent moc-
ninného zakona «, je pouzit dopliikovou kumulativni distribu¢ni funkci (CCDF, complementary
cumulative distribution function). Pokud vytvofime doplikovou kumulativni distribuéni funkeci
pro hustotu pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny fidici se mocninnym zékonem (power-
law), dostaneme funkci F(z), ktera se také ¥idi mocninnym zédkonem. Pokud exponent mocnin-
ného zikona této funkce F(z) oznadime 3, pak vztah exponentu § k hledanému exponentu o
bude 5 = a — 1 [9]. Odvozeni vztahu je uvedeno v piiloze F. Pro samotné urceni exponentu
je znovu pouzit prikaz fit programu gnuplot. Pomoci této metody byl exponent o odhadnut na

hodnotu o = 2,922. Vysledek je zobrazen v grafu na obrazku 24.
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Obréazek 24: Urceni exponentu o mocninného zdkona z distribuce stupni BA modelu pouzitim
CCDF.

Provedené experimenty nad vygenerovanymi grafy ukazaly, ze zmérené vlastnosti grafi se
prakticky nelisi od ocekavanych analyticky vypoctenych hodnot. Vyjimkou byly zobecnéné na-
hodné grafy, kde byl rozdil zptisoben generatorem posloupnosti stupnu vrcholi. Hodnoty u ostat-
nich modelt uz odpovidaly ocekavani. Na zavér byly otestovany dva zpiisoby urceni exponentu «
mocninného zdkona z distribuce stupnii, pomoci kterych byl odhadnut exponent o mocninného

zékona z distribuce stupnu grafu vygenerovaného podle BA modelu.
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6 Zavér

Hlavnim cilem prace bylo prozkoumat problematiku generovani siti s pozadovanymi vlastnostmi.
Tato oblast je mnohem rozsahlejsi, nez by se mohlo na prvni pohled zdat.

Na uvod byly vybrany a popsany nékteré vlastnosti redlnych siti, které by se daly povazovat
za nejcastéji zkoumané a néjak souvisejici s generovanim siti. V zadném pripadé je nelze pova-
zovat za vSechny. Déale bylo analyzovano nékolik modeli siti, které byvaji v literatuie zminovany
nejcastéji. Zde vznikd prostor k pripadnému teoretickému rozsifeni prace ve smyslu doplnéni
zkoumanych vlastnosti, pridani dalsich modeli nebo tfeba jen rozsiteni BA modelu o orientova-
nou verzi.

Prevaznou ¢ast prace vénujici se experimentiim nad vygenerovanymi daty tvoii praktické
overeni predpokladaného chovani modelt z teoretické casti prace, které se da povazovat za
uspesné.

Soucasti prace je také implementace aplikace pro vygenerovani zminénych modeld. Ta je
konzolova a byla implementovand v jazyce C#. Kromé generovani modela také umoznuje vypo-
¢itat vSechny v praci uvedené a zkoumané vlastnosti siti. Pouzité konzolové rozhrani aplikace
se da povazovat do jisté miry za omezené, protoze pozadavky na generovani siti mohou byt
velmi riznorodé a je pomérné obtizné vsechny v uzivatelském rozhrani zachytit, at je to roz-
hrani konzolové nebo grafické. Takové uzivatelské rozhrani do urcité miry omezuje potencial
Hjadra“ aplikace. Dalsim krokem by mohla byt tprava aplikace a celkové rozsiteni do podoby
jednoduchého baliku (knihovny) pro vytvareni, manipulaci a méfeni vlastnosti komplexnich siti,
ktery by mohl byt pouzit jako zdklad pro rizné projekty. Samotnd aplikace i zdrojové kédy jsou

k dispozici na prilozeném DVD.
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Prilohy

A Sekvencni diagram vytvoreni a ulozeni grafu
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Obrazek 25: Sekvencni diagram vytvoreni a ulozeni grafu.
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Vypisy kédu pro generovani nahodnych graft

private Graph GenerateUndirected()

{

}

System.Random rnd = new System.Random() ;
Graph g = new Graph(N, Weighted);

for (int i = 0; i < N; i++)

{
for (dnt j =1 + 1; j < N; j++)
{
double limit = rnd.NextDouble();
if (P > limit)
{
if (Weighted)
g.AddEdge(i, j, WeightInterval.GetRandomWeight (rnd));
else
g.AddEdge (i, j);
}
}
}
return g;

Vypis 7: Generovani ndhodného G(n, p) grafu.

public override Graph GenerateGraph()

System.Random rnd = new System.Random();
Graph g;
if (Directed)

g = new DirectedGraph(N, Weighted);
else

g = new Graph(N, Weighted);

int edges = M;
while (edges > 0)
{
int v_i
int v_j

rnd.Next (N);
rnd.Next (N);

if (v_i == v_j) // ne smycky
continue;

if (!g.IsEdge(v_i, v_j)) // ne multihrany
{
if (Weighted)

g.AddEdge(v_i, v_j, WeightInterval.GetRandomWeight (rnd));
else

g.AddEdge(v_i, v_j);
edges——;

}

return g;

Vypis 8: Generovani ndhodného G(n, m) grafu.
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D Vypis kédu pro generovani nahodného grafu s ocekavanou

stupnovou distribuci

public override Graph GenerateGraph()

{
System.Random rnd = new System.Random();
Graph g = new Graph(N);

int _2m = DegreeSequence.Sum() ;
for (int 1 = 0; i < N; i++)

for (int j = i; j < N; j++)

double limit = rnd.NextDouble();
double probability;

if (1= 3)
probability = (double)DegreeSequence[i] * DegreeSequence[j] / (_2m);
else

probability = (double)DegreeSequencel[i] * DegreeSequence[i] / (2.0 * _2m);

if (probability >= limit)
g.AddEdge (i, j);

}

return g;

}

Vypis 9: Generovani ndhodného grafu s ocekavanou stupnovou distribuci.
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E Vypisy kédu pro generovani grafi podle modeli malého svéta

protected void CreateGrid(Graph g)

{
int iterace = 1;
while (iterace <= K)
for (int i = 0; i < N; i++)
g.AddEdge (GetVertex (i), GetVertex(i + iterace));
iterace++;
}
}

Vypis 10: Vytvoreni miizky pro modely malého svéta.

public override Graph GenerateGraph()

{
System.Random rnd = new System.Random() ;
Graph g = new Graph(N);

CreateGrid(g);
foreach (ProtectedEdge edge in VirtualGrid())
{

double limit = rnd.NextDouble();
if (P > 1limit)

{
int v_k;
do
{
v_k = rnd.Next(N);
} while (edge.v_i == v_k || g.IsEdge(edge.v_i, v_k));
g.RemoveEdge (edge.v_i, edge.v_j);
g.AddEdge(edge.v_i, v_k);
}
}
return g;

Vypis 11: Generovani WS modelu.

public override Graph GenerateGraph()

{
System.Random rnd = new System.Random() ;
Graph g = new Graph(N);

CreateGrid(g) ;
for (int i = 0; i < N * K; i++)

double limit = rnd.NextDouble();
if (P > limit)
{

int v_i = rnd.Next(N);
int v_j = rnd.Next(N);
g.AddEdge(v_i, v_j);

}

return g;

Vypis 12: Generovani WN modelu.
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F Power-law a CCDF

V této kapitole bude ukézan vztah rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny tidici
se mocninnym zakonem (power-law) k doplnkové kumulativni distribu¢ni funkci (CCDF) tohoto
rozdéleni.

Podle vztahu 16 je hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veli¢iny tidici se mocninnym

zédkonem déna jako
p(k) = Ck™7, (56)

kde C je normaliza¢ni konstanta. Protoze p(k) je hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné
veli¢iny, bude platit -

t/ p(k)dk = 1. (57)
k

min
Dosazenim muzeme urc¢it normalizac¢ni konstantu C' néasledujicim zptisobem (za splnéni pod-

minky a > 1):

1 1 1 a—1
C = ooy = T = e = T (58)
kmin [T—i—l} Ko 0— ( l’gil ) min

Hustotu pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny Fidici se mocninnym zakonem pak muzeme
zapsat jako

a—1 _

p(k) = Wk a (59)

min
¢imz jsme mimo jiné dostali vztah 17.
CCDF je funkce F(z) udévajici pravdépodobnost, Ze ndhodn veli¢ina X je vétsi nez zadand

hodnota x. V nasem pripadé pak bude platit

o)

_ k—a—f—l
HM:PW>M:A —

()T () e
k

— 1
k’m?;r a—1 min Emin

p(z)dz =C - x %z =C-
/k (60)

Z toho plyne, ze pokud se distribuce stupnt vrchol fidi mocninnym zakonem, tak jeji CCDF
se bude také ridit mocninnym zdkonem. Pokud nésledné urc¢ime exponent mocninného zakona

této CCDF, ktery oznacime [, pak hledany exponent o = 3 + 1.
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G Prilohy na prilozeném DVD

Tento dokument v elektronické podobé

Aplikace NetworkGenerator pro generovani siti véetné zdrojovych kédu

Jednoducha aplikace pro prevod vyexportované distribuce stupnt do forméatu s pouzitim

logaritmického ,,binningu“

Jednoduchéa aplikace pro prevod vyexportované distribuce stupnu do formatu s pouzitim

CCDF
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