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Abstrakt 

Pri riešení problémov interakcie vozidlo – cesta vo frekvenčnej oblasti nás okrem iného 
zaujímajú funkcie frekvenčného prenosu. Predkladaný príspevok je venovaný teoretickému 
odvodeniu funkcií frekvenčného prenosu pre rôzne výpočtové modely nákladného vozidla a ich 
numerickému vyčísleniu v určitom frekvenčnom pásme. Numerické výsledky sú uvádzané pre 
vozidlo typu Tatra T815. Poukazujú napríklad na vzťah frekvenčnej skladby nerovností povrchu 
jazdnej dráhy k hodnotám kontaktných síl medzi kolesom vozidla a vozovkou. 
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Abstract 

At the solution of the vehicle – roadway interaction problems in the frequency domain we are 
interested in the frequency response functions. The submitted paper is dedicated to the theoretical 
derivation of frequency response functions for various kind of a lorry computing models and their 
numerical evaluation in certain frequency band. Numerical results are introduced for the vehicle Tatra 
T815. For example they refer to the relation between frequency composition of road unevenness and 
tire forces. 
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 1 ÚVOD 
Pri riešení dynamických úloh vo frekvenčnej oblasti nás zaujímajú hlavne frekvenčné spektrá 

a funkcie frekvenčného prenosu. Funkcie frekvenčného prenosu (FFP) vyjadrujú vzťah medzi 
odozvou a budením dynamického systému v závislosti od hodnoty budiacej frekvencie. V prípade 
dynamického systému tvoreného vozidlom a vozovkou sú nerovnosti vozovky zdrojom 
kinematického budenia vozidla. Výpočtové modely vozidiel je možné zvoliť na rôznej kvalitatívnej 
úrovni – celý priestorový model, polovičný rovinný model, štvrtinový model. Pre tieto výpočtové 
modely je možné odvodiť rôzne frekvenčné prenosy. V prípade sledovania interakcie vozidlo – cesta 
nás zaujímajú funkcie frekvenčného prenosu vzťahujúce sa k zložkám posunutí charakteristických 
bodov vozidla (viažucich sa k stupňom voľnosti výpočtového modelu) a k hodnotám kontaktných síl 
vznikajúcich medzi kolesom vozidla a jazdnou dráhou. Pre rôzne výpočtové modely vozidla je 
vhodné sledovať a vzájomne porovnávať takzvané výkonové prenosové faktory (VPF), čo sú druhé 
mocniny absolútnych hodnôt funkcií frekvenčného prenosu. Dá sa ukázať, že pokiaľ sú výpočtové 
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modely vzájomne dynamicky ekvivalentné, tak funkcie frekvenčného prenosu pre vzájomne si 
korešpondujúce zložky, sú vzájomne identické. Možností, ako takéto údaje získať, je viac. Niektoré 
sú obsahom predkladaného príspevku. Využitie získaných výsledkov je rôznorodé [1], [2], [3], [4], 
[5], [6]. 

 2 FUNKCIE FREKVENČNÉHO PRENOSU 
Frekvenčný prenos lineárnej sústavy (funkcia frekvenčného prenosu FP(p), kde ωp  i je 

komplexné číslo, obr. 1) sa zavádza ako pomer ustálenej odozvy )(ust tr  k harmonickému budeniu 

)(th . Ak budenie je harmonické s jednotkovou amplitúdou 

                                                             tωtfhth  ie1)(.)( ,                                                          (1)  

tak platí, že 

                        tωtωtω trtrhtrωFPpFP   i
ust

i
ust

i
ust e)()e1/()()e/()()i()( .                       (2)  

 

 

 

 

 

 

Obr. 1: Grafická interpretácia funkčných hodnôt funkcie frekvenčného prenosu 

Frekvenčný prenos FP(p) ako funkcia komplexne premennej sa dá zobraziť ako vektorový súčet  jej 
reálnej )](Re[ pFP a imaginárnej časti )](Im[ pFP . 

                                                  )](Im[i)](Re[)( pFPpFPpFP  ,                                                   (3)   

alebo 

                                                          φpFPpFP  ie)()( ,                                                                 (4)        

kde )( pFP  je absolútna hodnota, alebo veľkosť frekvenčného prenosu. Platí pre ňu 

                                                )]([Im)]([Re)( 22 pFPpFPpFP  ,                                               (5)         

                                                  )])(Re[/)]((Im[ pFPpFParctgφ  .                                                   (6)         

Z rovnice (2) je možné vyjadriť )(ust tr  

                                       )e1/()()( i
ust

tωtrpFP  → tωpFPtr  i
ust e)()( .                                           (7)               

Ak dosadíme (4) do (7) dostaneme 

                          )(iii
ust e)(ee)()( φtωtωφ pFPpFPtr   .                                               (8) 

Grafické znázornenie frekvenčného prenosu sa nazýva frekvenčnou charakteristikou. Grafické 
znázornenie absolútnej hodnoty (modulu) funkcie frekvenčného prenosu od frekvencie harmonického 
budenia je amplitúdová charakteristika. Fázová charakteristika je grafické znázornenie argumentu 
(fáze) funkcie frekvenčného prenosu od frekvencie harmonického budenia. 

Frekvenčné spektrum výstupného signálu (odozvy – response) )(r pFS  možno získať 

násobením prenosovej funkcie systému frekvenčným spektrom vstupného signálu (budenia) )(h pFS  

                                                 )()()( hr pFSpFPpFS  .                                                                   (9)           
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Zavedením výkonových spektrálnych hustôt vstupného signálu )(h ωVSH  a výstupného signálu 

)(r ωVSH  je možné uvedené závislosti vyjadriť v tvare 

               )()()( h

2

r ωVSHpFPωVSH  ,   respektíve    )(/)()( hr

2
ωVSHωVSHpFP                  (10)            

kde 
2

)( pFP nazývame výkonový prenosový faktor (VPF). Schematické znázornenie fyzikálneho 

významu rovnice (10) je zobrazené na obr. 2. Dynamický systém si prostredníctvom frekvenčného 
prenosu vyberá z výkonovej spektrálnej hustoty budenia len frekvencie blízke vlastným frekvenciám 
systému a na ne v odozve reaguje. 

 

 

Obr. 2: Fyzikálny význam výkonového prenosového faktora 

 3 VÝPOČTOVÝ MODEL VOZIDLA 
Výpočtové modely vozidiel je možné voliť na rôznych úrovniach, ako troj, dvoj alebo jedno 

dimenzionálne. Pre účely tohto príspevku je postačujúce zvoliť rovinný dvoj alebo 
jednodimenzionálny výpočtový model vozidla. Rovinný výpočtový model nákladného vozidla Tatra 
815 je zobrazený na obr. 3. 

Uvedený výpočtový model je diskrétny model. Pohybové rovnice je možné odvodiť v tvare 
obyčajných diferenciálnych rovníc. V ďalšom texte sú uvedené pohybové rovnice pre polovičný 
model vozidla z obr. 3. Súčasne sú uvedené aj vzťahy pre výpočet kontaktných síl. Symboly ri (i = 1, 
2, 3, 4, 5) označujú zložky posunutí charakteristických bodov vozidla zodpovedajúce stupňom 
voľnosti. Fd3, Fd4, Fd5 sú dynamické zložky kontaktných v mieste kontaktu kolesa s jazdnou dráhou. 
h3, h4, h5 sú funkcie pospisujúce nerovnosti jazdnej dráhy v mieste kontaktu kolesa s vozovkou. 
Význam ostatných symbolov je zrejmý z obr. 3 a z nasledujúceho textu. 
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Obr. 3 Polovičný model vozidla Tatra 815 

  0)()()()( 4221232111422123211111  rrsrkrrsrkrrsrbrrsrbrm   
   )()( 42212232111121y rrsrbsrrsrbsrI   
                    0)()( 422122321111  rrsrksrrsrks  

  0)()()()( 333321113333211132  hrkrrsrkhrbrrsrbrm   

   )()()( 554545444221243 hrcrbhrcrbrrsrbrm   
                    0)()()( 5545454442212  hrcrkhrcrkrrsrk  

   )()( 5545454453y hrcrbchrcrbcrI   

                    0)()( 55454544  hrcrkchrcrkc ,                                            (11) 

)()( 3333333d hrbhrkF    

  )()( 454445444d hrcrbhrcrkF    

  )()( 554555455d hrcrbhrcrkF   .                                                          (12) 

 

 4 PRECHOD Z ČASOVÉHO DO FREKVENČNÉHO PRIESTORU 
Pre prechod z časového do frekvenčného priestoru je možné použiť Laplaceovu integrálnu 

transformáciu. Dohodnime sa, že Laplaceov obraz nejakej funkcie r(t) označíme Lr(t) = R(p) . Je 
definovaný vzťahom 

                                                          


 
0

de ttrpR tp .                                                                  (13)                   

V tomto prípade ωp  i  je komplexné číslo. 
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Funkcia r(t) a jej derivácie podľa času sa budú transformovať nasledovne 

            




 
1

1

1 0
n

i

iinnn rppRptrL ,    pre n = 1, 2, ......                

                0......00 121 nnnnn rrprppRptr   ,            

        0rpRptr     



0

lim0
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trr ,    

          002 rrppRptr   .                                                                      (14) 

Funkcie času )(1 tr  až  )(5 tr  a )(3 th  až )(5 th  sa budú transformovať na funkcie )(1 pR  až )(5 pR  a 
)(3 pH  až )(5 pH . Zavedením nasledovného označenia je možné definovať 5 frekvenčných prenosov 
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(15) 

Laplaceovou transformáciou pohybových rovníc (11) a zavedením frekvenčných prenosov (15) 
dostaneme sústavu piatich rovníc v komplexnom tvare pre výpočet funkcií ir , kde i = 1, 2, 3, 4, 5.   

 

Zápis rovníc v maticovom tvare je nasledovný 

                                                                        PSra  .                                                                 (16) 

Vo všeobecnosti platí, že 

  imikreikik aaa ,, i  ,     imireii rrr ,, i  , imireii PSPSPS ,, i  .                     (17) 

Pre náš konkrétny prípad a nulové počiatočné podmienky vypadajú súčinitele aik a pravé strany PSi 
nasledovne 

  i)( 21
2

2111  ωbbωmkka ,  

  i)( 1122112212  ωsbsbskska , 

  i1113  ωbka , i2214  ωbka , i0015 a , 

  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––- 

  121122112221 i)( aωsbsbskska  , 

  i)( 2
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2
11

2
1

2
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2
1122  ωsbsbωIskska y , 

  i111123  ωsbska , i222224  ωsbska , i0025 a , 

  ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––- 

  131131 i aωbka  , 23111132 i aωsbska  , 

  i)( 31
2

23133  ωbbωmkka , i0034 a , i0035 a , 

  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––- 

  142241 i aωbka  , 24222242 i aωsbska  ,  

  3443 i00 aa  , i)( 542
2

354244  ωbbbωmkkka , 

  i)()( 454545  ωcbbckka , 

  ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––- 
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  1551 i00 aa  , 2552 i00 aa  , 3553 i00 aa  ,  

  45454554 i)()( aωcbbckka  ,  

  i)()( 2
44

2
3

2
5454  ωcbbωIckka y .                                                   (18) 

  ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

  i001 PS , i002 PS , i333  ωbkPS , 

  i)( 5454 i
5

i
4

i
5

i
44   ωebebekekPS φφφφ , 

  i)()( 4545 i
4

i
5

i
4

i
55   ωcebebcekekPS φφφφ .                                (19) 

Súčinitele φ4, φ5 majú význam konštánt fázového posunutia medzi pôsobiskami jednotlivých 
náprav. Sú závislé od rýchlosti pohybu vozidla v. 

  ω
v

cs
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4 , ω

v

cs
φ 


5 .                                                                            (20) 

Podobným spôsobom je možné definovať aj frekvenčné prenosy pre dynamické zložky 
kontaktných síl 
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 5 VÝSLEDKY NUMERICKÉHO RIEŠENIA 
Numerické riešenie funkcií frekvenčného prenosu bolo vykonané pre rovinný výpočtový 

model nákladného automobilu Tatra 815 (obr. 3) s nasledovnými parametrami: 

hmotnosti a hmotné momenty zotrvačnosti hmotných objektov modelu vozidla 
m1 = 11 475 kg, m2 = 455 kg, m3 = 1 070 kg, Iy1 = 31 149 kg.m2, Iy3 = 466 kg.m2, 

tuhostné charakteristiky spojovacích členov modelu vozidla 
k1 = 143 716,5 N/m, k2 = 761 256 N/m, k3 = 1 275 300 N/m, k4 = 2 511 360 N/m,  
k5 = 2 511 360 N/m,   

tlmiace charakteristiky spojovacích členov modelu vozidla 

b1 = 9 614 kg/s, b2 = 130 098,5 kg/s, b3 = 1 373 kg/s, b4 = 2 747 kg/s, b5 = 2 747 kg/s, 

trecie charakteristiky spojovacích členov modelu vozidla 
f2 = 12 000 N, 

dĺžkové rozmery výpočtového modelu vozidla 
s1 = 3,135 m, s2 = 1,075 m, s = s1 + s2 = 4,21 m, c = 0,660 m. 

Pre úplnosť sú uvádzané aj vlastné frekvencie tohto výpočtového modelu vozidla 

f(1) = 1,1333 Hz; f(2) = 1,4512 Hz; f(3) = 8,8966 Hz; f(4) = 10,9054 Hz; f(5) = 11,7152 Hz. 

Na ďalších obrázkoch sú zobrazené výkonové prenosové faktory (VPF) jednotlivých funkcií 
frekvenčného prenosu (druhé mocniny absolútnych hodnôt jednotlivých frekvenčných funkcií) pri 
rýchlosti pohybu vozidla 10 m/s. 
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Obr. 4: VPF frekvenčného prenosu veličiny r1 
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Obr. 5: VPF frekvenčného prenosu veličiny r2 
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Obr. 6: VPF frekvenčného prenosu veličiny r3 
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Obr. 7: VPF frekvenčného prenosu veličiny r4 
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Obr. 8: VPF frekvenčného prenosu veličiny r5 
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Obr. 9: VPF frekvenčného prenosu veličiny Fd3 
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Obr. 10: VPF frekvenčného prenosu veličiny Fd4 
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Obr. 11: VPF frekvenčného prenosu veličiny Fd5 

 6 ZÁVER 
Pri riešení dynamických úloh vo frekvenčnej oblasti sú predmetom záujmu buď frekvenčné 

spektrá alebo funkcie frekvenčného prenosu. Je možné ich získať teoretickou alebo experimentálnou 
cestou. V predloženou príspevku je ukázaný spôsob riešenie funkcií frekvenčného prenosu 
numerickou cestou pre rovinný (polovičný) model vozidla Tatra 815 pri rýchlosti pohybu vozidla 
36 km/h. V grafickej podobe sú prezentované výkonové prenosové faktory jednotlivých sledovaných 
veličín. Stavebného inžiniera zaujímajú v prvom rade frekvenčné prenosy týkajúce sa kontaktných síl 
vznikajúcich medzi kolesom vozidla a vozovkou. Z uvedených obrázkov je zrejmé, že pokiaľ ide 
o hodnoty kontaktných síl, tak výkonovo majú najväčší podiel na ich vzniku tie frekvenčné zložky 
kinematického budenia, ktoré korešpondujú vlastným frekvenciám a tvarom vlastného kmitania 
vťahujúcim sa k dominantným pohybom náprav vozidla. Dá sa jednoducho preukázať, že prakticky 
rovnaké výsledky je možné získať aj pre jednoduchšie (štvrtinové) modely vozidla, pokiaľ sú 
dynamický ekvivalentné s tu použitým výpočtovým modelom. 
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