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Abstrakt

V této bakalarské praci se zabyvam hledanim staciondrnich bodt funkci vice promén-
nych pomoci vybranych vét o minimaxu. Na za¢atku vysvétlim podminky existence sta-
ciondrniho bodu a moZnosti jeho nalezeni. Poté diikladné popisi algoritmus zaloZeny na
minimaxu, ktery se k nalezeni téchto bodi pouZzivd. Uvedu nékolik feSenych piiklada
pro lepsi pochopeni a nakonec vysvétlim, jak se dd tento postup aplikovat pii hledani
slabych feSeni okrajovych tdloh.

Klicova slova: minimax, staciondrni bod, slabé feSeni okrajovych tloh

Abstract

This bachelor thesis deals with searching for stationary points of multidimensional func-
tions, using the minimax theorems. Firstly, it explains conditions of existance of station-
ary points and finding them. Secondly, it thoroughly explains the algorithm based on
minimax, which solves those problems. Several solved problems are shown for better
understanding. And at last, it explains how previously introduced theorems and algo-
rithm can find weak solutions of boundary value problems.

Keywords: minimax, stationary point, weak solutions of boundary value problems
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1 Uvod

Tato bakalaiska préce se zabyva hleddnim stacionarnich bod® funkci dvou a vice pro-
ménnych pomoci minimaxu. Na tlohu nalezeni stacionarniho bodu vede spousta pro-
blém1i, napiiklad feSeni fady diferencidlnich rovnic.

Ma-li funkce stacionarni bod (podminky existence budou vysvétleny v nasledujici
kapitole), je moZné tento bod najit pomoci algoritmu, zaloZeném na minimaxu. Se sprav-
nymi vstupnimi parametry (které zavisi na , geometrii” dané funkce) jsme tak schopni
nalézt i staciondrni body funkci, které bychom jinak hledali tézko. Pfedvedu tfi p¥iklady
,geometrii” funkci a metod postupu, zaloZenych na splnéni tzv. Palais-Smaleovy pod-
minky.

Je tfeba fici, Ze minimax v této praci neni klasické pojeti z teorie her, kdy jde jen o
minimalizovani maximadlnich ztrat, prakticky evaluace na bindrnim stromé. V této praci
minimaxem myslime algoritmus zaloZeny na tom, Ze kriticka hodnota zobrazeni je infi-
mum z maxim na kfivkéch, spojujicich dva pfedem vybrané body.

Podrobnéji cely princip a algoritmus vysvétlim na funkci dvou proménnych, nebot’
tyto tlohy se dobfe znazorfiuji v grafech a ¢tenaf na nich lépe pochopi hlavni myslenku
prace.

Jakmile &tendt pochopi princip a postup na zobrazenich R? — R, je schopny hledat
staciondrni body i zobrazeni z R do R.

Cimz se dostdvame k nejzajimaveéjsi ¢asti této prace - feseni diferencidlnich rovnic.
Uvédomime-li si totiZ, Ze slabd feSeni okrajovych tloh odpovidaji stacionarnim bodim
funkcionalu a zvolime-li vhodnou diskretizaci, sta¢i pak aplikovat stejny algoritmus,
ktery byl vytvofen pro zobrazeni R" — R.



2 Existence stacionarniho bodu
UvaZujme zobrazeni
f € CY(R?,R).

Staciondrnimi body f pak rozumime body
(z,y) € R? pronéz

Fen) = (G 50 = 0.0)

Pro nalezeni postacujicich podminek existence stacionarniho bodu budeme uvazovat nad
nasledujicimi konkrétnimi pfiklady a odvodime podminky v zavislosti na ,geometrii”
danych funkci.

2.1 Ekelanduv variacni princip
2.1.1 Priklad
Méjme zobrazeni
fla,y) = 2® + 4

jehoz graf je zndzornén na obrazku
Ziejmé
inf f(z, y) = min f(z,y) = £(0,0) = 0
(z,y)€R? (z,y)€R?

a (0,0) je staciondrnim bodem f.
Nabizi se myslenka, Ze pro

f € C1(R?,R) takovou, Ze

inf f(z,y) €R
ot S (z,y)

plati:
def

= inf ,
c (I,Z?esz(x Y)

je kritickou hodnotou zobrazeni f, tedy

E|({Zf,y) ceR*: f(xay) :C/\f/(fb,y) = (070)

Nésledujici protiptiklad vSak ukazuje, Ze to nemusi byt pravda.
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Obréazek 1: Ekelandiv variaéni princip - p¥iklad

Obrazek 2: Ekelandtiv varia¢ni princip - protiptiklad



2.1.2 Protipriklad

Vezméme si funkci

fx,y) = e
(viz jeji graf na obrazkuP). Pak
feC®R*R),
inf ,y) =0 € R,
o nt S @ y)

ale pro kazdé (z,y) € R? plati

of .

8713(:1:7:‘/) =€ > 07

a f tedy nema Zadny staciondrni bod.

2.1.3 Dodatek

D4 se dokézat, Ze pro zobrazeni f € C'(R?, R) takova, Ze c = ( i1)1f . f(z,y) € R, existuje
z,y €
takova posloupnost (x,, y»), Ze:

f(@n,yn) = ¢,
[ (@n,yn) — 0.

Kdybychom védéli, zZe z takovéto posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentni,
bylo by ¢ kritickou hodnotou na f.

(Tngs Yni) = (2, 9)
¢ [(@nysYny) = f(2,9)
04 f'(@ns yn) = f'(2,)
JelikoZ jedna posloupnost nemtize mit dvé rtizné limity, z pfedchozich tvrzeni vyplyv4,
ze:
f(z,y) =c
f'(w,y) =0

VyuZzijeme toho, Ze na prostoru R" (kde n € N) se d4 z kazdé omezené posloupnosti
vybrat posloupnost konvergentni a Ze kazdd konvergentni posloupnost je omezend. Do-
dame ke ,,geometrickym” pfedpokladiim kladenym na f jesté tzv. Palais-Smaleovu pod-
minku:



DEFINICE:
Reknéme, Ze f € C1(R?, R) spliuje Palais-Smaleovu podminku, pokud plati implikace:
Je-li

e ((n,yn)) je posloupnost v R? takové, ze
o (f(xn,yn)) je omezend posloupnost v R a ze
o f'(zn,yn) — (0,0) je omezend.

pak z posloupnosti (z,, y,) 1ze vybrat posloupnost konvergentni.

V3e shrnuje tzv. Ekelandiv varia¢ni princip.

Véta 2.1 Ekelandiiv variacni princip v R? (Ekeland variational principle in R?); Ekeland; 1974
Necht’

e fEC(RLR),

e [ jena R? omezend zdola,

o f spliiuje Palais-Smaleovu podminku.
Pak existuje

(xgl)lélef (z,y)

= 1 f
c (x,Lr)leRQf (z,y)

je kritickou hodnotou f.

2.2 Véta o prechodu hory
2.2.1 Priklad

Nyni si prohlédnéme graf funkce na obrazku

fay) = (@ +y%) e 2 -0
Nabizi se myslenka, Ze pokud plati
f € CY(R%R),
reRT,
e=(e1,e2) € R? |le||gz > T,
0 °Z" (0,0) € R?,
inf — f(z,y) > f(0) = f(e),

I(zy)llp2=r



Obrézek 3: Véta o pfechodu hory - pfiklad
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Obrézek 4: Véta o pfechodu hory - protipfiklad

je
def. .
c = ;g{,tg%g%f(v(t)),
kde .
Ty € C((0,1),R2) 1 7(0) = 0 A (1) = e}

(T je mnozina vSech k¥ivek -y, jenz v R? spojuji body 0 a e)
kritickou hodnotou f.

2.2.2 Protipriklad

Uvazujme zobrazeni z obrazku s pfedpisem:

flay) =2+ (1—2% 4



10

a zvolme

r= %7 e=(2, 2)
Pak plati:
f(0) =0= f(e)
inf  f(z,y)= min f(z,y) > 0.
H(xvy)HRZ:T H(.’E,y)Hle:’r'
Nicméné snadno si spocitdme, Ze:
of 2, 2
- — 9r —
of

afy(:vyy) =2-(1-2%)y

a proto jedinym staciondrnim bodem f je 0, pficemz f(0) < c ael in? rrzax) f(y(t)), ¢ neni
~yel'te(0,1

kritickou hodnotou f.

2.2.3 Dodatek

P¥i¢inou potiZ je toto: volime-li v, € T' a (z,, yn) € R? tak, aby

tgzgﬁf(’}%(i)) = f(zn,yn) — ¢

pak ||(zn, yn)|| — oo

Nicméné d4 se dokdzat, Ze i pro funkce spliiujici vySe uvedené predpoklady existuje
posloupnost (z,,, y,) € R? takova, Ze

f@n,yn) = A f(@n,yn) = 0

Tato situace se tedy dé zachranit, pfidame-li k pfedpokladiim funkce z obrazku |3|jesté
Palais-Smaleovu podminku (2.1.3).

Vsechny podminky shrnuje tzv. véta o pfechodu hory:
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Obrézek 5: Véta o sedlovém bodé - pfiklad

Véta 2.2 Véta o prechodu hory v R2 (Mountain pass theorem in R2); Ambrosetti, Rabinowitz;
1973
Necht’

e f€CI(R%R),
e rcRT e e R? |le]| >,

o inf f(zx)> f(0)> f(e),

||z]|=r
e [ splituje Palais-Smaleovu podminku.

Potom def
< inf ¢
c ;relrtrer%g%f (v(?)),

kde .
I {4 € C((0,1),R?) : 4(0) = 0,7(1) = e},

je kritickou hodnotou funkce f.

2.3 Véta o sedlovém bodé
2.3.1 Priklad

Zobrazeni
flzy) = —2? + 47

z obrézku f]je jednou z funkci, pro néz
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Obrazek 6: Véta o sedlovém bodé - protipfiklad

feCYR*R),

JoeRT: inf z,y) > max
¢ ewetinyvery @Y o3 o

Opét bychom se mohli na zdkladé tohoto pfikladu mylné domnivat, Ze obecné plati:

f(z,y).

def. .
¢ = inf max J(v(¢
inf, max (v(?))

je kritickou hodnotou f, kdyz
I'={y € C((—0,0),R?) : 7(=0) = (—0,0),7(0) = (¢,0)}.

(Tedy T je mnoZina vsech cest ~, spojujicich v R? body (—p,0) a (,0).)
2.3.2 Protipriklad

Zobrazeni z obrézku [f]s pfedpisem:

flz,y) = (2(3_3”2 — 1) - arccotg(y)

Zvolime si p = 1. Pak plati

inf £(0,) = 0> max{f(~0,0), f(¢,0)} = (2 — e) 3

Ale protoZze

of
%(az,y)——&ve

of o 1
ZL = (27 1) ——
ay(fﬁ,y) (2e ) e

neexistuje Zaddny staciondrni bod f. Pfi¢ina je stejnd, jako u pfedchoziho pfipadu.

L arccotg(y),
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2.3.3 Dodatek

V tomto piipadé vSechny potfebné podminky reprezentuje tzv. véta o sedlovém bodé.

Véta 2.3 Véta o sedlovém bodé v R? (Saddle point theorem in R2); Rabinowitz; 1978
Necht’

o f€C'(R%R)

e JocRT: inf z,y) > max z,
¢ (wvy)é{(Oyy)ryeR}f( v) (mvy)E{(—gyo),(g,O)}f( v)

o f spliiuje Palais-Smaleovu podminku

Potom def
ef.
=1 f[[]
c iréryea}\?f (v(¥)),

kde
I'={yeC({~0 0)R? :v(—0) = (—0,0),7(0) = (0,0)}

je kritickou hodnotou funkce.
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3 Algoritmus

7 ¥z

Z pfedchozi ¢asti prace vime, Ze funkéni hodnota hledaného kritického bodu je infimum
z mnoZiny maximdlnich hodnot na vSech kfivkach, které spojuji dva vybrané okrajové
body. Situaci mdme ilustrovanou na obréazku 7] kde vidime ¢ervené vyznacenou kiivku
tvofenou maximy na jednotlivych cestach a Zluté je vyznacen hledany bod - infimum na
¢ervené kiivce.

Numerické hledani tohoto bodu pak vypada nasledovné:

1.

2.

v ® N o

10.

11.

Zvolime dva okrajové body kfivky A4, B € R?

Kfivku aproximujeme lomenou ¢arou

Zvolme n € N. Kfivky spojujici okrajové body A, B budeme aproximovat lomenymi carami
(A=C1,Cy,...,Cn_1,Cn = B), (C; € R?) sklddajicimi se z visecek

(C1,C),(Cs,C5), ..., (Cr1,Cp) a maxf ~ maz{ f(C1), ..., f(Cn)}-

Vnitini body k¥ivky budeme nazyjvat uzly.

Najdeme uzel s nejvyssi funkéni hodnotou

Zkontrolujeme funkéni hodnoty bodti na tseckach, jenz konéi ve vybraném uzlu

Je-li na tise¢ce bod s vyssi funkéni hodnotou (maximum), ptivodné vybrany uzel
pfesuneme do tohoto maxima

Y

Jak s pomoci jednoho bodu s vyssi
podrobné popsdno pozdéji.

funkcéni hodnotou ziskdme maximum na kiivce bude

Spocitame gradient funkce ve vybraném a pfipadné posunutém uzlu
Zkontrolujeme splnéni ukoncujici podminky, neni-li splnénd, pokracujeme
Vytvofime pomocny bod posunutim tohoto uzlu proti sméru gradientu
Mezi uzlem a pomocnym bodem najdeme minimum, uzel do néj pfesuneme

Zkontrolujeme, jestli jsme uzel posunuli dostate¢né daleko

s

Byl-li posun pfilis maly, zoysime hustotu uzlii v okoli vybraného uzlu odebrdanim nepotieb-
nych uzli z okraju kiivky.

Kroky 3 aZ 11 opakujeme, dokud nedojde ke spIlnéni ukoncujici podminky, nebo k
pfekro¢eni maximdlniho povoleného poctu iteract

Maximdlni povoleny pocet iteraci zabrariuje vytvoreni nekonecného cyklu, pokud jsme za-
dali napriklad prilis velkou vyZadovanou presnost.
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Obrézek 7: Algoritmus - umisténi hledaného bodu

3.1 Pocatecni cesta

Na zacatku je tfeba inicializovat vychozi kiivku (tsecku), se kterou budeme pracovat.
Dle kritérii dané tlohy uréime dva okrajové (fixované) body, ostatni dopocitdme podle
poZadovaného poctu uzlh. Tyto vnitfni uzly se budou moci posouvat. Tuto po ¢astech
linedrni k¥ivku ozna¢ime 7 a oznac¢enim C,,, budeme rozumét m-ty ¢len z mnoziny uzlt
C' a dvou okrajovych bod.

3.2 Hledani maxima na krivce
3.2.1 Bod s nejvyssi funkéni hodnotou

Vv,

Nejprve hleddme bod s nejvyssi funkéni hodnotou, tedy takové

Cpom € {2,3,...,n—1}

f(Cn) > f(C),1€{2,3,....n—1}

3.2.2 Nejvetsi funkéni hodnota usecce (C,,—1,C)y,)

Hleddme maximum na kiivce C v blizkosti uzlu C,,. Zkontrolujeme tedy nejprve tsecku
(Cm—erm)~
Budeme se k C,, pfiblizovat ze sméru C),_1. Metodou pfileni intervalu budeme hle-

dat nové body C},. Pro zatatek oznaéme C/, = C,,_1, nésledujici C/, budeme vytvaret
podle pfedpisu:
Cp, +C,
c,,=-"r—= 5 =

(Viz obrazek[8])
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Cm-1 J

Obrazek 8: Algoritmus - ptleni intervalu ze sméru Cy,—1

dokud:
@ f(C),) > f(Cp) nebo
b) ||IC], —Cpnll <§

(a) Nalezli jsme bod s vétsi funkéni hodnotou, ten vSak jesté pofdd nemusi mit funkéni
hodnotu nejvétsi. Proto interval C,, a C}, rozpulime jesté jednou a ziskdme bod CY),. Pak
na bodech CJ,, C/! a C,, provedeme kvadratickou interpolaci, ¢imZ ziskdme kvadratic-
kou funkci prochdazejici témito tfemi body, najdeme jeji maximum na (CJ,,, Cy,), a to pro-
hlasime za novy bod C,.

POZNAMKA:

Problém vsak pro interpolaci musime pfevést na funkci jedné proménné. Zname
vzdalenosti jednotlivych bodd, takZe je mtiZeme "promitnout'na osu x (pfi ¢emZ zacho-
vame vzdalenosti). Na téchto tfech bodech a jejich funkénich hodnotach provedeme kva-
dratickou interpolaci, na vysledné funkci najdeme na intervalu (C/,, Cy,) maximum a
jeho soufadnici. Tim jsme zjistili vzdélenost hledaného bodu od C}, na asetce (C},, Cy,).
Nynti jej stali pfevést zpét do roviny.

(b) Plilenim intervalu jsme se dostali bliZze k ptivodnimu C),,, nez je pfedepsana tole-
rance J. C, tedy povaZujeme za bod s nejvyssi funkéni hodnotou na tsecce (C,—1, Cry,)
a jeho soufadnice ponechdme nezménény.

3.2.3 Nejvetsi funkéni hodnota na usecce (C,,, C,11)

Kdyz jsme zkontrolovali tsecku (Cp,—1,C,) a piipadné posunuli uzel C,,, analogicky
stejny postup provedeme i s tseckou (Cyy,, Crpp1).

3.3 Kontrola ukonéujici podminky

1f(C)l| <6 = e~ f(Cn)

Je-li velikost gradientu v bodé C,,, mensi, neZ pifedepsana pfesnost J, oznac¢ime C, za
aproximaci staciondrniho bodu a f(Cy,) za aproximaci kritické hodnoty.
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Cm-1

Cm+1

Obrazek 9: Algoritmus - posun proti gradientu

3.4 Minimalizace

Neni-li C,, kritickym bodem, snazZime se jej posunout ve sméru nejvétsiho spadu, tedy
proti sméru gradientu (obrazek[9). Vytvofime si tedy novy bod Cj, takovy, Ze:

kde funkce h(z) je definovana jako:

! pokud z € (0, )
hz) = { §/x pokud z > §

a 0 je pfedepsand maximdlni vzdélenost C;,, od C,,.

POZNAMKA:
Pfipomenime, Ze v prostoru R2 je gradient funkce v bodé roven vektoru prvnich par-

cidlnich derivaci. Tedy:

fla,y) = (gi(w,y% gg(x,y))

ol

Mohlo se ovSem stét, Ze jsme C}, vytvofili moc daleko a f(C},) je vy$si, nez f(C,,). Proto
pouZzijeme podobny proces ptileni a interpolace, jako u hleddni maxima.

c! +C
/! m m
C,, = — 5
dokud:

@ f(C) < f(Cp) nebo
b) ||C —Cnll <0

(a) Nasleduje stejnd kvadratickd interpolace, jako u maxima, ale za novy bod C,
ozna¢ime minimum na tsecce (C,, Cy,).
(b) Soufadnice ponechdme nezménény.
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Cm+1

Obrézek 10: Algoritmus - pfesun bod

3.5 Osetreni nekonecného cykliu

Mize se stat, Ze se uzel C,, posunul o pfili§ malo. V takovém pfipadé by algoritmus
uvizl v dlouhém, nebo nekone¢ném cyklu. Tento problém se da vyfesit pfiddnim uzlt
mezi Cy,—1, Cpy, @ Cpy1. Abychom vak zachovali stejny pocet uzli na C, musime dany
pocet bodi jinde odstranit. Nejlépe z okrajovych ¢asti cesty, pfipadné z opacné strany,
neZ na které aktualné pracujeme.

Pripad, kdy pfiddvame na kazdou stranu C,, jen jeden bod, vidime na obrazku

3.6 Prevedeni na problematiku n proménnych

wev s

nec¢nd). Vyssi dimenze dlohy (a potazmo vice soufadnic bodti, s nimiz pohybujeme) sice
¢ini algoritmus vypocetné ndro¢néjsim, ale na feSitelnost tilohy nema vliv.

Algoritmus se da proto jednoduse aplikovat pfi hleddni staciondrnich boda funkci
vice proménnych. Zobrazeni z R? do R berme jen jako speciélni pfipad R” — R, na némz

se problematika lépe vysvétluje a predstavuje.
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4 Aplikace na funkce dvou proménnych

Zde predkladam ukéazky konvergence algoritmu na vybranych funkcich dvou promén-
nych.

4.1 Prvni vybrana funkce

Pro zacatek si ukaZeme konvergenci na funkci, jejiz staciondrni bod snadno vycteme ze

samotného piedpisu.
91\ 2 2
e == (o+3) + (=)

Pro tplnost najdeme staciondrni bod analyticky:
fl(xay) =c¢ccE R

f{(m7y) - (070)

0 21
0f1 170 85
dy (@,y) =2y — — y=-3

Ovétime, Ze funkce splituje pfedpoklady véty o sedlovém bodé (2.3).

e f1 € CY(R? R) - splnéno
Spojitost prvnich parcidlnich derivaci je patrnd uz z analytického hledani stacionéar-
niho bodu.
e JocRT: inf T,y) > max x,y) - splnéno
¢ (rﬁy)e{(O,y):yGR}f( v) (mvy)e{(—g,OL(Q,O)}f( v)-sp
Vezméme si ¢ = 50 (okrajové body [-50,0] a [50,0]).

e fi splniuje Palais-Smaleovu podminku - splnéno

F(@n,yn) = (=22, — 21,2y, — 119) — (0,0), tedy (25, y») je Omezena.

PARAMETRY:
Okrajové body: [-50, 0], [50, 0]
Pocet bodi cesty: 100
Pfesnost: 1072
Tolerance pti ptleni tsecek: 1072
Tolerance pfi malém posunuti: 102
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Obrézek 11: Vybrand funkce f; - 3D graf

VYSTUP:

Nalezeny bod ma v dekadickém zapisu soufadnice [-10.5 , 28.33333332].
Grafy nalezneme v dodatku A (obrazek[17).

Numerickou konvergenci mtiZeme sledovat v dodatku B (tabulka 1).

POZNAMKA:

Pro zajimavost si v grafu mizeme vSimnout, Ze v poslednich iteracich doslo k pie-
sunu bodti z okrajovych &asti cesty, o kterém byla fe¢ v kapitole[3.5]
4.2 Druha vybrana funkce

Pro zajimavost pfedvedu konvergenci algoritmu i na funkci, jenZ nespliiuje Palais-Smaleovu
podminku, ale pfesto algoritmus konverguje k feSeni. Vezméme si

fa(w,y) = sin(z) - sin(y).

3D graf funkce f> pro lepsi ilustraci najdeme na obrazku[11}

%(m,y) = cos(z) - sin(y)
%J;?(m’y) = sin(x) - sin(y)

Je na prvni pohled vidét, Ze stacionarnich bodt mé f> nekone¢né mnoho. V takovémto
piipadé se miZe stét, Ze algoritmus bude mit tendenci konvergovat k vice bodiim sou-
¢asné. K jednomu z bodti vSak dojde nejrychleji a pravé tento bod oznaci za feSeni dlohy.
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Ktery z bodti to bude ovliviiuji zadané parametry hledéni.

PARAMETRY:
Okrajové body: [-6, 1], [6, 1]
Pocet bodii cesty: 22
Presnost: 102
Tolerance pfi ptileni tisecek: 1072
Tolerance pfi malém posunuti: 102
VYSTUP:
Nalezeny bod ma soufadnice [-3.144706890, 0.009488328113].
Viz v dodatku A (obrazek|[18).

POZNAMKA:

Vsimnéme si, jak algoritmus konverguje ke dvéma stacionarnim bodtim. Na posled-
nich dvou obrézcich vidime, Ze doslo k tbytku bodt na pravé strané. K tomu opét doslo
v diisledku toho, Ze bylo potieba zjemnit cestu okolo bodu, jenz byl nejbliZe feSeni tlohy.

4.3 Treti vybrana funkce

Vezméme si funkci z obrazku 3| danou piedpisem

fa(z,y) = (@2 +42) eV (2 — 1)

Staciondrni bod nalezeny analyticky:

fa(@,y) = (0,0)

%u,y) =202 - 2) - (1= (2 +9P) — (2 — o))

%];3(95, y) = (29" 2= 2)) = (222 + Py T (2 - ) =

= (2pe' ™" 2= 2)) - (1= (27 4 9?))

Existuji tfi feSeni soustavy rovnic %J;f’ (x,y) =0= %3 (x,y), tedy také tfi staciondrni body.

Jejich zaokrouhlené dekadické soufadnice jsou: 77=[-1.126,0], 7>=[0,0] a 75=[0.81153,0].
Body 77 a T jsou lokdlni extrémy, k nimz algoritmus pfi této ,geometrii” funkce kon-
vergovat nebude. Hledany stacionarni bod je tedy T3.

Podminky dané vétou o ptechodu hory (2.2):

e f3 € C'(R? R) - splnéno

Spojitost prvnich parcidlnich derivaci je patrnd uz z analytického hledani stacionér-
niho bodu.
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e r c R e € R? |le|]| > r - splnéno

Zvolime pocate¢nim bodem cesty bod 0=[0,0], » < 2 a koncovy bod cesty e =
(_17 3)
. \\iﬂ£ fa(x) > f3(0) > f3(e) - splnéno

Vezméme si libovolné nenulové
(z,y) € R%t € R.
Potom pro t — +oo plati:
faltz, ty) = ((t2)? + (ty)?) - '~ =0 (2 _tz) 5 —o0
musi tedy existovat e = (tz,ty) € R?, pro néz plati

llel[ > 7, f(e) < 0= f(0)

¢ f3 splituje Palais-Smaleovu podminku - nesplnéno, ale oSetfeno

Posloupnost nesplituje Palais-Smaleovu podminku. Vime-li ale z analytického fe-
Seni, Ze hledany bod je pfiblizné T3 a Ze f3(13) ~ 1, nemuzZe se stat, Ze by (x,,, yn) —
oo (v takovém ptipadé f3(xy, yn) — 0).

PARAMETRY:
Okrajové body: [0,0], [-1,3]
Pocet bodii cesty: 22
Pfesnost: 10~
Tolerance pfi ptileni asecek: 107!
Tolerance pfi malém posunuti: 102
VYSTUP:
Nalezeny bod ma soutfadnice [0.8141801564, 0.04571450816].
Grafy prtbéznych vysledkt jsou v dodatku A, obrazek
Numerickd tabulka priibéznych vysledki je v ptiloze B, tabulka 2}
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5 Okrajova uloha

Vezméme si okrajovou tlohu
—u"(z) = u(x).

u(0) =u(mr) =0

Nez pfistoupime k jejimu feSeni, zadefinujme si potfebné pojmy a promysleme nékolik
dtlezitych tvrzeni.
Budeme potfebovat funkciondl u(x), ten si zadefinujme pfedpisem

T /Oﬂ(u’(x))2dm— : /Oﬂ(u(x))‘ldx.

Je zndmo (ackoli diikaz tvrzeni je nad rdmec této prace), Ze
J € CH(Wy?(0,7),R),

kde W,72(0, ) je Soboleviiv prostor s normou

lall < [ " (w(2))2de,
0

Ut = [ " (@) (@) — / " (u(@))Pp(z)dz.

5.1 Stacionarni bod funkcionalu

Cela tato metoda pro feSeni okrajovych tloh je postavena na faktu, Ze slaba feSeni za-
dané dlohy odpovidaji staciondrnim bod@im funkciondlu. Ze vSeho nejdfiv tedy musime
ovéfit, ze J(u) ma potiebnou , geometrii”.

Zadefinujme si tedy Palais-Smaleovu podminku a Vétu o pfechodu hory pro nekonec-
nou dimenzi.

DEFINICE:
Reknéme, e J € C'!(X, R) spliiuje Palais-Smaleovu podminku, pokud plati implikace:
Je-li

e (uy) je posloupnost v X takovd, ze
e (J(up)) je omezend posloupnost v R a Ze
o J'(uy) = 0v X*¥,

pak z posloupnosti (uy,,) 1ze vybrat posloupnost konvergentni v X.
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Véta 5.1 Véta o prechodu hory (Mountain pass theorem); Ambrosetti, Rabinowitz; 1973
Necht’

e X je Banachiiv prostor
e J € CYX,R),
ercRT ee X, |lellx >,

e inf J(u)>J(0)>J(e),

[lullx=r
e J spliiuje Palais-Smaleovu podminku.

Potom def
< inf J(v(t)),
¢ = Inf max (v(?))

kde def
['="{yeC((0,1),X):7(0) = 0,7(1) = e},

je kritickou hodnotou J.

JiZz bylo feceno, ze diikaz spojitosti prvni derivace je nad ramec této préce. Stejné tak i da-
kaz Palais-Smaleovy podminky. DokaZme si ale aspor, Ze funkciondl splituje potfebnou
,geometrii”. Existuje ¢ € R takové, Ze pro kazdé u € I/VO1 2(0, ) plati:

1
J(w) > SllulP = Sl

z &ehoz plyne, Ze existuje r € RT takové, Ze:

inf J(u) > J(0) = 0.

[[ul|=r
Vezméme libovolné, avSak nenulové
1,2
ueWy“(0,m)at eR.

Potom pro t — +oo plati:

t2 t4 ™

J(tu) = 3 /Oﬂ(u’(:c))de 1, (u(z))der — —oc0

a proto existuje e = tu € W, *(0, 7) takové, Ze

llel] >, J(e) <0 =J(0)
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o
-

[+« sin(x) aproximacesin(x)|

Obréazek 12: Okrajova tloha - aproximace sin(x) na 9 uzlech

=B
=3

Obrézek 13: Okrajové tloha - obecny nacrt ¢

5.2 Prevedeni na problém n proménnych

Zamysleme se nyni, jak je mozné danym algoritmem nalézt stacionarni bod funkcionalu
a tedy i slabé feSeni zadané tlohy.

Z definice funkciondlu vidime, Ze jeho hodnota z4visi na hodnoté funkce u v kazdém
zbodl z € (0, 7). Kazdy z = tedy miizeme povazovat za samostatnou proménnou. Jeli-
koZ z je nekone¢né mnoho, piima aplikace algoritmu neptipadd v tivahu (jiz dfive bylo
feceno, Ze algoritmus funguje jen pro tlohy kone¢ného poétu proménnych). Kdybychom
ale pocet x omezili na n € N, mohli bychom aplikovat stejny algoritmus, jako pfi hledani
stacionarnich bodt tdloh z R" do R. Miizeme tedy funkci u(x) aproximovat po ¢astech
linedrni funkci 4(z), kterd by méla n uzla (dva okrajové, fixované pocatecni a koncovou
podminkouy), jejichZ funkéni hodnoty bychom povazovali za hodnotu dané proménné.
Pro nézornou ilustraci viz obrazek

Uvédomil-li si ¢tendf, jak a proc jsme dosli k tomuto zdvéru, md za sebou nejtézsi ¢ast
celého procesu. Posledni vétsi krok je uvédomit si, jak tuto po ¢astech linearni funkci
zapsat. Mdme-li vektor funkénich hodnot v jednotlivych uzlech, potfebujeme kazdou z
hodnot vynasobit funkci, jenZ je na celém intervalu (0, 7) nulov4, jen na intervalech kon-
¢icich v daném uzlu linedrné stoupa/klesa a v uzlu samotném méa hodnotu 1. Tyto funkce
nazveme ¢ a y; rozumime funkci, jenZ méd hodnotu 1 v i-tém uzlu (pro ilustraci obrdzek
¢.[13). a matematickém zapise se tedy
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i(z) =) Ci-pi(x)
i=1
ajejasné, Ze

i'(x) = 3 Ci - gl(a).
=1

Nyni jsme schopni vypocitat J (i) a (J'(i), ¢) jen se znalosti funkénich hodnot v uzlech
(vektor C).

KdyZz zndme hodnoty funkcionalti, jsme schopni nalézt funkci s tim nejvétsim /nejmen-
$im a diky derivaci (gradientu) funkciondlu vime, jak ji posunout, aby se jeji funkcional
snizil. Regime tedy tlohu n proménnych, kterd zavisi &isté na funkénich hodnotéach v uz-
lech po ¢astech linedrni funkce a pouZijeme analogicky stejny postup, jako u pfedchozich
tloh z R? do R.
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6 Aplikace na okrajovou ulohu

Re$me tedy tlohu

a derivaci funkcionalu podle vektoru funkci ¢

<J%um¢>=3Aﬂu%ww%rux—xéwuwx»%xmdx

POZNAMKA:
Ve skute¢nosti pro vypocet (J'(u), ¢) pouzivam piedpis odvozeny v [1]:

(J'(w), ) = C; — K1 f(Cy)
kde pro tuto tlohu plati:
e (;je vektor funkénich hodnot

e K je tridiagonalni matice tuhosti, jenZ m4 na hlavni diagonéle hodnoty # a na ved-
lejsich hodnoty —+ (kde & je vzdalenost uzlii na ose x)

e f(C;) je vektor s predpisem
k
e =3 [ wpo
— Ji—

Podle véty o pfechodu hory zvolime jako prvni okrajovou funkci funkci nulovou (s
nulovym funkcionalem) a jako druhou okrajovou funkci funkci s funkciondlem J(u;) <
0.

PARAMETRY:

Pocet funkci (index i): 50

Pocet uzlt funkce (dimenze tlohy n): 22

Vychozi funkee: konstantni, u; := 51, viz obrézek (body proloZené spline funkci)

Pfesnost: 1073

Tolerance pfi ptleni ,dsecek”: 1072

Tolerance p¥i malém posunuti: 10~*
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Obrazek 14: Okrajova tloha - vychozi funkce w;,7 = 2

VYSTUP:
Na obrazku 15| vidime nalezené hodnoty funkce sroloZené spline funkci.

Na obrazku|l6/mtiZzeme porovnat tuto funkci jako feSeni zadané okrajové tlohy (opét
vyhlazené spline funkci).

V pfiloze B, tabulce 3| miiZze ¢tendf pozorovat numerickou konvergenci algoritmu k
feSendi.

POZNAMKA:
Pro aproximaci druhé derivace této po ¢astech linedrni funkce byla pouzit predpis

u//(Ci) ~ 72

kde h je vzdalenost mezi dvéma sousednimi uzly C.
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Obrazek 15: Okrajova tloha - feSeni

Obrazek 16: Okrajova tloha - porovnani
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7 Zaver

Tato prace méla za cil vysvétlit konkrétni véty o minimaxu a jejich aplikaci p¥i hledani
stacionarnich bodt funkci. Zdkladni myslenku, dané véty a princip algoritmu jsem vy-
svétlila na funkcich dvou proménnych, aby si ¢tendf co nejlépe predstavil danou situaci.
Uvedla jsem nékolik feSenych piikladti, jako ukdzku spravné konvergence algoritmu k
hledanému feSeni.

Nakonec jsem nasla i slabé feSeni konkrétni okrajové tlohy pfevedenim problému
nekonecné dimenze na aproximaci feSenim s dimenz{ kone¢nou.

Tim jsem zpracovala veskeré zadané tikoly této prace.
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A Grafy k aplikacim algoritmu

V této priloze predkladdm vystupni grafy z priibéhu feSeni tiloh nalezeni stacionarniho
bodu funkci f; : R? — R. Potty iteraci, po kterych jsem grafy vykreslila, jsou vybrany
tak, aby grafy vypovidaly co nejvice o priitbéhu algoritmu.
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0 iteraci: 100 iteraci:
30 30
20 20
F F
Py sl Hohog
-40 -0 0 20 40 =40 -20 1] 20 40
x x.
200 iteraci: 300 iteraci:
30 30
/ 20 / 20
F soodoo
ha &
-40 -20 0 20 40 -40 -20 1] 20 40
x X
400 iteraci: 500 iteraci:
30 30
o @ o
0, 20 o®
“M.. S %o & %,
Ed & rad L2
x,a"f” \ fﬁl’ \
-40 - 20 40 -40 - 20 40
x x

528 iteraci:

€ i}
o ° bzb‘
-40 20 40

-20 0
Obrézek 17: Hled4ni staciondrntho bodu - fi(z,y) = —(z + %)% + (y — )2
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B Tabulky k aplikacim algoritmu

V této pfiloze uvddim numerické vysledky z priibéhu vypocta.

Ctenaf si u aplikace na funkce f; : R2 — R mutZe véimnout, Ze u rozdilu funkéni
hodnoty v aktualnim uzlu a ve stacionarnim bodé obc¢as dochédzi k malému naréstu. Tato
skute¢nost se mtiZe jevit jako chyba (cilem algoritmu je funkéni hodnoty na kfivce sniZo-
vat), nicméné peclivéjsi ¢tendf si mohl uvédomit, Ze k nartistu funkénich hodnot mtize
dojit ve chvili, kdy algoritmus provede presunuti uzlt z okraji kiivky a zvysi hustotu
uzld v misté, kde se uzly pohybuji pomalu.

U aplikace na okrajovou tlohu —u”(x) = u3(z),u(0) = u(r) = 0 dochaz{ v poslednim
kroku ke stejnému navyseni hodnoty funkciondlu ze stejnych davod.

U ostatnich hodnot je jista kolisavost hodnot v pofadku (divody si ¢tenai rozmysli
sam).



| pocetiteract | [[(z,y) — (zn, yo)ll | [lc = f(2n, yn)ll [ [If' (20, yn)ll |

0 28.33 802.76 56.66
25 28.71 649.01 57.42
50 25.03 586.21 50.06
75 26.45 526.18 52.90
100 22.27 481.57 44 54
125 20.83 434.01 41.66
150 29.73 369.76 59.47
175 20.60 356.14 41.20
200 18.96 321.01 37.92
225 17.16 290.21 34.32
250 30.70 222.39 61.40
275 25.41 198.63 50.83
300 24.12 169.09 48.24
325 20.29 148.48 40.59
350 21.36 118.78 42.72
375 11.11 113.84 22.23
400 37.10 23.92 7421
425 28.00 19.23 56.00
450 37.57 19.86 75.74
475 10.50 14.40 21.00
500 12.34 12.16 24.68
528 1.33-10°8 106 3.10°8%

Tabulka 1: Konvergence numerického fe$eni ulohy f{(z,y) = (0,0)



| potetiteract || [[(z,y) — (2, y)ll | lle = fzn, yu)ll | [1f (20, 50l ]

0 1.52 1.21 0.95
10 1.41 1.08 0.98
20 1.31 1.01 1.35
30 1.24 0.90 1.22
40 1.18 0.82 1.33
50 1.35 0.73 1.44
60 1.17 0.66 1.11
70 1.03 0.61 1.02
80 1.01 0.56 0.93
90 1.68 0.50 2.25
100 0.87 0.44 0.96
110 1.72 0.39 2.30
120 1.08 0.35 1.48
130 1.06 0.28 3.24
140 1.89 0.23 241
150 0.75 0.20 1.06
160 0.96 0.14 1.55
170 1.90 0.11 2.34
180 0.75 0.08 1.33
190 1.44 0.05 2.01
200 0.24 0.03 0.28
210 0.86 0.01 1.55
220 0.25 0.003 0.59
234 0.04 0.001 0.05

Tabulka 2: Konvergence numerického fe$eni ulohy f4(z,y) = (0,0)
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pocetiteract || m | J(um) \/Z\ = gy (i) — i, () * | max| — g () — up, ()] | |17 (w)]
0 7 ]11.538 [ 119.969 81.365 26.825
10 5 [ 8720 |90.310 62.756 13.827
20 7 |7.035 |99.163 67.369 24.774
30 7 |5.907 |99.248 66.878 27.673
40 2 | 4714 | 63213 44.419 8.849
50 4 [3771 [ 79452 53.898 21.856
60 2 [ 238 |53313 36.926 11.996
70 9 [1.903 | 100.923 65.652 37.698
80 9 [ 1277 | 94577 61.479 35.822
90 2 [ 0934 |17.046 12.350 0.550
100 3 [0522 | 12521 8.750 2.813
110 3 0483 | 0580 0.406 0.262
126 3 0484 |0.238 0.123 0.0008

Tabulka 3: Konvergence numerického feseni dlohy —u"(z) = u?(x),u(0) = u(r) =0
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