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Abstrakt

Prace se zabyva metodami pro minimalizaci funkce bez omezeni. Klasické metody vy-
zaduji znalost prvni derivace (gradientu), pfipadné i druhé derivace (Hessidnu). Pokud
je ndro¢né tyto hodnoty vypocitat, pak se pouZzivaji tzv. metody nultého fadu. Mezi tyto
metody patif i metoda vyuZivajici kvadratické interpolace funkce. Ukolem této prace je
sezndmeni s touto metodou, popis jejich zakladnich rysii a nasledné popis algoritmu pro
vypocet a celkovd implementace kédu.

Kli¢ova slova: nelinedrni optimalizace, metody optimalizace nultého fadu, Trust-region,
kvadraticka interpolace.

Abstract

This work is devoted to methods for unconstrained minimization. Classical methods
need the knowledge of first derivation (gradient) eventually second derivation (Hes-
sian). However, if both of these numbers are hard to evaluate, we use derivative free
algorithms. An algorithm using quadratic interpolation for unconstrained optimization
is one of them. The goal of this work is to describe the basics features of this method, to
cover the whole algorithm and then to implement the code of program.

Keywords: nonlinear optimization, derivative free algorithms, Trust-region, quadratic
interpolation.
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1 Uvod

Ukolem bakalaiské prace bylo sestaveni algoritmu pro metodu vyuZivajici kvadratické
interpolace pro minimalizaci funkce bez omezeni. Tento text se zabyva jeho tvorbou, ale
i riznymi jinymi metodami pro feSeni problému nalezeni minima hledané funkce.

V druhé kapitole se pfesné definuje ndmi feSeny matematicky problém a popisuji se jeho
specifika (jaké podminky musi spliiovat funkce apod.).

Treti kapitola obsahuje popis nékterych metod minimalizace. Uvddime zde metodu gra-
dientni a Newtonovu, které rozebirame podrobnéji a také je zde uveden algoritmus pro
nalezeni feSeni minimaliza¢ni tlohy danou metodou. Na konci kapitoly se také objevuje
kratky popis dal$ich tzv. genetickych algoritm.

Ve &tvrté kapitole uz se poté dostdvame k metodé vyuzivajici kvadratickou interpolaci.
Zde je podrobné popsano jaké ma metoda zdkladni rysy a jak pracuje. Nejprve se zame-
fime na tzv. Trust-region metody a poté na interpolaci kvadratickou funkci. Nésleduje
popis algoritmu Gpravy geometrie mnoZzin a poté se probiraji riizné naleZitosti daného
algoritmu, jako napf¥. hleddni nového itera¢niho bodu, nebo spravna volba ukoncovaciho
kritéria. Na zavér kapitoly je poté uveden celkovy algoritmus pro tuto metodu a jesté je
pfiddna pozndmka pro minimalizaci funkce vice proménnych.

V posledni (paté) kapitole poté testujeme algoritmus na konkrétnich prikladech. Nume-
rické testy jsou provedeny na ctyfech tdlohédch, u kterych zkoumame rozdily vysledkt
pfi volbé jinych pocédtecnich parametrt. Vysledky jsou uvedeny v tabulkdch. Jsou zde
uvedeny také grafy tzv. konvergenc¢nich historii, které popisuji jak rychle dand metoda
konverguje k minimu.



2 Formulace problému

Metody optimalizace (viz [2], [4]) se snaZi o nalezeni hodnot, pro které dand funkce
nabyvad maximélni ¢i minimalni hodnoty. Budeme se zabyvat problémem minimalizace
funkce, jejiz hodnoty mtizou byt zjistény p#i néjakém redlném méfeni, napf. pii mode-
lovani fyzikélnich jevi. Zaméfime se na funkce, které nekladou zadna omezeni na dané
proménné. Danou tlohou optimalizace mtiZeme zapsat jako hleddni z*eR"™ , které je fe-
Senim nésledujicitho problému:

min f(x). 1)

zreR™

Hleddme tedy 2, pro které dand funkce nabyva nejmensich hodnot, tzn. pro z* plati:
f(z*) < f(x),VzeR". (2)

Predpokldddme, Ze funkce f(z) : R™ — R je dvakrat spojité diferencovatelnd. Metoda,
kterou se zabyvame, pracuje s funkcemi, u nichZ je ndkladné vypocitat funkéni hodnotu
i derivaci. Pro dany problém existuje fada klasickych metod vyuZzivajicich znalosti gra-
dientu nebo Hessidnu. O téchto metodach si fekneme v piisti kapitole. ProtoZe chceme
pracovat s funkcemi kde je vypocet gradientu i Hessidnu ndro¢ny, budeme se zabyvat

metodou, kterd je nepouZziva.



3 Prehled optimalizacnich metod

Obvykle problém (1) feSime pomoci gradientni nebo Newtonovy metody.

3.1 Gradientni metoda

V ptipadé, Ze funkce je spojité diferencovatelnd pouzivame gradientni metodu (metodu
nejvétsiho spadu), ktera v kazdé iteraci vyuzivd smér poklesu (zdporny gradient) funkce
k nalezeni mensi hodnoty. Pro ilustraci dané metody uvadime algoritmus:

1 Input: zp,e >0

2

3 while || G(zy) ||> €

4 tr = argmin f(z, — t - G(zy))
>0

5 Ty = T — b, - Gay)

6 end

Vypis 1: Gradientni metoda
G predstavuje gradient funkce. Gradientni metody jsou velmi jednoduché na implemen-
taci, casto ale dosahuji velkého poctu iteraci.
3.2 Newtonova metoda

Pokud je funkce dvakrét spojité diferencovatelnd, pak je nejvhodnéjsi pouzit Newtonovu
metodu. Tato metoda pracuje se znalosti gradientu a Hessidnu a celkové dosahuje daleko
mensiho poctu iteraci nez gradientni metoda. Opét uvadime algoritmus dané metody:

1 Input: zp,e >0

2

3 while || G(zx) ||> ¢

4 Tpt1 = T — H(Ik)_l . G(ZIJk>
5 end

Vypis 2: Newtonova metoda

G predstavuje gradient funkce, H piedstavuje Hessian funkce.

3.3 Ostatni metody

Pokud je vypocet gradientu a Hessidnu drahy, pouZivame genetické algoritmy, které pra-
cuji pouze se znalosti funkénich hodnot. Hlavnim rysem genetickych algoritmi je vypo-
¢et znac¢ného poctu funkénich hodnot. Pokud se tomu chceme vyhnout, miiZzeme pouzit
jiné metody nultého fddu, mezi které patfi i metoda kvadratické interpolace. Tuto me-
todu popiSeme podrobnéji v dalsi kapitole. Vice 1ze o uvedenych metodach nalézt v [2],

[4], [5].



4 Metoda vyuzivajici kvadratickou interpolaci

Metoda vyuzivajici kvadratickou interpolaci se uplatiiuje u funkci, pro které plati, Ze je-
jich funkéni hodnoty a derivace jsou ndkladné na vypocet. Jejimi zdkladnimi rysy jsou
vyuziti Trust-regionu a interpolace kvadratickou funkci. Vice se lze s touto metodou se-
znamit v [1].

4.1 Trust-region

Algoritmus, ktery popisujeme patfi mezi tzv. Trust-region metody. Metoda je zaloZena na
zkoumadni funkce v A okoli bodu z.. Polomér daného okoli (A) se nazyva Trust-region a
udava velikost okoli, kde otekdavame dobrou shodu modelu a funkce.

Je vypocten novy itera¢ni bod, ktery minimalizuje model v daném A okoli bodu z. a je
vypoctena skute¢na hodnota funkce v daném bodé.

Pokud tato hodnota dostate¢né odpovidd hodnoté vypoctené modelem, novy iteraéni
bod je ptijat a A je zvétSeno.

Naopak, pokud je tato hodnota nedostacujici vi¢i hodnoté vypoctené modelem, novy
itera¢ni bod je zamitnut a A je zmenSeno.

Tento proces se opakuje dokud neni splnéna ukon¢ujici podminka.

Pomér mezi dosazenou a pfedpokladanou hodnotou se vypocita takto:

flze+5) = flae)

m(ze + s) — m(ze)

)

p:

Bod z. pfedstavuje aktudlni bod iterace, bod z. + s pfedstavuje novy itera¢ni bod. Hod-
nota f(-) je skute¢nd hodnota funkce v daném bodé a hodnota m(-) pfedstavuje hodnotu
vypoétenou modelem pro trust-region. Citatel ve zlomku (3) se oznatuje jako skute¢ny
pokles a jmenovatel jako pfedpoklddany pokles.

4.2 Interpolace kvadratickou funkci
Zakladni podminkou pro metodu trust region je volba spravného modelu funkce. V pf¥i-
padé metody kvadratické interpolace se voli kvadraticky model ve formé:

e+ 8) = () +(G,) + 5 (s, ), @

kde G je gradient a H je Hessidn funkce, f(-) zna¢i hodnotu funkce v daném bodé a m(+)
je hodnota modelu v daném bodé.

JelikoZ pocitdme s funkcemi, u kterych je slozité urcit gradient a Hessidn pomoci prvni
a druhé derivace, ur¢ime model () interpolaci pomoci funkénich hodnot pfedchozich
bodt. Tato interpolace bude jednozna¢né urcena soustavou rovnic:

m(zx) = f(z) ()



pro vSechny body z mnoziny I takové, Ze f(z) je zndmé pro vsechny zel. Velikost mno-
Ziny I musi byt rovna:

p=g(n+1)n+2) ©)

pro pfesné ureni kvadratického modelu rovnici (5)). V rovnici (6) pfedstavuje n dimenzi
funkce f.

Body v mnoziné I musi také spliiovat urcité geometrické vlastnosti: napt. 6 boda v
pfimce neurcuje kvadraticky model pro funkci v R?. Musime tedy zjistit, zda jsou body
mnoziny I uspofadany tak, aby bylo moZné s jejich pomoci sestrojit kvadraticky model
funkce. Tento problém vyfesime pomoci matice bazovych vektort:

¢1(.’,171) ¢1(xp)
S(I)=det | I )

Pp(Tp) o Dp(p)

kde ¢1 ... ¢, predstavuji jednotlivé bdzové vektory prostoru kvadratickych funkci v R".
Ovéfujeme, jestli je 6(I) # 0. Pokud ano je danda mnoZzina zvolena spravné a poté fek-
neme, Ze je dany model dobry. Pokud je 6(/) nulovy, body v mnoZiné I jsou uspofddény
Spatné a musime tedy zvolit jinou geometrii bod.

4.3 Algoritmus upravy geometrie mnozin (A1)

Nyni popiSeme algoritmus, ktery se vyuziva k vylepSeni kvadratického modelu po ne-
Uspésné iteraci. V algoritmu se vyuzivd mnozin I, J, M. I je mnoZina, pomoci které in-
terpolujeme kvadraticky model (mnoZina zminéna v pifedchozim textu) a je to mnoZina
obsahujici body, u kterych zname funkéni hodnotu. M obsahuje body, u kterych byla v
prubéhu iteraéniho procesu vypoctena funkéni hodnota. J je mnozina obsahujici body,
ve kterych dosud nezndme funkéni hodnotu a pfitom mnoZina I U J poskytuje dobry
kvadraticky model. Dany algoritmus vypada nasledovné:

1 Input: M,I1,J Az,
2 Step 1: Ve M\ I : ||z, — 2z < A

3 r_ = argmax S(z;, z;)
x;e(IUJ)
5 I=(\{z-}) U {z}
6 return
7 end;
8 Step 2: r_ = argmax ||z; — x|
xied
9 if [z -z >2A
10 ry = argmax S(x,z_)
[z—zcl|<A
11 Vypotitej f(z)

12 M=MU{z.}
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Step 3:

Step 4:

Step 5:

Step 6:

end

J=J\{z-}
return
end;
r_ = argmax ||z; — x|
x;el
if ||lz_ —z | >2A
ry = argmax S(x,z_)
lz—zc[|<A
Vypocitej f(z)
1=\ o) Ufas}
return
end;

r_ = arg max [arg max S(:v,mi)]

zieJ [[z—zc]|<A
ry = argmax S(z, ;)
lo—acl|<A

if S(zy,2-)>1
Vypocitej f(z)
M=MUuU{z;}
I'=1TU{z;}
J=J\{z_}
return

end;

r_ = arg max [arg max S(x,a:i)]

ziel [[z—zc]|<A
r, = argmax S(x,x;)
[z—zc[[<A
if S(xp,xz_)>2
Vypocitej f(z4)
M=MuU{z;}
= (I\{z-}) U{zy}
return
end;
Algoritmus selhal v tipravé mnoZzin
return

Vypis 3: Algoritmus Al

A je polomér daného trust-regionu a z. je aktudlni bod iterace (stfed trust-regionu).
V algoritmu se objevuje funkce S(-,-), kterou poZivdme pro zjisténi, jestli se daji dané
mnoZziny upravit (pokud se da upravit geometrie danych mnozin).
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Funkce S(z,x_) ma tvar:
L _
S(.ﬁ,l‘f): | (mjx )’ ) (8)
min |1, max |L(ze +td_,z_)|

te[0,

kde x. pfedstavuje aktudlni bod iterace a d_ se vypocita jako:

d. = )

IREEEE

©)

Ve funkci se dale objevuje vypocet pro hodnotu |L(z,z_)|, kterd pfedstavuje hodnotu
Lagrangeovy interpola¢ni funkce (vice viz [3]]), jejiz hodnota je v bodé z_ rovna 1 a v
ostatnich bodech z mnoziny I je nulova.

V pfipadé funkce jedné proménné ma funkce L(x,z_) tvar:

T — Ty
Lz,z_) wm];[x_ pp— (10)
kde body x,, jsou body z mnoziny I U J a jelikoZ x_ patfi do této mnoziny je potfeba
dodrZet podminku z,, # x_, aby nedoslo k déleni nulou.

Pokud chceme minimalizovat funkce vice proménnych je potieba pouZit Lagrangeovu
interpola¢ni funkci vice proménnych, kterd bude popsana ddle v textu.

Vyznam funkce L je nasledujici. Hodnota |L(z,xz_)| se rovnd poméru:

S {2} U fe D)
GO — -

kde I obsahuje bod z_ a 4(-) je dané vztahem (7). Pomér (1I) udava, jak se zlepsi kva-
draticky model funkce f sestaveny z bodi v mnoziné /. Proto hleddme takovy bod x,
ktery pfi nahrazeni bodu z_ maximalizuje |L(z4,z_)|

Pokud algoritmus dospéje do kroku 6 znamena to, Ze geometrii modelu nelze vylepsit
vzhledem k danému A a tpravy modelu v okoli z. se tedy dosdhne jenom zmensenim
A, coz zplisobi, Ze interpolaéni body budou bliZze bodu x..

4.4 Krok trust-regionu

Po sestaveni a tipravé (pokud byla potifeba) modelu je vypocten idedlni krok, ktery mi-
nimalizuje model pomoci trust-regionu v A okoli bodu z..
Tento krok je feSenim tlohy:

s = argmin m(x, + s). (12)
llsl<A

Po nalezeni idedIniho kroku v tloze je vypocitdn pomér p mezi dosaZzenym a pred-
poklddanym poklesem ze vztahu (3). Misto abychom hned piesli k dalsi iteraci a tpravé
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poloméru trust-regionu, zjist'ujeme, jestli si nemtZeme dovolit tzv. dlouhy krok v pf¥i-
padé, Ze model odpovida funkci velmi dobie. Tzv. dlouhy krok vyuziva velmi dobré
shody modelu a skute¢ného chovani funkce a proto se pokusime vyuZit tento model na
vétsim okoli bodu z. neZ jen okoli o velikosti A
Testujeme jestlije p > 0.9, coZ znadi vyborny pomér mezi dosaZenym a piedpokladanym
poklesem. V tomto pfipadé ovéfujeme tspésnost u vsech pfedchozich bodt z;eM \ I,
ktera je urcena:

_ f(@i) = fxe)

" om(i) —m(ze)

(13)

Vypotteme maximdlni vzdalenost ||z; — z.|| pro vSechny x;, pro které plati, Ze pomér
pi je pouze lehce horsi nez pomér ze vztahu (3) (p; > 0.85). Tuto maximalni vzdélenost
oznacime O. Pokud je © vyrazné vétsi nez A, je model dobry v mnohem vétsim okoli,
neZ ve kterém byl vypocten krok s. MiZeme tedy vypocitat delsi krok d:

d=arg min m(x.+ s 14
J lIsll<® ( ) 14
s S8anci na tspéch podobnou té s ptivodnim krokem s.
Mtizeme poté nahradit kratsi krok s krokem d kdykoliv, kdy nastane o¢ekavany pokles,
tzn. kdyz:

f(@e +d) — flzc)
m(ze + d) — m(z.)

pd = >0.05 a  f(ze+d) <min{f(z), f(zc+3s)}. (1)
Tento mechanismus ndm umoZziiuje provadét dlouhé kroky, kdyZ kvadraticky model od-
povida funkci (napf. pokud je zadand funkce v A okoli bodu z. pfiblizné nebo pfesné
kvadraticka).

4.5 Novy itera¢ni bod

Po nalezeni kroku s pomoci minimaliza¢ni dlohy (popt. dlouhého kroku d pomoci
) a vypocteni funkéni hodnoty v bodé z. + s (nebo z. + d), je potieba rozhodnout,
jestli by mél dany bod nahradit bod soucasné iterace (z.).

U metod trust-regionu je novy bod pfijat pokud je pomér dosaZeného a o¢ekavaného
poklesu (vztah (3)) vétsi nez n&jakd mala konstanta (v nasem algoritmu 0.05). Pokud tento
pfipad nastane, bod z. + s je pfiddn do mnoZiny I a soucasné je z mnoZiny / U.J odebran
bod, jehoz nahrazeni bodem z. + s je nejvyhodnéjsi pro geometrii danych mnozZin. Bod
z. + s mize byt pfiddn do mnoziny I i kdyZ nedoslo k poZadovanému poklesu, ale
pouze tehdy, kdyZ se geometrie danych mnoZin vyrazné zlepsi, pokud odebereme bod z
mnoziny (I U J) \ {z.}.

MiizZe se ovSem stét, Ze obé z pfedchdzejicich moZnosti selZou. Poté je dand iterace na-
zvand jako netspésnd, z. zlistdivd nezménéné a provede se algoritmus Al pro tpravu
geometrie mnoZin. Tento krok se da provést i v pfipadé, Ze dosaZeny pokles je p¥ilis
maly (p < 0.15) i kdyZ je iterace tspésna.
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4.6 Uprava poloméru trust-regionu

Po provedeni piedchozich krokti musi byt zménén polomér trust-regionu. Miizeme uva-
Zovat zménu poloméru trust-regionu pouze tehdy, pokud vSechny pfedchozi metody na
Upravu geometrie mnoZin selhaly (tzn. pokud algoritmus Al skon¢il netispésné v kroku
6) a krok trust-regionu s byl netispésny, ale to by znamenalo velmi pomalé zmensovani
daného poloméru. Misto toho budeme uvazovat zménu poloméru pii kazdé iteraci. Po-
kud je dand iterace tispésnd (p > 0.75), miZe se dany polomér zvétsit, v opacném piipadé
miiZze dojit ke zmenseni poloméru.

4.7 Konvergencni test

2 Yz

Jako posledni ¢ast algoritmu musime navrhnout idedIni ukoncujici kritérium. MiZzou na-
stat dvé moznosti:

1. Zadana funkce uz nemtzZe byt vice vylepsena, i kdyZ je polomér trust-regionu maly
(pod hranici pfipustnosti ea)
A <e A- (16)

2. Byl nalezen bod z, pro ktery plati, Ze f(z) — f; je pod hranici piipustnosti €;. f;
oznacujeme jako odhad pro minimum (pokud tato informace neni zndma, mtze
byt nastavena na —oo).

flze) < fi+ e (17)

Pokud nastane jeden z téchto pfipadii, algoritmus skonci v soucasné iteraci a vrati = jako
pfiblizné feSeni problému - hleddni minima zadané funkce.

4.8 Algoritmus metody

Nyni mtiZzeme uvést celkovy algoritmus metody pro minimalizaci funkce feR" vyuziva-
jici kvadratickou interpolaci. V algoritmu se objevuji proménné 7, a n,, které udavaji rela-
tivni a absolutni drover zasuméni funkce f. Na zac¢atku algoritmu inicializujeme A = A,
aM =1 ={zg,x1}, kde z( je potatetni bod aproximace (pozdéji z.) a x; je ndhodny bod
pro ktery plati || 1 — zo ||[< A. Mnozinu J inicializujeme jako J = {z2,...x,_1}, kde
pro body 3 ...z, také plati, Ze jejich vzdalenost od bodu z( je mensi nez A (p je dané
vztahem (6)). Mnozina I U.J musi splitovat, ze §(1UJ) # 0, kde § je dané vztahem (7). Pa-
rametr r, ktery také zaddvame na vstupu, uddva pomeér, o ktery se polomér trust-regionu
zmenSuje pii netispésné iteraci, nebo zvétSuje pii tispésné.

Algoritmus metody vypada nasledovné:

1 Input: zg,€n, fi,e5,7 > 1, Ao, 0, 1y
2 A=A

r1 =20+ A-rand(1l,n)
Vypocitej f(zo)

Vypocitej f(z1)

Te = T

N U1 = W
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10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

38
39
40

41
42
43
44
45

M=1= {.To,.ﬁl?l}
J=A{x9,...xp_1} =20+ A-rand(l,n)
p=3(n+1)(n+2)
while (A > ex) and (f(z.) > fi + €f)
Step 1: x, = argmin f(z)
xel
if f(x:) < f(z.) — 0.1leaA
Te = Ty
end;
Step 2: if |I|=p
Vzel : m(z) = f(x)
pokus se sestavit model:
m(ze+s) = f(z.) +g's+ 355" Hs

else if | I |<p
pokus se vyfesit problém: min lgll> + || H]|%
g7

Pokud model nemiiZe byt sestaven
Algoritmus Al
Jdi do kroku 6
end;
end;

Step 3: s = min m(z.+ s
P lIsl<A ( )

if m(z.) — m(z. + s) < max [ea, 2, 2| f(z. + 5)|]
Algoritmus Al
Jdi do kroku 6
else
M =MU{z.+ s}
Vypocitej f(z.+ s)

_ J(@ets)—f(wc)
P = m(xc+s)—m(zc)

end;
Step 4: if p> 0.9
VaeM N\ I : f(x;) — f(z.) < 0.85(m(z;) —m(z.))
and || x; — z. ||> A
© = min{1000A, max ||z; — x|}
if ©>(1+7)| s|
d = min m(z.+ d)
ldl<e
if |[df>(@+r)[s|
M= MU{z.+d}
Vypocitej f(z.+ d)
_ feetd)—f(zc)
Pd = m(ze+d)—m(zc)

if  pg>0.05and f(z. +d) < min{f(z.), f(x.+ 5)}
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46
47
48
49
50
51
52

53

54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

Step 5:

Step 6:

s=d
P = Pd
end;
end;
end;
end;
x; = argmax S(z. + 8, )
zel\{zc}
xy = argmax S(z, + s, )
zeJ
S] = S(l‘c + S,ZL‘])
SJ = S($C+S,$J)
if p>0.05
if St > 25]
I'=(I\{zr}) U{ze + s}
end;
if S; <25,
I=1U{z.+ s}
J=J\{z,}
end;
else if max{S;,S;} > 1
if S[ > S]
I'=(I'\{zr}) U{ze + s}
end;
if 51 <S5,
I=1U{z.+ s}
J=J\{zs}
end;
else if p < 0.15
Algoritmus Al
else
Algoritmus Al
end;
if p>0.75and ||s|| > ea
A = min [rA, max(A,r || s )]
else if A > ex a Krok 2 probéhl bez problému
A = max{ea, 2}
if Algoritmus Al selhal v ipravé mnoZzin
Algoritmus Al s upravenou A
end;
else if Algoritmus Al selhal v Gipravé mnozin
A=2
end; '
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87 end;

88

89 return z.
90

91 end

Vypis 4: Algoritmus metody vyuZivajici kvadratickou interpolaci

4.9 Funkce vice proménnych

V pfipadé, Ze uvazujeme tlohu (I), kde n > 1, je potieba upravit funkci L(-, ) ze vztahu
(10). Tato funkce totiz obsahuje hodnotu Lagrangeovy interpola¢ni funce, kterd je se-
stavena pro funkci jedné proménné. Je tedy potieba sestavit Lagrangeovu interpolaéni
funkci pro funkci vice proménnych. Interpolaéni funkce bude mit tvar:

2
_ H H f”;zj. (18)

Tia,
#az
Ve vztahu udava d dimenzi funkce. Pokud ale chceme pracovat s timto vztahem,
musime zvolit naprosto odlisnou geometrii boda. Chceme-li totiZ interpolovat danou
Lagrangeovu interpolaéni funkci, musi byt body posklddany v mfiiZce, ve které budou
mit nékteré body vzdy soucasné stejné soufadnice. Pro ilustraci této mfizky uvadime
obrdzek moZného rozlozeni bodt pro n = 2.

3 o
25
2 O o
15
1 O o O

1 1.5 2 235 3
Obrazek 1: Rozlozeni mfizky

Pokud pracujeme s takto rozloZenymi body, madme dokonce zaruceno, Ze determinant
matice J(-) ze vztahu (7) je nenulovy.
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5 Numerické testy

V této kapitole otestujeme navrZeny algoritmus pro metodu vyuZivajici kvadratickou
interpolaci na nékolika pfikladech. Budeme demonstrovat vysledky po volbé rtiznych
pocétetnich parametri funkce a budeme sledovat, jak dané volby ovlivni celkovy pocet
iteraci daného algoritmu, ale také pocet vy¢isleni funkénich hodnot (vypocet funkénich
hodnot je ndkladny) a pfesnost celkového feSeni.

5.1 Priklad 1

Budeme fesit tilohu:

min 2?2 + 2z + 1 (19)
zeR

Obrazek 2: Graf funkce f;

V nésledujici tabulce si ukaZeme, jak zavisi volba jednotlivych parametr(i na vysledku
dané aproximace, poctu iteraci a také na poctu vycisleni funkénich hodnot dané funkce.
UkazZeme také tzv. konvergen¢ni historie dané aproximace.
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Volime pocate¢ni parametry:

fi - odhad funkéni hodnoty minima

ea - hranice pfipustnosti pro A

Ay -hranice pfipustnosti pro funkéni hodnotu minima
xo - pocdtetni bod aproximace

Ap - pocatecni okoli pro trust-region

Algoritmus poté vraci vysledky ve formé z*, které pfedstavuje odhad pro minimum dané
funkce, pocet iteraci, které probéhly pti vypoctu, tdaj o tom, kolikrat se musela vycislit
dana funkce a tzv. konvergenéni historii algoritmu, coz je zavislost mezi funkéni hodno-
tou soucasného bodu iterace (f(x.)) a soucasnou iteraci. Konvergen¢ni historie ukazuje,

7N 2

jak rychle se dany algoritmus bl

171

k minimu.

fi EA €f zo | Ao | x* | Pocetiteraci | Pocet vy¢isleni funkce | Konvergenéni historie
0 |[107t]107'| 1 | 1 |-1.00 3 6 obr. 1
0 1071 | 1071 | 100 | 10 | -1.00 6 9 obr. 2
0 [103]103| 1 | 1 |-1.00 3 6 obr. 3
0 107311073 | 100 | 10 | -1.00 6 9 obr. 4
—oco | 1071071 ] 1 1 | -1.00 9 15 obr. 5
—oo | 1071 | 1071 | 100 | 10 | -1.00 15 26 obr. 6
—oco [1073 1073 ] 1 | 1 |-1.00 15 26 obr. 7
—0o0 | 1073 [ 1073 [ 100 | 10 | -1.00 22 38 obr. 8

Tabulka 1: Vysledky funkce f;

Algoritmus nasel feSeni dlohy v z* = —1.00. Hodnota funkce v minimu je f(z*) = 0.

5.1.1 Konvergenc¢ni historie

V grafech pfedstavuje osa x ¢islo iterace a osa y pfedstavuje funkéni hodnotu sou¢asného
bodu iterace.

= TR,
\\ \\‘\
350 N 1 9000 | Mo
\ ~
N
\ 8000 - i
3k N 1 \\
g
A 7000} \\
7
25} \ s
LY 6000 - ™
fix) N f(x,) N,

2t X | 5000 &

1.5 \\ 4000 \\
M
N 3000 N
1 N \
2000 \\
05} - \
= 1000 \
0 ‘ ol .

1 2 3 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5 5.5 6
Iterace

obr. 1

lterace

obr. 2
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2
lterace

obr. 3

5
lterace
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8
Iterace
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5.2 Priklad 2

Budeme fesit tilohu:

min zt + 823 4 2422 + 32z + 16 (20)
40
30
20
1
-5 -4 -3 -2 -1 1] 1
X

Obrazek 3: Graf funkce f5

Opét budeme stejné jako u piikladu ¢. 1 volit rtizné pocatecni parametry a budeme zkou-
mat jak tato volba ovlivni celkové vysledky. UkdZeme si také konvergenc¢ni historie pro
jednotlivé moZnosti vybéru pocate¢nich parametri. Vysledky pro jednotlivé pfiklady
jsou uvedeny v ndsledujici tabulce, kterd stejné jako u pfikladu 1 obsahuje 8 moznosti,
jak nakombinovat poc¢ate¢ni parametry.
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/1 €A €f zo | Ap x* Pocet iteraci | Pocet vycisleni funkce | Konvergenéni historie
0 (107107t 1] 1 |-144 10 15 obr. 1
0 [10°'[10°'|50] 10 | -1.33 53 61 obr. 2
0 (103103 1] 1]-197 34 38 obr. 3
0 [1073]103|50] 10 | -1.84 465 472 obr. 4
—oco | 1071107 1] 1 |-165 12 18 obr. 5
—oo | 1071|1071 [ 50| 10 | -1.49 50 58 obr. 6
—o0 [1073 103 | 1| 1 |-2.00 40 51 obr. 7
—00 | 1073 [ 1073 | 50 | 10 | -1.98 497 509 obr. 8

Tabulka 2: Vysledky funkce f»

Z vysledki vyplyvé, Ze algoritmus nalezl feSeni tilohy v intervalu z*e (—2.00, —1.33).
Mtizeme si vS§imnout, Ze v pfipadé volby f; = 0 ukonc¢uje algoritmus vypocet dale od mi-
nima nez v pfipadé volby f; = —oo, protoZe funkce f je v okoli minima téméf konstantni
a tim je splnéna ukoncujici podminka f(z.) < (f; + €f). Celkovy odhad pro minimum
zavisi na volbé poc¢ate¢nich parametrti. Funkéni hodnota minima je f(z*) = 0.

5.2.1

Konvergencni historie

V grafech predstavuje osa x &islo iterace a osa y pfedstavuje funkéni hodnotu souc¢asného

bodu iterace.

lterace
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5 10 15 20 25

obr. 2

30 35 40 45 50
lierace
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5.3 Priklad 3

Budeme fesit tilohu:

min sin’(x) (21)
zeR
1
0.2
A
4
0.
2 3w oow om0 mm 3w 2w
2 2 2 2

Obrézek 4: Graf funkce f3

Z grafu vyplyvé, Ze funkce ma mnoho lokédlnich minim. Nalezené minimum tedy bude
pravdépodobné zaviset na volbé poc¢atecniho bodu iterace. Pojd'me se tedy podivat jak
volby danych parametri ovlivni algoritmus. Vysledky jsou uvedeny v ndsledujici ta-
bulce.
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fi EA €f ro | Ap ¥ Pocet iteraci | Pocet vy¢isleni funkce | Konvergen¢ni historie
0 |10t 1071 ] 1 1 0 2 4 obr. 1
0 |10~ |10°t] 100 | 10 | 97.50 3 5 obr. 2
0 [103]1073] 1 1 0 2 4 obr. 3
0 [103]103]100] 10 [ 97.40 7 14 obr. 4
—oo | 10711071 ] 1 1 0 6 10 obr. 5
—oo | 107t [ 1071 [ 100 | 10 | 97.34 7 11 obr. 6
—oo0 | 10731073 | 1 1 0 12 16 obr. 7
—oo0 | 1073 [ 1073 | 100 | 10 | 97.39 16 26 obr. 8

Tabulka 3: Vysledky funkce f3

Vysledky z tabulky potvrdily, Ze funkce z tlohy ma nékolik lokdlnich minim. Mi-
nima zadané funkce jsou z* = k x m, ke N. Zélezi tedy na volbé pocate¢niho bodu algo-
ritmu. Pro volbu 2y = 1 ndm algoritmus naSel minimum z* = 0 - v tomto pfipadé k = 0,
a pro volbu zp = 100 nasel algoritmus nejpfesnéji bod z* = 97.39, coZ odpovidé k = 31.
Hodnota funkce v minimu je f(z*) = 0.

5.3.1

Konvergencni historie

V grafech predstavuje osa x &islo iterace a osa y pfedstavuje funkéni hodnotu soucasného
bodu iterace.
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f(x )
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5.4 Priklad 4

U posledniho prikladu si ukdZeme, jak ovlivni volba pocate¢nich Sumu (7, - absolutni
Sum a 7, - relativni Sum) vysledky algoritmu. Budeme fesit tlohu:

. o [ sin(x)
Ser " < 100 H) 22)

400
300
200

100

-20 -10 0 10 20

Obrazek 5: Graf funkce f;

Volime hodnoty 7, = {0, 3} an, = {0, 155} a zkouméme, jak se dané vysledky lisi. Bu-
deme také porovnavat grafy dosaZenych konvergenénich historii, a budeme zkoumat, pii
kterych pocate¢nich parametrech metoda konverguje dfive. Vysledky jsou zaznamenéany
v nésledujici tabulce.
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fil ea €f o | Ao | Na | M T* Pocet iteraci | Pocet vy¢isleni funkce | Konvergenéni historie
0J101]101] 1 1[0 O 0 2 5 obr. 1
0J10-1[101]100]10[ 0] O 0.14 8 9 obr. 2
0J103[103] 1 [ 1]0][ 0 [87-10° 2 4 obr. 3
0]103[103]100]10[ 0] O -0.02 12 14 obr. 4
0J1071[101] 1 [ 1[5 |5 87-107° 2 5 obr. 5
0]10°1[10°1[100[ 10 | 5 [ 5| -0.02 8 10 obr. 6
0[103]1003] 1 [ 1[5 [gg]794-107° 2 5 obr. 7
0[1073]1073]100] 10 | 3 [ 15| —1073 8 9 obr. 8

Tabulka 4: Vysledky funkce f4

Z vysledkt v tabulce vyplyv4, Ze algoritmus nasel minimum funkce z tlohy v bodé
x* = —0.005. Pfesnost aproximace opét zélezi na volbé pocate¢nich parametri. Po volbé
rznych drovni Sumt jsme dospéli k zavéru, Ze algoritmus nasel aproximaci feSeni po
pfibliZzné stejném mnoZstvi iteraci, nicméné vysledné minimum je jiné. Funkce je totiZ
v okoli minima zasumeén4, a proto algoritmus nachézi jiné vysledky. Hodnota funkce v
minimu je f(z*) = 0.

5.4.1 Konvergencni historie

Pro porovnéni uvddime jednotlivé konvergen¢ni historie pro dany algoritmus. Z graft
lze vy¢ist, jak rychle algoritmus konverguje pro rtiznou volbu pocate¢nich sumi (n, = 0,
n=0an, =%, = 155)- V grafech pfedstavuje osa x &islo iterace a osa y predstavuje
funkéni hodnotu soucasného bodu iterace.
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6 Zaver

Hlavnim cilem prace bylo sezndmeni se s metodou vyuZivajici kvadratické interpolace
funkce a jeji ndslednd implementace. V teoretické ¢4sti byly nejprve popsédny jiné metody
fe$ici zadany matematicky problém a poté byly vysvétleny zdkladni rysy a néleZitosti
metody kvadratické interpolace.

Po tispésné implementaci a otestovani kédu jsme se potom zaméfili na numerické testy
k ovéfeni spravnosti vysledki metody. Zjistili jsme, Ze efektivita algoritmu je zavisla
na volbé pocate¢nich parametrti a také na velikosti absolutniho a relativniho Sumu. Po-
kud jsme zvolili dostate¢né malé hodnoty pro ovéfeni konvergencniho testu, dostali jsme
dobrou aproximaci pro vysledné minimum funkce, ¢imz jsme ovéfili spravnost této me-
tody. Pokud byla funkce v A okoli bodu z. kvadraticka, dostali jsme dokonce piesny
vysledek.

Veskeré testy byly provedeny na funkci jedné proménné. V ptipadé vyuziti uvedeného
algoritmu pro funkce vice proménnych je potfeba pouZit Lagrangeovu interpola¢ni funkci
pro vice proménnych. Tento postup je v praci navrzen. V préci je také navrzeno rozloZeni
bodt, které je potfeba dodrZet.
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