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Abstrakt

Této praca popisuje najzndmejsie testy prvociselnosti. Prvé dve kapitoly st venované
zékladnym pojmom, definicidm a dokazom. Tretia kapitola popisuje Fermatovu-Eulerovu
vetu, ktord sa neskdr vyuZziva pri odvodeni Fermatovho a Miller-Rabinovho testu. Zvysné
kapitoly st venované pravdepodobnostnym a deterministickym testom prvociselnosti, a
to konkrétne ich teoretickému zdkladu, odvodeniu a popisu. Tieto kapitoly obsahuju aj
algoritmus naimplementovany v Matlabe aj v Maple

Kracové slova: Eratosthenovo sito, Fermatov test prvociselnosti, Miller-Rabinov test
prvociselnosti, AKS deterministicky test prvociselnosti

Abstract

This thesis describes the most famous primality tests. The first two chapters are about
basic terms, definitions and proofs. The third chapter describes Fermat-Euler theorem,
which was later used in the derivation of Fermat and Miller-Rabin primality test. The
other chapters are about probabilistic and deterministic primality tests, specifically about
their theoretical basis, derivation and description. These chapters also contain algorithm,
which is deployed in Matlab and Maple.

Keywords: Sieve of Eratosthenes, Fermat primality test, Miller-Rabin primality test, AKS
deterministic primality test
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1 UvVOoD

1 Uvod

V tejto praci sa zaoberdme pravdepodobnostnymi a deterministickymi testami prvoci-
selnosti. Prvocislo je ¢islo, ktoré nema okrem jednotky a samého seba Ziadneho iného
delitela. Test, ktory spociva v tom, Ze si postupne za¢neme delit testované ¢islo vSetkymi
¢islami od dvojky a tak zistime, ¢i mé nejakého delitela, nie je pre velké ¢isla velmi prak-
ticky. V tejto praci si ukdzeme testy, pravdepodobnostné ¢i deterministické, ktoré st pre
vel'ké testované ¢isla praktickejsie.

V kapitolach 2 a 3 sa budeme zaoberat zdkladnymi pojmami a dokazmi z problemtiky
delitelnosti a prvociselnosti.

Kapitola 4 je venovand odvodeniu, popisu a dokazu Fermatovej-Eulerovej vety, z ktorej
je odvodeny Fermatov a Miller-Rabinov test prvocislenosti.

Zvysok prace sa zaobera jednotlivymi testami prvociselnosti a ndslednou implementa-
ciou v Matlabe a Maple. Najjednoduchsi z nich je Eratosthenovo sito, popisany v kapitole
5. Funguje tak, Ze prechddza postupne vsetky ¢isla nachddzajtice sa v ,site” a odstrariuje
ich ndsobky az kym nezostant len prvocisla.

V kapitolach 6 a 7 sa budeme zaoberat Fermatovym a Miller-Rabinovym pravdepo-
dobnostnym testom. Tieto testy st zaloZené na hladani svedka zloZenosti medzi ndhodne
vygenerovanymi ¢islami. V pripade, Ze takéhoto svedka nendjdeme, testované ¢islo je s
urcitou pravdepodobnostou prvocislo.

Posledna kapitola je venovand AKS deterministickému testu, ktory jednoznacne urci,
¢ testované ¢islo je prvocislo alebo ¢islo zloZené, ale je ndrocnej$i na implementéciu a cas.



2 DELITELNOST A PRVOCISLA

2 Delitelnost a prvocisla

2.1 Zakladné vlastnosti delitel'nosti

Definicia 2.1.1 Nech a,d € Z. Hovorime, Ze d deli a prave vtedy, ked existuje g € Z také,
7e a = qd. Znaéime d | a.

Ak d nedeli a, méZeme to oznacit symbolom d { a. Ked d deli a, myslime, Ze a = qd,

pric¢om ¢ je nejaké celé ¢islo. Poziadavka, Ze ¢ je celé ¢islo je rozhodujtica. Napriklad 4 1 6,

pretoze 4 = % - 6.

Priklad: Plati: 13 | 52?

Riesenie: Chceme urcit, ¢i existuje celé ¢islo ¢ také, Ze 52 = ¢13. Takym cislom je ¢islo
4, pretoze 52 = 4 - 13.

Lemma 2.1.2 Nech d,m,n,z,y € Z. Ak d | z a zdrovenn d | y, potom d | (mx + ny).
Dokaz. Ak d | z, potom existuje k € Z také, ze

x = kd. (2.1)
Vynasobenim oboch stran rovnice 2.1 ¢islom m dostavame:

mx = mkd.

Ak d | y, potom existuje [ € Z také, Ze:

y =ld.
Vyndsobenim oboch stran rovnice ¢islom n dostdvame:

ny = nld.
S¢itanim oboch rovnic dostavame:
mx + ny = mkd + nld,

mx + ny = (mk + nl)d.

KedZe (mk+nl) je celé ¢islo, rovnica ukazuje, Ze ma +ny je nadsobok ¢isla d. Inymi slovami
d | (mz + ny). [

Lemma 2.1.3 Necha | b, a,b € Z. Potom plati: a | b < a | —b.
Dokaz.
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o Ak a | b, potom existuje k € Z také, Ze:
b= ka. (2.2)
Po prenasobeni 2.2 ¢islom —1 dostaneme —b = —ka a kedze —k € Z, plati a | —b.

o Ak a | —b, potom existuje k € Z take, Ze:
b = ka. (2.3)

Po prenasobeni 2.3 ¢islom —1 dostaneme b = —ka a kedZe —k € Z, platia | b.

2.2 Spoloc¢né delitele a spolo¢né nasobky

Definicia 2.2.1 (Najuicsi spolocny delitel)
Nech a1, as, ..., a, € Z. Kazdé d € Z spliiujice podmienky:

e d>0.
e Cislo d je spoloénym delitelom a1, ag, ..., ap, to znamend, Zze d | a1,d | az, ...,d | ay.
o Ak d* je delitelom ¢isel a1, as, ..., an, potom d* | d.

nazveme najvacsim spoloénym delitelom ¢isel a1, as, ..., a,. Fakt, Ze d je najva¢sim spolo-
énym delitelom ¢isel ay, ag, ..., ap, budeme znacit d = ged(ay, az, ..., ay).

Pozndmka: Na zdklade uvedenej definicie mdzeme povedat, Ze gcd(a, b) = ged(b, a).

Priklad: gcd(18,30) =6

e 6>0.
e Cislo 6 je spoloénym delitelom ¢isel 18 a 30, pretoze 6 | 18 a zaroveii 6 | 30.

e Spoloc¢né nezdporné delitele ¢isel 18 a 30 sti ¢isla 1,2,3a6.1(6,2|6,3|6a6 |6.
To znamend, Ze vSetky spolocne delitele delia ¢islo 6.

Dokdézali sme, Ze st splnené vSetky podmienky z Definicie 2.2.1. Teda gcd(18, 30) = 6.

Najvacsim spolo¢nym delitelom a1, as, ..., a, nazveme teda také nezdporné ¢islo, ktoré
je spoloénym delitefom vSetkych tychto ¢isel a ostatné spolo¢né delitele tychto ¢isel to
¢islo delia.

Definicia 2.2.2 Nech a, b € Z. Hovorime, Ze ¢isla a a b st nestidelitelné prave vtedy, ked
ged(a,b) = 1.
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Definicia 2.2.3 Cislo a € Z je mensie alebo rovné ¢islu b € Z prave vtedy, ked existuje
d € NU {0} také, Ze b = a + d. Oznacujeme a < b.

Lemma 2.2.4 Nech a,b € N. Ak a | b, potom a < b.

Dokaz. Nech a,b € N. Ak a | b podla Definicie 2.1.1 plati, zZe b = ka = a + (k — 1)a, kde
k € N.KedZe (k — 1)a € NU {0}, mdzeme oznacit (k — 1)a = d. Dostaneme b = a + d, ¢o
podla Definicie 2.2.3 znamend, Ze a < b. ]

Veta 2.2.5 Nech a, b € Z. Ak existuje najvacsi spolo¢ny delitel ged(a, b), potom je jediny.

Dokaz. Predpokladajme, Ze d; = gcd(a,b) a dy = ged(a, b).

Ak uvazujeme a, b # 0, potom dy, dy > 1. Cislo d; je najvacsim spoloénym delitefom &fsel
a a b. Podl'a Definicie 2.2.1, toto ¢islo musia delit vSetky spolo¢né delitele ¢isel a a b, takZe
aj ¢islo dy. Dostdvame dy | dq, ¢o podla Lemmy 2.2.4 znamena, Ze

ds < dj.

Rovnako mozeme uvaZovat aj pre ¢islo do. Cislo ds je podla predpokladu najvacsim
spolo¢nym delitelom ¢isel a a b. Podla Definicie 2.2.1 musia toto ¢islo delit vSetky spolo¢né
delitele ¢isel a a b, teda aj ¢islo di. Dostavame d; | da, takZe podla Lemmy 2.2.4 plati:

dy < ds.
Spojenim nerovnic d < dy a d; < dp dostavame:
d2 S dl S d27

¢o znamena, Ze d; = do.

Ak a # 0,b =0, potom gcd(a,0) = ged(0,a) = |al.

Ak a =0,b# 0, potom gcd(0,b) = ged(b,0) = |b|.

Vieme, Zze do mnoziny spolo¢nych delitelov ¢isel a a 0 urcite patri aj ¢islo |a| a musi byt
deliteIné vSetkymi ostatnymi ¢islami z mnoZiny spolo¢nych delitelov ¢isel a a 0. VSetky
ostatné ¢isla z mnoZziny spolo¢nych delitelov ¢isel a a 0 st v absolttnej hodnote mensie
ako |a| a nerovnaja sa nule, takze modzeme povedat, Ze nie su delitelné ¢islom a, ktoré
patri do mnoZiny spolo¢nych delitelov ¢isel a a 0. MoZeme teda tvrdit, Ze Ziadne cislo
okrem ¢isla a nemoze byt najvacsim spolo¢nym delitelom ¢isel a a 0.

Ak a = 0 a zaroven b = 0, potom gcd(0,0) = 0. MnoZinou vsetkych nezapornych spolo-
énych delitelov ¢isel 0 a 0 je mnozina M = N U {0}. VSetkymi ¢fslami z mnoziny M je
¢islom, ako je ono samo. TakZe len ¢islo 0 spliiuje podmienky najvéac¢sieho spolo¢ného
delitela ¢isel 0 a 0. n
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Lemma 2.2.6 Nech a,b,z,y € Z,a,b # 0,a = xd,b = yd,d = gcd(a,b). Potom gcd(x,y) =
1.

Dokaz. Ozna¢me ged(x,y) = c.

KedZe ¢ | x a zaroveni ¢ | y, existuje r, s € Z také, Ze v = rcay = sc.

Nahradenim do rovnic a = xd, b = yd dostavame: a = red, b = scd.

Vidime, Ze cd | a a cd | b, teda cd je spolo¢nym delitelom ¢isel a, b.

PretoZe d je najvacsim spoloénym delitelom ¢isel a, b podla Definicie najvacsieho spolo-
¢ného delitela 2.2.1 dostdvame cd | d. Z Lemmy 2.2.4 plynie, Ze:

cd < d.
Podelenim oboch stran nerovnice dostaneme:

c <1.
Pretoze a # 0,b # 0, potom musi platit, ze z # 0,y # 0. Cislo ¢ = ged(z,y), pretoje c > 0.
A kedZe ¢ > 0 a zaroverni ¢ < 1 ustidime, Ze ¢ = 1. ]
Definicia 2.2.7 Nech r € R. Celou ¢astou ¢isla r nazveme &islo z € Z, ktoré spliuje:

z<r<z+1.

Celu ¢ast ¢isla r oznacujeme [r].

Lemma 2.2.8 Nech a,d € N. Potom existuje k,z € N U {0} také, Zze a = kd + z, kde
0<z<d.

Dokaz. Ozna¢me ¢islo k ako celt cast ¢isla §, teda k& = [§],k € NU {0}. Podla definicie
2.2.7 musi platit:

a
k< <k+1
< <k+l
kd < a < kd +d,

0<a—kd<d (2.4)
Ak oznaéime z = a — kd, potom a = kd + 2,z € NU {0} apodla24plati0 <z <d. =

Lemma 2.2.9 Nech a,b € N. Potom 3z, yo € Z : gcd(a,b) = xpa + yob.

Dokaz. Ozna¢me mnozinu A = {za + yb € N | z,y € Z}. Do mnoZziny A teda patria

Z Xz

prirodzené ¢isla v tvare za + yb. Ozna¢me
d = xoa + yob (2.5)

ako najmensi prvok mnoziny A. Cielom je dokazat, Ze d = gcd(a, b).
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e KedZe d patri do mnoziny A C N, d > 0. Prvy bod z definicie 2.2.1 najvacSieho
spolo¢ného delitela je splneny.

o KedZe za + yb,d € N podla Lemmy 2.2.8 existuju k, 2 € NU {0} také, Ze:
za+yb=kd+2,0<z<d. (2.6)

To znamend, Ze ktorykolvek prvok mnoZiny A m6Zeme zapisat ako ndsobok ¢isla d
plus nejaky zvysok z. Dosadenim 2.5 do 2.6 dostaneme:

xa + yb = kzxga + kyob + z,

z = (z — kxo)a+ (y — kyo)b.

Z poslednej rovnosti vyplyva, Ze v pripade z > 0, plati z € A. Vieme, Ze z < d, ¢o
by viedlo k sporu, pretoZe d je najmensi prvok mnoziny A. Usudzujeme, Ze z = 0.
KedZe z = 0, potom Vxa + yb € A : xa + yb = kd. To ale podla definicie deliteInosti
znamena, ze

d | (xa+ yb).

Po dosadeni x = 1,y = 0, dostaneme d | (1a + 0b), (1a + 0b) € A, takZe
d|a.
Po dosadeni x = 0,y = 1, dostaneme d | (Oa + 1b), (0a + 1b) € A, takZe
d|b.
Druhy bod z definicie najvacsieho spolo¢ného delitela je teda splneny.
o Akd* | a,potoma = kid*. Ak d* | b, potom b = kod*. Po dosadeni do 2.5 dostaneme:
d = xok1d" + yokod™,

d= (.%'olﬁ + yokQ)d*.

Z &oho podla Definicie delitelnosti 2.1.1 vyplyva, Ze d* | d. Tymto mame splneny aj
treti bod Definicie 2.2.1.

Lemma 2.2.10 Nech a,b € Z. Potom gcd(a, b) = ged(—a,b).
Doékaz. Ozna¢me d = gcd(a, b).
e d>0.
o Ak d | aazarovend | b, potom podla Lemmy 2.1.3d | —aad |b.

o Ak d* | —a a zaroven d* | b, potom d* | a a zaroven d* | b, takze d* | d.
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Splnené st teda vsetky podmienky najvac¢sieho spolo¢ného delitela d ¢isel —a a b, takZe
gcd(—a,b) = d = gcd(a,b). (]
Lemma 2.2.11 Nech a,b € Z. Potom gcd(a, b) = ged(a, —b).

Doékaz. ged(a,b) = ged(b, a), €o plynie priamo z definicie najvacsieho spolo¢ného delitela.
Podla Lemmy 2.2.10 gcd(b, a) = ged(—b, a) a gcd(—b, a) = ged(a, —b). [
Lemma 2.2.12 Nech a, b € Z. Potom gcd(a, b) = ged(—a, —b).

Dokaz. Podla Lemmy 2.2.10 gcd(a, b) = ged(—a,b). Z Lemmy 2.2.11 vieme, Ze gcd(—a, b) =
ged(—a, —b). [
Lemma 2.2.13 Nech a, b € Z. Potom gcd(a, b) = ged(|al, |b]).

Dokaz. OkamZite plynie z Lemmy 2.2.10, 2.2.11 a Lemmy 2.2.12. ]

Lemma 2.2.14 Nech a,b € Z. Potom 3x,y € Z : gcd(a,b) = xa + yb.

Dékaz. Ak b = 0, potom ged(a, b) = ged(a,0) = |a|. CiZe |a| = ka + 0b, kde k je 1 alebo —1.
Ak a = 0, potom gcd(a,b) = ged(0,b) = |b|. Cize |b| = 0a + kb, kde k je 1 alebo —1. Ak
a,b # 0, potom |al, |b| € N a podla Lemmy 2.2.9 existujt xo, yo € Z také, Ze

ged(lal, [b]) = zolal + yolb]-
Existuja v8ak z,y € Z také, ze xp|a| = za a yo|b| = yb. Potom plati:
gcd(|al, |b]) = xza + yb.
Podla Lemmy 2.2.13 plati:
gcd(a,b) = ged(lal, |b]).
Takze gcd(a,b) = xa + yb. n

Veta 2.2.15 (Euklidov algoritmus)
Nech a,b € N,b > a. Ak b = a, potom gcd(a, b) = a. Ak b > a, potom existuje n € NU {0}
tak, Ze existuju r—y = b,79 = a,q; € NU {0}, pre j = 1,...,n + 1 také, Ze pre kazdé
i=—1,...,n—1plati

Ty = Qiy2rit1 + T2, 0 < ripo < 1rig,

a=1r9>..>rps1 =0.

Najvacsim spolo¢nym delitelom ¢isel a a b je potom ¢islo 7, posledny nenulovy zvysok,
pripadne r, = o = a), tj. ged(a,b) = ry,.

10
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Dokaz: Vid literatara [1].
Poznamka: V pripade r, = 79 = a je posledny nenulovy zvysok ¢islo a. Aby bol po-
sledny nenulovy zvysok ¢islo a, musi platit, Ze b = aq; + 0, kdeb=r_1,a = 19,0 = r;. To

ale znamend, Ze b musi byt ndsobkom a.

Priklad: Urcte ged(412, 335) pomocou Euklidovho algoritmu.

Riesenie:
412=1.335+7
335 =4.77+ 27
77 =227+ 23
27=1.23+4
23=54+2
4=13+1
3=13+0,

posledny nenulovy zvysok je 1, takZe ged(412,335) = 1.

Definicia 2.2.16 (Najmensi spolocny ndsobok)
Nech ay, as, ..., a, € Z. Kazdé n € Z splnujtce podmienky:

e n>0.
e Cislo n je spoloénym ndsobkom a1, as, ..., ai, to znamend, Ze a; | n,az | n,...,ax | n.

e Ak ay | n*,a2 | n*,...,ar | n*, potom n | n*. To znamend, Ze n musi delit vSetky
spolo¢né nasobky ¢isel aq, as, ..., ay.

nazveme najmensim spoloénym nasobkom ¢isel ag, ag, ..., a,. Znacime n(ay, az, ..., ay).
Priklad: n(4,18) = 36

e 36 > 0.

e Cislo 36 je spoloénym ndsobkom ¢isiel 4 a 18, pretoZe 4 | 36 a zaroveti 18 | 36.

e Ak(4|n*A18|n*)= (4 |n* A9 |n")=>n"=4-9 -k = 36]|n"
Dokézali sme, Ze st splnené vsetky podmienky z Definicie 2.2.16. Teda n(4, 18) = 36.
Najmensim spoloénym ndsobkom ¢&isel ay, ag, ..., a, nazveme teda také nezdporné &islo,

ktoré je spoloénym ndsobkom vsetkych tychto ¢isel a deli vsetky spolo¢né nasobky tychto
cisel.
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2 DELITELNOST A PRVOCISLA

2.3 Prvocisla a zlozené cCisla

Definicia 2.3.1 (Provocislo)
Prvocislom na mnoZine prirodzenych ¢isel nazveme I'ubovolné ¢islo p € N,p > 2 prave
vtedy, ked Va € N:

alpe(a=pVa=1).

Priklad proocisla: p = 17

Definicia 2.3.2 (ZloZené ¢islo)
Cislom zloZenym na mnoZine prirodzenych ¢isel nazveme Iubovolné ¢islon € N,n > 2
také, ze Ja,b € N\ {1} a plati:

n = ab.

Priklad zloZeného &isla: n =91 =7-13

Lemma 2.3.3 Cislo n > 2 je zloZené &islo prave vtedy, ked nie je prvodislo.
Dokaz.

e Predpokladajme, Ze n je zloZené ¢islo. Podla Definicie 2.3.2 musi existovat ¢islo
a,b € N\ {1} také, Ze n = ab. Podl'a Definicie 2.1.1 to znamena, Ze a | n. Cislo a nie je
rovné 1, pretoZe predpokladdme, Ze n = ab je zloZené a podla definicie zloZeného
gisla a,b € N\ {1}. Cislo a taktieZ nie je rovné &islu n, pretoZze potom by platilo, Ze
n = nb. Odtial ale vyplyva, Ze b = 1 a to je spor pretoze a,b € N\ {1}. Preto n nie je
prvocislo.

e Predpokladajme, Ze n nie je prvocislo. Ak nie je n prvocislo, potom musi existovat
a € Nya # 1A a#ntaké, Ze a | n. Podla Definicie 2.1.1 existuje b € N (pracujeme s
mnoZinou prirodzenych ¢&isel) také, ze n = ab. Cislo b nemoZe byt rovné 1, pretoZe
potom by platilo, Ze n = a - 1, ¢o je spor, pretoZe a # n. Dostaneme teda n = ab, kde
a, b st prirodzené ¢isla a zaroven a, b # 1. Podla Definicie 2.3.2 musi byt n ¢islom
zloZenym.

Lemma 2.3.4 Nech p, ¢ st prvocisla. Ak p | g, potom p = gq.

Dokaz. Nech p, g € N st prvocisla také, ze p | g.

KedZe p | ¢ a p je prvocislo, potom p je kladny delitel &fsla . Cislo g je prvocislo a podla
Definicie 2.3.1 jediné jeho kladné delitele st 1 a ¢q. TakZe p = ¢ alebo p = 1. Cislo p je
prvodislo a podla Definicie 2.3.1 vieme, Ze p > 2. M0Zeme teda konstatovat, Zep =¢q. m

Dokéazana lemma hovori o tom, Ze dané prvocislo deli z mnoZiny prvocisel len samé seba.

Veta 2.3.5 (O kanonickom rozklade)
Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Potom ¢islo n je prvocislo, alebo ho méZeme rozlozit na
sucin prvocisel.

12



2 DELITELNOST A PRVOCISLA

Dokaz. Ddkaz vykondme pouZitim silnej indukcie.
Nechn € N,n > 1.

e Pre n = 2 je tvrdenie lemmy dokazané, pretoze ¢islo n = 2 je prvodislo.

e Predpokladajme, Ze kazdé prirodzené ¢islo k také, Ze 2 < k < n je prvocislo, alebo
ho méZeme rozloZit na stcin prvocisel.

- nje prvocislo
Potom je tvrdenie vety splnené.

- nje zloZené ¢islo
Podla Definicie 2.3.2 existujt a,b € Ntaké, Zen = ab,kde1 <a <n,1 <b<n.
KedZe a, b st mensie ako n a vacSie ako 1, indukény predpoklad zarucuje, Ze a
a b st prvocisla alebo stciny prvocisel. TakZe existuja prvodcisla pi, pa, ..., pe @
q1,92, ---, qr také, Ze a = p1.p2...pc a b = q1.q2...qy. KedZe n = ab, prvociselnym
rozkladom ¢éisla n je:

= P1P2---Peq142---4f-

TakZe ¢islo n modzeme rozloZit na stcin prvocisel. Z principu silnej indukcie
vyplyva, Ze kazdé ¢islo n > 1 je prvocislo alebo stcin prvocisel.

Priklad: 36 =2-2-3-3 |

Lemma 2.3.6 Nech p je prvocislo a n € Z. Ak p { n, potom ged(p,n) = 1.

Dokaz. Ozna¢me ged(p,n) = d.

Z Definicie 2.2.1 vieme, Ze d | p a zdroven d | n.

Z Definicie 2.3.1 vieme, Ze prvocislo mdze byt delitelné len jednotkou alebo sebou samym:
d=palebod = 1.

Ak d = p, potom p | n. Tu nastéva spor, pretoze p { n. Z toho vyplyva, Ze d = 1. n

Lemma 2.3.7 Nech k, a, b € Z. Potom plati:
(gcd(k,a) = 1Ak | ab) = k| b.

Dokaz. Z Lemmy 2.2.14 plynie, Ze gcd(k,a) = xk + ya = 1, kde z,y € Z. Po prendsobeni
¢islom b dostaneme rovnost
xkb 4+ yab = b. (2.7)

Ak predpokladdme, Ze k | ab, z Definicie 2.1.1 plynie, Ze ab = k1k, k1 € Z. Dosadenim do
rovnosti 2.7 dostaneme
xkb+ ykik = b,

k(xb + yky) = b.

Co podla definicie delitelnosti znamena, e k | b. [
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2 DELITELNOST A PRVOCISLA

Lemma 2.3.8 Nech p je prvocislo, s € N. Ak p | (a;...as), potom p deli aspon jedno z ¢isel
ai,....,as, 4§.plar V..Vp|as

Dokaz. Na vykonanie dokazu pouZzijeme matematickt indukciu.
e V pripade, Ze s = 1 veta plati.

e Indukény predpoklad: Ak p | (a;...ay), potom p deli asponi jedno z ¢isel ay, ..., ay.
Ulohou je dokézat, ze ak p | (ai...apan+1), potom p deli aspon jedno z Cisel
A1y ooy Qpy Apt1- AK p | (a1...anan+1) MOZu vSak nastat dve moznosti:

— p | ant1,tovsak znamena, Ze pje delitelom aspon jedného z ¢isel ay, ..., an, any1.

- Ak p { ap41, potom podla Lemmy 2.3.6 gcd(p, ant+1) = 1. Ak p | (a1...anan+1)
a zéroven ged(p,any1) = 1, potom z Lemmy 2.3.7 plynie, Ze p | (ay...an). Z
indukéného predpokladu teda p deli aspori jedno z &isel aq, ..., ap.

Dokazali sme, ze bud p | an41 alebo p deli aspori jedno z &isel ay, ..., a,. To ale
znamend, Ze p deli aspori jedno z ¢&isel ay, ..., an, an41.

Veta 2.3.9 (O jednoznacnosti kanonického rozkladu - Zdkladnd veta aritmetiky)
Pre kazdé n € N, n # 1 existuje aZ na poradie ¢initelov prave jeden kanonicky rozklad na
sucin prvocisel. To znamend, Ze pokial pi, p2, ...pr, q1, G2, -.., ¢s SU prvocisla a plati:

n = pip2.--Pr = q192.--Gs,
potom r = s a pre kazdé i € {1,...,r} existuje j € {1, ..., s} také, Ze p; = ¢;.

Dékaz. Predpokladdme, Ze n = pip2...pr = q1q2...¢s. Z tejto rovnosti dostdvame, ze

p1 | ¢192...qs. Podla Lemmy 2.3.8 je p; delitelom asporijedného z¢isel g1, ..., ¢s. To znamena,
Ze existuje ¢; € {qi1,...,qs} také, Ze py | ¢;. Podla Lemmy 2.3.4 to znamend, Ze p; = g;.
Pokial vhodne preindexujeme ¢isla gy, ..., gs dostavame:

pbip2...pr = P142.-.4s,

P2...Pr = G2.--Gs.

Pokial' tento postup zopakujeme r—krat, zistime, Ze pre kazdé i € {1,...,r} existuje
Jj€{1,..., s} také, Ze p; = ¢;. Nakoniec dostdvame rovnost:

1=qs—r...qs,

z ¢oho plynie, Ze r = s. ]
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2.4 Vlastnosti mnoziny prvocisel

Veta 2.4.1 (Euklidova prvociselnd)
Prvocisel je nekone¢ne mnoho.

Doékaz. Sporom. Predpokladajme, Ze existuje kone¢ne mnoho prvocisel. Predpokladajme,
Ze
D1,P2,P3; -+, Pn (2.8)

je kompletny zoznam prvocisel. Nech B je stcin vSetkych prvocisel v zozname (2.8):

B = p1p3...pn.

Uvazujme ¢islo B+1. Z Vety 2.3.5 vieme, Ze ¢islo B+1 mdZeme rozloZit na stcin prvocisel.
Nech ¢ je nejaké prvocislo, ktoré sa vyskytuje v prvociselnom rozklade ¢isla B + 1.

o Turdenie: Prvocislo ¢ sa nerovnd zZiadnemu z prvocisel v zozname (2.8).

o Dokaz: Sporom.
Predpokladajme, Ze g sa rovna jednému z prvocisel v zozname (2.8). To znamena,
Ze existuje k € {1,...,n} : ¢ = pi. KedZe p;, sa vyskytuje v prvoc¢iselnom rozklade
B, plati:
q|B.

KedZe ¢ sa vyskytuje v prvociselnom rozklade ¢isla B + 1 plati:

q| B+1.
Z Lemmy 2.1.2 plynie, Ze:
q|B+1-B.
Zjednodusenim dostdvame:
ql|1.

7 Xz

Ziadne prvocislo nedeli ¢islo 1. KedZe sme dosiahli spor, predpoklad, Ze ¢ je rovné
jednému z prvocisel v zozname (2.8) nie je pravdivy. Dokazali sme, Ze prvocislo ¢
nie je rovné Ziadnemu prvocislu v zozname (2.8).

Zoznam (2.8) povaZujeme za kompletny zoznam prvocisel a mame dokazané, zZe prvocislo
q sa v tomto zozname nevyskytuje, ¢o je spor. Nas pociatocny predpoklad, Ze prvocisel
existuje kone¢ne mnoho, je nepravdivy. Z toho usudzujeme, Ze prvocisel je nekonecne
mnoho. ]

Veta 2.4.2 Nech {p;};°,, je postupnost vsetkych prvocisel. Potom plati:
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Dokaz: Vid literatura [3].

Veta 2.4.2 hovori o tom, Ze nekone¢ny rad prevratenych hodnot vsetkych prvocisel diver-
guje.

Definicia 2.4.3 Nech n € N. Hodnotu 7(n) definujeme ako pocet prvocisel, ktoré st
mensie alebo rovné n.

Obr. 2.1: Graf 7(n) pre malé hodnoty n

Hodnota 7(n) sa zvySuje o 1 zakazdym, ked sa vyskytne nové prvocislo. Napriklad
(7)) = 7(8) = 7(9) = 7(10) = 4. Ale n(11) = 5, pretoze 5 je prvocislo a pocet prvocisel,
ktoré st rovné alebo mensie ako 11, je o 1 vac¢si ako pocet prvocisel mensich alebo rovnych
10.

Veta 2.4.4 (Prvociselnd)

Doékaz: Vid literattra [3].

Prvociselnd veta popisuje chovanie funkcie 7(n) pre n — oo. Pomocou nej modzeme
odhadnit 7(n). Pocet prvocisel nepresahujacich n € R mdZeme porovnat s ¢islom .
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3 Kongruencie

3.1 Kongruencia modulo m

Definicia 3.1.1 (Kongruencia na 7.)

Nech a,b € Z am € N. Cislo a sa nazyva kongruentné s ¢islom b modulo m, prave vtedy,
ked m | (a — b), to znamend, Ze existuje k € Z také, Ze (a — b) = km. Oznacujeme:

a=b (mod m).

Priklad: Plati: 34 = 54 (mod 10)?

Riesenie: Podla Definicie 3.1.1 musi platit 10 | (54 — 34), teda 10 | 20. KedZe 20 = 2.10 a
2 € Z, mdZeme povedat, Ze 34 je kongruentné s 54 modulo 10.

Veta 3.1.2 Reldcia kongruencie je reldcia ekvivalencie na Z. To znamené: Va, b,c € Z, m €
N plati:

e a=a (modm)

e a=b (mod m)=b=a (modm)

e (a=b (mod m) Ab=c (mod m)) = a=c (mod m)
Doékaz.

e a —a=0=0m,takZe a = a (mod m).

e Aka=b (mod m), potom
a—b=km,

k € Z. Po prendsobeni rovnice ¢islom —1 dostdvame
b—a=—km,
—k € 7Z. To znameng, ze b = a (mod m).

e Aka=b (mod m), potom
a—b=km, (3.1)

ki € Z. Ak b = ¢ (mod m), potom
b—c=kym, (3.2)
ko € Z. S¢itanim rovnic 3.1 a 3.2 dostavame
a—c= (ki + ka)m,

(k1 + k2) € Z. To znamena, Ze a = ¢ (mod m).
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Definicia 3.1.3 Nech a,r € Z,m € N. Redukovat ¢islo a modulo m znamena néjst ¢islo
r€{0,1,...,m— 1} tak, Ze a = gm + r, ¢ € Z. Tomuto &islu budeme hovorit redukcia ¢isla
a modulo m.

Priklad: Redukujte 41 modulo 15.

Riesenie: Ked podelime ¢islo 41 ¢islom 15 dostavame 41 = 2 - 15 + 11. TakZe 11 je re-
dukciou 41 modulo 15.

Lemma 3.1.4 Nech a € Z, m € N. Ak r je redukciou a modulo m, potom plati:
a=r (modm).
Dokaz. Nech a € Z,m € N. Ak r je redukciou @« modulo m, potom podla Definicie 3.1.3

a=qm+r,qeZ zéhoa—r=qm,qecZ. Co podla definicie kongruencie znamen4, Ze
a=r (mod m). [

Definicia 3.1.5 (Zvyskovd trieda)
Nech m € Nar € Z. Potom zvy$kova trieda » modulo m je mnoZina 7, vSetkych celych
¢isel kongruentnych s ¢islom » modulo m, tj.

Tm={x €Zlx=r (modm)}.
Lemma 3.1.6 Nech r € Z a m € N. Potom plati:
Tm={x €Zlx=r (modm)}={km+rlkecZ}.

Dokaz. Dokaz vyplyva z Definicie kongruencie 3.1.1. Vieme, Ze z = r (mod m) prave
vtedy, ked © —r = km, ¢ize x = km+r. M0Zeme usudzovat, ze {x € Z|z = r (mod m)} =
{km +r|k € Z}. [

Definicia 3.1.7 Nech n € N. MnoZinu Z,, definujeme ako
Zn =40,1,2,....n — 1},
kde a je definovana pre vsetky a € Z ako zvyskova trieda modulo n:
a={a+knlk € Z}.
3.2 Aritmetické operacie s kongruenciami
Veta 3.2.1 Aka =b (mod m) a zaroven ¢ = d (mod m), potom plati:

e a+c=b+d (mod m)

e a—c=b—d (mod m)
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e ac =bd (mod m)
Dokaz.
e Ak predpokladame, Ze a = b (mod m), podla definicie kongruencie plati, Ze
a—b=km. (3.3)
Ak predpokladdme, Ze ¢ = d (mod m), potom plati:
c—d=kym. (3.4)
pricom ki, ko € Z. S¢itanim rovnic 3.3 a 3.4 dostdvame:
(a+¢) = (b+d) = (k1 + k2)m,
kde k1 + ko € Z. To znamend, Ze a + ¢ = b+ d (mod m).
e Od¢itanim rovnic 3.3 a 3.4 dostaneme:
(a—c)=(b—d) = (k1 — k2)m,
kde k1 — ko € Z. To znamend, Ze a — ¢ = b — d (mod m).

e Vyndsobenim rovnic 3.3 a 3.4 dostaneme ac = (b + kym)(d + kam). Po rozndsobeni
dostaneme rovnost:
ac — bd = km,

k € Z. To v8ak znamen4, Ze ac = bd (mod m).

Veta 3.2.2 Nech a = b (mod m), ¢ € Z. Potom plati:
ac =bc  (mod m).
Dokaz. Predpokladajme, Ze a = b (mod m). Z Definicie 3.1.1 plynie, Ze a — b = km, kde
k € Z. Prendsobenim rovnice ¢islom ¢ dostaneme rovnost ac — be = ckm, ck € Z, z ¢oho
plynie, Ze ac = be (mod m). n
Veta 3.2.3 Nech ac = be (mod m) a ged(m, ¢) = 1. Potom plati:
a=b (modm).

Dokaz. Predpokladdme, Ze ac = be (mod m). Z definicie kongruencie plati, Ze ac — bc =
km. Po tprave dostaneme c(a — b) = km, z ¢oho plynie:

m | (a —b)c.

KedZze predpokladdme, Ze gcd(m,c) = 1 podla Lemmy 2.3.7 plynie, Zze m | (a — b). Co
podla definicie kongruencie znamend, Ze a = b (mod m). n
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4 Fermatova-Eulerova veta

4.1 Odvodenie a popis

Definicia 4.1.1 (Eulerova funkcia)
Funkcia ¢ priraduje ¢islu m pocet prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych m takych,
ktoré st s m nesuidelitelné. Ttto funkciu nazyvame Eulerova funkcia.

Definicia 4.1.2 (Redukovany zvyskovy systém)
Redukovany zvyskovy systém modulo m je systém mnozin

Ry, = {Fm|r € Z, gcd(r,m) = 1}.

Lemma 4.1.3 Nech gcd(a,n) = ged(b,n) = 1. Potom ged(ab,n) = 1.
Dokaz. Ak gcd(a,n) = 1, potom podla Lemmy 2.2.9 existuje xg, yo € Z také, Ze

axg + nyg = 1. (4.1)
Ak gcd(b,n) = 1, potom existuje x1,y; € Z také, Ze

br1 +ny; = 1. (4.2)
Vyndsobenim rovnosti 4.1 a 4.2 dostaneme

abrory + n(azoyr + yobr1 + nyoyr) = 1.

Ak oznadime = = z12¢ a y = axoy1 + yobr1 + nyoy: dostaneme rovnost:

abr + ny = 1. (4.3)

Ozna¢me ged(ab, n) = d.Podla Definicie 2.2.1 vieme, Ze ab = dky an = dky, kde k1, ko € Z.
Dosadenim do rovnosti 4.3 dostaneme:

dki1z + dkoy = 1,

d(lﬁl’ + ]4529) =1.
Z ¢oho vyplyva, ze d | 1, takZe d = 1. Mame teda dokdzané, Ze gcd(ab,n) = 1. ]

Poznamka: Z Lemmy 4.1.3 plynie, Ze ak 71, a T3, st také zvyskové triedy, ktoré patria
do redukovaného zvyskového systému modulo m, potom aj zvyskova trieda 7173, patri
do redukovaného zvyskového systému modulo m.

Veta 4.1.4 (Fermatova-Eulerova):
Nech ged(a, m) = 1. Potom
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Dokaz. Oznaé¢me zvyskové triedy patriace do redukovaného zvyskového systému modulo
mako Ry, = {T1,72,73, ..., Tg(m) }, kde 1 <r; <m, j € {1,2,..,0(m)}.

Z predpokladu vieme, Ze gcd(a,m) = 1 a podla Definicie 4.1.2 aj ged(rj, m) = 1, pre
vetky j € {1,2,..,o(m)}. Podla Lemmy 4.1.3 je potom aj ¢islo ged(ar;, m) = 1.

Na zédklade toho moZeme povedat, Ze a7 je jednou zo zvyskovych tried v redukovanom
zvyskovom systéme R,,. Ozna¢me ju napriklad zj, kde 1 < z; < m,j € {1,2,...,o(m)}.
Dostaneme tak ststavu kongruencii:

ary =z (mod m)

arg = zo  (mod m)

aTp(m) = Zp(m) (mod m)

Po vynésobenti tychto kongruencii dostaneme:
a“’(m)rlrg...rw(m) = 2122 25(m)  (mod m). (4.4)

Cisla 21, 29, .., Z,(m) SU Navzdjom rozne, pretoze zo vztahu z; = z; (mod m) dostaneme
ar; = arj (mod m), ¢ize
ri =r; (mod m).
Ak r; # r;, potom z; # zj, preto kazdé z &isel r; je rovné niektorému z Cisel z;,7 €
{1,2,...,¢0(m)}. A tak
T1IT2.Tp(m) = 2122--Zp(m)  (mod m).

Dosadenim do 4.4 dostaneme
a‘P(m)rlrQ..r@(m) =T172.Tp(m) (mod m). (4.5)

Kedze gcd(ri,m) = 1,i € {1,2,...,¢(m)}, potom aj ged(rira...r
mozeme kongruenciu 4.5 delit ¢islom ryrg...7 . Dostaneme:

o(m),m) = 1, a preto

p(m)

a?™ =1 (mod m).

Veta 4.1.5 (Mald Fermatova):
Nech ged(a,p) = 1 a p je prvocislo. Potom

a?'=1 (mod p).

Dékaz. Podla Vety 4.1.4 vieme, Ze ak gcd(a, p) = 1, potom musi platit a?®) = 1 (mod p).
Vieme, Ze ¢(p) je pocet Cisel z mnoziny {1,2,...,p} takych, ktoré st s p nesadelitelné.
KedZe p je prvocislo, pocet ¢isel z mnoziny {1, 2, ..., p} nestdelitelnych s p je p — 1, takze
¢(p) = p — 1. Dostaneme teda

a?'=1 (mod p).
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5 Eratosthenovo sito

5.1 Popis
Lemma 5.1.1 Ak n = nyny, kde n,n1,ns € N, potom n; < \/n alebo ny < \/n.

Dokaz. Dokaz vykondme sporom. Budeme predpokladat, Ze n = ning, n1 > /n a zaroven
ng > \/n. Potom bude platit:

n=mning > /nyn=n,

kde nastdva spor, pretoZe neplati, Ze n > n. Nas predpoklad je teda nepravdivy. A kedZe
¢islo n moZeme urcite zapisat v tvare n = ning, potom musi byt nepravdivy predpoklad,
Zeny > +/n a zdroveii ny > \/n. Musi platit, Ze n; < \/n alebo ny < \/n. n

Lemma 5.1.2 Nech n € N je zlozené ¢islo. Potom existuje prvocislo p,p < /n, ktoré je
delitelom ¢isla n.

Dokaz. Dokaz vykondme sporom. Budeme predpokladat, Ze ¢islo n ma kanonicky rozklad
n=piips’..pp",

kde ay, a9, ..., o, € N a zéroven vsetky prvocisla v tomto kanonickom rozklade st vacsie
ako y/n. Mdzu nastat dve moznosti:

e 1 > 1, to znamend, Ze existujt aspon dva rozne prvocisla pi, pa, ktoré delia ¢islo n.
Potom plati:
n=py' Pyt Pyt = pip2 > Vnyn =n.

To je ale spor, pretoZe neplati, Ze n > n. Musi teda byt nepravdivy predpoklad.

e n = 1, to znamend, Ze existuje len jedno prvocislo, ktoré deli ¢islo n. Potom n = p{?,
a aby n bolo ¢islo zloZzené, musi byt «; > 2. Potom plati:

n=p" >pi > (Vn)® =n.

To je spor, pretoze neplati n > n. V tomto pripade musi byt tieZ nepravdivy pred-
poklad.

Dokazali sme, Ze predpoklad, Ze vietky prvocisla v kanonickom rozklade ¢isla n st vacsie
ako /n, je nepravdivy. Potom ale musi platit, Ze asponl jedno prvocislo v kanonickom
rozklade ¢isla n je mensie alebo rovné ako /n. m

Poznamka: Dokdzand lemma ndm hovori o tom, Ze kazdé zloZzené ¢islo n je ndsobkom
nejakého prvodisla p, ktoré je mensie alebo rovné \/n.

Na zdklade dokazanej Lemmy 5.1.2 moZeme povedat, Ze ak zo zoradeného zoznamu
¢isel od 2 do n odstranime vSetky ndsobky vsetkych takych prvocisel, ktoré st mensie
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5 ERATOSTHENOVO SITO

alebo rovné ako /n (samotné prvocislo neodstranime), odstranime tym zo zoznamu
vlastne vSetky zloZené ¢isla.

Eratosthenovo sito je algoritmus, ktory hlada prvocisla mensie ako dané ¢islo n. Na
zac¢iatku mdme zoradeny zoznam ¢isel od 2 (kedZe 1 sa nepoklada za prvocislo, preto
za¢iname dvojkou) do n a zoznam prvocisel, ktory je na zacdiatku prdzdny. V zozname
¢isel je teda prvym prvkom ¢islo 2. Dvojku priddme do zoznamu prvocisel a zo zoznamu
¢isel odstranime vsetky nasobky dvojky. Nasledne dalsim prvkom v zozname ¢isel bude
¢islo 3, priddme ho teda do zoznamu prvocisel a zo zoznamu ¢&isel odstranime vsetky
nasobky trojky. Takto pokracujeme az dovtedy, kym prvy prvok v zozname ¢isel je mensi
alebo rovny ako \/n. Zjednotenim ¢&isel, ktoré sa nachadzaja v zozname prvocisel a ¢isel,
ktoré zostali v povodnom zozname ¢isel(neboli vyskrtnuté), dostaneme v3etky prvocisla
mendsie alebo rovné n.

2(3(4|5|6|7|8|9]|10
11112|13|14|15|16|17|18 19| 20
21122|23|124(25|26(27|28|29]| 30
31132(33|34|35|36(37|38|39]| 40
4142|4344 |45|146|47 |48 49| 50
51152|53|54|55|56|57|58|59]| 60
61]162|63|/64|65|66|67|68|69| 70
71172|73|\74|75|76|77|78|79| 80
81)82|83|/84|85|86|87|88|89| 90
91192(93|/94(95|96(97|98|99|100

Obr. 5.1: Eratosthenovo sito - Cislo 2 je prvoéislo a jeho nasobky odstranené.

21314 |5|6|7|8|9]10
11112|13{14|15|16|17|18|19| 20
21122(23|24|25|26|27|28|29] 30
31132(33|34|35|36(37|38|39]| 40
4142|4344 45|46 47|48 |49 50
51|52|53|54|55|56|57|58|59| 60
61]62(63|/64|65|66|67|68|69| 70
71172|73|74|75|76|77|78|79| 80
81|82(83|/84|85|86|87|88|89| 90
91192(93|/94|95|96|97|98|99|100

Obr. 5.2: Eratosthenovo sito - Cislo 3 je prvoéislo a jeho nasobky odstranené.
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2(3(4|5|6|7|8|9]|10
11112|13|14|15|16|17|18|19| 20
21122|23|/24(25|26(27|28|29]| 30
31132(33|34|35|36|37|38|39| 40
4142|4344 45|46 (47|48 |49 50
51|52|53|54|55|56|57|58 59| 60
61]62(63|/64|65|66|67|68|69| 70
71172|73|74|75|76|77|78|79| 80
81|82|83|84|85|86|87|88|89| 90
91192|93|/94|95|96|97|98|99|100

Obr. 5.3: Eratosthenovo sito - Cislo 5 je prvocislo a jeho ndsobky odstranené.

213(4|5|6|7|8|9]|10
11112|13|14|15|16|17|18|19| 20
2122|2324 (25|26(27|28|29]| 30
31132(33|34|35|36|37|38|39| 40
4142|4344 45|46 (47|48 49| 50
51|52|53|54|55|56|57|58|59]| 60
61]62(63|/64|65|66|67|68|69| 70
71172(73|74|75|76|77 78|79 80
81|82|83|84|85|86|87|88|89| 90
91|92|93(94|95|96|57|98 |99 |100

Obr. 5.4: Eratosthenovo sito - Cislo 7 je prvocislo a jeho ndsobky odstranené.

213(4|5|6|7|8|9]|10
11)12(13|14|15|16|17|18|19| 20
21122|23|24(25|26(27|28|29]| 30
31|32(33/34|35|36|37|38|39| 40
4142|4344 145|46|47|48 (49| 50
51|52|53|54|55|56|57|58|59| 60
61|62(63|/64|65|66|67|68|69| 70
71172|73|\7475|76|77|78|79]| 80
81|82|83|84|85|86|87|88|89| 90
91|92|93(94|95|96|97 |98 |99|100

Obr. 5.5: Eratosthenovo sito - Prvocisla mensie ako 100
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5.2 Algoritmus
Algoritmus v Maple:

> eratosthenovosito:=proc(n) local zoznam, zoznamprvocisel;

> zoznam:={seq(i,i=2 .. n)};
> zoznamprvocisel:={};

> while (evalf(zoznam[1]) < evalf(sqrt(n))) do

> zoznamprvocisel:={op(zoznamprvocisel), zoznam[1]};
> zoznam:=select(x—>irem(x,zoznam[1]) <> 0, zoznam);
> od;

> zoznamprvocisel:=zoznam union zoznamprvocisel;

> end;

Vypis 5.1: Eratosthenovo sito algoritmus v Maple

Algoritmus v Matlabe:

function zoznamprvocisel = eratosthenovo_sito(n)

zoznam=[2:1:n];
zoznamprvocisel=[];

while (zoznam(1) < sqrt(n))
zoznamprvocisel=[zoznamprvocisel zoznam(1)];
zoznam(mod(zoznam,zoznam(1))==0)=[];

end

zoznamprvocisel=[zoznamprvocisel zoznam];

end

Vypis 5.2: Eratosthenovo sito algoritmus v Matlabe

Eratosthenovo sito je algoritmus, ktory je pouZiteIny len pri relativne malych kone-
¢nych éislach. Pri éislach rddov tisicok a viac je algoritmus naro¢ny a ru¢ne nepouZitelny.

Casova zlozitost algoritmu je O(nlog(log(n)), kde n je najvacsie ¢islo z intervalu, na
ktorom prvocisla hladdme.

Algoritmus sme testovali pre n v intervale (1000, 5000000). V grafe 5.6 st ¢asy vypoctu

aritmetickym priemerom 100—tych nameranych hodn6t. Hodnoty n st v logaritmickom
meritku. Testovanie prebehlo cez vzdialené pripojenie k sieti VSB.
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5 ERATOSTHENOVO SITO

Eratosthenovo sito -
1000000,0000 /
100000,0000 /
10000,0000 /
1000,0000
100,0000 —
cas [S] /
10,0000 /
1,0000 /
1000 10000 /oooo /w“(
0,1000 / /
0,0100
// —Maple
0,0010 —Matlab
n —n.log(log(n))
n: 1000 2500 5000 7500 10000 25000 50000 75000 100000 250000| 500000/ 750000
Maple:| 0,00528 0,0124]| 0,02849( 0,04744( 0,06396| 0,20404| 0,46828| 0,84256| 1,21528 4,1318 9,7328| 16,32037| 23,30308( 78,66512 194,8252
Matlab:| 0,000924 0,0017 0,0032 0,0048 0,0059 0,0131 0,0201 0,0302 0,0442 0,1028 0,1967 0,3008 0,4285 1,1995 2,8831

Obr. 5.6: Graf rychlosti algoritmu Eratosthenovho sita
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6 FERMATOV TEST PRVOCISELNOSTI

6 Fermatov test prvocCiselnosti

6.1 Popis

Fermatov test prvociselnosti plynie z Malej Fermatovej Vety 4.1.5. Mala Fermatova Veta
hovori o tom, Ze ak vyberieme nejaké a € {1,2,...,n — 1}, potom ak je n prvocislo, musi
platit:

a"1'=1 (modn).

Priklad: n = 5

171 =1 (mod 5)

251 =16 =1 (mod 5)

351 =81 =1 (mod 5)

45=1 =256 =1 (mod 5)

Vieme, Ze n = 5 je prvocislo, a skutocne pre vsetky a € {1,2, 3,4} je kongruencia
a>!' =1 (mod 5) splnena.

Obmenou Malej Fermatovej Vety dostaneme vetu:

Veta 6.1.1 Ak existuje a € {1,2,...,n — 1} také, Ze
a"1#1 (modn),

potom 7 nie je prvocislo, teda je ¢islom zloZenym.
Poznamka: Takému &islu a € {1,2,...,n — 1} pre ktoré plati a”~* # 1 (mod n), hovorime
Fermatov svedok zloZenosti ¢isla n.
Fermatov test prvociselnosti daného ¢isla n spociva v dvoch krokoch:

e Nahodne vyberieme nejaké ¢islo a tak, Ze 1 < a < n.

o Testujeme ¢i je splnend kongruencia

a"1=1 (modn). (6.1)
Mo6zu teda nastat dve moznosti:

- Kongruencia 6.1 je splnena. V takomto pripade ¢islo n moZze, ale nemusi byt
prvocislo. Zvolime iné ¢islo a, pre ktoré testujeme kongruenciu 6.1 znova.

- Kongruencia 6.1 nie je splnend. V takomto pripade ¢islo n urcite nie je prvocislo.
Cislo a bude Fermatovym svedkom zloZenosti ¢isla n.

Priklad: Otestujeme, ¢i ¢islo n = 15 moZe byt prvocislo alebo nie. Vyberieme nejaké
a € {2,...,14} a testujeme ¢i je splnend kongruencia 6.1. Pri volbe napriklad a = 2
dostaneme:

211 = 23442 — (91392 =4 (mod 15).

Kongruencia 6.1 teda nie je splnend. Co znamena, Ze ¢islo 15 nie je prvocislo, ¢iZe je to
¢islo zlozené. Fermatovym svedkom zloZenosti ¢isla 15 bude napriklad &islo 2.
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6 FERMATOV TEST PRVOCISELNOSTI

Definicia 6.1.2 (Carmichaelovo ¢islo):
Zlozené ¢islo n nazveme Carmichaelovo ¢islo prave vtedy, ked Va € Z také, Ze gcd(a,n) =

1 plati

|

a (mod n).

To znamend, Ze Carmichaelovo &islo je zloZené cislo, ktorého jedinymi Fermatovymi
svedkami zloZenosti st &isla s nim stdelitelné.

Poznamka: Pre Carmichaelove ¢isla nie je Fermatov test velmi pouZitelny. Fermatov test
funguje dobre pre ¢isla, ktoré nie st sti¢inom navzdjom roznych prvocisel.

Pozndmka: Carmichaelovych ¢isel je nekone¢ne mnoho. Najmensie Carmichaelovo ¢islo
je ¢islo 561.

Veta 6.1.3 (Korseltovo kritérium):
Nech nje zloZené ¢islo. Potom n je Carmichaelovo &islo prave vtedy, ked platia nasledujice
podmienky:

e Pre vSetky prvocisla také, Ze p [ nplati (p — 1) | (n — 1)
e 1 je suc¢inom navzdjom réznych prvocisel

Doékaz: Vid literattra [2].

Priklad: Cislo 561 je Carmichaelovo &islo, pretoZe st splnené podmienky Vety 6.1.3:
e 561 = 3-11-17, ¢iZe je sicinom navzajom rdoznych prvocisel
e 2| 560, 10 | 560, 16 | 560, ¢iZze pre vSetky prvocisla, ktoré delia ¢islo n, plati, ze
(p=1)[(n=1)

Veta 6.1.4 Nech n € N a p je neparne prvocislo také, Ze p? | n. Potom pocet prirodzenych
Cisel a, kde 1 < a < (n — 1), ktoré spliaji kongruenciu
(mod n).

je najviac 1(n — 1).

Dokaz: Vid literatara [2].
Poznamka: Tato veta hovori o tom, Ze ak testujeme ¢islo n, ktoré nie je stcinom na-
vzdjom roznych prvodisel (existuje neparne prvocislo p také, Ze p? | n), potom s pravde-

podobnostou najmenej 75% vyberieme medzi ¢islami 1,2, ..., n — 1 také ¢islo, ktoré bude
Fermatovym svedkom zloZenosti ¢isla n.
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6 FERMATOV TEST PRVOCISELNOSTI

6.2 Algoritmus

Algoritmus ma vstupny parameter ¢islo n, ktorého prvociselnost testujeme a ¢islo poceta,
ktoré udava kolko maximélne ndhodnych ¢isel @ mé algoritmus vygenerovat. Algoritmus
vygeneruje nejaké ndhodné ¢islo a z intervalu (2, (n — 1)) a ndsledne testuje ¢i je splnena
kongruencia 6.1. Pokial kongruencia splnend nie je, algoritmus sa ukon¢i s vysledkom, Ze
zadané ¢islo n je zlozené. Ak kongruencia 6.1 je splnend, algoritmus vygeneruje iné ¢islo
a, pre ktoré otestuje kongruenciu znova. Ak najde nejaké a, pre ktoré kongruencia nie je
splnen4, algoritmus je ukoncéeny, pretoZe nasiel Fermatovho svedka zloZenosti, takZe ¢islo
nje zlozené. Ak pre vSetky ndhodne vygenerované ¢isla a (¢isla sa neopakujti, maximalny
pocet ndhodne vygenerovanych ¢isel je poceta ) je kongruencia 6.1 splnend, algoritmus je
ukonceny s vysledkom, Ze testované ¢islo n moZe, ale nemusi byt prvocislo.

Algoritmus v Maple:

> fermat := proc (n,pocata) local a, zoznam, i;

> zoznam :=[J;

>i = 0;

> while (i<poceta) do

> a := generuj(n,zoznam);

if (umocnimodulo(a,(n—1),n) <> 1) then
print(n ’je_zlozene._cislo’);
print(a ’ je_Fermatovym.svedkom.zlozenosti_zadaneho.cisla’);

return;

fi;

zoznam:=[op(zoznam),a];

> 0= i+

> do;

> print(n 'moze._ale_.nemusi_byt_prvocislo’);

> end;

>
>
>
>
>
>

> generuj := proc(n,zoznam) local cislo, velkostmnoziny, a, i;
> cislo := rand(2..n—1);

>a:= cislo();

> velkostmnoziny := nops(zoznam);

> if (velkostmnoziny <> 0) then

> for i from 1 to velkostmnoziny do

> if (a = zoznam[i]) then

> a = generuj(n,zoznam);
> break;

> fi ;

> od;

> fi;

>a = a;

> end;

> umocnimodulo := proc(zaklad,exponent,modulo) local r, a, b, m; a := zaklad; b :=exponent; m :=
modulo;

> while (b <> 0) do

> if (irem(b,2)=1) then
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6 FERMATOV TEST PRVOCISELNOSTI

> r = irem(rxa,m);

> fi;

> b= floor(b/2); a := irem(axa,m); r;
> od;

> end;

Vypis 6.1: Fermatov test prvociselnosti v Maple

Algoritmus v Matlabe:

function fermat_test(n,poceta)
zoznams=[];
i=0;

while (i<poceta)
a=generuj(n,zoznam);
if (umocnimodulo(a,n—1,n)"=1)
fprintf (' Cislo_%i_je_zlozene. cislo!_\n’,n)
fprintf (' Cislo_%i.je_Fermatovym._svedkom.zlozenosti_cisla.n=_%i.\n’, [a,n] )
return
end
zoznam(i+1)=a;
i=i+1;
end

fprintf (' Cislo_%i_moze, ale_.nemusi_byt_prvocislo!.\n’,n)
end

function a = generuj(n,zoznam)
a=1+unique(ceil((n—2)«rand(1,1)));
velkost_mnoziny=size(zoznam);
if (velkost_mnoziny(2)™= 0)
for i=1:velkost_-mnoziny(2)
if (a==zoznam(i))
a=generuj(n,zoznam);
break;
end;
end;
end;
end;

function r = umocnimodulo(a,b,m)
exponent=b;
r=1;
while (exponent "= 0)
if (mod(exponent,2) == 1)
r = mod(r.xa,m);
end
exponent=floor(exponent/2);
a = mod(a.xa,m);
end
end

Vypis 6.2: Fermatov test prvociselnosti v Matlabe
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Algoritmus bol testovany pre ndhodne vygenerované ¢isla n v intervale (1,45000) a to
tak, aby v kazdom intervale (1, 1000), (1000, 2000), ..., (44000, 45000) bolo vygenerované
jedno ¢&islo. Hodnota poceta bola pri kazdom teste 100. Cas vypoctu pre testované n a
poceta = 100 je aritmetickym priemerom 100—tych nameranych hodnot.

Fermat primality test
primality
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000
v
cas [s]
°
L ° ® oo © ®
[ ] ) ) { ]
@ ° o0 oo @0 o o Q 0o
. ® o ® ° ee oO ° °
o0 ° . °
°
* * * * *, * 2
W, N 490 200 000,00° 00 0% P %0 %000 4%
® Maple
0,01
n + Matlab
n: 751 1741 2477 3187 4583 5051 6869 7717 8501 9973 10243 11071 12301 13763 14897
Maple:| 0,02736] 0,02636] 0,02804| 0,02649| 0,02784| 0,02872] 0,02727| 0,02727 0,0273_8| 0,02949] 0,02433] 0,03073] 0,02540] 0,02949 0,02928
Matlab:| 0,01490] 0,01430] 0,01430] 0,01370] 0,01470] 0,01430[ 0,01400] 0,01450| 0,01440] 0,01400] 0,01460] 0,01440] 0,01430] 0,01420 0,01370
n: 15077 16451 17509| 18367 19051 20177 21751 22147 23143 24683 25873 26339 27901 28219 29209
Maple:[ 0,02960] 0,02524] 0,02716] 0,01400] 0,02932] 0,02880[ 0,03076] 0,02920] 0,02941] 0,02771] 0,02736] 0,03192] 0,03468] 0,03096 0,02764
Matlab:| 0,01490| 0,01440] 0,01380] 0,01400] 0,01420] 0,01480[ 0,01430] 0,01410| 0,01420] 0,01400] 0,01490] 0,01390] 0,01430] 0,01460 0,01370
n: 30241 31357 32783 33581 34381 35677 36563 37049 38197 39979 40361 41521 42437 43753 44777
Maple:| 0,02796] 0,03268] 0,02632] 0,03008] 0,02820| 0,03184| 0,03160| 0,02935] 0,03177[ 0,02852] 0,03048[ 0,02796| 0,03001]| 0,03000 0,03332
Matlab:| 0,01450| 0,01400] 0,01470] 0,01410] 0,01380] 0,01400] 0,01400| 0,01440| 0,01430| 0,01420| 0,01390] 0,01490] 0,01450] 0,01410 0,01480|

Obr. 6.1: Graf rychlosti Fermatovho algoritmu pre prvocisla

Pokial testujeme len ndhodne vygenerované prvocisla, neexistuje Ziadny Fermatov
svedok zloZenosti tychto ¢isel. Kongruencia 6.1 je splnena pre vSetky ndhodne vygenero-
vané a. Pocet ndhodne vygenerovanych ¢isel a udédva hodnota poceta, ktora je nastavena
na ¢islo 100, teda pocet kongruencii 6.1, ktoré algoritmus otestuje je 100. Rychlost Fer-
matovho algoritmu zavisi na ¢isle n a na hodnotach a, ktoré sti ndhodne vygenerované,
pretoZe urcuji, ako velmi zlozitt kongruenciu algoritmus vyhodnocuje. Z grafu 6.1 vy-
plyva, Ze nepatrne rychlejsi na vypocet Fermatovho algoritmu, pokial testujeme prvocislo,
je Matlab.

Pokial testujeme len ndhodne vygenerované zloZené ¢isla, tak urcite musi existovat

nejaky Fermatov svedok zloZenosti. V takomto pripade testujeme kongruenciu 6.1 pre
ndhodne vygenerované a, ktorych maximdlny pocet udédva hodnota poceta = 100, az
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Fermat primality test

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

0,0100

cas [s]
0,0010

® Maple

0,0001 + Matlab

n

n: 740] _ 1994] _ 2186] _ 3354] 4205 5161 6261] _ 7470] _ 8277] _ 9882] 10701] 11305] 12196] 13242] _ 14930|
Maple:| _0,00047| 0,00042] 0,00040] 0,00056| 0,00044| 0,00063| 0,00052| 0,00052| 0,00044] 0,00048| 0,00048| 0,00072| 0,00056| 0,00048[ 0,00055
Matlab:| 0,00066] 0,00063| 0,00053| 0,00059] 0,00056 0,00068| 0,00076] 0,00063| 0,00053| 0,00056] 0,00061] 0,00075| 0,00077| 0,00059] 0,00063]

n:| 15728 | 20225[ 21951] | 24003 25186] 26101 27149| 28298 29661

Maple:|_0,00046] 0, K K K | _0,00048] 0,00052| 0,00047| 0,00052| 0,00052| 0,00048| 0,00060] 0,00044] 0,00048| _0,00055
Matlab:| 0,00059] 0,00051| 0,00062| 0,00060] 0,00058| 0,00072| 0,00059| O, 0,00061| 0,00063| 0,00051|] 0,00061| 0,00069] 0,00058| 0,00063]

n:| 30581 —mﬂ—mT—sm—m | 39753 40503| 41335 42877| 43654|  44286|
Maple:| 0,00052| 0,00058| 0,00052| 0,00056] 0,00052| 0,00056| 0,00056] 0,00040[ 0,00061| 0,00057| 0,00048| 0,00060] 0,00056|] 0,00044| 0,00057|

Matlab:| 0,00062] 0,00065] 0,00058| 0,00067| 0,00072| 0,00069] 0,00065] 0,00067] 0,00073| 0,00058| 0,00052| 0,00075| 0,00080] 0,00053| 0,00065]

Obr. 6.2: Graf rychlosti Fermatovho algoritmu pre zloZené ¢isla

dovtedy, dokial pre nejaké a kongruencia 6.1 nie je splnend. Rychlost algoritmu zavisi
od ¢isla n, od hodnét a a od toho, kol'ko kongruencii algoritmus otestoval predtym, ako
nasiel také a, pre ktoré kongruencia 6.1 nie je splnend. V pripade, Ze také a nendjde (ne-
najde Fermatovho svedka zloZenosti), je pocet otestovanych kongruencii 100. Z grafu 6.2
vyplyva, Ze na vypocet Fermatovho algoritmu, pokial je testované ¢islo zloZené ¢&islo, je
nepatrne rychlejsi Maple.

Ak testujeme ndhodne vygenerované ¢isla (prvocisla aj zloZené ¢isla), rychlost algo-

ritmu zdvisi na pocte kongruencii, ktoré algoritmus otestuje. Pocet otestovanych kongru-
encif zavisi od ¢isla n a od ndhodne vygenerovanych hodnét a. Vid graf 6.3.
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. .
0,1000 Fermat prlmalltv test
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000
° °
° ° ° °oe o®
. .0 * *o *e
0,0100
cas [s]
0,0010
& * « PO/ *
o of * »‘ ’ o 000 800 'Y
S¢S § et 0338 383 Moy 8 33
® Maple
0,0001
¢ Matlab
n
n: 860] 1759 2751 3890 4301 10983 11710 12930 13067 14478
Maple:| 0,00047| 0,02769| 0,00044| 0,00052| 0,00044| 0,000 | , X , 0,00052| 0,00048| 0,00051| 0,00048| 0,00046]
Matlab:| 0,00057| 0,01420] 0,00053| 0,00060] 0,00065| 0,00056| 0,00052| 0,00053| 0,00061| 0,00072| 0,00063| 0,00061] 0,00060| 0,00053 0,00054
n: 15944 16102 17881 25319 26255 27999
Maple:| 0,00048| 0,00052| 0,02824| 0,01410] 0,00052| 0,00051| 0,00048| O, X | 0,00046] 0,00052| 0,00048| 0,00056| 0,00056 0,00054
Matlab:| 0,00061| 0,0005 0,01400 0,01410] 0,00071] 0,00062| 0,00061| 0,00059| 0,01400] 0,00060| 0,00061| 0,00060] 0,00060| 0,00061 0,000
n: 30036 38491 30721 41413 42533]
Maple: K , X 0,02940] 0,00052| 0,02884| O, , 0,00055| 0,00052| 0,00052| 0,02720| 0,02932| 0,00056 0,00056
Matlab:| 0,00064] 0,00062]| 0,01450 0,01480] 0,00059| 0,01420 0,00065] 0,00071 0,00060 0,00062| 0,00061] 0,01460| 0,01480| O, |

Obr. 6.3: Graf rychlosti Fermatovho algoritmu
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7 MILLER-RABINOV TEST PRVOCISELNOSTI

7 Miller-Rabinov test prvociselnosti

7.1 Popis

Z Vety 6.1.4 vyplyva, Ze Fermatov test prvociselnosti funguje dobre vtedy, ked sa snazime
preukézat zloZenost ¢isla, ktoré nie je sticinom navzdjom rdznych prvocisel. Napriklad
pre Carmichaelove &fsla nie je Fermatov test velmi pouZitelny. Nedostatky Fermatovho
testu odstratiuje Miller-Rabinov test prvociselnosti.

Miller-Rabinov test prvociselnosti ¢isla n spociva v troch krokoch:
e Néahodne vyberieme nejaké &islo a tak, Ze 1 < a < n.
e Cislo n — 1 rozlozime na tvar 2¥ - ¢, kde k € N a ¢ je neparne.

o Testujeme, i st splnené kongruencie:

R | (mod n)
R | (mod n)
(7.1)
a*9= -1 (mod n)
a?=-1 (mod n)

Nastant dva zéavery:

- Aspon jedna z kongruencii 7.1 je splnend. V takomto pripade ¢islo n moze, ale

s Ms

nemusi byt prvocislo. Zvolime iné ¢islo a, pre ktoré testujeme kongruencie 7.1
znova.

— Ziadna z kongruencii 7.1 nie je splnend. V takomto pripade &islo n uréite nie je
prvocislo. Cislo a bude Miller-Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla n.

Priklad: Cislo n = 561 je Carmichaelovo &islo. Podla definicie 6.1.2 pre kazdé nestdelite-
I'né &islo a s ¢islom n je kongruencia a®® = 1 (mod 561) splnena. KedZe ged(2,561) = 1,
kongruencia 2°%° = 1 (mod 561) je splnend. Z toho vyplyva, Ze &slo a = 2 nie je Ferma-
tovym svedkom zloZenosti ¢isla n = 561. Cislon — 1 = 560 = 2* - 35 (k = 4, ¢ = 35). Ale
ani jedna z kongruencii 7.1 pre a = 2 nie je splnena:

227135 — 9280 = 1 (mod 561)
92735 — 9140 = 67 (mod 561)
22"7°35 — 970 = 166 (mod 561)
227135 — 935 = 263 (mod 561)

Co ale znamend, e n = 561 nie je prvoéislo. Cislo a = 2 nie je Fermatovym svedkom
zloZenosti, ale Miller-Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla n = 561 je.
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7 MILLER-RABINOV TEST PRVOCISELNOSTI

Lemma 7.1.1 Nech a,n € N, kde n je liché zloZené ¢islo. Ak ¢islo a je Fermatovym
svedokom zloZenosti ¢isla n, potom je tieZ aj Miller-Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla
n.

Dokaz. Ak a je Fermatovym svedkom zloZenosti ¢isla n, potom musi platit:
a"1#1 (mod n),

a" ' —1#0 (mod n).
Po dosadeni n — 1 = 2F - ¢ dostaneme:

2k72

@ 1+ D@4 1) (e + 1)@ — 1) 20 (mod n).

Co znamen4, Ze ani jedna z kongruencii overovanych u Miller-Rabinovho testu nemdoze
platit. Z ¢oho vyplyva, Ze ak je a Fermatovym svedkom zloZenosti, tak je potom aj Miller-
Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla n. [

Pozndmka: Dosledkom Lemmy 7.1.1 je, Ze pouZitim Miller-Rabinovho testu prvocisel-
nosti urcite nestratime informéciu o zloZenosti ¢isla n, ktort by sme obdrzali pri pouZiti
Fermatovho testu prvociselnosti.

Veta 7.1.2 Nech n € N je neparne zlozené ¢islo. Poc¢et Miller-Rabinovych svedkov zloZe-
nosti &isla n v intervale (1, n) je najmenej 2(n — 1).

Dékaz: Vid literattra [2].

Poznamka: Pokial testujeme nepdrne zloZené ¢islo n, tak pravdepodobnost, Ze ndhodne
zvolené a (a € (1,n)) nie je Miller-Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla n, je mensia
ako 1. Cize ak 100—krat nahodne zvolime &islo a, tak pravdepodobnost, Ze ani jedno

zo zvolenych ¢isel nebude Miller-Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla 7, je mensSia ako
11100
(1)

7.2 Algoritmus

Vstupnym parametrom algoritmu je n, ¢o je testované ¢islo na prvocislenost a hodnota
poceta, ktord uddva maximélny pocet nahodne vygenerovanych &isel a. Algoritmus vy-
pocita k a ¢, tak aby n — 1 = 2% . ¢ . Nésledne algoritmus ndhodne vygeneruje nejaké a
z intervalu (2, (n — 1)) a testuje, ¢i st splnené kongruencie 7.1 pre vygenerované a. Ak
nie je splnend Ziadna z uvedenych kongruencii, algoritmus je ukonceny, pretoZe ¢islo n
je urcite zloZené. Pokial je splnend aspori jedna z uvedenych kongruencii, tak algoritmus
vygeneruje iné ¢islo a, pre ktoré testuje kongruencie 7.1 znova. Ak ndjde nejaké a, pre
ktoré nie je splnend Ziadna z kongruencii 7.1, algoritmus je ukonceny, pretoZe nasiel
Miller-Rabinovho svedka zloZenosti, teda ¢islo n je zloZzené. Ak pre vSetky ndhodne vy-
generované ¢isla a (¢isla sa neopakuji, maximalny pocet nahodne vygenerovanych ¢isel
je poceta) je vzdy asponi jedna z kongruencii 7.1 splnend, algoritmus je ukonceny s vy-
sledkom, Ze testované ¢islo n moZe, ale nemusi byt prvocislo.
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7 MILLER-RABINOV TEST PRVOCISELNOSTI

Algoritmus v Maple:

> millerrabin := proc (n, poceta)
> local k, q, a, y, X, j, i;

> local zoznam;

>q:=n—1;

>k:=0;

> while (umocnimodulo(q,1,2)=0) do
> q:= (12)q;

> k= k+1;

> od;

> zoznam := [J;
> i =0

> while (i<poceta) do

> a = generuj(n,zoznam);

> if (umocnimodulo(a,q,n) <> 1) then
> y =1;

> else

> y = 0;

> fi;

> for j from 1 to k do

> if (umocnimodulo(a,(2°(k—j)*q), n) <> (n—1)) then
> X = 1;

> else

> x = 0;

> fi;

> if (y=1)and(x=1)) then

> y =1;

> else

> y = 0;

> fi;

> od;

> if (y =1) then

> print(n ’je._zlozene._cislo’);

> print(a ’je. Miller _Rabinovym._svedkom.zlozenosti_zadaneho.cisla’);
>  return,;

> fi ;

> zoznam := [op(zoznam),a];
> i = i+1;
> do;

> print(n 'moze._ale_nemusi_byt_prvocislo’);
> end;

Vypis 7.1: Miller-Rabinov test prvociselnosti v Maple
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Algoritmus v Matlabe:

function miller_rabin_test (n, poceta)
g=n—1;
k=0;

while (umocnimodulo(q,1,2)==0)
g=0/2;
k=k+1;

end

zoznams=[];
i=0;

while (i <poceta)
a= generuj(n,zoznam);
y= (umocnimodulo(a,q,n)"=1);

for j=1k
x= (umocnimodulo(a,(2°(k—j)*q),n)"=(n—1));
y=(y && x);

end

if (y==1)
fprintf (' Cislo_%i_je_zlozene cislo!_.\n’,n)
fprintf (' Cislo_%i_je_Miller _.Rabinovym.svedkom.zlozenosti_cisla_n=%i.\n’,[a,n])
return
end

zoznam(i+1)=a;
i=i+1;
end

fprintf (' Cislo_%i_-moze,.ale_.nemusi_byt_prvocislo!.\n’,n)
end

Vypis 7.2: Miller-Rabinov test prvociselnosti v Matlabe

Algoritmus bol testovany pre ndhodne vygenerované ¢isla n v intervale (1, 45000) a to
tak, aby v kazdom intervale (1,1000), (1000, 2000), ..., (44000, 45000) bolo vygenerované
jedno &islo. Hodnota poceta bola pri kazdom teste 100. Cas vypoétu pre testované n a
poceta = 100 je aritmetickym priemerom 100—tych nameranych hodnot.

Pravdepodobnost, Ze pri testovani neparneho zloZeného ¢isla ndjdeme svedka zloZe-
nostije 1 — ()10

Pravdepodobnost, Ze ndhodne vygenerované nepérne ¢islo n z intervalu (1,45000) také,
u ktorého pri 100 pokusoch nendjdeme Miller-Rabinovho svedka zloZenosti, je prvoéislo,
modZeme odvodit nasledovne:

Javom P bude, Ze ndhodne vygenerované ¢islo z intervalu (1, 45000) je prvodislo.
45000

~ 7(45000) _ fh45000 — _ 1 .
P(P) = Zizo00- = “13300" = masooo- Vyplyva v Vety 2.4.4.

Javom LP bude, Ze ndhodne generované nepdrne ¢islo z intervalu (1, 45000) je prvocislo.
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7 MILLER-RABINOV TEST PRVOCISELNOSTI

2 T D\ - 2
P(LP) - ln45000’P(LP) =1- In 45000

Javom M bude, Ze ani jedno zo 100 ndhodne zvolenych ¢isel a,a € (2,n — 1) nebude
Miller-Rabinovym svedkom zloZenosti ¢isla n.

P(M|LP) =1,P(M|LP) < (})'%. Vyplyva v Vety 7.1.2.

Ulohou je zistit P(LP|M), vyuZijeme Bayesovu vetu:

2
L fnds000 — 1

_ P(M|LP).P(LP)
P(LP|M) = P(M|LP).P(LP)+P(M|LP).P(LP) = L. 2550
> W >1— 8.(%)100 —1— (%)197 >1-— (%)59.

H(H)100.(1- —255)  1+(%)100 (Ind5000 )

Miller-Rabin primality test

15000 20000 25000 30000 35000

0,10

0 5000 10000 40000 45000

* *® o
0000 & 000 30 4V 0000 P, 00 40T %% ST P 00

® Maple

0.0t + Matlab
n atla

6869
0,04859
0,01460

21751
0,04536
0,01490

[ 14897]
0,07120
0,01560

[ 29209]
0,06201
0,01510

5051
0,04268
0,01450

20177

n: 751
Maple:| 0,04612
Matlab:| 0,01490
n: 15077
Maple:| 0,05716
Matlab:| 0,01520

1741
0,04924
0,01490

16451

2477
0,04680
0,01480

17509

3187
0,03840
0,01490

18367

4583
0,04091
0,01480

19051

7717
0,04859
0,01480

22147

10243
0,03416
0,01460

25873
0,07252
0,01530

11071
0,04588
0,01460

26339

12301
0,04380
0,01560

27901

13763
0,04408
0,01460

28219

8501 9973

0,04944] 0,05789
0,01460] 0,01530

23143 24683
0,04260] 0,04644| 0,04040
0,01520] 0,01450] 0,01520

0,03384
0,01480

0,04909] 0,01510
0,01480[ 0,01510

0,04388
0,01450

0,07036
0,01520

0,05450
0,01510

0,06240
0,01480

0,04764
0,01490

n: 30241

31357

32783 33581

34381

35677

Maple:| 0,07528

0,06408

0,05248| 0,05516

0,05224

0,05930

36563

37049 38197

39979

40361

41521

42437 43753 44777

0,04963

0,06547] 0,06187

0,04424

0,07700

0,07288

0,05588] 0,07251] 0,07112

Matlab:[ 0,01600

0,01490

0,0I550] 0,01500

0,01570

0,01500

0,01490

0,01580] 0,01610

0,01520

0,01590

0,01570

0,01490] 0,01520[ 0,01540

Obr. 7.1: Graf rychlosti Miller-Rabinovho algoritmu pre prvocisla

Ak testujeme len ndhodne vygenerované prvocisla, neexistuje Ziadny Miller-Rabinov
svedok zloZenosti tychto ¢isel. Pocet kongruencii 7.1 pre jednotlivé n zavisi od éisla &,
kde (n — 1) = 2¥ . . Kongruencie 7.1 algoritmus otestuje pre ndhodne vygenerované a
(maximélny pocet ndhodne vygenerovanych a je poceta = 100) a pokial testované n je
prvodislo, tak pre kazdé nahodne vygenerované ¢islo a je aspori jedna z kongruencii 7.1
splnena. To znamend, Ze pocet vSetkych kongruencii, ktoré algoritmus otestuje ak testuje
prvocislo, je 100k. Rychlost Miller-Rabinovho algoritmu zavisi na testovanom ¢isle n a
na ndhodne vygenerovanych hodnotach a. Z grafu 7.1 vidime, Ze rychlejsi na vypocet
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7 MILLER-RABINOV TEST PRVOCISELNOSTI

Miller-Rabinovho algoritmu, pokial je testované ¢islo prvocislo, je Matlab.

Miller-Rabin primality test

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

0,0100

cas [s]

0,0010
* * L )

e $%8 o .:8,. eI

® Maple
n ¢ Matlab

n: 740] 1993 2186 3354] 4205 5161 6261] 7470 8277 9882 10701 11305] 12196, 13247 14930
Maple:| _0,00052| 0,00057| 0,00048| 0,00051| 0,00079| 0,00065[ 0,00079] 0,00079| 0,00081] 0,00060] 0,00069| 0,00075| 0,00052| 0,00064] 0,00057

Matlab:| 0,00067| 0,00073| 0,00066| 0,00071] 0,00067| 0,00072| 0,00070] 0,000 K 0,00071 0:00063 0,00067| 0,00063| 0,00066] 0,00071
n:| 15728 20225 21951 24003| 25186 26101| 27149 28298 29661

0,0001

Maple:|_0,00059| 0,00089]0,00056] 0,00063| 0,00056| 0,00090[ 0,00088| 0,00075] 0,00052] 0,00059| 0,00064| 0,00089| 0,00082| 0,00062| 0,00079
Matlab:| 0,00068| 0,00065| 0,00062| 0,00063| 0,00061| 0,00060] 0,00064| 0,000 K 0,00071| 0,00069| 0,00075 0,00071] 0,00071] 0,00059
n:| 30581 | 35049 36334 | 39753 40503| 41335 42877| 43654|  44286|
Maple:| _0,00093| 0,00085| 0,00079| 0,00057| 0,00086| 0,00070[ 0,00091| 0,00092| 0,00088| 0,00085| 0,00073| 0,00084| 0,00073| 0,00065] 0,00079
Matlab:[ _0,00070] 0,00063| 0,00066] 0,00075| 0,00066| 0,00069] 0,00072| 0,00079] 0,00070] 0,00076] 0,00072| 0,00066| 0,00061 0,000EE'_F,OUUE;I

Obr. 7.2: Graf rychlosti Miller-Rabinovho algoritmu pre zloZené ¢isla

Ak testujeme len ndhodne vygenerované zloZené ¢isla, tak urcite existuje nejaky Miller-
Rabinov svedok zloZenosti. Pocet kongruencif 7.1 je k, (n — 1) = 2¥ . . Kongruencie 7.1
testujeme pre ndhodne vygenerované a (maximalny pocet je poceta = 100) aZ dovtedy,
dokial pre nejaké a Ziadna z uvedenych kongruencii nie je splnena. Rychlost algoritmu
zavisi od ¢isla n, od hodnot a a od toho, kolko kongruencii algoritmus otestoval predtym,
ako nasiel také a, pre ktoré Ziadna z kongruencii 7.1 nie je splnend. V pripade, Ze také a
nendjde (nendjde Miller-Rabinovho svedka zloZenosti), je pocet otestovanych kongruencit
100k. Z grafu 7.2 vyplyva, Ze rychlost Miller-Rabinovho algoritmu, pokial je testované
¢islo zlozené &islo, je priblizne rovnaka pre Matlab aj Maple.

Ak testujeme ndhodne vygenerované ¢isla (prvocisla aj zloZené ¢isla), rychlost algo-

ritmu zdvisi na pocte kongruencii, ktoré algoritmus otestuje. Pocet otestovanych kongru-
encif zavisi od ¢isla n a od ndhodne vygenerovanych hodnét a.Vid graf 7.3.
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o000 Miller-Rabin primality test
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000
0,1000 ° °
(] ° e o o0
[ J
cas [s]
. L 04 . *®e L X3
0,0100
0,0010 ®
NI RS IR LRI
[ J
® Maple
0,0001
¢ Matlab
n
n: 860] 1759 2751 3890 4301 5992 6006 7994 8955 9576 10983 11710 12930 13067 14478
Maple:| 0,00043| 0,04064| 0,00064| 0,00048| 0,00084| 0,00075| 0,00063| 0,00063| 0,00077| 0,00072| 0,00076] 0,00081| 0,00071| 0,00076 0,00083|
Matlab:| 0,00064| 0,01440] 0,00073] 0,00058| 0,00071] 0,00062 0,0omwﬁmm 0,00082| 0,00085| 0,00068 0,00075
n: 15944 16102 17881 18913 19565 20788 21668, 25319 26255 27999 28583
Maple:| 0,00073| 0,00066] 0,06277| 0,01610] 0,00075| 0,00059| 0,00063| 0,00072| 0,05876] 0,00065| 0,00077| 0,00074] 0,00076] 0,00081 0,00079
Matlab:| 0,00069| 0,00057| 0,01530] 0,01610] 0,00076] 0,00066| 0,00051| 0,00065| 0,01460| 0,00066] 0,00075| 0,00064| 0,00066| 0,00071 0,00063|
n: 30036 33601 34004 35129 36070 37802 38491 39673 30721 41413 42533] 43204
Maple:| 0,00069 0,00077] 0,06265| 0,08560] 0,00081] 0,06575[ 0,00073 0,00069| 0,00082| 0,00091] 0,00093| 0,05668| 0,05842| 0,00078 0,00065
Matlab:| 0,00070[ 0,00070] 0,01490[ 0,01620] 0,00077| 0,01540| 0,00058| 0,00063| 0,00074] 0,00072| 0,00069| 0,01520] 0,01490] 0,00076 0,000

Obr. 7.3: Graf rychlosti Miller-Rabinovho algoritmu
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8 AKS deterministicky test prvociselnosti

8.1 Popis

z Xz

Definicia 8.1.1 Nech n € Na a € Z také, Ze gcd(a,n) = 1. Najmensie kladné celé ¢islo r
také, ze a” =1 (mod n) budeme oznacovat ord,(a).

Veta8.1.2 Nechn € Z,n > 1, a € Z a ged(a,n) = 1. n je prvocislo prave vtedy, ked v
okruhu polynémov Z,, plati:

(x+a)"=(z"+a) (modn).

Dokaz. Z binomickej vety plati:

n n—1
(x+a)” :Z<> k"k—m”—l—a”—l—Z(Z)akxn_k (8.1)

e =:Predpokladajme, Ze n je prvocislo. Potom koeficient (}) = W je pre

vietky k,1 < k < n — 1 deliteIny ¢islom n, pretoze n deli Citatela a zaroven nedeli
menovatela. Z ¢oho vyplyva, Ze (}) =0 (mod n). Preto

(x4+a)"= (2" +a") (mod n).

Zvety 4.1.5 vieme, ze a® ! =1 (mod n), o ale znamen4, Ze a" = a (mod n). Z toho

vyplyva, Ze
(x+a)"=(2"4+a) (modn).

e «:Predpokladajme, Ze n nie je prvocislo. UvaZujme prvocislop,p | na s, s > 1 také,
Zep® | n,p*Tt f n.Potomn = p°k, pricom p t k. Taktiez plati, Ze p { (n—1)...(n—p+1).
Ak vieme, Ze gcd(a,n) = 1, potom urdite plati, Ze p 1 a, lebo pokial by platilo, ze
p | a, potom a = cp,c € Z a ged(cp, p°k) # 1. V rovnosti 8.1 koeficient pri "7 je

(n)ap _ nn—1)...(n—p+ 1>ap _ p’k(n—1)...(n—p+ l)ap _
p p! p!

P k(n—1)..(n—p+1)

(»—1)!
Koeficient 8.2 nie je delitelny p*, pretoZe pokial by p® | 2 571’“(”(_1017)‘1‘55”_” 1) 4P, potom

ps—lk(n( 121)$n P+ p — g.p°, q € Z.Po uprave by sme dostali %aﬁ =q.p,

akedzept (n—1)..(n—p+1),ptk,ptapt(p—1), urlite plati, Ze p* nedeli
koeficient 8.2. Koeficient 8.2 nie ]e dehtelny p°, takze nie je delitelny ani n. To ale
znamena, ze

aP (8.2)

(x+a)" # (2" +a) (mod n).
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Veta 8.1.3 Nech n,r € N spliiuji podmienky:

oen>3

e 7 je prvodcislo také, ze r < n

e afn kde2<a<r

e ord,(n) > 4(logy n)?

e (x4+a)"=(2"+a) (mod (2" — 1)) vZ, kdel <a < 2\rlogyn.
Potom n je mocninou prvodisla.

Doékaz: Vid literattira [4].

Poznamka: Pokial plati, ze n # a®, kde a,b > 2 a zdroveri plati, Ze n je mocninou ne-
)
jakého prvocisla, potom n = ¢!, kde cje prvoéislo. To znamen, Ze n je prvocislo.

Definicia 8.1.4 Nech n € N. Pokial existujt ¢&isla a,b € N, a,b > 2 také, Ze n = a®, potom
hovorime, Ze n je vlastnou mocninou.

Lemma 8.1.5 Pre vsetky n > 2,n € N existuje prvocislo r < 20([log, n])° také, ze r | n
alebo r t n a sticasne ord,(n) > 4([logy n])>2.

Dokaz: Vid literatara [4].

AKS test prvociselnosti ¢isla n spociva v krokoch:

e Urc¢ime, ¢i pre dané ¢islo n plati vztah n = a®, kde a,b > 2. Pokial plati, tak n je
zlozené ¢islo.

e Hladdme najmensie prvocislo r, tak, Zze r < n, a t n, kde 2 < a < r(¢o znamens,
Ze Ziadne ¢islo mensie alebo rovné r nedeli n - v takom pripade je n urcite zloZené
&islo) a ord,(n) > 4(logyn)?.

e Pokial také prvocislo neexistuje, tak 7 = n a v tom pripade n je prvoéislo.
e Postupne pre a od 1 do 2[/r|[log, n] testujeme kongruenciu
(x4+a)"=(2"4+a) (mod (z" —1)). (8.3)
V Lo,

- Pokial ndjdeme nejaké a, pre ktoré kongruencia 8.3 neplati, tak n je zloZené
¢islo.

— Pokial kongruencia 8.3 plati pre vsetky a, tak n je prvodislo.
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8.2 Algoritmus

Algoritmus ma vstupny parameter n, ktorého prvociselnost testujeme. Najprv uré¢ime, ¢i
n je vlastnou mocninou nejakého ¢&isla, teda n = a®, a, b > 2. Pokial je vlastnou mocninou
nejakého cisla, tak algoritmus sa ukondi s vysledkom, Ze zadané ¢islo n je zloZené &islo.
Pokial nie je vlastnou mocninou nejakého ¢isla, hladdme ¢islo r v intervale 2 az n — 1
tak, Ze za¢iname od ¢isla » = 2 a skimame, ¢ r | n. Pokial dno, algoritmus je ukonceny
s tym, Ze n je zloZené ¢islo. Ak r { n, skiimame, ¢i r je prvocislo (pouzijeme algoritmus
Eratosthenovho sita). Ak 7 je prvocislo, tak este otestujeme, i plati ord,.(n) > 4([logy n])2.
Ak nerovnost plati, tak sme nasli hladané r a ukon¢ime cyklus. Ak nerovnost neplati
alebo r nie je prvodislo, tak zvysime r o jednicku a skiimame spominané vlastnosti pre
takéto . Cyklus modZeme opakovat aZ kym r < n . Z lemmy 8.1.5 v3ak vyplyva, Ze urcite
existuje r < 20([logy n])° s pozadovanymi vlastnostami. Pri malych testovanych ¢&slach
moZe viak nastat, Ze 20([log, n])? je vdcsie ako n. V pripade, Ze ani pre r = (n — 1)
neplati nerovnost ord,(n) > 4(] log, n[)? alebo  nie je prvoéislo, algoritmus je ukonéeny
s vysledkom, Ze n je prvocislo. Poslednym krokom je testovanie kongruencie 8.3, pre
vietky a,1 < a < 2[/r][log, n]. Pokial existuje nejaké a, pre ktoré nie je kongruencia 8.3
splnend, vysledkom algoritmu bude, Ze n je zloZené ¢islo. Ak je kongruencia 8.3 splnena
pre vsetky a tak vysledkom algoritmu bude, Ze zadané ¢islo n je urcite prvocislo.

Algoritmus v Maple:

>aks:=proc(n) local log2n, j, r, i,a;

>log2n:=floor(evalf(log[2](n)));

> for j from 2 to log2n do

> if (iroot(n,j)"(j)=n) then

> print(n ’je_zlozene._cislo’);

> return;

> fi;

>od;

>ri=2;

>while (r<n) do

if (umocnimodulo(n,1,r)=0) then
print(n ’je_zlozene._cislo’);
return;

fi ;

if (evalb(r in eratosthenovosito(r))) then
i=1;
while (umocnimodulo(n,i,r)<>1) do

i=i+1;
od;
if (i > (4«(ceil(log[2](n)))"2)) then
break;

fi ;

fi;

ri=r+1;

VVVVVVVVVVVVVYV

V
Q
Q

>if (r=n) then
> print(n 'je_prvocislo’);
> return;
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>fi;

>for a from 1 to (2«xceil (sqrt(r))=ceil(log[2](n))) do

> if ((Powmod(x+a,n,x*(r)—1,x) mod n)<>(Powmod(x"(n)+a,1 ,x"(r)—1,x) mod n)) then
> print(n ’je._zlozene.cislo’);

> return;

> fi;

>od;

>print(n ’je_prvocislo’);

>end;

Vypis 8.1: AKS test prvociselnosti v Maple

Algoritmus bol testovany pre ndhodne vygenerované ¢isla n v intervale (1,45000) a to
tak, aby v kazdom intervale (1,1000), (1000, 2000), ..., (44000, 45000) bolo vygenerované
jedno ¢&islo. Cas vypoctu pre testované n je aritmetickym priemerom 100—tych namera-
nych hodnot.

. .
AKS primality test
1000,0000
. .

100,0000 ®

10,0000

1,0000
v 0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000
cCas [s]

0,1000

[ ]
0,0100 s ©
[ ]
° ° c o °®
[ ] o
0,0010 ...' ® o° [ ™Y o © ... o9 '... L 3 ." ® o ' ® ®
0,0001
n ® Maple
n: 921 1828 2708] 5 4321 5634 6789 7488 8139] 9513 1FO§_S| 11616 12127 13726] 14977
Maple:[ 0,00076] 0,00075] 0,00079] 0,00068] 0,00836] 0,00084 0,0092 0,0008] 0,00092] 0,00104] 0,00097| 0,00088] 0,02892] 0,00088 0,00376
n: 15375 16104 17037 18139 19184 20375 21222 22943 23682 24648 25473 26504 27911 28602 29991

Maple:[ 0,00104] 0,00084| 0,00104] 0,00249] 0,00104] 0,00132] 0,00092 78,975 0,0009] 0,00088] 0,00104] 0,00083| 0,00303] 0,00096 0,00104

n: 30768 31304 32008 33615 34507 35129 36240 37595 38784 39069 40711 41758 42209 43893 44890
Maple:| 0,00092] 0,001 0,00088] 0,00108] 0,00156] 239,836 0,00108| 0,00156] 0,00096] 0,00112| 0,00243] 0,000 ,923|_0,00123]__0,00088]

Obr. 8.1: Graf rychlosti AKS algoritmu
Rychlost AKS algoritmu zavisi od testovaného ¢isla n. Pokial je n zloZené ¢islo, tak
zavisi na tom, & n = a®, a,b > 2. Ak 4no, algoritmus je ukonceny. Dalej ¢as vypoctu zavisi

na tom, ¢i pri hladani ¢éisla r (r hfaddme postupne v intervale 2 az n — 1) ndjdeme &islo,
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ktoré deli n. V tom pripade je algoritmus ukonceny. Pri hfadani » doéleZita tlohu ma4 aj
testovanie & plati ord,(n) > 4([logy n])?, ktorého naro¢nost zavisi na n. Ak prejdeme
vsetky r v intervale od 2 do (n — 1) a zistime, Ze Ziadne z nich nie je prvocislo alebo
nespliiuje uvedentd nerovnost, n je urcite prvocislo. Vieme vsak, Ze urcite existuje r, ktoré
je prvocislo a spliiuje nerovnost ord,(n) > 4([logyn])? a plati, ze r < 20([logyn])>. Ak
najdeme r, tak kongruenciu 8.3 testujeme pre a,1 < a < 2[/r][logy n]. Ak pri testovani
nejakého a zistime, Ze kongruencia 8.3 nie je splnen4, tak algoritmus je ukonceny s tym,
Ze testované n je zloZené &islo. Cas vypoctu bude najdlhsi v pripade, ked testujeme kon-
gruenciu pre vietky a,1 < a < 2[/r]|[log, n], ¢ize 2[/r][log, n]— krat a kongruencia je
splnena pre vsetky a. V takom pripade bude n prvocislo. Rychlost AKS algoritmu zavisi
od testovaného ¢isla n. Vid graf 8.1.

AKS-Graf zavislosti hodnoty r na testovanom cisle
100000000

©00 00 00000 00 0000 %0 O ® 0@ oo
10000000 ¢ o ooe *® 9O O WO
'
o
o

1000000

or
® 20.([log_2 n])”5
© 0,0015.([log_2 n])*5

100000

r
10000

..:... .‘;‘

1000 — oo oo—owe > O 00 §0 000 00 co0e "

° .. o 000

..

100
[ J
( J

10 b ® (] 'Y Y

[ ] ®_ 0 00 e_0 b [ [ (] d @ [

000 © o o o ( J e o o0 O o e [ J [ J ( [ ]
1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000
n

921 1828 2708’ 3598 4321 5634 6789 7488 8139 9513 10095] 11616 12127 13726 14977
3 2 2 _2| 29 2 3 2 3 67 2 17
15375 16104 17037 18139 19184 20375 21222 22943 23682 24648 25473 26504 27911 28602 29991
3 2 3 11 2 5 2 907 2 2 3 2 2 3

T3
30768| 31304 32008| 33615 34507| 35129] 36240| 37505 38784 39069| 40711 41758] 42209 43893 44890
7] 7 7 3 TI[ 1039 7] 5 7 3 1T 2[ 1097 3 7|

MEIBIEIRIE

Obr. 8.2: Graf zavislosti hodnoty r na testovanom ¢isle pre AKS algoritmus

V grafe 8.2 je zavislost hodnoty r na testovanom ¢isle. Testované ¢isla st ndhodne
vygenerované z intervalu (1,45000) tak, aby v kazdom intervale
(1,1000), (1000, 2000), ..., (44000, 45000) bolo vygenerované jedno ¢islo. Z grafu vyplyva,
Ze pre kazdé testované ¢islo existuje prvocislo r, ktoré spliiuje nerovnost ord,(n) >
4([logyn])? a zarovert r < 20([logy n])°. Z nameranych hodnot r pre testované ¢isla z
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grafu 8.2 sme zistili, Ze pre kazdé testované ¢islo existuje prvocislo r, ktoré splriuje nerov-
nost ord,(n) > 4([logyn])? a zaroveni r < 0, 0015([logy n])°.
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9 Zaver

Cielom tejto prace bolo popisat a naimplementovat pravdepodobnostné a deterministické
testy prvociselnosti a urcit ich pripadné vyhody resp. nevyhody.

Eratosthenovo sito je algoritmus, ktory vyhlada vsetky prvocisla mensie alebo rovné
ako zadané n. Funguje tak, Ze na zaciatku je zoradeny zoznam ¢isel, prvé ¢islo zo zoznamu
prida do zoznamu prvoéisel a odstréni v pdvodnom zozname jeho nasobky. Casova zlo-
zitost tohoto algoritmu je O(n log(log(n)), ¢o odpovedd nameranym hodnotdm v Matlabe
aj v Maple. Testovanie prebehlo pre n € (1000, 5000000). Algoritmus je pre ¢isla radov
tisicok ruc¢ne nepouzitelny.

Fermatov test prvociselnosti nie je dnes velmi pouZzivany. Nahradil ho Miller-Rabinov
test, ktory odstrénil jeho nedostatky - Miller-Rabinov test funguje dobre aj pre Carmi-
chaelove ¢isla. Miller-Rabinov test je ¢asom aj zloZitostou ndro¢nejsi ako Fermatov test,
pretoZe zatial ¢o Fermatov algoritmus vyhodnocuje jednu kongruenciu, Miller-Rabinov
test ich vyhodnocuje podstatne viac, ¢o zdvisi na testovanom ¢isle.

Nevyhodou Fermatovho a Miller-Rabinovho testu je to, Ze tieto testy st pravdepo-
dobnostné. Princip spociva v hladani svedka zloZenosti testovaného ¢isla, ktorého hlada
medzi ndhodne generovanymi ¢islami. Ak ho nendjde, tak vysledkom je, Ze ¢islo je pr-
vodislo s pravdepodobnostou, ktord zavisi na tom, kolko sme vygenerovali ndhodnych
¢isel a hladali medzi nimi svedka zloZenosti. Vyhodou tychto testov je, Ze ak vhodne
naimplementujeme funkciu, ktora vyhodnocuje kongruencie pre velké ¢isla, algoritmus
je ¢asovo nendroc¢ny.

Vyhodou AKS deterministického testu je, Ze s urc¢itostou nam da vysledok o zloZenosti
testovaného &isla. Casova narocnost tohoto algoritmu, zavisi na testovanom &isle. Algo-
ritmus pozostéva s niekolkych krokov, a od testovaného &isla zavisi, ¢i je po niektorom
kroku preruseny alebo sa dostane az k poslednému kroku, ¢o je testovanie kongruencie
\ /.
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A Prilohy na CD

PriloZené CD obsahuje tieto matlabovské a mapleovské funkcie:

eratosthenovo_sito.m-implementicia Eratosthenovho sita v Matlabe
eratosthenovosito.mw - implementécia Eratosthenovho sita v Maple
fermat_test.m-implementacia Fermatovho testu prvociselnosti v Matlabe
fermat .mw - implementdcia Fermatovho testu prvociselnosti v Maple

miller_rabin_test.m-implementdcia Miller-Rabinovho testu prvociselnosti v
Matlabe

millerrabin.mw - implementdcia Miller-Rabinovho testu prvociselnosti v Maple

aks .mw - implementécia AKS testu prvociselnosti v Maple
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