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bohatými vrcholy

Factorizations of complete graphs
into catepillars with diameter 6 and

three rich vertices

2014 Tom Raiman
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Abstrakt

Ćılem této bakalářské práce je nalézt alespoň jednu nekonečnou, dosud neznámou,
tř́ıdu housenek s pr̊uměrem 6, které faktorizuj́ı kompletńı graf K2n, kde n je liché.
Zaměřili jsme se na housenky s přesně třemi vrcholy stupně alespoň 3. Housenky
na 2n vrcholech, které zkoumáme, obsahuj́ı vrchol stupně n (to je největš́ı stupeň
vrcholu, který ještě umožňuje faktorizaci K2n) a vrchol stupně 3. Součást́ı práce je
citace známých výsledk̊u pro faktorizace kompletńıch graf̊u na housenky s pr̊uměrem
4 a 5, dále citace nutných podmı́nek a postačuj́ıćıch podmı́nek pro faktorizaci kom-
pletńıch graf̊u na kostry a jejich aplikace při charakterizaci vybrané nekonečné tř́ıdy
housenek s pr̊uměrem 6.

Kĺıčová slova: faktorizace, kompletńı graf, kostra, housenka

Abstract

The goal of this bachelor thesis is to find at least one unknown infinite class of
caterpillars with a diameter 6 that factorizes a complete graph of order 2n, where
n is odd. We focus into caterpillars with exactly three vertices of degree at least 3.
The caterpillars, which we investigate, contain a vertex of degree n (it is a maximum
degree of vertex that allows factorization of K2n) and a vertex of degree 3. A part
of the thesis is a citation of known results for factorizations of complete graphs into
caterpillars with diameters 4 and 5. Further included is a citation of necessary con-
ditions and sufficient conditions for factorizations of complete graphs into spanning
trees and their applications for characterization of chosen infinite class of caterpillars
with a diameter 6.

Keywords: factorization, complete graph, spanning tree, caterpillar
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5 Isomorfńı grafyG aH s isomorfismem f(u1) = v1, f(u2) = v2, f(u3) =

v3, f(u4) = v10, f(u5) = v9, f(u6) = v5, f(u7) = v7, f(u8) = v4, f(u9) =
v6, f(u10) = v8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1 Úvod

Faktorizace kompletńıch graf̊u na isomorfńı podgrafy je klasické téma nejen teorie
graf̊u, ale také tzv. teorie design̊u. Toto téma je intenzivně zkoumáno od šedesátých
let minulého stolet́ı, avšak o faktorizaćıch kompletńıch graf̊u se sudým počtem vr-
chol̊u na isomorfńı kostry bylo ještě donedávna známo velmi málo. (Pouze se vědělo,
že kompletńı graf faktorizuj́ı hamiltonovská cesta, dvojhvězda. Dále existovala hy-
potéza, že každá symetrická kostra faktorizuje kompletńı graf.) O nesymetrických
kostrách nebylo známo nic. V letech 2004-2011 se podařilo týmu (Kovář, Kovářová,
Kubesa) kolem prof. Frončka plně charakterizovat kostry s nejvýše čtyřmi nelis-
tovými vrcholy, které faktorizuj́ı či nefaktorizuj́ı kompletńı grafy se sudým počtem
vrchol̊u. Tato práce přirozeně navazuje na předešlé výsledky a zabývá se faktoriza-
cemi kompletńıch graf̊u na některé kostry s pěti nelistovými vrcholy.



4

2 Úvod do graf̊u

Abychom se mohli věnovat faktorizaćım kompletńıch graf̊u na kostry, muśıme nejdř́ıve
připomenout základńı pojmy teorie graf̊u. Většina definic v této kapitole je převzata
ze skript profesora Frončeka [4].

2.1 Graf

2.1. Definice Graf G (také jednoduchý graf nebo obyčejný graf) je uspořádaná
dvojice V,E, kde V je neprázdná množina vrchol̊u a E je množina hran – množina
dvouprvkových podmnožin množiny V .

Množině V grafu G ř́ıkáme vrcholová množina a znač́ıme ji také V (G), chceme-li
zd̊uraznit, že jde o vrcholovou množinu grafu G. Množině E grafu G ř́ıkáme hra-
nová množina a můžeme ji také značit E(G), chceme-li zd̊uraznit, že jde o hranovou
množinu grafu G. Graf G lze označit jako G(V,E), připadně G = (V,E). Grafy lze
zobrazovat takzvanými diagramy. Vrcholy grafu zobrazujeme pomoćı bod̊u v rovině
(většinou prázdnými kolečky) a hrany pomoćı křivek. Každá taková křivka spo-
juje dva body, kterými zobrazujeme vrcholy. Hraně, určené dvěma vrcholy, ř́ıkáme
hrana incidentńı s těmito vrcholy. Vrcholy, které určuj́ı takovou hranu, označujeme
jako koncové vrcholy hrany. Vrcholy, jenž jsou spojeny hranou, nazýváme vrcholy
sousedńı, v opačném př́ıpadě jde o vrcholy nesousedńı či nezávislé.

K označeńı hran použ́ıváme nejčastěji ṕısmena e a f , vrcholy pak obvykle znač́ıme
ṕısmeny u, v, x, y, z, . . .. Hranu e incidentńı s vrcholy u, v lze pak popsat bud’ jako
e = uv nebo jen uv. Ukázku máme na obr. 1

Obr. 1: Př́ıklad grafu



5

Lze se také setkat s obecněǰśımi definicemi graf̊u. U těchto graf̊u jsou povoleny
násobné hrany (mezi dvěma vrcholy je v́ıce než jedna hrana) nebo smyčky (koncové
vrcholy hrany jsou identické). Tomuto typu graf̊u ř́ıkáme multigrafy. Naopak grafy,
ve kterých nejsou smyčky ani násobné hrany, ř́ıkáme jednoduché grafy. V této práci
se budeme zabývat pouze jednoduchými grafy.

2.2 Stupeň vrcholu a stupňová posloupnost

2.2. Definice Stupeň vrcholu v ∈ V (G) je počet hran, se kterými je vrchol v
incidentńı.

Stupeň vrcholu v grafu G znač́ıme deg (v) nebo degG (v). Druhé označeńı použije-
me, pokud chceme určit, ke kterému grafu se vrchol v vztahuje.

Nejmenš́ı stupeň vrcholu grafu G znač́ıme δ(G) a δ(G) = min{deg(v) : v ∈
V (G)}. Nejvěťśı stupeň vrcholu grafu G znač́ıme ∆(G) a δ(G) = max{deg(v) : v ∈
V (G)}. Viz obr. 2.

Obr. 2: Graf G, kde deg(v1) = 2, deg(v2) = 4, deg(v3) = 4, deg(v4) = 6, deg(v5) =
3, deg(v6) = 4, deg(v7) = 5, deg(v8) = 4, δ(G) = 2,∆(G) = 6

2.3. Definice Necht’ V (G) = {v1, v2, . . . , vn} a d1 = deg v1 ≥ d2 = deg v2 ≥ · · · ≥
dn = deg vn. Potom posloupnost (d1, d2, . . . , dn) je stupňová posloupnost grafu G.
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2.3 Základńı ťŕıdy graf̊u

2.4. Definice Graf na n vrcholech, který obsahuje všech

n
2


hran, se nazývá

kompletńı graf a znač́ı se Kn.

2.5. Definice Mějme graf G na n vrcholech, n ≥ 3, a V (G) = {v1, v2, . . . , vn}.
Pokud E(G) = {vivi+1 : i = 1, 2, . . . , n − 1} ∪ {vnv1}, pak se graf G nazývá cyklus
a znač́ıme jej Cn. Č́ıslo n je délka cyklu Cn.

2.6. Definice Mějme graf G na n vrcholech a V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Pokud
E(G) = {vivi+1 : i = 1, 2, . . . , n − 1}, pak se graf G nazývá cesta a znač́ıme ji Pn.
Č́ıslo n je počet vrchol̊u cesty Pn. Počet hran n− 1 cesty Pn je délka cesty.

2.7. Definice Graf, který má vrcholovou množinu rozdělenou na dvě neprázdné
disjunktńı podmnožiny M a N (|M | = m, |N | = n) a který obsahuje všech m · n
hran uv tak, že u ∈ M a v ∈ N , nazýváme kompletńım bipartitńım grafem a znač́ıme
jej Km,n.

Obr. 3: Př́ıklady tř́ıd graf̊u
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2.4 Podgrafy

2.8. Definice GrafH nazveme podgrafem grafuG, jestliže V (H) ⊆ V (G) aE(H) ⊆
E(G).

2.9. Definice Podgraf F grafu G nazveme faktorem G, jestliže V (F ) = V (G).

V př́ıpadě vlastńıho podgrafu H grafu G plat́ı, že V ̸= V ′ nebo E ̸= E ′. Obsahuje-
li podgraf H grafu G všechny hrany z E(G), které jsou incidentńı s vrcholy ve
vrcholvé množině V (H) ⊆ V (G), pak hovoř́ıme o indukovaném podgrafu grafu G.
Ukázky vid́ıme na obr. 4.

Obr. 4: Graf G a jeho: faktor F , podgraf H a indukovaný podgraf I
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2.5 Isomorfismus

2.10. Definice Isomorfismus graf̊u G a H je bijektivńı zobrazeńı f : V (G) →
V (H), pro které plat́ı, že každé dva vrcholy u, v v grafu G jsou sousedńı právě
tehdy, když jsou sousedńı jejich obrazy f(u), f(v) v grafuH. Isomorfńı grafy znač́ıme
G ∼= H.

Z definice je patrné, že hledané zobrazeńı zachovává strukturu grafu G. Odtud,
je-li G ∼= H, pak diagramy mohou vypadat jinak, ale struktura je stejná (viz obr. 5).

Obr. 5: Isomorfńı grafy G a H s isomorfismem f(u1) = v1, f(u2) = v2, f(u3) =
v3, f(u4) = v10, f(u5) = v9, f(u6) = v5, f(u7) = v7, f(u8) = v4, f(u9) = v6, f(u10) =
v8

Jsou-li G ∼= H, pak:

• |V (G)| = |V (H)|.

• |E(G)| = |E(H)|.

• Maj́ı stejné stupňové posloupnosti.

• Obsahuje-li G podgraf N , pak H obsahuje podgraf N ′ isomorfńı s N .

Pozor, výše uvedené podmı́nky jsou pouze nutné. Tzn., neńı-li některá z nich
splněna, pak G ̸∼= H. Jsou-li splněny, nic nás neopravňuje tvrdit, že G a H jsou
isomorfńı.
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Obr. 6: Př́ıklad neisomorfńıch graf̊u G a H (G obsahuje C5 na rozd́ıl od H)

2.6 Sled, tah a cesta

2.11. Definice (v0, vn)–sledem v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn),

kde vi, i = 0, 1, . . . , n jsou vrcholy grafu G a ej, j = 1, 2, . . . , n jsou hrany grafu G,
přičemž každá hrana ej má koncové vrcholy vj−1 a vj.

”
Procháźıme-li graf sledem“, můžeme hrany i vrcholy opakovat. Počátečńım vr-

cholem (v0, vn)–sledu je vrchol v0 a koncovým vrcholem je vrchol vn. Daľśı vrcholy
sledu jsou vnitřńı vrcholy. Sled je uzavřený, pokud v0 = vn, tzn. počátečńı a koncový
vrchol je stejný. Vzhledem ke skutečnosti, že použ́ıváme jednoduché grafy, nemuśıme
uvádět v zápisu sledu hrany. Délkou sledu označ́ıme počet hran nacházej́ıćıch se ve
sledu, včetně započ́ıtáńı jejich opakováńı.

2.12. Definice Tah je sled, ve kterém se žádné hrany neopakuj́ı. Tah s počátečńım
vrcholem v0 a koncovým vrcholem vn nazveme (v0, vn)–tahem.

Tah je tedy zvláštńım př́ıpadem sledu a proto jsou definice počátečńıch, kon-
cových a vntřńıch vrchol̊u analogické. Totéž plat́ı pro definici délky tah, s t́ım
rozd́ılem, že se zde nevyskytuj́ı opakuj́ıćı se hrany. Pokud počátečńı vrchol splývá s
koncovým vrcholem tahu, nazveme takový tah uzavřeným tahem.

2.13. Definice Cesta je sled, ve kterém se neopakuj́ı vrcholy. Cestu s počátečńım
vrcholem v0 a koncovým vrcholem vn nazveme (v0, vn)–cestou.

Cesta je v rámci této definice chápana jako
”
putováńı“ v grafu, dř́ıvě jsme defi-

novali cestu jako graf.
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Všechny definice ilustrujeme na obr. 7. Posloupnost v1, v3, v5, v6, v3, v2, v3, v1, v7
je (v1, v7)–sled (opakuje se hrana v2v3), posloupnost v2, v5, v6, v3, v5, v7, v4, v3, v1 je
(v2v1)–tah (opakuj́ı se vrcholy v5, v3), posloupnost v2, v5, v6, v7, v4, v1, v3 je (v2, v3)–
cestou.

Obr. 7: Ilustrace sledu, tahu a cesty

2.7 Souvislost grafu

2.14. Definice Řekneme, že vrchol v je dosažitelný z vrcholu u, jestliže v grafu
existuje sled z vrcholu u do vrcholu v. Graf nazveme souvislý, jestliže pro každé
dva vrcholy u, v je vrchol v dosažitelný z vrcholu u. V opačném př́ıpadě je graf
nesouvislý.

Vzdálenost vrcholu u od vrcholu urč́ıme jako nejkratš́ı cestu z vrcholu u do vr-
cholu v. Vzdálenost budeme značit jako dist(u, v) nebo distG(u, v). V př́ıpadě, že
jsou u, v nedosažitelné, tak distG(u, v) = ∞.
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2.8 Stromy a kostry

2.15. Definice Strom je acyklický (bez cykl̊u) souvislý graf.

2.16. Věta Strom s n vrcholy má přesně n− 1 hran.

Strom obsahuje nejmenš́ı počet hran na daném počtu vrchol̊u tak, aby byl
graf souvislý. V každém stromu je mezi každou dvojićı vrchol̊u právě jedna cesta.
Odebráńım jakékoliv hrany ve stromu poruš́ıme jeho souvislost (každá hrana je tzv.
most). Stromy nejčastěji označujeme symbolem T z anglického tree. Př́ıklad stromu
je na obr. 8.

Obr. 8: Př́ıklad stromu

2.17. Definice Kostrou souvislého grafu G rozumı́me takový faktor grafu G, který
je stromem.
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3 Dekompozice a faktorizace graf̊u

3.1. Definice Mějme graf H na n vrcholech. Dekompozice grafu H je množina
navzájem hranově disjunktńıch podgraf̊u G1, G2, . . . , Gs grafu H taková, že každá
hrana grafu H je obsažena v právě jednom podgrafu Gr, kde r ∈ {1, 2, . . . , s} (viz
obr. 10). Jestliže je každý podgraf Gr isomorfńı s grafem G, pak se jedná o G–
dekompozici grafu H. Jestliže je G souvislý faktor grafu H, pak G–dekompozici
nazveme G–faktorizaćı (viz obr. 9).

Obr. 9: G–faktorizace kompletńıho grafu K6 housenkou (2, 3, 2)

3.1 Nutné podḿınky dekompozice

Pro G–dekompozici daného grafu H existuje několik zřejmých nutných podmı́nek.
Např́ıklad počet hran |E(G)| muśı dělit počet hran |E(H)|, nebot’ každá hrana grafu
H patř́ı právě do jedné kopie grafu G. Existuje také nutná podmı́nka omezuj́ıćı
nejvyšš́ı stupeň grafu G, ovšem tu uvedeme až v konkrétńı podobě pro faktorizaci
kompletńıch graf̊u na kostry.

3.2. Definice G–dekompozice grafu H s n vrcholy na podgrafy G0, G1, . . . , Gs je
cyklická, pokud existuje uspořádáńı (x0, x1, . . . , xn−1) vrchol̊u v grafu H a pokud
existuje isomorfismus φi : G0 → Gi, pro i = 1, 2 . . . , s, takový, že φi(xj) = xj+i pro
každé j = 0, 1, . . . , n−1, přičemž součty j+i jsou brány modulo n a |E(H)|/|E(G)| =
s+ 1 (viz obr. 10).
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Obr. 10: Cyklická G–dekompozice grafu H, je-li G ∼= C3 a H ∼= K7



14

Z definice cyklické G–dekompozice plyne, že jakmile najdeme vhodné umı́stěńı
pro prvńı kopii grafu G v grafu H, pak ostatńıch s kopíı grafu G źıskáme postup-
nou rotaćı prvńı kopie v grafu H. Rotaćı grafu G s vrcholovou množinou V (G) =
{v0, v1, . . . , vn−1} o jedničku, rozumı́me přemı́stěńı každého jeho vrcholu vi, i ∈
{0, 1, . . . , n − 1}, do vrcholu vi+1, přičemž součty jsou brány modulo n. Je zjevné,
že žádná hrana grafu G nemůže být totožná se svým přemı́stěńım pomoćı rotace.

3.2 Postačuj́ıćı podḿınky dekompozice

Zat́ım nejsou známy žádné zcela obecné postačuj́ıćı podmı́nky pro dekompozici, tzn.
pro graf G rozkládaj́ıćı graf H, a to ani v př́ıpadě, že je graf H kompletńı. Z tohoto
d̊uvodu byly postačuj́ıćı podmı́nky určeny pouze pro některé tř́ıdy graf̊u. Dodejme,
že my se specializujeme pouze na rozklady kompletńıch graf̊u, tedy H ∼= Kn.

V teorii graf̊u problém existence G–dekompozice kompletńıho grafu převád́ıme
na problém existence určitého ohodnoceńı daného grafu G. Pokud chceme vysvětlit
dekompozici kompletńıch graf̊u pomoćı ohodnoceńı, muśıme v kompletńıch gra-
fech zavést následuj́ıćı označeńı. Jednotlivé vrcholy kompletńıho grafu Kn označ́ıme
v0, v1, . . . , vn−1. Délka hrany vivj v kompletńım grafu Kn je menš́ı z č́ısel |j − i|,
n− |j− i| (viz obr. 11). Kompletńı grafy s lichým počtem vrchol̊u maj́ı vždy n hran
délky l, pro l = 1, 2, . . . , n−1

2
. Kompletńı grafy se sudým počtem vrchol̊u maj́ı vždy

n hran délky l, pro l = 1, 2, . . . , n
2
− 1 a přesně n

2
hran délky n

2
. Ohodnoceńı graf̊u

G už́ıvaná k dekompozićım jsou vlastně prostá zobrazeńı vrcholové množiny grafu
G do množiny M po sobě jdoućıch nezáporných celých č́ısel, přičemž z ohodnoceńı
vrchol̊u odvozujeme délky hran dle stanovených pravidel. Mohutnost množiny M je
vždy nejvýše rovna počtu vrchol̊u rozkládaného grafu, tedy grafu H.

Obr. 11: Př́ıklad ohodnoceńı vrchol̊u v K6, K8 a délek hran incidentńıch s vrcholem
v5 a v7
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Nejznáměǰśı taková ohodnoceńı se nazývaj́ı ρ, β a α. Nejprve si nadefinujeme
ρ–ohodnoceńı.

3.3. Definice Mějme graf G s n hranami a nejvýše 2n+1 vrcholy. Necht’ existuje
prosté zobrazeńı ρ : V (G) → {0, 1, . . . , 2n} takové, že množina všech délek hran
grafu G je {1, 2, . . . , n} a délka l hrany ij ∈ E(G) je definována vztahem l(ij) =
min{|i− j|, 2n+ 1− |i− j|}. Potom graf G umožňuje ρ–ohodnoceńı (viz obr. 12).

Obr. 12: ρ–ohodnoceńı v C6

3.4. Věta Necht’ G je graf s n hranami a nejvýše 2n + 1 vrcholy. Potom existuje
cyklická G–dekompozice kompletńıho grafu K2n+1 právě tehdy, když G umožňuje ρ–
ohodnoceńı [11].

Uvědomme si, K2n+1 má n(2n + 1) hran s t́ım, že každou hranu délky l ∈
{1, 2, . . . , n} obsahuje přesně 2n + 1 krát. Budeme-li v něm rotovat graf G s ρ–
ohodnoceńım, který má každou hranu délky l ∈ {1, 2, . . . , n} přesně jedenkrát, pak
pokryjeme každou hranu K2n+1 přesně jednou. Tedy 2n+1 kopíı grafu G vzniklých
rotaćı

”
zp̊usob́ı“ G–dekompozici K2n+1.

Následuj́ıćı β–ohodnoceńı je vlastně jen
”
zpř́ısněné“ ρ–ohodnoceńı.

3.5. Definice Mějme graf G s n hranami a nejvýše n+ 1 vrcholy. Necht’ existuje
prosté zobrazeńı β : V (G) → {0, 1, . . . , n} takové, že množina všech délek hran
grafu G je {1, 2, . . . , n} a délka l hrany ij ∈ E(G) je definována vztahem l(ij) =
|i− j|. Potom graf G umožňuje β–ohodnoceńı. β–ohodnoceńı ř́ıkáme také graciózńı
ohodnoceńı, v angličtině graceful labeling (viz obr. 13).
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Obr. 13: β–ohodnoceńı v C7

3.6. Věta Necht’ G je graf s n hranami a nejvýše n+1 vrcholy. Umožňuje-li graf G
graciózńı ohodnoceńı, pak existuje cyklická G–dekompozice kompletńıho grafu K2n+1

[11].

α–ohodnoceńı je vlastně β–ohodnoceńı s jednou přidanou podmı́nkou.

3.7. Definice Mějme graf G s n hranami a nejvýše n+ 1 vrcholy. Necht’ existuje
prosté zobrazeńı α : V (G) → {0, 1, . . . , n} takové, že množina všech délek hran grafu
G je {1, 2, . . . , n} a délka l hrany ij ∈ E(G) je definována vztahem l(ij) = |i − j|.
Nav́ıc existuje č́ıslo a tak, že pro každou hranu ij, i < j, plat́ı i ≤ a < j, potom graf
G umožňuje α–ohodnoceńı. (viz obr. 14).

Jen bipartitńı graf může mı́t α–ohodnoceńı, nebot’ v jedné partitě muśı být
vrcholy s č́ısly nejvýše a a ve druhé vrcholy s č́ısly, které jsou větš́ı než a (viz
obr. 14). Ale to, že je graf bipartitńı, nezajǐst’uje automaticky existenci α–ohodno-
ceńı. Nejlépe to charakterizuj́ı např́ıklad bipartitńı cykly délky n ≡ 2 (mod 4),
které α–ohodnoceńı nemaj́ı (viz obr. 12).

3.8. Věta Necht’ G je graf s n hranami a nejvýše n+ 1 vrcholy. Umožňuje-li graf
G α–ohodnoceńı, pak existuje G–dekompozice kompletńıho grafu K2kn+1, kde k je
libovolné přirozené č́ıslo [11].
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Obr. 14: α–ohodnoceńı cyklu C8, kde a = 3

Na obr. 15 ukazujeme, jak je možné z C4 s α–ohodnoceńım vytvořit dvě hranově
disjunktńı kopie cyklu C4, které sd́ılej́ı právě jeden vrchol a maj́ı také α–ohodnoceńı.
Nazvěme toto sloučeńı dvou kopíı cykl̊u grafemG. ProtožeGmá α–ohodnoceńı, muśı
existovat cyklická G–dekompozice kompletńıho grafu K2kn+1 pro k = 2, n = 4, tedy
K17. Existuje-li cyklická G–dekompozice K17, pak existuje také C4–dekompozice
K17

∼= K2kn+1 pro k = 2 a n = 4.
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Obr. 15: α–ohodnoceńı pro dvě kopie cyklu C4, sd́ılej́ıćı jeden vrchol
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3.3 Nutné podḿınky faktorizace

Speciálńım př́ıpadem G–dekompozice je G–faktorizace. Nutné podmı́nky G–faktori-
zace jsou tud́ıž př́ısněǰśı než nutné podmı́nkyG–dekompozice. My se budeme zabývat
konkrétně faktorizaćı kompletńıch graf̊u Kn na kostry.

Necht’ T je kostra grafu Kn, potom T je strom na n vrcholech s n − 1 hranami
a 1

2
· n · (n− 1) je počet hran kompletńıho grafu Kn. Vid́ıme, že č́ıslo 1

2
· n · (n− 1)

je dělitelné č́ıslem n− 1 pouze tehdy, když n je sudé. Proto T–faktorizace Kn může
existovat jen, když je n sudé. Dále tedy budeme uvažovat pouze kompletńı grafy
K2n.

Kompletńı graf K2n má n(2n − 1) hran a kostra T2n má 2n − 1 hran. Každá
T2n–faktorizace K2n tud́ıž obsahuje n faktor̊u. Představme si, že by kostra T2n měla
vrchol x stupně vyšš́ıho než n. Pokud vrchol x ztotožńıme s některým z vrchol̊u
v K2n, tak hrany s ńım incidentńı pokryj́ı v́ıce než n hran incidentńıch s x. Dále,
každý vrchol v T2n má stupeň alespoň jedna. Proto každý ze zbývaj́ıćıch n−1 faktor̊u
pokryje alespoň jednu hranu incidentńı s vrcholem x v K2n. Odtud, n faktory by
bylo pokryto v́ıce než 2n−1 hran incidentńıch s vrcholem x. Potom by ovšem musela
být pokryta některá hrana v́ıcekrát, nebot’ vrchol x má v K2n stupeň 2n− 1.

Existuje-li T2n–faktorizaceK2n, pak ∆(T2n) ≤ n. Tato nutná podmı́nka se nazývá
stupňová podmı́nka.

3.4 Postačuj́ıćı podḿınky faktorizace

Postačuj́ıćı podmı́nky faktorizace jsou zat́ım stále relativně neprozkoumané. Kromě
triviálńı faktorizace K2n na hamiltonovské cesty a faktorizace na dvojhvězdy (dvoj-
hvězda vznikne tak, že mezi centrálńı vrcholy dvou hvězdK1,n−1 přidáme hranu) jsou
všechny postačuj́ıćı podmı́nky faktorizaćı na kostry založeny na ohodnoceńı. Mezi
tato ohodnoceńı patř́ı ρ–symetrické ohodnoceńı, smı́̌sené ρ-ohodnoceńı a přeṕınaćı
ohodnoceńı. My se budeme dále zabývat pouze smı́̌seným ρ–ohodnoceńım a přeṕına-
ćım ohodnoceńım, nebot’ ρ–symetrické ohodnoceńı nebudeme potřebovat.

3.9. Definice G–dekompozice grafuH s 2n vrcholy na G0, G1, . . . , Gs je bicyklická,
jestliže existuje uspořádáńı (x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1) vrchol̊u H a isomorfis-
mus φi : G0 → Gi, pro i = 1, 2, . . . , s, takový, že φi(xj) = xj+i a φi(yj) = yj+i pro
každé j = 0, 1, . . . , n− 1, kde součty j + i jsou brány modulo n.

Z definice plyne, že 2n vrchol̊u grafu H muśıme rozdělit do dvou stejně velkých
množin, např. X a Y , kde |X| = |Y | = n, dále muśıme vhodně umı́stit prvńı kopii
G0 a zbývaj́ıćı kopie grafu G źıskáme d́ıky postupnému otáčeńı G0 tak, že vrcholy
z G0, umı́stěné do X, rotujeme v rámci X a vrcholy z G0, umı́stěné do Y , rotujeme
v rámci Y .
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3.5 Faktorizace kompletńıho bipartitńıho grafu

Bipartitńı ρ–ohodnoceńı bylo zavedeno Frončkem pro dekompozici pravidelných
kompletńıch bipartitńıch graf̊u.

3.10. Úmluva Hranu xy, tedy hranu mezi vrcholy x a y, budeme pro př́ıpad
ohodnoceńı vrchol̊u č́ısly λ(x) a λ(y) označovat (λ(x), λ(y)). Toto bude platit dále
vždy.

3.11. Definice Necht’ G je bipartitńı graf s množinou vrchol̊u V (G) = X0 ∪ X1

a n hranami. Dále necht’ je λ prosté zobrazeńı λ : Xi → Si, kde Si je podmnožinou
množiny Vi = {0i, 1i, . . . , (n − 1)i}, pro i = 0, 1. Pak je délka hrany (x0, y1) pro
x0 ∈ V0 a y1 ∈ V1 definována jako l01(x0, y1) = y − x, kde rozd́ıl y − x je brán
modulo n. Jestliže množina všech délek hran je rovna {0, 1, 2, . . . , n− 1}, potom je
λ bipartitńı ρ–ohodnoceńı.

Existence bipartitńıho ρ–ohodnoceńı zaručuje bicyklickou dekompozici komplet-
ńıho grafu Kn,n, jak bylo ukázáno v [3].

3.12. Věta Necht’ má bipartitńı graf G s n hranami bipartitńı ρ–ohodnoceńı. Pak
existuje bicyklická dekompozice kompletńıho grafu Kn,n na n kopíı grafu G.

Tato věta je d̊uležitá pro ostatńı ohodnoceńı, která umožňuj́ı faktorizaci kom-
pletńıch graf̊u na kostry.

3.6 Sḿı̌sené ρ–ohodnoceńı

Smı́̌sené ρ–ohodnoceńı, budeme nazývat krátce jen jako smı́̌sené ohodnoceńı. Bylo
uvedeno Frončkem v [3] jako zobecněńı ρ–symetrického graciózńıho ohodnoceńı [1],
které zde nebudeme definovat.

3.13. Definice Necht’ je graf G s V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅ a |V0| = |V1| = n.
Necht’ je λ prosté zobrazeńı, λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro i = 0, 1. Čistá délka
hrany (xi, yi), kde xi, yi ∈ Vi, kde i ∈ {0, 1}, pro λ(xi) = pi a λ(yi) = qi je definována
jako

lii(xi, yi) = min{|p− q|, n− |p− q|}.
Smı́̌sená délka hrany (x0, y1), kde x0 ∈ V0, y1 ∈ V1, pro λ(x0) = p0 a λ(y1) = q1, je
definována jako

l01(x0, y1) = q − p (mod n),

kde p, q ∈ {0, 1, . . . , n− 1} jsou ohodnoceńı vrchol̊u bez index̊u. Hrany (xi, yi), kde
i = 0, 1, s čistou délkou lii jsou čisté ii–hrany a hrany (x0, y1) se smı́̌senou délkou
l01 jsou smı́̌sené hrany.

3.14. Definice Necht’ G je graf se 4n + 1 hranami, V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅,
a |V0| = |V1| = 2n + 1. Necht’ λ je prosté zobrazeńı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro
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i = 0, 1 a nakonec necht’ délky hran jsou poč́ıtány dle Def. 3.13. Pak řekneme, že G
má smı́̌sené ρ–ohodnoceńı, pokud:

1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1

2. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n}.

Má-li mı́t kostra T smı́̌sené ohodnoceńı, pak muśı mı́t 4n + 2 vrchol̊u. Smı́̌sené
ohodnoceńı tedy nelze použ́ıt v př́ıpadě, že má kostra 4n vrchol̊u. Množina vrchol̊u
kostry T , která má smı́̌sené ohodnoceńı, je rozdělena na dvě stejně velké množiny
V0, V1 a celý graf G se pak skládá ze tř́ı podgraf̊u, a to H0, H1 a H01, s t́ım, že H0 je
indukovaný na V0 (obsahuje n hran), H1 je indukovaný na V1 (obsahuje n hran), H01

je bipartitńı graf s partitami X0 ⊆ V0 a X1 ⊆ V1. Dále H0 sd́ıĺı jediný vrchol s H01,
taktéž H1 s H01. H0 a H1 splňuj́ı podmı́nky ρ–ohodnoceńı, H01 splňuje podmı́nky
bipartitńıho ρ–ohodnoceńı. Z toho lze tedy vyvodit (dokázáno v [3]) následuj́ıćı.
Pokud si představ́ıme, že K4n+2 je rozdělen na dvě kopie K2n+1, mezi kterými jsou
hrany K2n+1,2n+1, pak hrany H0 při bicyklické faktorizaci pokryj́ı hrany jedné ko-
pie K2n+1, hrany H1 pokryj́ı hrany druhé kopie K2n+1 a hrany H01 pokryj́ı hrany
K2n+1,2n+1 (viz obr. 16, obr. 17).

Obr. 16: Strom T se smı́̌seným ohodnoceńım

3.15. Věta Necht’ je G graf s 4n + 1 hranami, který má smı́̌sené ρ–ohodnoceńı.
Potom existuje bicyklická dekompozice kompletńıho grafu K4n+2 na 2n + 1 kopíı
grafu G.
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Obr. 17: Bicyklická T–faktorizace K10

3.7 Přeṕınaćı ohodnoceńı

V dizertačńı práci Kovářové bylo uvedeno přeṕınaćı ohodnoceńı, které, na rozd́ıl od
smı́̌seného ohodnoceńı zaručuje faktorizaci kompletńıch graf̊u i řádu 0 modulo 4.
Důkaz v [9].

3.16. Věta Graf G s 4n − 1 hranami má přeṕınaćı smı́̌sené ohodnoceńı, jestlǐze
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:
Množina vrchol̊u V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅, |V0| = |V1| = 2n. Necht’ je λ prosté
zobrazeńı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n − 1)i}, pro i = 0, 1 (délky hran jsou definovany
stejně jako v Definici 3.13), potom:

1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1,

2. existuje isomorfismus ϕ takový, že G je isomorfńı s G′, kde V (G′) = V (G)
a E(G′) = (E(G)\{(k0, (k+n)0), (l1, (l+n)1)})∪{(k0, (l+n)1), ((k+n)0, l1)},

3. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n − 1} \ {l01(k0, (l + n)1), l01((k +
n)0, l1)}.
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3.17. Věta Necht’ G je graf na 4n vrcholech s 4n − 1 hranami, maj́ıćı přeṕınaćı
smı́̌sené ohodnoceńı. Potom existuje G–dekompozice kompletńıho grafu K4n na 2n
isomorfńıch kopíı G.

Ukažme si např́ıklad přeṕınaćı ohodnoceńı housenky (2, 4, 2, 2) s pr̊uměrem 5,
kde ve třet́ım a čtvrtém faktoru budou p̊uvodńı hrany (00, 20) a (01, 21) s čistou
délkou 2 nahrazeny hranami (00, 21) a (20, 01) se smı́̌senou délkou 2 (viz obr. 18
a 19).

Obr. 18: Přeṕınaćı ohodnoceńı housenky (2, 4, 2, 2)

Obr. 19: Bicyklická faktorizace K8 na housenky (2, 4, 2, 2)
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4 Housenky s pr̊uměrem 6 a ťremi vrcholy stupně ale-
spoň 3

Již padesát let upoutává pozornost matematik̊u problém dekompozice kompletńıho
grafu. Tento výzkum byl inspirován známou Ringelovou hypotézou z roku 1963,
která ř́ıká, že každý strom s m hranami rozkládá kompletńı graf K2m+1. Kotzig
poté stanovil ještě př́ısněǰśı hypotézu, a to takovou, že každý strom má graciózńı
ohodnoceńı. Tato hypotéza neńı dosud ani potvrzena ani vyvrácena.

V [8] je uveden skoro úplný a kvalitńı přehled výsledk̊u ohledně graciózńıch a ρ–
ohodnoceńı. V roce 1997 byly uvedeny Eldergillem [1] v jeho diplomové práci nutné
a postačuj́ıćı podmı́nky pro faktorizaci K2n na symetrické kostry. Eldergill zavedl
symetrické graciózńı ohodnoceńı, ρ–symetrické graciózńı ohodnoceńı a klasifikoval
všechny stromy řádu 10 (rozhodl o všech stromech řádu 10, zda faktorizuj́ı či nefak-
torizuj́ı K10).

Daľśı krok učinil Fronček ([2], [3]), který zavedl smı́̌sené ρ–ohodnoceńı. Dı́ky této
metodě našel širš́ı tř́ıdu stromů na 4n+2 vrcholech, které faktorizuj́ıK4n+2. Přeṕınaćı
ohodnoceńı, které je postačuj́ıćı pro faktorizaci stromů na 4n vrcholech, bylo uvedeno
v [7]. ρ–symetrické graciózńı ohodnoceńı i přeṕınaćı ohodnoceńı vyžaduj́ı silný au-
tomorfismus faktorizuj́ıćıho grafu, což značně omezuje jejich použit́ı. Fronček dále
nalezl pro každý pr̊uměr 3 ≤ d ≤ 2n − 1 kostru, která faktorizuje K4n+2. Byly
také klasifikovány všechny housenky diametru 4 a 5, které musely být rozděleny do
mnoha podtř́ıd. Klasifikace všech stromů s nejméně čtyřmi nelistovými vrcholy byla
provedena v práćıch [6], [10] a [5]. Klasifikace housenek diametru 3, 4, 5 je kompletńı.

Housenka H je takový strom, kdy po odstraněńı list̊u dostaneme cestu délky
alespoň jedna (V některé literatuře je připuštěna i cesta délky nula, tedy hvězda je
chápána jako housenka). Tuto cestu nazýváme páteř housenky. Má-li páteř housenky
délku 4, pak hovoř́ıme o housence s pr̊uměrem 6. Označme vrcholy páteře housenky
s diameterem 6 zleva doprava takto: A, a, C, b, B.

Necht’ deg(A) = d1, deg(a) = d2, deg(C) = d3, deg(b) = d4, deg(B) = d5 (di ≥ 2
pro každé i = 1, 2, 3, 4, 5), pak pomoćı uspořádané pětice (d1, d2, d3, d4, d5) můžeme
jednoznačně popsat každou housenku s pr̊uměrem 6. Samozřejmě, že d1 + d2 + d3 +
d4 + d5 + |V (H)| − 5 = 2(|V (H)| − 1), odtud |V (H)| = d1 + d2 + d3 + d4 + d5 − 3.

Zápis [d1, d2, d3, d4, d5], kde di ≥ 2 pro každé i = 1, 2, 3, 4, 5 a d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ d4 ≥
d5, znamená, že máme na mysli množinu všech vzájemně neisomorfńıch housenek
s pr̊uměrem 6, jejichž vrcholy páteře maj́ı stupně d1, d2, d3, d4, d5. Je zřejmé, že
housenky s pr̊uměrem 6 na 2n vrcholech existuj́ı až pro n ≥ 4.

Housence s pr̊uměrem 6, která obsahuje právě tři vrcholy stupně alespoň 3,
budeme ř́ıkat 3–housenka. Protože se budeme zabývat faktorizacemi kompletńıch
graf̊u na 3–housenky, muśı mı́t 3–housenky sudý počet vrchol̊u. Tud́ıž mı́sto 3–
housenky řádu 2n budeme dále stručněji ř́ıkat pouze 3–housenky. Housenky, které
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maj́ı právě tři vrcholy stupně alespoň 3 vyžaduj́ı n ≥ 5.
My se budeme zabývat 3–housenkami typu (n, n − 4, 3, 2, 2), (2, n, n − 4, 3, 2)

a (2, 2, n, n− 4, 3) a ty vyžaduj́ı n ≥ 7.

4.1. Úmluva Ve všech obrázćıch je levá množina vrchol̊u množina V0, přičemž
vrcholy jsou označeny po řadě 00, 10, . . . , (2k)0, a pravá množina je množina V1,
s vrcholy označenými po řadě 01, 11, . . . , (2k)1.

4.2. Úmluva Všechny následuj́ıćı d̊ukazy jsou konstruktivńı. Pokud uvád́ıme ros-
toućı posloupnost ohodnoceńı vrchol̊u, kde pro jisté konkrétńı k je prvńı člen po-
sloupnosti větš́ı než posledńı, pak takovou posloupnost pro dané k považujeme za
prázdnou. Pokud uvád́ıme klesaj́ıćı posloupnost ohodnoceńı vrchol̊u, kde pro jisté
konkrétńı k je prvńı člen posloupnosti menš́ı než posledńı, pak takovou posloupnost
pro dané k považujeme za prázdnou.
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4.3. Věta 3–housenka (n, n − 4, 3, 2, 2) umožňuje smı́̌sené ohodnoceńı pro každé
liché n ≥ 7.

D̊ukaz Necht’ n = 2k+1, k ≥ 3. Důkaz rozděĺıme do dvou př́ıpad̊u. Nejprve budeme
uvažovat k = 3, potom k ≥ 4.

• Necht’ k = 3. Potom 3–housenka H (7, 3, 3, 2, 2) obsahuje čisté 00–hrany
(00, 10), (00, 40), (00, 50) délek 1, 3, 2, smı́̌sené hrany (00, 01), (00, 11), (00, 21),
(00, 41), (20, 01), (30, 61), (60, 51) délek 0, 1, 2, 4, 5, 3, 6 a cestu (01, 61, 31, 51) s čis-
tými 11–hranami délek 1, 3, 2.

Obr. 20: Konstrukce pro k = 3

• Necht’ k ≥ 4. Potom 3−housenka H (2k+1, 2k− 3, 3, 2, 2) obsahuje čisté 00−
hrany (00, x0), kde x = 2k− 2, 2k− 3, . . . , k+2, k+1 délek 3, 4, 5, . . . , k− 1, k,
dále obsahuje hrany (00, 20) a (00, (2k)0) délek 2 a 1.
H obsahuje smı́̌sené hrany (00, y1) pro y = 0, 1, 2, . . . , k− 1, k délek 0, 1, 2, . . . ,
k−1, k. DáleH obsahuje smı́̌sené hrany (01, z0) pro z = 3, 4, 5, . . . , k−1, k délek
2k−2, 2k−3, 2k−4, . . . , k+2, k+1 a smı́̌sené hrany (01, 10) a ((2k−3)1, (2k−1)0)
délek 2k a 2k − 1.
3−housenkaH obsahuje cestu (01, (2k−3)1, (2k)1, (2k−2)1, (2k−1)1) s čistými
11−hranami délek 4, 3, 2, 1. Nakonec H obsahuje čisté hrany (01, w1), kde w =
2k − 4, 2k − 5, 2k − 6, . . . , k + 2, k + 1 délek 5, 6, 7, . . . , k − 1, k.
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Obr. 21: Konstrukce pro k = 4

Obr. 22: Konstrukce pro k = 7

Snadno ověř́ıme, že popsané hrany jsou skutečně hrany 3−housenky H (2k+1, 2k−
3, 3, 2, 2) (vrchol 00 má stupeň 2k + 1, 01 má stupeň 2k − 3, vrchol (2k − 3)1 má
stupeň 3 a vrcholy (2k)1, (2k − 2)1 jsou zbylé vrcholy páteře). Tud́ıž H má smı́̌sené
ohodnoceńı pro každé k ≥ 3.

�
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4.4. Věta 3–housenka (2, n, n − 4, 3, 2) umožňuje smı́̌sené ohodnoceńı pro každé
liché n ≥ 7.

D̊ukaz Necht’ n = 2k + 1, k ≥ 3. Potom 3–housenka H (2, 2k + 1, 2k − 3, 3, 2)
obsahuje čisté 00–hrany 00, x0), kde x = 2k− 1, 2k− 2, 2k− 3, . . . , k+2, k+1 délek
2, 3, 4, . . . , k − 1, k a hranu (00, 10) délky 1.
H obsahuje čisté 11–hrany (01, y1), kde y = 2k−3, 2k−4, 2k−5, . . . , k+2, k+1 délek
3, 4, 5, . . . , k − 1, k. Dále H obsahuje cestu (01, (2k − 2)1, (2k)1, (2k − 1)1) s čistými
11–hranami délek 1, 2.
Dále H obsahuje cestu (00, 11, 20) se smı́̌senými hranami délek 1, 2k. Dále H ob-
sahuje smı́̌senou hranu(00, 01) délky 0. Poté H obsahuje smı́̌sené hrany (00, z1),
kde z = 2, 3, 4, . . . , k − 1, k. Dále H obsahuje smı́̌sené hrany (01, w0) pro w =
3, 4, 5, . . . , k − 1, k délek 2k − 2, 2k − 3, 2k − 4, . . . , k + 2, k + 1. Nakonec H ob-
sahuje hranu ((2k)0, (2k − 2)1) délky 2k − 1.

Obr. 23: Konstrukce pro k = 3
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Obr. 24: Konstrukce pro k = 6

Snadno ověř́ıme, že popsané hrany jsou skutečně hrany 3–housenkyH (2, 2k+1, 2k−
3, 3, 2) (vrchol 00 má stupeň 2k + 1, vrchol 01 má stupeň 2k − 3, vrchol (2k − 2)1
má stupeň 3 a vrcholy 11, (2k)1 jsou zbylé vrcholy páteře). Tud́ıž H má smı́̌sené
ohodnoceńı pro každé k ≥ 3.

�
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4.5. Věta 3–housenka (2, 2, n, n − 4, 3) umožňuje smı́̌sené ohodnoceńı pro každé
liché n ≥ 7.

D̊ukaz Necht’ n = 2k+1, k ≥ 3. Důkaz rozděĺıme do pěti př́ıpad̊u. Nejprve budeme
uvažovat k = 3, k = 4, k = 5 a nakonec k ≥ 6 pro k = 2q a k = 2q+1 (k je sudé a k
je liché).

• Necht’ k = 3. Potom 3–housenka H (2, 2, 7, 3, 3) obsahuje čisté 00–hrany
(00, 40), (00, 50), (00, 60) délek 3, 2, 1, smı́̌sené hrany (00, 01), (00, 31), (00, 41),
(00, 61), (01, 20), (21, 10), (51, 30) délek 0, 3, 4, 6, 5, 1, 2 a čisté 11–hrany (01, 51),
(51, 11), (31, 21) délek 2, 3, 1.

Obr. 25: Konstrukce pro k = 3

• Necht’ k = 4. Potom 3–housenka H (2, 2, 9, 5, 3) obsahuje čisté 00–hrany
(00, 10), (00, 20), (00, 50), (00, 60) délek 1, 2, 4, 3, smı́̌sené hrany (00, 01), (00, 11),
(00, 21), (00, 31), (00, 41), (01, 40), (01, 30), (51, 70), (71, 80) délek 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 a čisté 11–hrany (11, 51), (01, 61), (01, 71), (71, 81) délek 4, 3, 2, 1.



31

Obr. 26: Konstrukce pro k = 4

• Necht’ k = 5. Potom 3–housenka H (2, 2, 11, 7, 3) obsahuje čisté 00–hrany
(00, 10), (00, 20), (00, 60), (00, 70), (00, 80) délek 1, 2, 5, 4, 3, smı́̌sené hrany (00, 01),
(00, 11), (00, 21), (00, 31), (00, 41), (00, 51), (01, 50), (01, 40), (01, 30), (71, 90),
(91, 100) délek 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 a čisté 11–hrany (01, 61), (01, 81), (01, 91),
(31, 71), (91, 101) délek 5, 3, 2, 4, 1.
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Obr. 27: Konstrukce pro k = 5

• Necht’ k ≥ 6 a k = 2q (k je sudé). Potom 3–housenka H (2, 2, 2k+1, 2k− 3, 3)
obsahuje čisté 00−hrany (00, x0), kde x = k+1, k+2, k+3, . . . , 3q−1, 3q, 3q+
2, 3q+3, . . . , 2k−2, 2k−1 délek k, k−1, k−2, . . . , q+2, q+1, q−1, q−2, . . . , 3, 2,
dále obsahuje hrany (00, 10), (00, q0) délek 1, q.
H obsahuje cestu (01, (2k−1)1, (2k)1) s hranami délek 2, 1 a hranu (11, (k+1)1)
délky k a hrany (01, y1), kde y = k + 2, k + 3, k + 4, . . . , 2k − 3, 2k − 2 délek
k − 1, k − 2, k − 3, . . . , 4, 3.
Dále H obsahuje smı́̌sené hrany (00, z1), kde z = 0, 1, 2, . . . , k − 1, k délek
0, 1, 2, . . . , k− 1, k, dále obsahuje (01, w0), kde w = 2, 3, 4, . . . , q − 2, q− 1, q +
1, q+2, . . . , k−1, k délek 2k−1, 2k−2, 2k−3, . . . , 3q+3, 3q+2, 3q, 3q−1, . . . , k+
2, k+1. Nakonec obsahuje hrany ((2k− 1)1, (2k)0), ((2q+1)1, (3q+1)0) délek
2k, 3q + 1.
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Obr. 28: Konstrukce pro k = 6
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Obr. 29: Konstrukce pro k = 8
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• Necht’ je k ≥ 7 a k = 2q+1 (k je liché). Potom 3–housenka H (2, 2, 2k+1, 2k−
3, 3) obsahuje čisté hrany 00, x0, kde x = k+1, k+2, k+3, . . . , 3q+1, 3q+2, 3q+
4, 3q+5, . . . , 2k−2, 2k−1 délek k, k−1, k−2, . . . , q+2, q+1, q−1, q−2, . . . , 3, 2,
dále obsahuje hrany (00, 10), (00, q0) délek 1, q.
H obsahuje cestu (01, (2k−1)1, (2k)1) s hranami délek 2, 1 a hranu (31, (k+2)1)
délky k− 1 a hrany (01, y1), kde y = k+1, k+3, k+4, . . . , 2k− 3, 2k− 2 délek
k, k − 2, k − 3, . . . , 4, 3.
Dále H obsahuje smı́̌sené hrany (00, z1), kde z = 0, 1, 2, . . . , k − 1, k délek
0, 1, 2, . . . , k− 1, k, dále obsahuje (01, w0), kde w = 2, 3, 4, . . . , q − 2, q− 1, q +
1, q+2, . . . , k− 1, k délek 2k− 1, 2k− 2, 2k− 3, . . . , 3q+5, 3q+4, 3q+2, 3q+
1, . . . , k+2, k+1. Nakonec obsahuje hrany ((2q+3)1, (3q+3)0), ((2k−1)1, (2k)0)
délek 3q + 3, 2k.

Obr. 30: Konstrukce pro k = 7
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Obr. 31: Konstrukce pro k = 9
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Snadno ověř́ıme, že popsané hrany jsou skutečně hrany 3–housenky H (2, 2, 2k +
1, 2k−3, 3) (vrchol 00 má stupeň 2k+1, vrchol 01 má stupeň 2k−3, vrchol (2k−1)1
má stupeň 3, vrcholy 11 a (k + 1)1 jsou zbylé vrcholy pro k = 2q sudé a vrcholy
31, (2k + 2)1 jsou zbylé vrcholy páteře pro k = 2q + 1 liché). Tud́ıž má H smı́̌sené
ohodnoceńı pro každé k ≥ 3.

�

4.6. Věta Každá 3–housenka (n, n− 4, 3, 2, 2), (2, n, n− 4, 3, 2) a (2, 2, n, n− 4, 3)
faktorizuje kompletńı graf K2n pro každé liché n, n ≥ 7.

D̊ukaz Př́ımo vyplývá z Vět 4.3, 4.4 a 4.5 a Věty 3.15

�
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5 Závěr

V kapitole 4 jsme dokázali, že plat́ı:

5.1. Věta Každá 3–housenka (n, n− 4, 3, 2, 2), (2, n, n− 4, 3, 2) a (2, 2, n, n− 4, 3)
faktorizuje kompletńı graf K2n pro každé liché n, n ≥ 7.

Ćılem této práce bylo nalézt alespoň jednu nekonečnou tř́ıdu 3–housenek, které
faktorizuj́ı kompletńı grafK2n. Ćıl byl splněn, máme tři nekonečné tř́ıdy 3–housenek,
které faktorizuj́ı K2n.

Nemůžeme se však zbavit dojmu, že výsledek práce je podstatně užš́ı, než jsme
se p̊uvodně domńıvali. Tato menš́ı obecnost výsledku je zapř́ıčiněna t́ım, že p̊uvodńı
d̊ukazy byly výrazně rozsáhleǰśı a složitěǰśı, k jejich zjednodušeńı došlo až několik
týdn̊u před odevzdáńım práce.

Všimneme si, že všechny zkoumané 3–housenky maj́ı vrchol stupně n a 3, dále
graf indukovaný na vrcholech stupně alespoň 3 je cesta délky 2.

Přirozeným pokračováńım této práce proto bude:

• výzkum 3–housenek s vrcholy stupně n a 3, kde podgraf indukovaný na vrcho-
lech stupně alespoň 3 je cesta délky 2 ovšem s permutovanými vrcholy tak, že
vzniknou 3–housenky neisomorfńı s housenkami uvedenými v této práci.

• výzkum 3–housenek s vrcholy stupně n a 3, kde podgraf indukovaný na vrcho-
lech stupně alespoň 3 neńı cesta délky 2.

• výzkum 3–housenek s vrcholem stupně n a daľśımi dvěma vrcholy stupně ale-
spoň 4.

• výzkum 3–housenek bez vrcholu stupně n.

T́ım by byl završen výzkum všech 3–housenek [r, s, t, 2, 2], kde n ≥ r ≥ s ≥ t ≥ 3,
pro n liché. V podstatě totožný výzkum by se týkal také 3–housenek řádu 2n pro n
sudé.

Předběžným ćılem, mé budoućı diplomové práce by měla být úplná charakteri-
zace 3–housenek s vrcholy stupně n a 3, tedy housenky typu [n, n− 4, 3, 2, 2] pro n
liché.
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