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Abstrakt

Bakalarska prace popisuje teorii obsluhovych systémi a zaméiuje se na jejich
modelovani v programu GNU Octave s balickem Queueing Package. V Ceském jazyce zatim
neni k dispozici zddny manual pro tento balicek, a tak je prace urCena pro zdkladni praci s
balickem s popsanim jednotlivych podporovanych funkci. Prace by méla slouzit jako navod pro
zacateCniky a ukazat jim, jak postupovat pii volani funkci v Queueing Package. Do prace je
zahrnuto i né€kolik pfikladd k danym obsluhovym systémiim a Markovovym fetézcim. Pro
vyzkouSeni zdkladnich typd obsluhovych systémii je v praci vytvoieno zadani laboratorniho
cviceni i s odpovidajicim feSenim.

Kli¢ova slova

Obsluhovy systém, Markovovy fetézce, Octave, Queueing, Kendallova klasifikace,
matice pravdépodobnosti prechodu, matice intenzit, rezim fronty, Erlang, Engset, birth-death
proces.



Abstract

Bachelor thesis describes the theories of queueing systems, focusing on their modeling
in the GNU Octave program with the Queueing Package. In the Czech language, yet there is no
instruction manual for this package, so the work is designed for the elementary work with the
package including a description of particular supported functions. The work should be used as a
guide for beginners and show them how to proceed when calling functions in Queueing
Package. The thesis also includes some examples of given queueing systems and Markov
chains. For testing the basic types of service systems the thesis also includes a laboratory
exercise with an adequate solution.

Key words

Queueing system, Markov chains, Octave, Queueing, Kendall's notation, transition
matrix, infinitesimal generator matrix, queueing discipline, Erlang, Engset, birth-death process.
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Uvod

Uvod

Bakalarské prace je rozdélena na teoretickou a praktickou cast. Kazda cast obsahuje
n¢kolik kapitol k dané problematice, které popisuji zakladni popisy, pojmy a principy tykajici se
obsluhovych systémt a jejich modelovani v open-source programu GNU Octave. Obecny popis
teorie obsluhovych systémi je uveden ve druhé kapitole této prace. V bakalaiské praci se
zminuji o rozdéleni obsluhovych systému, jejich klasifikaci, o provoznim zatizeni a jeho
parametrech a popisuji jednotlivé casti obsluhového systému. Teoretickou cast zakoncuji
popisem Markovovych fetézct s popisem zakladnich typa OS.

V praktické Casti jsem se vénoval popisu programu GNU Octave, instalaci toho programu a jeho
rozsitujiciho balicku Queueing Package pod operacnim systémem Linux. Uvedl jsem zakladni
konvenci ptikazii v tomto programu s popisem jednotlivych funkci. Nasleduje kapitola vénujici
se popisu jednotlivych obsluhovych systémd, jejich vstupnich a vystupnich parametrt a také
modelovani téchto systémil. Modelovani Markovovych fetézcii je dalsi kapitola zahrnujici popis
jednotlivych funkei, které je mozné v programu GNU Octave provést. Posledni kapitolou mé
prace je navrh laboratorniho cviceni pro odborny piredmét.
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1 Obsluhovy systém

Obsluhovym systémem (dale jen OS) rozumime topologické uspotradani jedné nebo
n¢kolika obsluhovych linek, které zpracovavaji pozadavky a dale definuji, jak budou tyto
pozadavky obsluhovany. OS vétSinou umoziuje ¢ekani na vytizeni pozadavka viz Obr. 1.2, ale
existuji 1 systémy bez moznosti ¢ekani viz Obr. 1.1. Mezi piiklady obsluhovych systému
mizeme z béZzného zivota napriklad uvést ¢ekani ve fronté na listek na vlak a ve fronté¢ v
1ékarné nebo pii volani operatora. U OS bez moznosti ¢ekani dochazi pfi obsazenosti vSech
obsluhovych linek ke ztraté. Kazdy obsluhovy systém se sklada z nekolika faktori:

N obsluhovych linek, které vytizuji pozadavky ptichazejici z S zdroj (vstupni tok)
R mist uréenych k ¢ekani pro vyfizeni pozadavkl

Poladaviky

IZI Ztracené poiadavky
Obsluhové linky

_I\ Vystupni
El Vstupni tok
tok _L/

Obrazek 1.1:  OS bez mozZnosti cekani na obsluhu

Pofadavky

Ztracené poladaviy
Obsluhowé linky

III Wstupni
tok
ﬁ;

Vystupni

sprava 05 tok

8 \

Obrazek 1.2:  OS s moznosti cekani na obsluhu
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Zdroje, které generuji pozadavky poslané do OS, vytvaii vstupni tok. Pfi vstupu
pozadavku do systému je piijat spravcem OS, ktery urcuje, zdali bude pozadavek zpracovan ¢i
nebude. Pii pfijmuti se pozadavek bud zacne vyfizovat, nebo v piipadé obsazenosti
obsluhovych linek je fazen do fronty. Po vyfizeni obsluhovou linkou je pozadavek ukoncen a
vytvaii dalsi ¢ast OS, vystupni tok.

1.1  Vstupni tok

Definuje zdroj, ze kterého pozadavky ptichazeji a charakter pozadavkd. Muzeme
rozdélit prichozi pozadavky podle okamzikli pfichodi do OS na ndhodné (tzv. stochastické)
nebo konstantni. Kazdy vstupni tok mizeme charakterizovat rozdélenim dob mezi ptichody:

Rekurentni tok - posloupnost nezavislych prichodu, které maji stejné rozdéleni
pravdépodobnosti
Regenerativni tok - posloupnost ndhodnych nezavislych ptichoda
Ordinarni tok - ve velmi kratkém casovém intervalu se pravdépodobnost
ptrichodu dvou pozadavki blizi nule
Stacionarni tok - pocet prichodl zavisi na zvolené dob¢ ¢asového intervalu

Modely OS systéml se od sebe 1iSi i vstupem ndhodného pfichodu pozadavki
(vstupniho toku). Nej€astéji se v praxi pouZzivaji dva typy oznacované jako PCT1 a PCT2 (pure
chance traffic).

PCT1 ptedpoklada, ze vstupni pozadavky ptichazeji z velkého poctu zdroji pozadavki.
Vsechny tyto zdroje pak vytvaii své pozadavky jen zfidka, takze témer neovliviiuje celkovy
pocet pozadavkl. PCT2 naopak pocita s konecnym poctem zdrojti, a tudiZ i s nezanedbatelnym
vlivem jednoho zdroje na celkovy vstupni tok[2].

1.1.1 Poissonovsky tok

Nejpouzivanéjsi model vstupniho toku. PouZivany tehdy, kdyz mnozina vstupnich
pozadavku (zdroji) pochdzi z mnoziny vzajemné nezavislych uzivateld. Poissondv tok musi
splitovat tii pozadavky:

1. Pocet ptichodt je zavisly na délce sledovaného intervalu.

2. Ve velmi kratkém casovém intervalu nenastanou dva pozadavky.

3. Posloupnost nahodnych prichodt je nezavisla.

Z toho vyplyva, Ze Poissonovsky tok je regenerativni, rekurentni a ordinarni.

Muzeme urcit, jaka je pravdépodobnost vzniku k volani za Cas t, podle rovnice 1.1:

12
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P() = G2 oot (1)

1.2 Rezim fronty

Rezim fronty uplatnime v pfipadé, ze v okamziku uvolnéni obsluhové linky ceka ve
fronté¢ vice nez jeden pozadavek. Kazdy pozadavek, co se tyCe potadi zpracovani, je pak dale
zpracovan podle typu fronty. Nejpouzivangjsi rezimy jsou:

e FIFO (First In First Out) - pozadavek, ktery pfijde do OS jako prvni, je také
jako prvni obslouzen viz Obr. 1.3. Nékdy se pouziva termin fadny nebo
pfirozeny rezim.

e SIRO (nadhodny rezim) - Nahodné vybrani pozadavku z fronty. V praxi se
nepouziva.

e LIFO (Last In First Out) - pozadavek, ktery ptijde do OS jako posledni, je
obslouZen jako prvni viz Obr. 1.3. Nékdy téZ nazyvan jako inversni rezim[4].

e PRI - podle priorit (po uvolnéni kandlu obsluhy je vybiran pozadavek s nejvyssi
prioritou.

FIFO

ﬁ...

Lizobnik

@
@
@
T

LIFQ
L X X X X

Obrazek 1.3:  Fronta FIFO a LIFO

1.3 Vystupni tok

Je charakterizovan ukoncenim obsluhy pozadavkd, které jsou vytfizeny v obsluhové
lince. Vystupni tok je vyznamny hlavné¢ v pfipadech, kdy tvoifi vstupni tok do dalsiho
obsluhového systému][5].
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2 Provozni zatizeni

Zakladni kvantitativni parametr vSech OS. Udava obsazenost vSech obsluhovych linek
za urCitou dobu T. Zdrojem zatiZzeni je obecné vstupni pozadavek (Clovek, data, telefon).
Muzeme ho urcit vzhledem k jedné obsluhové lince nebo ke skupiné linek.

Jednotkou byl ustanoven erlang [erl]. Kazda obsluhova linka je schopna maximalné
zpracovat intenzitu 1 erl, a to v pfipadé, Ze je trvale obsazenid po dobu jedné hodiny[2].
Provozni zatizeni miZzeme urcit podle rovnice 2.1:

_ Zigti
Y = == 2.1)

kde:

n je pocet obsluhovych linek,
t; je doba obsazeni linky,
T udava pozorovaci dobu.

Provozni zatizeni se obvykle zjiStuje pozorovanim nebo meéfenim. V pribéhu dne
existuji dve Spicky provozu viz Obr. 2.1:

e Dopoledni
e QOdpoledni

- AN A
250 / \\\ /, \\
s J =\

Pocet pozadavku

100

/
50 ‘//
7 N

0
O O O O O O O O O O OO O O O O o o o o o o o o
Q222 Q22220900000 Q Q0 Q Q90 Q0 Q9
O "1 N N < 1D O N0 OO0 d N N T 1D O N0 OO N M
™ v o NN NN
Denni doba

Obrazek 2.1:  Provozni spicky
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Jako hlavni parametr provozniho zatizeni definujeme hlavni provozni hodinu (HPH),
ktera udava Ctyfi po sobé€ jdouci 15 minutové intervaly s nejvysSim provoznim zatizenim. HPH
zahrnuje zhruba 15% z celkového zatiZzeni v prib&hu jednoho dne. DalS§imi parametry pro
provozni zatiZeni jsou:

e AHT (Average Hold Time) urcuje primérnou dobu ¢ekani ve frontée.

e CPS (Call per Second) udava pocet volani za sekundu.

e BHCC (Busy Hour Call Completions) udava hodinu béhem které je sestaveno nejvice
volani.

e BHCA (Busy Hour Call Attempts) udava hodinu s nejvétSim poétem volani.

e BHT (Busy Hour Traffic) je hlavni provozni hodina HPH.

Provozni zatizeni muzeme rozdélit na:
ObslouZené - intenzita prenaSeného zatizeni

_ Xt
60min

[erlang] 2.2)

Nabizené - udava zatizeni nabizené ustfedné ke zpracovani

A= % [erlang] (2.3)

Nezpracované
R=A-Y (2.4)

Nabizené zatizeni miizeme vypocitat i z nasledujici rovnice 2.5:
A=s-c(0)-t(0)k (2.5

s je pocet ucastniku,

¢(0) je denni pocet volani ucastnika,

t(0)  je stiedni doba obsazeni obsluhové linky pfi jednom volani,
k je koncentrace.

U obsluhovych systémli bez moznosti zatazeni pozadavkll do front, miZzeme
urCit ztraty Z podle rovnice 2.6:

z=% (2.6)

c, je pocet ztracenych pozadavkd,
C. je pocet vSech pozadavku[2].
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3 Kendallova klasifikace

Popisuje zékonitosti vzniku a prichodu pozadavku do OS, dale jak jsou pozadavky
zpracovany v piipad€ obsazenosti obsluhovych linek pomoci front a udava pocet obsluhovych
linek. Kazdy systém je tfidén podle ti kritérii[1]:

1. podle typu ndhodného procesu, ktery popisuje vstupni tok do OS.
2. podle zakona rozlozeni délky obsluhy.
3. podle mnozstvi obsluhovych linek, které zpracovavaji pozadavky.

Kazdy systém je zapsan ve tvaru 4/B/n podle zkracené verze nebo ve tvaru A/B/N/Y/S/X
dle rozsitené verze Kendallovy klasifikace.

Vyznam jednotlivych symboli:

A typ vstupniho toku pozadavka do systému, kazdy vstupni tok nese dalsi
jednotlivé oznaceni:

Poissonovsky proces (exponencialni rozlozeni mezi ptichody)
Deterministické rozlozeni

Erlangovo rozlozeni

Hyper-exponencialni rozlozeni

OTX=oz

Jakékoliv rozlozeni

.. zékon rozlozeni délky trvani obsluhy pozadavku

.. udava mnozstvi obsluhovych linek, které zpracovavaji pozadavky
.. nejvyssi mozny pocet pozadavkl vstupujicich do systému

.. poCet zdrojii pozadavkd, neuvadi se, pokud je nekonecny

® o<z oW

.. udava, v jakém rezimu fronta zpracovava ptijaté pozadavky

16



4 Modely OS

4.1 Erlangiv model

Model, ktery ptedpoklada vstupni tok PCT1 s koneénym poctem vedeni (napf.
M/M/N/0). Tento model je nejvice vyuZzivan v teorii i v pocetni Casti telegrafnich a telefonnich
siti a je téz oznacovan jako Erlanglv ztrdtovy model.

Pro intenzitu vstupniho toku plati: /1]- _Aproj =20 1 2 3,.., N apro intenzitu
obsluhy: u;_ j p.
Pro popis zakladnich vztah mezi parametry se vyuziva takzvany Erlangiv ztratovy

vzorec nebo Erlangiv prvni vzorec (vztah) oznacovany Ey(A) nebo Eq n(A)[2] viz rovnice
4.2.

Py = Eyn(A) = = (CRY)
i=071

Rovnice uvadi, s jakou pravdépodobnosti bude pocet kanalii N obsazenych. V pfipade,
7ze zndme nabizené zatizeni A a N udavd pocet obsluhovych kanali, miizeme spocitat

pravdépodobnost blokace neboli pravdépodobnost, Ze nasledujici prichazejici pozadavek
nebude obslouzen a dojde ke ztraté pozadavku[1].

Pro urceni pravdépodobnosti ¢ekani pozadavku ve fronté slouzi Erlangliv ¢ekaci vzorec
nebo také Erlangliv druhy vzorec viz rovnice 4.2, ktery se obecné oznacuje E, y(A4)[2].

AN N

P(W >0) = E;y(A) = % (4.2)

k=071 T NI N-2

4.2  Engsetiv model

Model, ktery pfedpoklada kone¢ny pocet zdroji a vstupni tok PCT 2[1]. Pocet zdroji je
vSak mnohonasobné vétsi nez pocet vedeni (M(n)/M/M/0). Engsetiv model se pouziva pro
pobockoveé usttedny PBX[2].

Pro urceni pravdépodobnosti poctu soucasné obsazenych linek se pouzivd Engestova
rovnice 4.3:

P, = ()" . (4.3)
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5 Markovovy retézce

5.1 Diskrétni Markovovy Fetézce

Necht’ Xy, Xy X, je posloupnost nahodnych proménnych definovanych nad mnoZzinou
diskrétnich stavii 1,2,.... Posloupnost Xy, X; X, je stochasticky proces s diskrétnim Casem
0,1,2.... Markoviv fetézec je stochasticky proces {X,,,n = 0,1,2, ...}, ktery spliiuje nasledujici
Markovovu vlastnost:

P(Xn+1 = Xpy1| Xn = x5, X1 = x5-1, X0 = xO) = P(Xn+1 = Xpy1| X = xn)a

coz v podstaté znamena, ze pravdépodobnost toho, Ze systém je v konkrétnim stavu v ¢ase n+1,
zavisi pouze na tom, v jakém stavu byl systém v Case n.

Vyvoj Markovova fetézce s koneénou mnozinou stavi {7, 2,...,N} miZe byt popsan
stochastickou matici P(n) = [P;;(n)], coz znamena P;;(n) = P(X,41 = j | X;, = i). Pokud je
Markovovilv fetézec homogenni (matice pfechodu P (n) je Casov€ nezavisla), mizeme psat
P = [P;;].kde P,; = P(X,41 =j | X, = i) pro vechnan=0,1,...[9].

Matice piechodu P musi spliovat nasledujici dvé vlastnosti:
1) P;;j = 0 pro vechna i, j

2) j-vzl P;; =1 pro vSechna i.

5.2 Spojité Markovovy retézce

Stochasticky proces {X(t), t = 0} je Markoviiv fetézec se spojitym Casem tehdy, kdyz
pro vSechna Cisla n a pro n&jaké sekvence ty,ty,...,t,, th41, tak Ze to <ty <t, <tpi1 »
mame:

P(X(tn+1) = Xnt1 | X&) = 2, X(tn—1) = X1, -, X (o) = xp)
= P(X(tn+1) = Xp1 | X(tn) = xn)

Markovuv fetézec se spojitym ¢asem je definovan v zavislosti na matici intenzitQ =
[Qi;], kde pro kazdé i # j, Q;; je hodnota pfechodu ze stavu i do stavu j. Matice Q musi

splnovat podminku, ze pro vSechna i plati: Zjl-vzl Q;; = 0[8].
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Pravdépodobnost prechodu mezi dvéma stavy e;a e; oznaCime pj. UrCime, s jakou
pravdépodobnosti se systém po dvou dalSich krocich nachazi ve stavu e;. Pfi prvnim kroku
piejde systém ze stavu e; do nového stavu e . Pravdépodobnost tohoto prechodu oznacme py, .
V dalSim kroku piejde systém z ey do e;, pon€vadZ pravdeépodobnost tohoto piechodu neni nijak

ovlivnéna pfedchozimi kroky. Pravdépodobnost druhého prechodu ozname py; .

Pro pravdépodobnost pj;tak podle pravidla o s¢itani pravdépodobnosti (rovnice 5.1) plati[7]:

bij = 2k Dik Dkj (5.1
Obecngéjsi vzorec pro vétsi pocet prechodt po n krocich (rovnice 5.2):

-1
i = Zips Vpy (52)
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6 Program GNU Octave

wewe

pod projektem GNU podobny komeré¢nimu programu Matlab. GNU projekt byl vytvoten v roce
1983 za tcelem vytvoreni svobodného operacniho systému. Octave byl uréen pro matematické
vypocty, ackoliv dnes existuje fada grafickych nadstaveb. Program lze v modifikovanych
verzich nalézt na riznych platformach (Unix, MS Windows, Mac OS)[3].

6.1 OctaveQueueingPackage

Doplnujici balicek Queueing, diive znamy jako qnetworsk, je kolekce funkci napsanych
v GNU Octave pro analyzu obsluhovych systémi a Markovovych fetézct. Konkrétné bali¢ek
Queueing obsahuje funkce pro analyzu Jacksonovych siti, otevienych, uzavienych nebo
smiSenych BCMP siti a vypocet mezi vykonu. Pro vypocty byly pouzity nasledujici algoritmy:

e Piesné a pfiblizné analyzy stiedni hodnoty pro uzaviené sit¢;
e Analyza stfedni hodnoty pro smisené sité;
e Analyza stfedni hodnoty pro siteé s blokovanim;

o Asymptotické meze, symetricky systém mezi a geometrické meze;

Queueing poskytuje funkce pro analyzu nasledujicich typt systémi hromadné obsluhy:

o M/M/1

e M/M/m

o M/M/w

o M/M/1/k (1obsluhova linka, kone¢ny pocet pozadavki)

o M/M/m/k (vice obsluhovych linek, konecny pocet pozadavki)
e Asymetricky M/M/1

e M/G/1

o M/H/13

Pro analyzu Markovovych fetézct jsou k dispozici funkce:

o Birth-Death procesy

e Primérna doba absorpce

o Stiedni doba prvniho piechodu
e Ocekavana doba pobytu
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6.2 Instalace OctaveQueueingPackage

Pokud pouzivate soucasnou verzi Programu GNU Octave, miZete nainstalovat
QueucingPackage ptimo z ptikazového fadku programu Octave:

pkg install - forge queueing

Vyse uvedeny piikaz automaticky stdhne a nainstaluje nejnovéjsi verzi balicku
Queuecing z OctaveForge do vaseho pocitaCe. Pfi problémech s opravnénim pro zapis do
instalacni slozky, pouZijte ptikaz local, ktery nainstaluje balicek do domovské slozky:

pkg install -forge —-local gueueing

Oveéite si, zda byl balicek nainstalovan pomoci ptikazu:

pkg list queueing

Od verze 1.1.1 se balicek automaticky nenacita pti spusténi Octave. Aby byl k dispozici
k pouziti, pouzijte nasledujici ptikaz:

pkg load queueing

6.3 Konvence piikazi

Vétsina prikazi v balicku Queueing ma spolecné pojmenovani funkci. Nazvy funkei se
skladaji z ne€kolika ¢asti, prvni z nich je prefix, ktery oznacuje tfidu problému funkénich adres:

ctme- funkce pro Markovovy fetézce se spojitym Casem
dtmc- funkce pro Markovovy fetézce s diskrétnim Casem

gs- funkce pro analyzu obecnych systémi hromadné obsluhy
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gn- funkce pro analyzu siti hromadné obsluhy

Funkce, které se zabyvaji Markovovymi fetézci, zacinaji prefixem bud’ ctme nebo dtmec.
Prefix je volitelné nasledovan dal§im fetézcem, ktery urcuje, co funkce dela:

bd Birth-Death proces

mtta Stiedni doba do absorpce

fpt Doba prvniho ptechodu

exps Ptedpokladana doba pobytu
taexps Primérna o¢ekavana doba pobytu

Naptiklad funkce ctmcbd vraci pravdépodobnost matice piechodu pro spojité Birth-
Death procesy, zatimco dtmcbd vraci pravdépodobnost matice prechodu pro diskrétni Birth-
Death procesy. Funkce zac¢inajici prefixem gs popisuji systémy hromadné obsluhy, nasledujici
sufix popisuje typ systému, napiiklad gsmm1 pro M/M/1 systém.

Funkce, jejichz ndzev zacind na gn-, jsou spojeny se sitémi obsluhovych systémti. Znak,
ktery nasleduje, udava, zda je sit’ oteviena ("0") nebo uzaviena ("c") a zda se jedna o jednu tiidu
klienta nebo o vice tfid. Retézec mix oznacuje, ze funkce podporuje smisené sité.

-0s- Oteviené sit€ s jednou tfidou zakazniki
-om- Oteviené sité s vice tiidami zakaznikd
-cs- Uzaviené sité s jednou tiidou zakaznikt
-cm- Uzaviené sit¢ s vice ttidami zakaznik
-mix- SmiSené sité

Posledni ¢ast nazvu funkce oznacuje algoritmy implementované funkce:

-aba Analyza asymptotickych mezi

-gb Geometrické meze

-cb Slozené meze

-mva Algoritmus analyzy sttedni hodnoty
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-cmva Podminéna analyza stfedni hodnoty
-mvaap Ptibliznd analyza stfedni hodnoty

-conv Konvolu¢ni algoritmus

Muzete pouzit vSechny funkce pouhym vyvolanim jejich jména s pfisluSnymi
parametry, bali¢ek Queueing by mél sdim zobrazovat chybna hldSeni v ptipad€ chybéjicich nebo
Spatn€ zadanych parametri. K dispozici je rozsahla dokumentace pro kazdou funkci a lze ji
zobrazit pomoci ptikazu help. Naptiklad ptikaz:

help gncsmvablo

vypiSe dokumentaci pro funkci gncsmvablo. Dalsi informace lze nalézt v piirucce balicku
Queueing[8].
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7 Modelovani OS s jednou stanici

7.1 M/M/1 systém

M/M/1 systém je slozen z jednoho serveru pfipojeného k neomezenému poctu FIFO
front. Jednd se o exponencidlni rozdéleni mezi pfichody pozadavkil (Poissonv proces) s
intenzitou ptichodd Zadosti A. Doba obsluhy je exponencialni s primérnou intenzitou obsluhy .
Systém je stabilni, pokud A < p.

[ U, R, Q, X, p0] = gsmml (lambda, mu)

Vypocita vyuziti systému, Cas straveny v systému, prumérny pocet pozadavkd,
propustnost a pravdépodobnost, Ze v systému nejsou zadné pozadavky pro M/M/1 systém.

VSTUPNi PARAMETRY:
e lambda intenzita pozadavka (lambda > 0).
° mu intenzita obsluhy (mu > lambda).
VYSTUPNi PARAMETRY:
e U VyuZiti systému
e R Cas straveny v systému
e O Pramérmy pocet pozadavki v systému
o X Propustnost systému, je-li systém ergodicky (mu > lambda), vzdy se
X =lambda
o p0 Ustalena pravdépodobnost, Ze v systému nejsou zadné pozadavky

lambda a mu mohou byt také vektory o stejné velikosti. V tomto piipadé pak budou

vysledkem téz vektory[3].
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Ptiklad M/M/1:

Mame zadany M/M/1 systém s intenzitou pfichodd A= 0,3 pozadavkd / minutu a
intenzitou obsluhy p = 0,4 pozadavkili / minutu.

Urc¢ime vyuziti systému U, cas, ktery stravi pozadavek v systému R, primérny pocet
pozadavki v systému Q a pravdépodobnost, Ze v systému nejsou zadné pozadavky p0.

—}\—0'3—75(V

w04 7
R=u_—x=10mmut
I = 3 pozadavk
Q_H—l_ pozZadavky

A
p(0)=1—E=25%

Ukazka v Octave viz Obr. 7.1:

Terminal Octave

>>> lambda = 0.3;
>>> mu = 0.4;
>>> [U, R, 0, X, pO0] = gsmml ( lambda , mu )

U= 0.75000
R = 10.0000
0 = 3.0000
X = 0.30000
p0 = 0.25000

>>>

Command line>>

Obrazek 7.1:  Modelovani M/M/1 systéemu
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Muizeme urcit, jak Cas straveny v systému R roste s prichodem pozadavki s intenzitou
obsluhyp = 0,4 viz Obr. 7.2.

Terminal Octave

=== mu = .47
dTambda = Iinspace(e.1,0.39,560);
R = zeros(size(lambday)),

Ffor i=i1:length{lambda)

f'mc R{{A) JT=qgsmmil( Llambda{i), mu) ;
endfor

plot | lambda, R) ;

=

Command line>> [ ]

Obrazek 7.2:  Kod pro vykresleni zavislosti R na intenzité prichodii
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Zavislost ¢asu straveného v systému na intenzité ptichodd Obr. 7.3:

Cas straveny v
systému [t]
100

T T T T Li

80 .

g0 b -

40 -

o0 b -

e

n Il i 'l A i

0.1 0,15 0,2 0,25 0.3 0.35 0.4 .
Intenzita pfichodu
[poZadavek's]

Obrazek 7.3:

Zavislost ¢asu straveného v systému na intenzité prichodi
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7.2 M/M/m systém

M/M/m systém je podobny M/M/1 systému kromé toho, Ze jsou zde identické servery
m > 1 ptipojené ke sdilené FIFO front¢. To znamena, Ze vétSina pozadavkll mlize byt piijata ve

stejny cas.

[U, R, Q, X, p0, pm] gsmmm (lambda, mu)

[U, R, Q, X, p0, pm] gsmmm (lambda, mu, m)

Vypocita vyuziti systému, Cas strdveny v systému, primérny pocet pozadavkl a
propustnost pro M/M/m systém, kde je m obsluhovych linek pfipojenych ke sdilené FIFO
front¢.

VSTUPNi PARAMETRY:

e lambda intenzita prichodt (lambda > 0).

° mu intenzita obsluhy (mu > lambda).

e m pocet serverti (m > 1). Pokud je parametr vynechan, automaticky m=1.
VYSTUPNi PARAMETRY:

o U Vyuziti systému

e R Cas straveny v systému

e O Primérny pocet pozadavkl v systému

o X Propustnost systému, je-li systém ergodicky (mu > lambda), vzdy se

x = lambda.
e pl Ustalena pravdépodobnost, Ze v systému nejsou zadné pozadavky
o pm Ustalena pravdépodobnost, Ze pfichazejici zadost musi ¢ekat ve fronté.

lambda, mu a m mohou byt vektory stejné velikosti, vysledkem jsou opét vektory[3].
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7.3  Aplikace Erlang-B

Vypoéte hodnotu Erlang-B vzorceEg (A, m) urcujici pravdépodobnost, ze otevieny
systétm s m identickymi servery, intenzitou piichodu ./, intenzitou obsluhy x a nabizenym
zatizenim A=A/ u ma vSechny servery obsazené. Ep (A, m) miizeme urcit podle rovnice 7.1:

-1

AT Ak
Eg(Am) == (Zro) (7.1)

B = erlangb (A, m)
VSTUPNi PARAMETRY:

e 4 Nabizené zatizeni, definované jako 4 = A4 / u, kde A je intenzita

prichodil a x je intenzita obsluhy kazdého serveru (A > 0).

e m Pocet identickych serverti (m > 1). Standardné m =1
VYSTUPNi PARAMETRY:

e B Hodnota Ez (A, m)

A nebo m mohou byt vektory, v tom pripadé¢ jsou vysledkem znovu vektory[3].

Priklad:

Mame zadano nabizené zatizeni A = 5, 6, 7, ..., 20. Systém pracuje s jednou
obsluhovou linkou. Ur¢ime pravdépodobnost blokace pozadavku pro kazdé nabizené zatizeni a
sestrojime graf zavislosti pravdépodobnosti blokace na nabizeném zatizeni.
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Obrazek 7.4:

7.4  Aplikace Erlang-C

Vypocte pravdépodobnost ¢ekani E;(A,m) pro otevieny systém s m identickymi

servery, nekonecnou frontou, intenzitou pfichodu ., intenzitou obsluhy u a nabizenym

A/ u. Ec(A,m) je definovano jako:

zatizenim A4

(7.2)

Am o1
)
M 1—p

&

0

m—1 Ak

A™ 1
—mn(zk

Ec(A, m)

A/m= A/ (mu).

kde je p

erlangc (A, m)

C =

VSTUPNi PARAMETRY:

Au, kde 4 je intenzita prichodu a p je

A:

Nabizené zatiZeni, definované jako

A

zdého serveru (0 < A <m).

t identickych serverti (m > 1). Standardné¢ m = 1.

itenzitou obsluhy ka

Po

ée

m
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VYSTUPNI PARAMETRY:

o C Hodnota E; (A, m)

A nebo m mohou byt vektory, v tom ptipadé vysledek budou zase vektory[3].

7.5 Aplikace Engsetova vzorce

Vypocita Engsetovu pravdépodobnost blokovani Pgz(4,m,n) pro systém s koneénym
poctem n uzivatell, m identickymi servery, zddnou frontou, intenzitou obsluhy p, intenzitou
ptichodii A a nabizenym zatizenim 4 = A/ u. Pg (4, m, n) je definovano pro n > m a miZzeme ho
vypocitat podle rovnice 7.3:

Pg(A,mn) = ) (7.3)
T Tty

Pg je rovno 0, kdyz m > n.
B = engset (A, m, n)
VSTUPNi PARAMETRY:

o 4 Nabizené zatizeni, definované jako A = A / u, kde A je stfedni intenzita ptichodi

a u stfedni intenzitou obsluhy kazdého individualniho serveru (A > 0).

e m Pocet identickych serverd (m > 1). Standardné¢ m = 1.

e =n Pocet pozadavki (n > 1). Standardné n = 1.
VYSTUPNi PARAMETRY:

e B Hodnota Pz (A, m,n)

A, m nebo n mohou byt vektory, v tom piipadé vysledkem budou zase vektory.
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7.6  M/M/inf systém

M/M/ewo systém je podobny M/M/m systému kromé toho, ze zde je nekonecné mnoho
identickych obsluhovych linek (to znamena, ze m = o). Kazdy novy pozadavek je pridélen jiné
obsluhové lince, takze nikdo nemiZze dojit k fronté. M/M/o je vzdycky stabilni.

[ U, R, Q, X, p0] = gsmminf (lambda, mu)

Vypocita vyuziti, ¢as straveny v systému, primerny pocet pozadavkl a propustnost pro
M/M/oo systém. M/M/oo systém ma nekonecny pocet identickych obsluhovych linek; tento typ
systému je vzdycky stabilni pro kazdou intenzitu ptichodil a obsluhy.

Ustalena pravdépodobnost 7, ze v systému je k-pozadavkl, & > 0, mize byt spocitana
podle rovnice 7.4:

mo=s () e (7.4
VSTUPNi PARAMETRY:
o [ambda Intenzita ptichodl (lambda > 0).
* mu Intenzita obsluhy (mu > 0).
VYSTUPNi PARAMETRY:
o U Intenzita provozu (definovana jakou A / p). VSimnéte si, Ze toho je

odlisné od vyuziti obsluhové linky, které je v tomto ptipadé M/M/oo
vzdy rovno nule.

e R Cas straveny v systému

e (O Pramérmy pocet pozadavki v systému (je roven intenzité provozu 4 / u).
o X Propustnost (je vzdy rovna X = lambda).

e pl Ustalena pravdépodobnost, Ze v systému nejsou zadné pozadavky.

lambda a mu mohou byt vektory stejné velikosti, v tom ptipadé jsou vysledkem zase
vektory.
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7.7  M/M/1/K systém

V M/M/1/K systému s konecnou kapacitou je pouze jedna obsluhova linka a mlize zde
byt k > I pozadavkl (vcetné€ jiz obsluhovaného pozadavku). Kdyz se novy pozadavek snazi
vstoupit do systému v dob¢, kdyz je zde K jinych pozadavku, vstupujici pozadavek je odmitnut.

[U, R, Q, X, p0, pK] = gsmmlk (lambda, mu, K)

Vypocita vyuziti, ¢as straveny v systému, primerny pocet pozadavkl a propustnost pro
M/M/1/K systém s konecnou kapacitou. V M/M/1/K systému je pouze jedna obsluhova linka;
maximalni pocet pozadavkl je K a maximalni délka fronty je K - /.

Ustalena pravdépodobnost 1, ze v systému je k-pozadavkl, 0 < k < K, mize byt
spocitana podle rovnice 7.5:

(1-a)ak
T, = 1_gK+1 (75)

kdea =4/pu.
VSTUPNi PARAMETRY:

o [ambda Intenzita ptichodl (lambda > 0).

* mu Intenzita obsluhy (mu > 0).

e K Maximalni povoleny pocet pozadavki v systému (K > 7).
VYSTUPNi PARAMETRY:

e U Vyuziti systému, které je definovano jako: U = I-p0.

e R Cas straveny v systému

e O Pramérmy pocet pozadavki v systému

e X Propustnost systému

e pl Ustalena pravdépodobnost, Ze v systému nejsou zadné pozadavky.

o pkK Ustalena pravdépodobnost, Ze v systému je K pozadavkd.

lambda, mu a K mohou byt vektory stejné velikosti, v tom piipad¢ vysledkem je zase

vektor.
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Priklad M/M/1/K systému:

M¢jme myci linku, pfed kterou je mozné zaparkovat 6 aut do fronty. Myci linka mtize

vvvvv

6 minut. Primémé do mycky piijede 9 aut za hodinu. Situaci vidime na nésledujicim obrazku:

Myci

—— linka

Obrdzek 7.5:  Priklad M/M/1/K systému

Intenzita piijezd k mycce:
A =9 aut/hod.

Ozna¢me Ts jako dobu myti a Tj jako dobu, kterou auto vjizdi do mycky. Pak mizeme
vypocitat dobu obsluhy T:

T=Ts+Tj=2+6=8minut

Nyni vypocitame intenzitu obsluhy nasledovné:

1
h= 7= 7,5 aut/hod.
Pravdépodobnost, ze v systému nejsou zadné pozadavky:

p
p(0) ST Y 6%

-2
kdep = "
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Vyuziti systému:
U= 1-p(0) =94%

Ozna¢me maximalni kapacitu aut pfed myckou Ws a maximalni pocet aut v mycce Wt
pak mizeme uréit maximalni pocet pozadavki v systému:

K=Ws+Wt=6+1=7pozadavki

Celkova doba stravena v systému:

1
R =—=0,63 hodin
nw—2

Primérny pocet pozadavkll v systému:

K
Q= Z n* B, = 4,424 pozadavki

n=0

Ukazka v Octave viz Obr. 7.6:

b

- Terminal Octave [ (=

>>> lambda= 9,

>>> mu = 7.5;

>>> [U, R, Q, X, po, pK] = qgsmmik ( lambda , mu, K )
U= 0.93939

R = 0@.62798

4.4244

X = 7.0454

pe = 0@.060609

pPK = 0.21717

>>>

L=’
1l

Command line>> [|

Obrazek 7.6:  M/M/IK - ukdzka v Octave

35



8 Modelovani Markovovych retézci s diskrétnim
casem

8.1 Pravdépodobnost obsazeni stavii

Vzhledem k Markovoveé fetézci s diskrétnim ¢asem s mnozinou stavi {1,2,..., N}
oznac¢ime m(n) = (my(n), my(n), ..., m, (n)) vektor pravdépodobnosti obsazeni stavli v kroku n,
n=0,1,.... m;(n) oznatuje pravdépodobnost, Ze je ve stavu i po n piechodech.

Je-li dana matice pfechodu P a vektor pravdépodobnosti pocatecniho stavu obsazeni

m(0) = (1m1(0),m,(0), ..., m, (0)), pak m(n) mizZeme spocitat jako:
n(n) = n(0)P" (8.1)
Za urcitych podminek existuje staciondrni pravdépodobnost obsazeni stavu m =

lim,,, ;o m(n), kterd je nezavisla na n(0). Stacionarni vektor m je feSenim nasledujici soustavy
linearnich rovnic:

nP=m
1T =1

kde 1 je fadkovy vektor jednicek a (.)” je operator transpozice.

dtmec (P)

o)
Il

p = dtmc (P, n, pO0)

Vypocita stacionarni nebo pifechodnou pravdépodobnost obsazenosti stavu pro
Markovuv fetézec s diskrétnim ¢asem.

S jednim argumentem spocita vektor pravdépodobnosti obsazeni stavu p(l), ..., p(N)
proMarkovovilv fetézec s diskrétnim ¢asem s mnoZzinou stavt {1,2,...,N} a matici pfechodu P o
rozmérech NxN. S tfemi argumenty vypoc¢ita vektor obsazenosti prechodného stavu p(1), ...,
p(N), Ze vektor je ve stavu i po n krocich vzhledem k pravdépodobnosti po¢atecniho obsazeni

pO(1), ..., pO(N).
VSTUPNiI PARAMETRY:

o P P(i,j) je pravdépodobnost ptechodu ze stavu i do stavu j. P musi byt
neredukovatelna stochastickd matice, coz znamend, Ze soucet kazdého
radku musi byt 1 (Z]N —1 P = 1) a hodnost matice P musi byt rovna

rozméru matice.
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e n Pocet prechodi, po kterych vypocita pravdépodobnosti obsazeni stavi

(n=0,1,...).
e pl p0(i) je pravdépodobnost, Ze v kroku 0 je systém ve stavu i.
VYSTUPNi PARAMETRY:
e p Pokud je tato funkce volana s jednim parametrem, p(i) je ustalena

pravdépodobnost, Ze systém je ve stavu i. Pokud je tato funkce volana
se tfemi parametry, p (i) je pravdépodobnost, ze systém je ve stavu i po
n krocich vzhledem k pocatecni pravdépodobnosti a pocatecni stav je i.

Piiklad:

Uvazujme bludisté s deviti pokoji, jak je znazornéno na nasledujicim obrazku:

1‘2‘3
41 5|6
7‘8|9

Obrazek 8.1:  Priklad s bludistem

Mys je umisténa v jedné z mistnosti a mize bloudit. V kazdém kroku se mys$ pohybuje z
aktualni mistnosti do sousedni se stejnou pravdépodobnosti: je-li v mistnosti 1, mize se
pfemistit do mistnosti 2 a 4 s pravdépodobnosti 1/2. Je-1i mys v mistnosti 8, miiZze pfemistit do
mistnosti 5, 7, 9 s pravdépodobnosti 1/3.

Matice pravdépodobnosti pfechodu P z mistnosti i do mistnosti j je nasledujici:
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Vektor pravdépodobnosti obsazenosti stavu muize byt spocitan pouzitim nasledujiciho

0oL olooo o 0D
2 2
T oLl ol oo o0
3 3 3
o Lo oo Lo oo o
2 2
Tooololg o
3 3 3
p- | o Lol ol ly
1 1 4 1
00 Lologool
3 3 3
000 X000 Lo
2 2
0000 Lo logl
3 3 3
000 00Lo Lo
h 2 2 )
kédu:
P = zeros(9,9);
P (1, [2 4]) = 1/2;
P (2, [1 5 3]) =1/3;
P (3, [2 6]) = 1/2;
P (4, [1 5 7]) = 1/3;
P (5, [2 4 6 8]) =1/4;

2]
(&)
~
w
o1
el
Il

1/3;

P (7, [4 8]) = 1/2;

P (8, [7 5 9]) = 1/3;

P (9, [6 8]) = 1/2;

p = dtmc (P);

disp (p)

= 0.083333 0.125000 0.083333 0.125000
0.166667 0.125000 0.083333 0.125000
0.083333
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8.2  Birth-Death proces

Vrati pravdépodobnost prechodu matice P pro diskrétni birth-death proces nad

mnozinou stavu 7,2, ..., N. b(i) je pravdépodobnost prechodu ze stavu i do i + I a d(i) je
pravdépodobnost pfechodu ze stavu i + I do stavu i, pro i = I, 2, ..., N - 1. Matice P je
definovana jako:

{ (1—M) Al ‘1

Ha (1= —Ag) Az
bz (1— iz — Aa) A3
pa—a (1= py—a = An_t) AN
\ Ly (1= pw-)

kde A; a p; jsou pravdépodobnosti birth a death.

P = dtmcbd (b, d)

8.3  Ocekavany pocet navstév
Vzhledem k stavu N diskrétniho Markovova fetézce s matici pfechodu P a ¢islem n > 0,

ozna¢ime L;(n) jako oCekavany pocet navstév stavu i béhem prvnich n piechod. Vektor
L(n) = (Ll (n),L,(n), ..., Ly (n)) je definovany podle rovnice 8.2:

L(n) = ¥ ym(@) = Xiom(0) P! (8.2)
kde (i) = m(0) P! je pravdépodobnost obsazeni stavu po i piechodech.

Pokud je P absorbujici, to znamend, stochasticky proces dosahne stavu s zadnou
moznosti pfechodt s pravdépodobnosti 1, pak mizeme vypocitat o¢ekavany pocet navstév pred
absorpci L. Nejdiive musime uspotadat stavy k prepsani matice P jako:

- )

kde prvnich t stavt jsou prechodné a posledni stavy r jsou absorbujici (t + R = N).
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Matice N = (I — Q)~! je fundamentalni matice; N;; je otekavany pocet dob, Ze proces je Vv j-
tém piechodném stavu, pokud zacal v i-tém piechodném stavu. Pokud pfetvorime N k velikosti
P (doplnime chybé¢jici fadky a sloupce nulami), pak dostavame, Ze pro absorbujici fetézce plati
L =m(0)N.

=
Il

dtmcexps (P, n, p0)

L = dtmcexps (P, p0)

Vypocita ocekavany pocet navstév do kazdého stavu beéhem prvnich n pfechodt nebo
pied absorpci.

VSTUPNi PAMAMETRY:
e P N xN matice prechodu.
e =1 Pocet krokti, b€hem kterych pocitime ocekavany pocet navstév (n > 0).
Kdyz je n = 0, vraci p0. Pokud je n > 0, vraci oCekavany pocet navstév
po n piechodech.
e p0 Pravdépodobnost obsazeni pocate¢niho stavu.
VYSTUPNi PARAMETRY:
o L Pokud je funkce volana s dvéma parametry, L(i) je oCekavany pocet

navstév do prechodného stavu i pied absorpci. Pokud je volana se tiremi
parametry, L(i) je ocekavany pocet navstév do stavu i behem prvnich n
prechodli vzhledem k pocatecni pravdépodobnosti obsazeni p0.
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8.4 Stredni ¢as absorpce

Stiedni Cas absorpce je definovany jako primérny pocet prechodd, které jsou potiebné k
dosazeni absorpcniho stavu, pocinaje prechodnym stavem (nebo danym pocatecnim vektorem
pravdépodobnosti obsazeni stavu 7(0)).

Necht' t; je ocekdvany pocet pfechodii pied absorpci v kazdém absorpcnim stavu
zacinajicim ve stavu i. Vektor t mtze byt spocitan z fundamentalni matice N jako:

t=1N

Necht B = [Bi,j] Je matice, kde B;; je pravdépodobnost absorpce ve stavu j
zaCinajiciho v pfechodném stavu i. Opét za pouziti matic N a R mtizeme psat:

[ £ N B]

dtmcmtta (P)

[ £ N B]

dtmcmtta (P, pO0)

Vypocita oekavany pocet krokti do absorpce pro diskrétni Markoviv fetézec s NxN
matici prechodu P; dale spocita fundamentalni matici N pro P.

VSTUPNi PARAMETRY:

e P N xN matice pravdépodobnosti prechodu.

VYSTUPNI PARAMETRY:

o ¢ Pokud je funkce volana s jednim parametrem, t je vektor o velikosti N,
takze t (i) je ocCekavany pocet kroku pied absorpci v kazdém
absorpénim stavul poéinaje ze stavu i; kdyz i je absorbujici t (i) = 0.
KdyzZ je funkce volana s dvéma parametry, t je skalar reprezentujici
ocekavany pocet kroki pied absorpci pocinaje z pocate¢niho stavu
pravdépodobnosti obsazeni pO0.
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e N Pokud je funkce volana s jednim parametrem, N je NXN fundamentalni
matice pro P. N (i, j) je ocekavany pocet navstév do prechodného stavu
j pred absorpci, pokud zacal v pfechodném stavu i. Pocatecni stav se
pocita, pokud je i = j. Kdyz je funkce volédna s dvéma parametry, N je
vektor velikosti N, takze N (j) je ocekdvany pocet navstév do
prechodného stavu j pred absorpci vzhledem k pocateCnimu stavu
pravdépodobnosti obsazeni pO0.

e B Pokud je funkce volana s jednim parametrem, B je N xN matice, kde
B (i, j) je pravdépodobnost absorpce ve stavu j po¢inaje v pfechodném
stavu i; pokud j neni absorpcni, B (i, j) = 0; pokud je absorpcni,
B (i,1) =1 and B (i, j) = 0 pro vSechna i # j. Kdyz je funkce volana s
dvéma parametry, B je vektor velikost N, kde B(j) je pravdépodobnost
absorpce ve stavu j vzhledem k poc¢ate¢nimu stavu pravdépodobnosti
obsazeni p0.

8.5 Doba prvniho prechodu
Doba prvniho piechodu M;; je primérny pocet pfechodii nutnych k prvni navsteéveé

stavu j, vychazime-li ze stavu i. Matice M splituje nasledujici vlastnost (rovnice 8.3):
M;; =1+ Xis PiiMy; (8.3)

K vypotu M = [M; ;] se pouziva jind formulace. Necht W je N x N matice majici
kazdy tadek roven vektoru stacionarniho stavu pravdépodobnosti obsazeni @ matice P a I je
N x N jednotkova matice. Definujme Z podle rovnice 8.4:

Z=(U-P+wW)! (8.4

Potom dostavame rovnici 8.5:

= Zij=Zij
M;; = E— (8.5)
Podle vySe uveden¢ definice M;; = 0. Necht' M; ; je stfedni doba navratu ; pro stav i,

coz je prumérny pocet prechodt nutnych k navratu do stavu i z jeho ptivodniho stavu. 7; je:

r=—
L Tl_l
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M = dtmcfpt (P)

Vypocita stfedni dobu prvniho ptechodu a stfedni dobu ndvratu pro neredukovatelny
diskrétni Markovuv fetézec.

VSTUPNI PARAMETRY:

o P P (i, j) je pravdépodobnost matice pifechodu ze stavu i do stavu j. P musi byt
neredukovatelna stochasticka matice, coZz znamena, ze soucet kazdého radku
musi byt roven 1 (Zj-vzl P;; = 1) a hodnost matice P musi byt rovna dimenzi

matice P.
VYSTUPNi PARAMETRY:
o M Pro vSechna i # j, M(i, j) je pramérny pocet prechodd nez dosahneme poprvé

stavu j, zaCiname-li ve stavu i. M(i, i) je stfedni doba navratu stavu i a
reprezentuje prumerny ¢as nutny k navratu do stavu i.
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9 Modelovani Markovovych Fetézcii se spojitym casem

9.1 Pravdépodobnost obsazeni stavii

Podobné jako u diskrétnich Markovovych fetézct, m(t) = mq(t), mi(t), ...,y (t) je
pravdépodobnost obsazeni stavu v ¢ase t. m;(t) je pravdépodobnost, Ze systém je ve stavu i v
caset> 0.

Vzhledem k matici intenzit Q a pocate¢nimu stavu pravdépodobnosti obsazeni (0) =
(71(0), 71 (0), ..., my (0)), pravdépodobnost obsazeni stavu m;(t) v Case t mize byt spocitana
podle rovnice 9.1:

n(t) = m(0) exp(Qt) CRY

kde exp(Qt) je exponencialni matice Qt. Za urcitych podminek existuje stacionarni stav
pravdépodobnosti obsazeni m = lim,_,, m(t), ktery je nezavisly na m(0). © je vysledkem
nasledujici soustavy linearnich rovnic:

nQ =0
71T =1

ctmec (Q)

T
I

ctmec (Q, t, pO0)

T
I

Vypocita stacionarni nebo prechodny stav pravdépodobnosti pro spojity Markoviv
fetézec. S jednim argumentem vypocita stacionarni vektor pravdépodobnosti obsazeni stavu
p(l), . .., p(N) s mnoZzinou stavl {1, 2, ..., N} a N x N matici intenzit Q. S tfemi argumenty
vypocita pravdépodobnost obsazeni stavu p(1), . . ., p(N), Ze systém je ve stavu i v Case t,
vzhledem k pocatec¢ni pravdépodobnosti obsazeni stavi p0(1), . . ., pO(N) v ¢ase 0.

VSTUPNi PARAMETRY:

e O Matice intenzit. Q je Nx N matice, kde Q(i,j) je hodnota piechodu ze
stavu i do stavu j, pro I < i # < N. Q musi spliovat
podminkuZ‘,JI-V= 10 = 0.

o ¢ Cas, ve kterém po¢itame pravdépodobnost piechodu (¢ > 0).

e pl p0(i) je pravdépodobnost, Ze systém je ve stavu i v Case 0.
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VYSTUPNI PARAMETRY:

o P Pokud je funkce volana s jednim parametrem, p(i) je ustalena
pravdépodobnost, ze systém je ve stavu i, pro i = /,...,N. Pokud se vola
se tfemi parametry, p(i) je pravdépodobnost, Ze systém je ve stavu i v
Case t vzhledem k pocateéni pravdépodobnost obsazeni

pO(l), .. ..,pO(N).

9.2  Birth-Death proces

Vraci matici intenzit Q pro spojity birth-death proces nad mnozinou stavu 1, 2, ..., N.
b(i) je hodnota ptechodu ze stavu i do i+ 1 a d(i) je hodnota pfechodu ze stavu i + 1 do stavu i, 1
=1,2,...,N-1.

Matice Q je definovana jako:
[N A \

1 _{Ifl ‘|‘)\'J.]' A
fts (2 + Ag) Ay

fin—z —lfin-2+Ax=1)  An-
lIH =1 — My HJ

kde A; je hodnota birth a p;je hodnota death.

Q = ctmcbd (b,d)
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9.3  Stredni ¢as absorpce

Vypocita stiedni dobu absorpce spojitého Markovova fetézce popsaného matici intenzit
Q a pocatecni pravdépodobnosti obsazeni p. Pokud zde neni zddny absorbujici stav, funkce vrati
chybu.

t = ctmcmtta (Q, p)

VSTUPNiI PARAMETRY:

e O N XN matice intenzit. O(i,j) je hodnota pfechodu ze stavu i do stavu j, i # .
Matice Q musi spliiovat podminku Z}V -10Q;; =0.

e p p(i) je pravdépodobnost, Ze systém je ve stavu i v ¢ase 0, pro kazdé i= I, ..., N.
VYSTUPNi PARAMETRY:
o ¢ Stfedni ¢as absorpce.

9.4 Doba prvniho prechodu
m = ctmcfpt (Q, i, 7J)
Vypocita dobu prvniho pfechodu pro neredukovatelny spojity Markoviv fetézec.

VSTUPNi PARAMETRY:

e O Matice intenzit. Q je NxN matice, kde Q(i,j) je hodnota pfechodu ze stavu i do
stavu j, pro / <i#j <N. Hodnoty pfechodli nesmi byt zaporné a Z}V =10;; =0.
o | Pocatecni stav.

o Konecny stav.
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VYSTUPNi PARAMETRY:

m m je primérna doba, nez navstivime poprvé stav j, vychazime-li ze stavu i.

Priklad:

Je dana matice intenzit:

-1.0 09 0.1
Q=101 -10 09

0.9 01 -1.0

Ur¢ime, jaka je doba prvniho ptechodu ze stavu 1 do stavu 3.

-1.0 0.9 0.1; 0.1 -1.0 0.9; 0.9 0.1 -1.0 1;

ctmcfpt (Q,1,3)

2.0879

Doba prvniho ptechodu ze stavu 1 do stavu 3 je m = 2.0879 s.
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10Navrh laboratorniho cvic¢eni

1. Nainstalujte bali¢ek Queueing do programu Octave.

2. Pomoci programu Octave a jeho rozsifujiciho balicku vypocitejte nasledujici
ptiklady:

a) M/M/1 systém

Mg¢jme letistni drahu pouze pro prilety. Pristavajici letadla se ptipojuji do fronty pro
ptistani. Dale méjme exponencidlni rozlozeni doby obsluhy s intenzitou p = 27 priletti/hod.
Letadla pfilétaji s intenzitou A = 20 priletd/hod. Urcete vyuziti systému, Cas, ktery letadlo stravi
ve fronté a v obsluze (tzn. celkovy Cas straveny v systému), primérny pocet pozadavki v
systému a pravdépodobnost, Ze v systému neni zadné letadlo.

Reseni:
lambda = 20;
mu = 27;

[U, R, Q, X, p0] = gsmml (lambda, mu)

b) Priklad Erlang B

Pomoci Erlangovy prvni rovnice urete pravdépodobnost blokace pozadavku, jestlize
mame zadano nabizené zatizeni A = 3 erlang a systém obsahuje 6 obsluhovych linek. Vysledek
ovéite v programu Octave pomoci balicku Queueing. Postupné proved’te simulaci pro A =1, 2,
..., 10 a sestrojte graf zavislosti pravdépodobnosti blokace na nabizeném zatizeni A.

ReSeni:
36 /30 31 32 33 34 35 36\

am (S ak\
EB(AJn):E(ZH) =a<a+i+i+§+z+a+a> =0,522=5,22%
k=0

A = 3;
m = 6;

B = erlangb (A, m)

w
Il

0.052
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10

Nabizené zatizeni [erlang]

Obrazek 10.1:  Graf zavislosti pravdépodobnosti blokace na nabizeném zatizeni

3. Pro vyvolani napovédy k dané funkci pouzijte ptikaz help, naptiklad pro napovédu k

funkci pro modelaci M/M/1 systému pouzijte piikaz: help gsmmml.
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Z.avér

V préci byla uvedena teorie zékladnich obsluhovych systémil s popisem jednotlivych
¢asti systému, jejich zjednoduSena i rozsitena klasifikace s popisem jednotlivych oznaceni. Byly
popsdny modely OS a Markovovy fetézce vcetné zakladnich rovnic popisujicich zakladni
vztahy. Postupné€ jsou popsany jednotlivé definice obsluhovych systému a jejich modelovani v
tomto programu. Kazda kapitola vztahujici se k modelovani obsluhovych systému a
Markovovych fetézcti popisuje vstupni a vystupni parametry k dané funkci. Octave Queueing
Package je volné dostupny v rtiznych modifikacich pro operacni systémy a poskytuje fadu
funkci pro modelovani jak obsluhovych systému, tak Markovovych fetézcti a umoziuje jejich
zobrazeni pomoci grafii. Prace slouzi jako navod pro program GNU Octave a jeho rozsifujici
balicek GNU Octave, v praci bylo uvedeno nékolik jednoduchych ptikladi pro modelovani
téchto systému s vysvétlujicim popisem feseni, grafy a obrazky. Posledni kapitola je urena pro
odborny predmét jako namét laboratorniho cviceni se zakladnimi piiklady, kde si student
vyzkousi jednotlivé funkce a jejich modelovani. Ke kazdému piikladu bylo uvedeno i feseni.
Prace s program GNU Octave neni nijak slozita, program umoziuje vyvolani napoveédy ke
kazdé funkce.
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