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Abstrakt

Prace se zabyva paralelni implementaci TFETI metody rozloZeni oblasti, ktera je vyvijena
na Katedfe aplikované matematiky VSB - TU Ostrava pro fedenf rozsahlych inzenyrskych
problému, a dale jeji aplikaci na TeSeni eliptickych okrajovych tloh. Po diskretizaci ob-
lasti pomoci metody konecénych prvka se oblast rozdéli na nepiekryvajici se podoblasti
tvofené elementy sité. Toto vede na soustavu rovnic s blokovou matici tuhosti, coz usnad-
nuje paralelizaci jejtho feSeni. Pomoci Lagrangeovych multiplikitora jsou pak vynucovany
nejen lepici podminky, ale i Dirichletovy okrajové podminky. Metoda je tak ve srovnéni
s metodou FETT efektivnéjsi a snazsi na implementaci. Je zde také provedena efektivni re-
gularizace matic tuhosti podoblasti a jsou zavedeny ortogonalni projektory, které zlepsuji
podminénost dudlni dlohy s Lagrangeovymi multiplikitory. Na numerickych experimentech
je ovéfena numericka i paralelni skalovatelnost metody.

Klicova slova: Lagrangeovy multiplikdtory, metoda koneénych prvki, metoda rozloZeni
oblasti, paralelni implementace, PCGP, skalovatelnost, TFETI

Abstract

The bachelor thesis deals with parallel implementation of the TFETI domain decomposi-
tion method, which is developed at the Department of Applied Mathematics VSB - TU
Ostrava to solve large engineering problems. It deals also with application of TFETI on the
solution of elliptic boundary value problems. After finite element space discretization we
decompose the domain into nonoverlapping subdomains defined by mesh elements. This
leads to a system of linear equations with block-diagonal system matrix which enables its
effective parallel solution. The gluing conditions and even the Dirichlet boundary condi-
tions are enforced by the Lagrange multipliers, so the method is more effective and simpler
for implementation than FETI. The effective regularization of the stiffness matrices of the
subdomains is performed and the condition number of the dual problem with Lagrange
multipliers is improved by using orthogonal projectors. Both numerical and parallel scala-
bility of TFETI are tested in the numerical experiments.

Keywords: Lagrange multipliers, finite element method, domain decomposition method,
parallel implementation, PCGP, scalability, TFETI
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Projected Conjugate Gradient method with Preconditioning
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1 Uvod

S rostoucim vykonem pocitaci se nabizi moznost fesit i naroéné inzenyrské ulohy. K tomu je
ovSem zapotTebi mit k dispozici efektivni numerické metody, které lze uplatnit i na paralelni
pocitaCe a ziskat tak reSeni v mnohem krat$im case. Mezi takové metody patii i metody
rozlozeni oblasti, které zadanou tlohu déli na mensi ¢ésti a ty je pak mozné FeSit paralelné.
Cilem bakalarské prace je popsat efektivni paralelni implementaci pravé jedné z téchto
metod, konkrétné metody TFETI (Total Finite Element Tearing and Interconnecting), a
pouzit ji na feseni okrajové eliptické tlohy.

Nejprve je nutné provést diskretizaci zadané oblasti na urcity (kone¢ny) pocet prvka.
Tu provadime pomoci metody koneénych prvkia (MKP), kterd je v porovnani s metodou
koneénych diferenci vhodng&jsi na naroéné inzenyrské tlohy, protoze vychézi z fyzikalniho
modelu a lze ji aplikovat i na slozité geometrické tvary. Struéné se touto metodou zaby-
vame v kapitole 2, kde si nejprve v 1D, poté ve 2D, ukdzeme podstatné vztahy, které jsou
zapotiebi pii samotné implementaci.

Hlavni ¢asti je kapitola 3, kde se zabyvame samotnou metodou TFETI poprvé predsta-
venou Dostélem, Hordkem a Kucerou v [1], a kterd pomoci Lagrangeovych multiplikatori
vynucuje splnéni lepicich podminek, ale také splnéni Dirichletovych okrajovych podmi-
nek. Kratce si predstavime nékteré vyznamné metody rozlozeni oblasti a hlavni rozdily
mezi nimi. UkdZeme si pfechod ptvodniho QP (Quadratic Programming) problému na du-
alni problém, efektivni regularizaci matice tuhosti, ktera vychéazi z [2, 3|, a také aplikaci
upravené metody sdruzenych gradient s predpodminénim. Vlastni paralelizace metody
je pak naznacena v nasledujici kapitole 4, kde je popsén zptsob paralelni implementace
v MATALBu.

Na zavér (kapitola 5) jsou predvedeny vysledky numerickych experimentu, které byly
provedeny na vypocetnim clusteru ComSiO superpoéitacového centra VSB-TU Ostrava
(SPC) [4]. Na vybranych piikladech je testovana, a nasledné i ovéfena, numerické a paralelni
skalovatelnost algoritmu.



2 Strucne o metode konecnych prvki

Nejznaméjsimi numerickymi metodami pro feSeni eliptickych parcialnich diferencialnich
rovnic jsou metoda koneénych diferenci (metoda siti) a metoda koneénych prvkia. Obé
tyto metody prevadi piivodni tlohu na soustavu algebraickych linedrnich rovnic, kterd ma
vyrazné pasovy charakter. Abychom mohli numericky vyfesit eliptickou okrajovou tlohu,
musime provést diskretizaci zadané oblasti. Tu provedeme pravé pomoci MKP, ktera pii-
vodni oblast rozdéluje na tzv. konec¢né prvky a narozdil od metody siti diskretizuje tzv.
slabou formulaci ulohy. V celé této kapitole vychazime zejména z [5] .

21 MKP v 1D

Méjme strunu uchycenou na obou koncich, pro kterou plati

"

—u ()= f(x) proVz € (a;b), (2.1)
u(a) =u(b) =0,
feC((ah), ueC?((ash)).

Definujeme si mnozinu testovacich funkei V:

V= {ve O (b)) |v(a) = v (b) = 0},

Diferencialni rovnici (2.1) vynasobime libovolnou testovaci funkei z mnoziny V', vyraz zin-
tegrujeme na intervalu (a; b) pomoci metody per partes a upravime. Dostavame tak slabou
formulaci ve tvaru

{ nadji u € V' takové, ze (2.2)

a(u,v)=b(v) Yv eV,
kde
b , , b
a(u,v):/ u (z)v (x)dx, b(v):/ f(z)v(z)de.
a a
Pfi¢em? a (u,v) je bilinearni forma a b (v) je linearni funkcional.
Poznamka 2.1 Slaba formulace je ekvivalentni s tzv. energetickou (varia¢ni) formulaci,
ktera hleda feseni u (z) jako minimum funkce, tedy

.1
u(x) = arg min 5a (u,u) —b(u).



Diskretizace

Strunu zachycenou na obou koncich rozdélime na n dilkt se stejnym krokem h. Do-
stavame tak ekvidistantni sit na intervalu (a;b) s krokem h = =% a mnozinou uzli
Sp = {z1,22,...,n+1}, kde 41 = x; + h, i = 1,...,n. Sit je tedy slozena z n konec-
nych prvki, kde i-ty prvek je roven intervalu (z;,x;11). Ulohu dale fesime jako posunuti
v jednotlivych uzlech a dostavame tak aproximovany prithyb struny w (z) pomoci spojité

po ¢astech linearni funkce

u; (r) = ax + by, Vo € (xj,wip1), t=1,...,n. (2.3)

Dosadime-li soufadnice uzli z; a ;41 do rovnice (2.3) ziskdme pro i-ty prvek posunuti
v téchto uzlech. Oznafme si posunuti uzlu x; jako w; a posunuti uzlu ;11 jako w;41.
Dostavame dvé linearni rovnice o dvou nezndmych, ze kterych ziskdme konstanty a a b:

1 1
ai = (wig1 —uz), by = ~ (Ui — Tip1u;) - (2.4)
a=x, X, Xig +1 Xoe1 ™ b

|
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Obréazek 2.1: Diskretizace struny.

Matice tuhosti

Provedeme diskretizaci bilinearni formy a (u,w). To znamen4, Ze integral nad celym inter-
valem (a;b) rozdélime na n integralii, kazdy nad i-tym prvkem a secteme je:

a(u,u) = i /:Hl <u/ (x)>2 dx. (2.5)

Clen (u' (x))? si vyjadiime jako (u' ()T (u' (x)), provedeme derivaci funkce posuvit (2.3)
a cely vyraz zintegrujeme. Po tpravé ziskime

o o) o) = ) () (L), 26)

Uq4-1



kde

Ai:ilL(—11 _11> (2.7)

Takto definovana matice A; je matici tuhosti pro i-ty prvek sité a oznacujeme ji pojmem
lokéalni matice tuhosti.

Globalni matici tuhosti pro celou sit pak postupné seskladame z jednotlivych prispévki
A;, kdei=1,...,n. Pro strunu s krokem sité h tak ziskdme globalni matici tuhosti, ktera
je pozitivné semidefinitni a m4 t¥idiagonalni tvar:

1 -1 0o ... 0 O
—1 2 -1 ... 0 O

1 -1 2 .
A=) A=, 9 . : (2.8)

=1 -1 0
0 O -1 2 -1
0 O 0 -1 1

Vektor zatizeni

Tak, jak jsme u matice tuhosti vychézeli z formy a (u,w), bude vektor zatiZeni vychazet
z linearniho funkcionélu b (u):

n

Tit1
b(u) = Z/ u(z) f (z)dx. (2.9)
i=1 7T
Opét se zaméFime na i-ty prvek a provedeme jeho posunuti v bodé z (vychézime ze vztahu

(2.3) a (2.4)):

ui(z) = —((@it1 —2)ui + (r — 2) ui1)

Uj
= —(xi41 —x,x —ay) )
Ui+1
Toto posunuti pfenasobime s f(x) a cely vyraz zintegrujeme nad i-tym prvkem. Dostéavame

f;i-m (@) (zi41 — o) da
fzwi+1 f (x) (;__ xz) i ) , (2.10)

i

S = S

[ @) fads = 4 () (

kde

_ 1 fgiiﬂ f (@) (ig1 — ) dx
i ( Lo (@) (2 — a) da ) ’ (2.11)



Vektor f; je vektor zatiZzeni i-tého prvku sité a oznacujeme jej pojmem lokalni vektor
zatiZeni.

V naSem pfipadé ndm vSak bude stacit pouze pfiblizny vypocet integralu. Pomoci
obdélnikového pravidla dostavame aproximaci fj:

P f(@s) (i1 — xs)
fi < f(zs) (x5 — ;) > ’ (2.12)

Yy

kde zs = % (z; + xi41) je soufadnice t67i8té i-tého prvku.
Obdobné jako u matice tuhosti sestavime globalni vektor zatiZeni z jednotlivych pii-
spévku fj, kde 1 = 1,...,n, které usazujeme na pozice 7 a i + 1.

fff f(x)(z1 —2)dz
= Z f, = % fiil f(z)(x —zi—q)dx + f;”l f(z) (zig1 —x)dx | .(2.13)
i=1 :

7 f (@) (2 — ) da

n

2.2 MKP ve 2D

Mé&jme parcialni diferencialni rovnici ohrani¢ené membrany, pro kterou plati

—Au(x,y) = f(z,y) proV(z,y) € Q, (2.14)
u(z,y) =0 proV(z,y) € 09,
feC(),ueC? Q).

Definujeme si mnozinu testovacich funkci

V={vel"(Q)|v=0nad0N}.

Parcialni diferencialni rovnici (2.14) pfenasobime testovaci funkei v € V, levou i pravou
stranu vyrazu zintegrujeme na oblasti 2 a pomoci Greenovy véty rovnici upravime. Obdr-
zime slabou formulaci ve tvaru:

a(u,v)=b(v) Yv eV, (2.15)

oudv  Oudv ou ou
/(8302 2> dQ, b(v)—/fv dQ+/<axnrv+8ynyv> ds.

Q Q o0

kde



Triangulace a interpolace reseni

Oblast Q C R2 rozdélime na &tvercovou sit s krokem h. Dostavame tak mnozinu uzli
Sy, = {P,P,,...,P,}. Nyni provedeme triangulaci, tedy oblast T}, = Q rozdélime na
kone¢ny pocet trojuhelnikt ¢ (viz obr. 2.2), pro které plati:

nrp
2
Th = U th, te = APy, Po,Prgs 7 =2(n—1)7, (2.16)
k=1
kde nr je pocet vSech prvki sité. Prihyb k-tého uzlu ozna¢ime jako uy, ~ up, , k=1,...,n.
120 121
200
199
12 113 22
O e 19
1 2 3 10 1

Obréazek 2.2: Triangularizace.

Ulohu budeme dale fesit jako posunuti v jednotlivych uzlech. Funkce posuvii na k-tém
prvku aproximujeme pomoci linearni funkce

—

z,y) = apr + bpy + ¢, Y (3,y) € ty, (2.17)
ug (z,y) =0, Y (z,y) ¢ tg.

Uk

Rovnici (2.17) si pfepiSeme do tvaru

Uk (Ilf,y) - @(m,y) ag = [l’,y, 1] [akvbkvck]—rv (218)

kde ¢ je matice aproxima¢niho polynomu a aj je vektor konstant.
Dosazenim soutadnic uzli, které jsou zaroven vrcholy k-tého prvku, do rovnice (2.17)
ziskdme soustavu tif rovnic, kterou lze zapsat v maticovém tvaru jako

Dkak = Ug, (2.19)
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tedy
Ty Yk 1 ag Uk,
X ko ykz 1 bk = qu
Tky Yky 1 Ck Uy

Matice Dy je regularni a proto plati, ze a = D,;luk. Dosazenim takto vyjadfeného ag do
rovnice (2.18) ziskame predpis

ug, (z,y) = ¢ (z,y) D 'uy = Njuy, (2.20)

kde Ny = ¢ (z,9) D,;l je tzv. matice bazovych funkci.

Matice tuhosti

Vychéazime z levé strany rovnice slabé formulace (2.15):

a (ug,u) = /Vuk (V) dQ, (2.21)
Q

kde gradient vektoru posuvit (Vug)” = Vo (2, y) D;luk. Oznatme Gy, := V (¢ (z,y) D;l)
jako transforma¢ni matici. Dosazenim (Vauy)” = Gyuy, do rovnice (2.21) obdrzime

ukT/G;Gk dQ Uy, = u;Akuk, (2.22)
ty

kde
A, =G/ GSA (2.23)

je lokalni matice tuhosti, pfiCemz Sa = % |det (Dg)| je plocha kone¢ného prvku, tj. troj-
thelniku.

Globalmi matici tuhosti A sestavime z jednotlivych pfispévka Aj. Tento pispévek je
definovan jako ag, ; = ak, k; + aﬁj pro i,7 = 1,2,3. Oznacenim k1, ko, k3 méme na mysli
globalni éisla uzli k-tého prvku.

0 0 0 0 0
0 a’f}l a]iQ .oal 3 0
nr nr . . . . . .
A = A.k = 0 P CL]2€71 “ e CL]2€72 .. CL'12€73 “ e O . (2.24)
k=1 k=1 . . : . )
0 as a’§72 as s 0
0 0 0 0 0
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Vektor zatizeni

U vektoru zatiZeni vychézime z pravé strany rovnice slabé formulace (2.15), ktera je roz-
délena na dva prispévky, a to:

e hustotu sil

/qu dQ =u/ by , (2.25)
12
e zatiZeni na hranici
y{uTT ds = u] e Tk, kde T4 =Py, Pr,,, I, 1T € {1,2,3}. (2.26)
Iy

Jestlize provedeme sumarizaci piispévku (2.25) a (2.26) pfes vSechny piislusné prvky a pak
tyto prispévky secteme, dostaneme globalni vektor zatizeni.

b= () 0y e (),
1=1,2,3 1=1,2

nr nrp nrt bk?l + bl nrp bk 4 Tk
_ _ k 1
b= E b + E T, = E bk2+bz + < ka +T2k > (2.27)
k=1 k=1 k=1 bk,3 + b3 k=1 11
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3 TFETI

3.1 Uvod do metod rozlozeni oblasti

Metody rozloZeni oblasti jsou zaloZeny na principu rozdél a panuj. Ptivodni rozsahlou tilohu
rozdéli na fadu mensich tloh, které je mozné fesit oddélené, nezavisle na ostatnich a tedy
i paralelné, coz nam umoznuje rychleji nalézt feseni pivodni tlohy.

Total FETI
Do
Do
b o

Obrazek 3.1: Metody rozlozeni oblasti [6].

Nyni si kratce pfedstavime ¢tyfi zakladni typy metod s nepfekryvajicimi se podob-
lastmi [6] (viz obr. 3.1). Prvni z téchto metod je metoda Schurovych doplitkt (nékdy také
oznacovana jako metoda subkonstrukei, nebo metoda statické kondenzace) [7] zaloZena na
pasové, fidké matici soustavy, jenz ziskdme specidlnim ocislovinim neznamych. Neznamé
uvnitf podoblasti jsou eliminovény a zustéava pouze redukovana soustava s neznamymi na
hranicich podoblasti, ktera se fesi pomoci sdruzenych gradientnich metod.

Metoda FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) predstavena Farhatem a
Rouxem v roce 1992 [8], narozdil od piedeslé metody, spo¢iva ve fyzickém oddéleni jednot-
livych podoblasti pfi zachovani spojitosti feSeni. Zavadime nové tzv. ,lepici“ podminky na
hranicich mezi podoblastmi, které jsou vynuceny Lagrangeovymi multiplikatory. Piavodni
primarni proménné jsou eliminovany a tloha tak pfechézi v hledani dualnich proménnych.

Dalsi metoda s nazvem FETI-DP (Finite Element Tearing and Interconnecting-Dual
Primal) v sobé& kombinuje obé predeslé metody (Schurovy doplitky a FETI). Je zaloZena na
netplné dekompozici, kdy podoblasti jsou oddéleny pouze ¢astecné a spojitost je zachovana
v tzv. rozich, jak je vidét na obr. 3.1 v bloku c.

Posledni metoda, kterou zde predstavime je TFETI (nebo také Total FETI) [1]. Z ob-
razku 3.1 je patrné velkd podobnost s metodou FETI. Jedinou odlignosti je pojeti Di-
richletovych podminek, které jsou stejné jako lepici podminky vynucovany Lagrangeovymi
multiplikidtory. Se vSemi podoblastmi tak muzeme pracovat stejné, protoze matice tuhosti
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vSech podoblasti maji na rozdil od metody FETI pfedem zndmaé jadra. Jedinym problémem
je singularita matice tuhosti, neexistuje k ni matice inverzni a je tfeba hledat zobecnénou
inverzi. Metoda je oproti FETI efektivnéjsi, numericky stabilnéjsi a navic jednodussi na
implementaci.

V nésledujicich kapitolach se budeme podrobnéji zabyvat metodou TFETI tak, jak je
popséna v [9], pfipadné v [10]. UkaZeme si dekompozici pivodni oblasti (kapitola 3.2) a
popiSeme piechod velkého primarniho problému, kdy hledame pole posunuti, na mensi a
lépe podminény duélni problém s Lagrangeovymi multiplikatory, jehoZz podminénost je dale
zlepSena pouZzitim projektoru (kapitola 3.3). Ve stejné kapitole si také ukazeme modifikaci
metody sdruZzenych gradienti s pfedpodminénim pro feSeni QP problému.

3.2 Dekompozice a primarni QP problém

Prvnim krokem metody TFETTI je dekompozice pivodni spojité oblasti 2, kterou odtrh-
neme od ¢asti hranice s Dirichletovymi okrajovymi podminkami I'y;. Oblast déle rozlozime
na N podoblasti QP € R¢ s krokem H, v nasem piipadé uvazujme d = 2. Kazdou z nich
jednoznacné ocislujeme (p = 1,2,...,N) a zavedeme nové ,lepici“ podminky na uméle
vytvorenych hranicich mezi podoblastmi a na hranicich s predepsanymi Dirichletovymi
podminkami.

Kazda hranice T'? podoblasti QF se sklada ze t¥i disjunktnich ¢asti I'7;, Th. a T'Z,
I? = @ U @ U @, kde na FII’] jsou pfedepsané Dirichletovy okrajové podminky repre-
zentujici posunuti, na I', Neumannovy okrajové podminky reprezentujici povrchové sily
z puvodnich predepsanych okrajovych podminek na I' a nakonec Fg oznacuje ¢ast hranice,
ktera je ,lepena“ k sousednim podoblastem (viz obr. 3.2). Lepici podminky vynucuji spo-
jitost posunuti na hranicich mezi podoblastmi, na hranicich s Dirichletovymi podminkami
pak vynucuji pfedepsané posunuti.

- > I I
F Ql Q2
Q i [ I,
> 1—~ F >‘ 1_(,]1 1:]7 7 Y Y
U F rs 1—w« 7\’
>1 N G G v Vv
3 4
0 e
G G
I PN r
> - -
>‘ ]—;Ee 2% 1—\;
> [P
H h

Obrazek 3.2: TFETI rozloZeni oblasti na oc¢islované podoblasti a jejich diskretizace.
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Koneéné-prvkové diskretizace oblasti @ = Q1 U ... U QN s vhodnym oéislovanim uzlt
vyusti v QP problém, kdy dostavame energetickou formulaci (viz kapitola 2.1)

muin %uTKu —f"u za podminky Bu = c, (3.1)
kde K = diag (K, ..., Kxy) je symetrickd pozitivné semidefinitni blokové diagonalni idka
matice tuhosti rozméri n X n, f je sloupcovy vektor zatiZeni velikosti n, B je matice
vazebnich podminek plné hodnosti o rozmérech m x n, c je vektor vazebnich konstant
velikosti m a u je vektor hledaného posunuti velikosti n. Pricemz n je celkovy pocet uzli
a m je celkovy pocet zadanych lepicich a Dirichletovych podminek. Typicky je m mnohem
mensi nez n.

n
AT AT
Kl f1 U,
| | n
n n n
B | m B, B,
K, f, J
K f u B

Obrazek 3.3: Blokové znazornéni matic a vektori energetické formulace (3.1).

Diagonalni bloky K, matice K jsou pozitivné semidefinitni ridké matice tuhosti se
znamymi jadry odpovidajici jednotlivim podoblastem QP. VSechny bloky tak mohou byt
efektivné zregularizovany a nasledné rozlozeny pomoci klasické Choleského faktorizace pro
regularni matice. Vektor zatizeni f obsahuje celkové sily piisobici na jednotlivé uzly, které
jsou vyslednicemi objemovych sil a/nebo jinych predepsanych napéti.

Matice B s fadky b; a vektor ¢ s prvky ¢; vynucuji spojitost posunuti na umélych
hranicich mezi podoblastmi, tedy na Fg, a rovnéz predepsand posunuti na Casti hranice
s predepsanymi Dirichletovymi podminkami, tedy na F]{}. Spojitost je vynucena podminkou
b;u = ¢; = 0, kde b; jsou vektory fadu n s prvky 1 a —1 na pozicich prislusnych spojova-
cich uzli a s nulami na zbylych pozicich, ¢; je nenulovym prvkem pouze na pozicich, kde
umistujeme Dirichletovy podminky, na zbylych pozicich je nulovy.

Matici vazebnich podminek B lze pfimo sestavit tak, aby méla ortonormalni radky,
musime si ale dat pozor na uzly, které jsou sdileny vice nez dvéma podoblastmi. V téchto
pripadech nam totiz vznikaji linearné zavislé rfadky. Jestlize mame uzel sdileny dvéma
podoblastmi a hranici s pfedepsanymi Dirichletovymi podminkami, vznikaji nam tii line-

>

arné zavislé fadky b;. Av8ak zrusenim libovolného Fadku tuto zavislost odstranime. Tézsi
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pripad nastavé, jestlize je uzel sdilen ¢tyimi podoblastmi a vznikaji tak ¢tyfi linedrné za-
vislé fadky b;. Opét vyskrtneme libovolny fadek jako v predchozim pfipadé, zbylé radky
je ale navic potfeba zortogonalizovat. Ukazka mozného sestaveni matice B je v priloze A.

Atkoliv je (3.1) standardnim problémem konvexniho kvadratického programovéni, jeho
formulace neni vhodn& pro numerické feSeni. Duvody jsou typicky Spatné podminéna,
singularni a rozmérné matice K, ale také neefektivni, ,drahé* projekce na pripustnou
mnozinu.

3.3 Prechod k dualnimu problému a predpodmineéni

Vyse zminéné potiZze lze redukovat pouZitim teorie duality konvexniho programovéni [11],
kde jsou vSechna omezeni vynucena Lagrangeovymi multiplikdtory A. Lagrangian problému
(3.1) je

1
L(u )= §uTKu —flu+ A" (Bu—c). (3.2)
Je znamo, Ze primarni QP problém (3.1) je ekvivalentni sedlobodovému problému

L (u,\) =supinf L (u, \). (3.3)
by u

Reseni problému (3.3) vede na hledani (W, X) € R™ x R™ takového, aby:

(3)-()

K BT
iKY

Predpokladame, Zze (3.4) je jednoznaéné feSitelna, coZ je zaruCeno nasledujici nutnou a

kde

postacujici podminkou:

KerB' = {o}, (3.5)
KerKNKerB = {o}.
Vsimnéme si, Ze (3.5) je podminka na matici B o plné fadkové hodnosti. Zaved me matici

R plné hodnosti a predpokléddejme, Ze sloupce matice R jsou tvoreny vektory baze Ker K.
V nadem piipadé je R € R™*¥ tvofena diagonalnimi bloky R,:

1
R,=| : |. (3.7)
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Prvni rovnice z (3.4) je splnéna, jestlize

f-B'AelImK, (3.8)
coz mizeme ekvivalentné zapsat jako
R’ (f - BTX) —o, (3.9)
a dale, jestlize
=K (f _ BTX) t Ra, (3.10)

kde KT je libovolna zobecnéné inverze splimjici KKTK = K a @ € RY. Nyni dosadime
(3.10) do druhé rovnice v (3.4) a dostavame

~BK'B'") + BRa = ¢ — BK'f. (3.11)
Rovnice (3.9) a (3.11) si prepiseme do maticové podoby, jejiZ feSenim nalezneme dvojici
(A, @):
A d
s< ):( ) (3.12)
« e
kde

g . BK'BT —-BR
“\-R™BT O

je (negativni) Schuriv doplnék matice K v matici A, vektor d := BK'f — ¢ a vektor
e := —RTf. Jakmile vypocteme (X, &), hledané feseni u pak jednoduse ziskdme z rovnice

(
(

podminén nez matice K.

3.10). Poznamenejme, Ze rovnice (3.12) ma formalné stejnou sedlobodovou strukturu jako
3.4), nicméné jeji velikost je podstatné mensi a diagonalni blok BKBT je mnohem lépe

Podivejme se nyni na efektivni regularizaci matice tuhosti K [2, 3|, kterd umoziuje
nésledné rozlozeni pomoci klasického Choleského rozkladu pro regularni matice. To je velmi
dilezité pravé pro efektivni vliv matice K na vektor. M&me diagonalni bloky K, matice
K. Pii¢teme-li libovolnou malou konstantu ¢ € R* k néjakému prvku na diagonale kazdé
matice K,, dostavidme zregularizované matice K, a tedy i regularni matici K, ke které
existuje zobecnéna inverze K'. Nyni lze pomoci klasického Choleského rozkladu rozlozit
jiz regularni matici K na sou¢in LL T, kde L je dolni trojihelnikova matice. Dale je tfeba
podotknout, Ze nemusime provadét piimé vy¢isleni K ani jeji pfimé nasobeni s jinou
matici, stac¢i pouze provést akci nésobeni vektorem zprava, a to (s pouZitim matlabovské
syntaxe) nasledujicim zptsobem:

x = Kib = (LLT>T b=LT\(L\b).
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Pfedtim neZ se podivame na metody Feseni rovnice (3.12) zavedeme nové znaceni
F:=BK'B', G:=-R'B',

rovnici (3.12) pak miZzeme pfepsat do tvaru

<g(§><2>:<2> (3.13)

Nyni rozdélime (3.13) pouzitim ortogonalniho projektoru Pg na tzv. hruby problém Ker G.
Podminka (3.5) naznacuje, ze G je matice plné fadkové hodnosti, projektor Pg zavedeme
nasledovné

Pg:=T-Qg,kde Qg =G’ (GGT>_1 G.

Pficem? Qg je ortogonalni projektor na Im G a Pg je ortogonalni projektor na Ker G.
Aplikaci projektoru Pg na prvni rovnici soustavy (3.13) obdrzime, ze vektor A splituje:

PoFA=Pcd, GA=e. (3.14)

Abychom (3.14) mohli upravit na jednu rovnici vektorového prostoru Ker G, rozlozime
feSeni A na A\, € Im G ana A\ge, € Ker G, plati tedy:

A= A + Aker - (3.15)
Vektor A7, ziskime jednoduse jako
N = GT (GGT)_l e,
zbyva ukizat, jak dostaneme Af,. Dosazenim (3.15) do (3.14) obdrzime:
PcFAker =P (d—FA), Aker € Ker G. (3.16)

Vsimnéme si, Ze tato rovnice je jednoznacné fesitelna, jelikoz PgF : Ker G — Ker G je
symetrickd pozitivné definitni matice a existuje k ni inverze, pokud existuje inverze k A
[12]. Nakonec poznamenejme, Ze jestlize je A znamé, ¢ast FeSeni @ je dana vztahem:

a= (GGT)_1 G(d—F}). (3.17)

Vliv matice F na vektor je velmi dobfe paralelizovatelny diky blokové diagonalni struk-
tufe matice Kt a blokové struktufe matice B respektujici dekompozici na podoblasti. Na
druhou stranu, vliv projektoru Pg nelze primo paralelizovat. Predeslé vysledky nyni shr-
neme do algoritmického schématu.
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Algoritmické schéma

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
2

3

Sestavit G := —R'B', d := BKf —¢c, e := —R'f.
Vypoéitat Ay = G T (GGT)_1 e.

Sestavit d :=d — FAy,,.

Vypoditat Aier Fesenim PeFAger = P(;a na Ker G.
Sestavit A := Aim + Aicer-

Vypoditat @ := (GGT)f1 G (d—F)).

Vypoéitat @ = KT (f — BTX) + Rav.

Nakonec si ukdzeme modifikovanou metodu sdruzenych gradientii s predpodminénim
(PCGP) [13], kterou pouzijeme pro vypodet Ager v kroku 1.4 algoritmického schématu.
Chceme tedy vypoéitat Mg, Fesenim soustavy PgFAge, = Pgd na Ker G s ,levnym*

predpodminovadem F~! [13] k matici F. Poznamenejme, Ze pro ortonormalni matici B

obdrzime
F1=BKB'.
Algoritmus PCGP
1. Inicializace
r) = H, A?{er =o.
2. Iterace k =1,2,..., az do konvergence

Projekce wh—1 = Pgrf—1.

Predpodminéni zF—1 = F~Twk—1.

Projekce y*=1 = PgzF1.

gk — (yk—l)ka—l/ (yk—Q)ka—Q; (8" = 0).
pk = yh=1 4 ghph-1. (pl = y0).

ok = (yk—l)T wh-1/ (pk)T Fpy.

Nicer = Niger + 0",

r¥ = rF=1 — o*Fp,.

3. Aier = AR

Pouzitim TFETI v kombinaci s algoritmem PCGP jsme schopni nalézt feSeni ptvod-

niho problému v ¢asové slozitosti O(1). Casova slozitost maticovo-vektorového nésobeni

nezavisle na velikosti problému daného pomérem mezi krokem dekompozice H a krokem

diskretizace h zustava stejna.



19

4 Paralelizace

Paralelizace vypocetné naro¢nych algoritmt umoziuje vyrazné zrychleni vypocti a tedy i
nalezeni feSeni v mnohem krat$im ¢ase. Pivodni problém FeSeny sekvenénim programovym
kédem je totiz rozloZen na fadu mensich dloh, které lze fesit soubézné. V nasem piipadé
proviadime paralelizaci dat, kdy jedna vypocetni jednotka, tzv. master, mé fidici tlohu
a koordinuje pribéh celého vypoctu a ostatni jednotky, oznacovany jako slave, pracuji
s riznymi ¢astmi dat stejného kédu a jsou podiizeny masterovi.

Paralelni implementaci jsme délali v MATLABu s vyuzitim dvou toolboxt, Parallel
Computing Toolbox a Distributed Computing Server [14]. Parallel Computing Toolbox nam
umozinuje spoustét paralelni aplikace lokalné na vicejadrovém osobnim pocitaci a rozlozit
tak pocetné a datové naro¢né problémy mezi vice procesori. Distributed Computing Server
umoznuje spoustét aplikace na vypocetnim clusteru, na némz mame moznost spustit vétsi
pocet paralelnich procest, a obsahuje zédkladni planovaé tloh job manager. Dale pouzivame
interaktivni paralelni prostiedi pmode, které umozinuje interaktivné pracovat s paralelnimi
procesy bézicimi souc¢asné. Po zadani prikazu pmode start local 4 se ndm otevi'e paralelni
prikazové okno se ¢tyfmi mensimi okny pfedstavujici tzv. laby, kazdy pro jeden proces.
Zakladni komunikace mezi jednotlivymi laby je provadéna piikazy labSend(), funkce pro
posilani dat z jednoho labu na jiné, a labReceive(), funkce pro obdrzeni téchto dat. Velmi
uzitefné jsou také dodatkové funkce numlabs(), udavajici celkovy pocet labi, a labindex(),
oznacujici index labu. V samotném koédu pak mizeme snadno oddélit ¢ast uréenou maste-
rovi a CGast uréenou slavim pomoci logické podminky typu jestliZe labindex = 1, tak ...,
finak ..., coz zachovava kod jednotnym.

Master Slave 1 Slave 2 Slave 3

Posli FEM
Sestav K, L,L",R,f
Sestav
spojovaci
podminky
Seskup f

|:| Vynasob K*(y)

Opakuj Seskup vysledky L

]

| -

1
| -
| -

Vypocti zatizeni

Seskup zatizeni L_I L_|

Obrézek 4.1: Schéma paralelniho vypoctu TFETTI.
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Jak jiz bylo zminéno na zacatku predchozi kapitoly, metody rozloZeni oblasti jsou
vhodné pro paralelni implementaci, jelikoz vypoc¢ty na jednotlivych podoblastech je mozné
feSit oddélené a nezavisle na ostatnich. U metody TFETI je navic moZzné se vSemi podob-
lastmi pracovat stejné diky oddélenym Dirichletovym podminkadm, ¢imz je tato metoda
na paralelni implementaci jednodussi [9]. VSimnéme si struktury primarnich dat, tedy K,
B, R, f a u. Jsou rozdéleny do blokt odpovidajicich jednotlivym podoblastem, pro para-
lelizaci téchto dat tedy staci, aby master sdélil svym slavim, které maticové bloky maji
zpracovavat. Naopak kritickym bodem je aplikace projektoru Qg a vhodné rozdéleni ma-
tice G [9]. Obecné schéma znazornujici postup paralelniho vypoétu metody TFETI vidime
na obrazku 4.1.

V naSem pripadé jsme paralelizovali pouze matici tuhosti K a s ni spojené nésobici
funkce multi K a multi  Kplus pro nasobeni pfislusné matice s vektorem. Oznaéme Ng
jako pocet podoblasti feSenych na jednotlivych slavech. Nejprve je tfeba pomoci piikazu
labSend rozeslat slavim prislusné ¢asti dat fem struktury, které v sobé nesou informace
o piislusnych Ny podoblastech. Na kazdém slavu se pak sestavi N, blokt K, které do-
hromady tvofi matici tuhosti K. Pti pouziti nasobicich funkei multi K a multi  Kplus je
v prvni fazi nutné na masterovi rozdélit vstupni vektor a rozeslat jednotlivé ¢asti slavim.
V druhé fazi slavové provadéji samotné nasobeni N, blokit matice K nebo K s odpovi-
dajicimi ¢astmi vstupniho vektoru. Pomoci funkce gather wvec jsou pak jednotlivé vystupy
nasobeni poskladény zpét do jediného vystupniho vektoru, s kterym se na masterovi dale
pracuje.
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5 Numerické experimenty

K testovani vytvoreného algoritmu jsme vyuzili superpocitacové centrum VSB-TU Ostrava
(SPC) [4], které poskytuje vypocetni prostfedi a vypocetni zdroje pro naro¢né vypocty.
Vyuzivame zde vypocetni cluster ComSiO, ktery ma osm vypocetnich uzli a devaty ridici
uzel slouzici pro pre- a post- processing tloh. V clusteru je k dispozici 32 procesort a
maximalni pocet paralelné spusténych tloh je tedy 32.

Na vybranych piikladech budeme zkoumat piredev$im numerickou a paralelni skalova-
telnost metody TFETI. Numerickéd Skalovatelnost je vlastnost, kdy pocet iteraci zustava
nezavisly (konstantni) na po¢tu neznamych. Paralelni skalovatelnost je pak vlastnost, kdy
doba béhu algoritmu je nepfimo tmérné poctu vyuzitych procesor.

Nasleduji dva pfiklady na vypocet prohnuti membriany definované na oblasti 2 s Di-
richletovymi a Neumannovymi okrajovymi podminkami, které je zatiZena silou g. Je tieba
poznamenat, Ze nasledujici vysledky jsou obdrzeny z vlastniho neoptimalizovaného kédu
s toleranci algoritmu PCGP 1E-05.

Priklad 5.1

Mé&jme oblast © o rozméru (—1,1) x (—1,1), na niz ptisobi zatiZeni dané funkci g =
—2(2? 4+ y?). Geometrie se vstupnimi daty je naznadena na obrazku 5.1. Oblast je délena
postupné na pocet 1,4,9,...,49 podoblasti, tj. N = k%, k = 1,2,3,...,7. Pro testovani nu-
merické skalovatelnosti volime pocet prvki kazdé podoblasti vzdy 2 x (180 x 180). VSechny
podoblasti jsou diskretizovany stejnou trojuhelnikovou siti s krokem h (viz obrazek 5.2) a
pomeér % = 180 zustava konstantni. Pti testovani paralelni skalovatelnosti méjme oblast se
stalym poctem 2 x (540 x 540) prvki, kterou nasledné délime na jednotlivé pocty podob-
lasti. Pomér % v tomto piipadé konstantni neni. Vysledky obou testlii jsou znézornény

v tabulkéach 5.1 a 5.2.

>(-1,1) I (1,1)

M [l

>(-1,-1) . (1,-§ b

Obrazek 5.2: Ukazka diskretizace
a dekompozice oblasti (9 podob-
lasti po 2 x (5 x 5) prvcich).

Obrazek 5.1: Geometrie k pii-
kladu 5.1.
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Tabulka 5.1: Numerické gkalovatelnost piikladu 5.1.

Pocet podoblasti | 1] 4] 9 | 16 | 25 | 36 49
Primarn{ proménné | 32 761 | 131 044 | 294 849 | 524 176 | 819 025 | 1 179 400 | 1 605 290
Dualni proménné 362 1445 3 250 5777 9 026 12 997 17 690
Dimenze KerK 1 4 9 16 25 36 49
Pocet iteraci PCGP 23 33 43 48 51 53 54
Cas PCGP [s] 12,64 26,12 73,12 189,9 635,8 1 569 3 240
Celkovy ¢as [s] 33,83 80,67 189,4 403 9914 2121 4 022
Tabulka 5.2: Paralelni skalovatelnost prikladu 5.1.

Pocet podoblasti \ 1 \ 4 \ 9 \ 16 \ 25

Primérni proménné | 292 681 | 293 764 | 294 849 | 295 936 | 297 025

Duélni proménné 1082 2 165 3 250 4 337 5 426

Dimenze KerK 1 4 9 16 25

Pocet iteraci PCGP 33 37 43 42 43

Cas PCGP [s] 515 82,84 71,54 88,39 124,9

Celkovy ¢as [s] 2 547 214.,5 185,3 205,8 244.9

—e—Potet iteraci PCGP —@—Celkovy ¢as ==Cas PCGP
2800
Ez . & — 2400 |
20 /"’ 2000 \
= 1600
50 / .,. \
2 o 8 1200 \
: N\
1 4 9 16 25 36 49

Pocet podoblasti

1

4

9 16

Poéet podoblasti

Obrézek 5.3: Vyvoj poctu iteraci PCGP (vlevo) a vybranych ¢ast (vpravo) vici vzrista-
jicimu poc¢tu podoblasti (piiklad 5.1).

Na obrézku 5.3 jsou v levém grafu znazornény pocty iteraci PCGP pro vSechny varianty

poctu podoblasti. Pocet iteraci se nejprve zvysi na dvojnasobek, pak ale dochézi k ustéleni.

Pocet krokt se dale nenavysuje a je shora ohranic¢en. VSimnéme si, Ze u prvni varianty

mame témér 33 tisic neznamych a u posledni pak vice nez 1,6 miliont (viz tabulka 5.1).

Miuzeme tedy bezpecné prohlasit, Ze numericka skadlovatelnost byla potvrzena.

Na obrazku 5.3 v pravém grafu je zaznamenan celkovy ¢as a ¢as algoritmu PCGP v za-
vislosti na vzristajicim po¢tu podoblasti. Pi rozdéleni oblasti na 4 podoblasti se celkovy

25
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¢as vypoctu snizil vice nez 10x a ¢as algoritmu PCGP vice nez 6x oproti prvni varianté. Pti
dalsim déleni dochézi uz pouze k malému snizeni obou ¢asi a nasledné dokonce k mirnému
zvySovani. Pro splnéni paralelni Skdlovatelnosti by mélo byt zachované klesani ¢ast az do
25 podoblasti. Odchylka je zfejmé zplisobena pravé pouzitim vlastniho neoptimalizovaného
algoritmu.

Grafické vystupy piikladu 5.1 jsou znazornény na obrézku 5.4. VSimnéme si, Ze chyba
feSeni nejvice narasta na hranicich s Neumannovou okrajovou podminkou. Tyto podminky
jsou totiz obecné mnohem hufe splnény nez Dirichletovy okrajové podminky.

Vypoctene reseni u
Chyba reseni

1

Obrézek 5.4: Vypocteny prihyb membréany (vlevo) a chyba (vpravo) piikladu 5.1 (oblast
délené na 16 podoblasti po 2 x (20 x 20) prvcich).

Priklad 5.2

Oblast € je rozméru (1,6) x (1,4) a pusobi na ni sila dané funkei g = 2sin(z) cos(y). Naroz-
dil od ptedchoziho piikladu je oblast uchycena na vSech stranach (viz obrazek 5.5), diskre-
tizace podoblasti ale zustava stejné (viz obréazek 5.2). Oblast opét délime na 1,4,9,...,49
podoblasti, tj. N = k2, k = 1,2,3,...,7. Pfi testovani numerické gkalovatelnosti je pak
na podoblasti staly pocet prvkia 2 x (180 x 180) a je zachovan pevny pomér % = 180.
Pri testovani paralelni Skélovatelnosti délime, stejné jako v predchozim prikladé 5.1, oblast
s po¢tem 2 x (540 x 540) prvkia postupné na jednotlivé poc¢ty podoblasti. Vysledky obou
testl jsou shrnuty v tabulkach 5.3 a 5.4.
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Obrazek 5.5: Geometrie k prikladu 5.2

Tabulka 5.3: Numerické skalovatelnost piikladu 5.2.

Pocet podoblasti | 1] 4] 9| 16 25 | 36 49
Primérni proménné 32761 | 131044 | 294849 | 524 176 | 819025 | 1179 400 | 1 605 290
Duélni proménné 720 2 163 4 328 7215 10 824 15 155 20 208
Dimenze KerK 1 4 9 16 25 36 49
Pocet iteraci PCGP 37 52 60 65 69 71 71
Cas PCGP [s] 20,6 42,59 102,3 258,9 963 2114 4136
Celkovy cas [ 39,6 91,93 216 470 1318 2 656 4 891
’ Chyba reSeni ‘ 5,09E-05 | 1,28E-05 | 5,68E-06 | 3,19E-06 | 2,04E-06 | 1,42E-06 | 1,05E-06

Tabulka 5.4: Paralelni skalovatelnost prikladu 5.2.

Pocet podoblasti ‘ 1 ‘ 4 ‘ 9 ‘ 16 ‘ 25
Primérni proménné | 292 681 | 293 764 | 294 849 | 295 936 | 297 025
Duélni proménné 2 160 3 243 4 328 5 415 6 504
Dimenze KerK 1 4 9 16 25
Pocet iteraci PCGP 57 62 60 59 56
Cas PCGP [s] 874,7 143,1 98,01 139,3 186,3
Celkovy cas [s] 3 653 276,3 214,5 253,8 305,3

Pocty iteraci PCGP v zévislosti na po¢tu podoblasti jsou znézornény v levém grafu

obrazku 5.6. Podobné jako u predchoziho pfikladu pocet iteraci nejprve vzroste, v tomto

pripadé zhruba 1,8x, a nasledné se ustali. Pro 36 a 49 podoblasti je pak tento pocet stejny

(viz tabulka 5.3) a muzeme predpokladat, ze pii dalsim déleni oblasti nepfesdhne hranici

80 iteraci. Numericka gkalovatelnost tak byla opét potvrzena.




25

Na obrazku 5.6 v pravém grafu je zachycen celkovy ¢as a ¢as algoritmu PCGP vuci
vzristajicimu po¢tu podoblasti. Vyvoj obou ¢asti je v podstaté stejny jako v pfedchozim
prikladé 5.1.

=4 Pocet iteraci PCGP ~@—Celkovy éas  =#=Cas PCGP
80 4000
60 — 3000 AN
50 = 2500
=
w0 = ‘o 2000 \\
30 S 1500 AN
20 1000 AN
10 500
1 4 9 16 25 36 49 1 4 9 16 25

Potet podoblasti Potet podoblasti

Obrazek 5.6: Vyvoj poctu iteraci PCGP (vlevo) a vybranych ¢asii (vpravo) vidi vzrista-

jicimu poc¢tu podoblasti (priklad 5.2).

Grafické vystupy piikladu 5.2 jsou znézornény na nasledujicim obrazku 5.7. Celkova
chyba feseni se pohybuje v fadu 107 az 1076 (viz tabulka 5.3).

Vypoctene reseni u
Chyba reseni

Obrazek 5.7: Vypocteny prihyb membrany (vlevo) a chyba (vpravo) piikladu 5.2 (oblast
délené na 16 podoblasti po 2 x (20 x 20) prvcich).
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6 Zaver

V praci byla popsana metoda rozlozeni oblasti TFETTI a jeji paralelni implementace. Byla
ukazéana diskretizace oblasti pomoci MKP a nasledné provedena dekompozice na neprekry-
vajici se podoblasti. Déle byl popsan prechod k dualnimu problému, kdy hledame Lagrange-
ovy multiplikidtory A, které vynucuji lepici podminky mezi podoblastmi a také Dirichletovy
okrajové podminky na hranici I'y,. Problém singularity matice tuhosti byl vyfesen jeji efek-
tivni regularizaci, kterd umoziuje pouziti klasického Choleského rozkladu pro regularni
matice.

V ramci numerickych experimentt jsme testovali a ovéfovali numerickou a paralelni
skalovatelnost TFETI na dvou tlohach zatizeni membrany. Pro tyto vypocty jsme vyuzili
vlastni neoptimalizovanou implementaci dané metody. Pocitali jsme na 28 procesorech
vypodcetniho clusteru ComSiO az do 1 605 290 neznamych. V nasem piipadé se jednalo
pouze o jednoduché ulohy, metoda se ale plné vyuziva pro naro¢né inzenyrské problémy,
napf. pro feSeni nelinearnich problémi mechaniky [6, 15], které spadaji do vyzkumnych
aktivit Katedry aplikované matematiky a rovnéz do projektu I'T4Innovations.

Vlastni implementace by mohla byt samoziejmé déle vylepsena o celkovou paralelizaci,
kterd je nyni omezena pouze na matici tuhosti a s ni spojené nasobici akce. Rovnéz by
bylo zapotfebi optimalizovat kod pro zvyseni efektivity metody a ziskin{ tak jesté lepsich
vysledkii.

Diky této praci jsem méla moznost seznamit se s metodou TFETI, jak po strance teore-
tické, tak i po strance praktické. Dale se seznamit s paralelnim programovanim v MATLABu
a rovnéz si vyzkouSet praci v prostiedi superpocitacového centra VSB - TU Ostrava.

Pavla Jirtutkova
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A Matice B

Ukézka sestaveni matice B oblasti €2, ktera je slozena z 2 x 3 podoblasti, s po¢tem prvki
2 x 2 na kazdé podoblasti a s Dirichletovymi okrajovymi podminkami na jedné strané.
f{édky matice odpovidajici pfipadu, kdy je uzel sdilen ¢tyfmi podoblastmi, jsou vyznaceny
a ponechany bez tprav, tj. jsou linearné zavislé a nezortogonalizované.



30

6. podoblast

5. podoblast

-1 0 0 00O0O10O0OO0OOTOTOT OO

-1 0 00{00O0T1O0O0O0TGO0OSO

-10 0 0 00 0O1 0O

4. podoblast

-1 0 00 0OOO0OOOOO OO/ 100O0O0OO0OTO0OTG OO

-1 0/0 0 0OOOO0OOOOO0O11O0O0O0OTO0OTOTO OO0

-10 0 00 0OOOO0OO0O0O0O10O0O0O0OTG 0O

3. podoblast

-1000O0OO10OOOOOOOOOOOOOOOOO0OOOOOOTO0OT® OO

-1 0 0 0JOOO1O0O0OOOOOOOOOO®O®OO|OOOOO®OO0OGO0O

-1 000 00O OOOOOO0O11O0O0O0OO0OOO®O0O0O0O0OOOOOOO OO OO

-10 0 0000O01O0O0/0O0OOOOOOOOO|O0OO0OOOOSQOOOTGO
-10 0 00O0OOOOO0OOOT1O0OOOOO|O0OOOOOOSOOTO

2. podoblast

-1 0 0JOOOOOOOOOT O1O0O0O0OOOOOOOOOOOOOOO|OOOOO®OT®OTQO0OTO0

-1 000 00 O0OOOOOO1O0OOOOOOOOSOOOOOOOOOOOOOOTQODP

-10 0 0 OO OO0OOOOO11O0O0O0OO0OOG®O00O0OOO0OOOOO®O0/0O0O0OO0OO0OO0OOO OO0

1. podoblast
1/2/3/4/5/ 67 8/9|10/11/12/13/14/15/16/17/18|19/20(21/22/23|24/25/26/27|28/29|30/31/32|33/34/35/36|37/38/39/40/41|42/43/44 45|46 47/48|49/50|51/52|53 /54

i1/1 o 0o o 000 OOO0OOOOOOOSOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO®OOOOOOOO®O®OT®O0OTO0OTO0

-1000O0O0OO1O0OOOOOSOOOOOOOOSOOSOO0OOOOOSOOOOO0OOOOOO®OT®OOO0OOOOSOSOTO OO

-1 0 0 0/OOO0O1O0O0OOOOOO0OOOOOOOOOOOOOO®O®OO|OO0OOOOOOOO|O0OO0OOOOOO0OO0O0

-1 000 00 0O0OOOOOO10OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOSOOOOOOOSOOTGODO

-10 0 0 0O 0OO 10 O0/0O0O0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOS®OOTQO0OTQO0OTO
-10 0 0 0O OO OOO|OO11O0O0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO|OOOOOS®OOTO0OTQO0OTO

2/l0 001 000O0O0O0O0O0OOOOOOOOOOOOOOOOO|OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOSOOTGOTDV

3]0 0o 0 0O0O0O1O00/0O0O0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOSO|OOOOOOOSOSOOOOOOOOSOOO0OO0OOOOOO0OTO0OTO0ODO

4{0 0 0 OO 0OOOOOOOOOOOOO11O0O0OOOOLOLOSO|OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOTOTO0ODO

50 o o 000O0OOOOOOOOOOOOOOOTZ11IOOOOSOSOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOTO0OTO0OO

6{0 0 0O OO O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOO?11O0O00OOOOOOOSOOOOOOOOOOO0OOOOOOTO0OTO0OO

710 0 0 0O0OOOO0O0O0OOOOOOOOOOOOOOOSOO|OOOOOOOOO1 O0O0OOOOOOOOOOOOSOOTQODV

g8{o0 o 0o 0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOTOOOOOOOOOSOOOO11O0O0OO0OO0OOO0OOOOOOTO0OTO0ODO

9{0 0 0 0O0O0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO®OOOOOOOOOOOOOOOO11IO0O0/0O0O0OO0OO0OO0O0O0O0

1000 O

1110 0 0 0 O

1210 0 0 0 0 O O

130 0 0 0 0 0 0 O
140 0 0 0 0 0 0 O

150 0 0 0 0O 0O O 0 0[O0 O O O O O

60 0 0 0 0O O OO O/O O O O OO OO OO O

1710 0 0 0 0 O OO O/jOOOOOTO OO

180 0 0 0 0O O O O 0O/O O O O O O O O

1990 0 0 0 0O O OO 0/O O O O O O O O Of{O O O O O

2000 0 OO OOOOOOOGOOOOOOOOOOOS® OO OO

2110 0 0 O OO OOOOOOOOOGOSOGO|OOOOOOTG OO
2210 0 0 0OOOOOO0OOOOOOOSOGOOOOOOOTG OO

230 0 0O OO 0OOOO0O0OOOOOOOOOOOOO®OOSO®OOOOOTOTO

240 0 0O 0O OO OOOOOOOOOOOOOOOOOOSOOGO|OOOOOOOOT®O|O0O

250 0 OO OO OOOOOOOOOOOTOOOOOOOOSOGOOOOOGOTO0TO

26|0 0 00O OO OO O0O0OOOOOGOOOOOOOOOOOUOO0OOOOOOO

2710 0 0 OO OO OOO0OOOOOOOOGOOOOOOOOSOGOOOOOOSOOSOO|O0OO0OO0OTO0OTO

280 0o 0 OO0 0 OO O0O/O0OO0O0OOOOOOOOO0OOOOOOO|O0OO0OOOOOOO|O0OO0O0O0O0O0O0O0

tice B.

1 ma

s

: Ukazka sestaven

Obrazek A.1



	Úvod
	Stručně o metodě konečných prvků
	MKP v 1D
	MKP ve 2D

	TFETI
	Úvod do metod rozložení oblasti
	Dekompozice a primární QP problém
	Přechod k duálnímu problému a předpodmínění

	Paralelizace
	Numerické experimenty
	Závěr
	Reference
	Přílohy
	Matice B

