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Abstrakt

Tato prace je zaméfena na vyuziti grafii s takzvanym 1-VMV ohodnocenim, pro které
se v posledni dobé vzil alternativni nazev ,distance magic ohodnoceni“. Prace shrnuje
znamé vysledky v oblasti distance magic ohodnoceni grafi, ovSem hlavnim piinosem je
popis induktivni konstrukce distance magic grafu, které lze pouzit pii planovani netuplnych
sportovnich turnaju. Navic oproti zadani bakalaiské préace je zde ¢ast zaméiend na moznost
urcité primé ¢i nepiimé dominance v téchto turnajich, ktera zajisti kazdému ucastnikovi
turnaje (hréci ¢i tymu) stejnou Sanci stat se tzv. kralem turnaje. Tato problematika nebyla
zatim v zadné literatuie feSena.

Klicova slova: distance magic, krél turnaje, spravedlivy turnaj, vyrovnany netplny
turnaj

Abstract

This thesis is focused on the use of graphs with a 1-VMV labeling, which is recently
called ,distance magic labeling®“. Thesis sums up known results in the area of distance
magic graphs which can be used for scheduling incomplete sports tournaments. In addi-
tion to the assigment of thesis there is a part focused on possibility of direct or indirect
domination in these tournaments to ensure every member in tournament (player or team)
can become a so—called king of tournament. This issue has not been addressed in any
literature before.

Keywords: distance magic, king of tournament, fair tournament, equalized incom-
plete tournament



Seznam pouzitych symboli a zkratek

G = (V,E) - Graf G s mnozinou hran F a mnozinou vrcholu V/
|E| — Velikost mnoziny E

K, — Kompletni graf na n vrcholech

Komn — Kompletni bipartitni graf na m + n vrcholech
P, — Cesta na n vecholech

Ch — Cyklus na n vecholech

N(v) — Mnozina v8ech sousednich vrcholi vrcholu v
1-VMV — 1-Vertex Magic Vertex

k — Magicka konstanta

EIT — Vyrovnany neuplny turnaj

f) — ohodnoceni vrcholu v

Vinv, — Prunik mnozin V; a Vy

GUH — Sjednoceni grafu G a H

G — Doplnék grafu G

ecc(v) — Excentricita vrcholu v

diam(G) — Prameér grafu G

G[H] — Kompozice grafi G a H

GUH — Kartézsky soucin grafu G a H

wy(v) — Viéha vrcholu v pfi ohodnoceni f

deg(v) — Stupeii vrcholu v

A(G) — Maximalni stupen v grafu G

0(G) — Minimélni stupen v grafu G

Ca — podgraf C4 komponenty G
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1 Uvod

Tato préace zabyvajici se problematikou magického ohodnoceni grafi vznikala soubézné s
praci mého spoluzaka Matéje Krbecka z téze oblasti [8]. Zatimco pan Krbeéek ve své préci
mj. pFindsi nové vysledky, které se tykaji 14-pravidelnych 1-VMV graft, ja jsem se zaméftil
na popis nové konstrukce 1-VMYV grafii, kde hlavnim cilem mého snazeni bylo zdokonaleni
vysledného 1-VMYV grafu, ktery byl vytvofen pravé touto novou konstrukei, to vSe bude
obsahem kapitoly

Na tvod bych jesté rad dodal, ze mé prvni sezndmeni se s problematikou 1-VMYV ohodno-
ceni grafu bylo prostfednictvim prace Adama Silbera [12], jedinou doposud ¢esky psanou
praci na toto téma. Z ceské literatury mi dalsi oporou pii tvorbé této prace byla skripta
teorie grafu od Petra Kovéaie [4], nékteré definice uvedené v podkapitole pochéazeji
pravé odsud.
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1.1 Pojmy a definice

Abychom se mohli vénovat magickym ohodnocenim grafi, je tieba nejprve nadefinovat
zakladni pojmy tykajicich se grafi obecné, vyznam slova graf. Graf predstavuje zndzornéni
néjakého problému, diky tomu lze dany problém jednoduSeji feSit. Zkouméanim grafu se
zabyva matematickd disciplina zvana Teorie grafi, za jejihoz zakladatele je povazovan
znamy matematik Leonhard Euler. Euler pomoci grafu vytesil problém Sedm mosti mésta
Krdlovce, ktery znél: ,je mozno prejit viechny mosty tak, aby na kazdy most ten, kdo se
o to pokousi, vstoupil pouze jednou?“ Euler si kazdy bieh predstavil jako vrchol a mosty
jako hrany grafu.

Obrézek 1: Sedm mostu mésta Kralovce a jejich zndzornéni grafem

Pro zajimavost poté dokézal, Ze to neni mozné, nebot dany graf nelze nakreslit jednim
tahem.
Protoze tato prace se zabyva vyuzitim takzvanych ,magicky ohodnocenych® grafu pii
sportovnich turnajich, muzeme si zde vrcholy grafu predstavit jako hréce (tymy) a jed-
notlivé hrany vzdjemné utkani mezi nimi. Nyni ale prejdéme k matematické definici grafu,
kterd zni nasledovné.

Definice 1.1. Graf G je usporddand dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina vrcholi a E
je mnoZina hran.

Oznaceni mnoziny vrcholu a hran vychézi z po¢atecénich pismen anglickych nazva pro
vrcholy (vertices) a hrany (edges). Prvky mnoziny V budeme znacit pfirozenymi ¢isly,
hrana mezi nimi predstavuje mnozinu o dvou prvcich (vrcholech, mezi kterymi dand hrana
vede), napiiklad {1, 2}, zkrdcené zapisujeme 12.

Poznamka 1.1. V néktergch oborech je mezi prirozené éislo povaZovand i nula, pokud
vSak my v této prdci mluvime o prirozenych cislech, myslime tim celd kladnd c¢isla.

3

Obrézek 2: Graf G = (V,E), kde V = {1,2,3,4,5} a E = {12, 14,23, 34, 45}.
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Existuje mnoho druhui grafa, které se vyskytuji tak casto, ze maji i své nazvy. Nyni
uvedeme ty nejzakladnéjsi z nich.
Prvni skupinu grafu nazveme upiné (kompletni) grafy na n vrcholech K, kde n > 1.

Je to graf, jehoz kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou a kde pocet hran |E| = %

<l W

Obrézek 3: Uplné grafy Ky a K.

Grafy na n vrcholech, kde n > 3, nazveme cykly (kruznice), pokud jsou tyto vrcholy
spojeny n hranami do jednoho cyklu. Cyklus budeme znac¢it symbolem C,,.

A

Obrazek 4: Cykly C5 a Cy.

Cestou na n vrcholech P, kde n > 1, nazveme graf, jehoz vrcholy jsou v fadé za sebou
propojeny n — 1 hranami. Formalné cestu muzeme chapat jako posloupnost vrcholi, mezi
nimiz vede hrana, ale ziddné vrcholy (a tedy ani hrany mezi nimi) se neopakuj.

«——eo o6 —o 0

Obrézek 5: Cesta Py a Ps.

Kompletni bipartitni graf K, n,kdem > 1an > 1, je graf, jehoz vrcholy jsou rozdéleny
na dvé disjunktni mnoziny (partity), kde hrany vedou mezi vSemi vrcholy nepatiici do
stejné mnoziny a kde pocet hran |FE| = mn. Podobné muzeme definovat multipartitni graf.
Tedy obecné kompletnim k-partitnim grafem, kde k > 2, minime graf, jehoz vrcholy jsou
rozdéleny do k disjunktnich mnozin, kde hrany vedou mezi vrcholy nepatiici do jedné
mnoziny.
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Obrézek 6: Kompletni bipartitni graf K3 3 a kompletni 3-partitni graf K 3 3.

Kdyz uz méame predstavu, co si pod slovem graf predstavit, zaméfme se nyni na pojem
ymagické ohodnoceni, ktery jako prvni uvedl v roce 1963 J. Sedlacek [11]. Zde to bude
konkrétné 1-VMV (1-Vertex Magic Vertez, ¢esky 1-vrcholové magické vrcholové) ohodno-
ceni, znamé také pod nazvem distance magic ohodnoceni, ktery zavedli Miller, Rodger a
Simanjuntak v ¢lanku [9].

Poznamka 1.2. Prdvé druhy zminény pojem distance magic budeme v tomto textu pouZivat,
bez sklomovdni a s viyslovnosti , distanc medzig“. Protoze dostupnd literatura je jen v an-
glictiné, tak jsme se rozhodli termin neprekladat.

Ohodnotit vrcholy grafu znamena pritfadit vrcholim hodnoty z mnoziny prirozenych
¢isel. Tyto hodnoty muzou pro piedstavu vyjadfovat silu jednotlivych tymt. Ohodnotit
vrcholy tak, aby graf byl distance magic znamend vrcholum grafu ptifadit takové hodnoty,
ze souctet ohodnoceni sousednich vrcholit bude pro vSechny vrcholy stejny. Sousedni vr-
choly definujeme jako vrcholy mezi nimiz vede hrana. Napiiklad sousedni vrcholy vrcholu
oznaceného na obrazku [2| ¢islem 1 jsou vrcholy 2 a 4.

Obecné mnozinu v8ech sousednich vrcholi ngjakého vrcholu v budeme znaéit symbolem
N (v). Matematicky muzeme tedy distance magic ohodnoceni definovat takto.

Definice 1.2. Necht G = (V, E) je graf na n vrcholech. Bijekce f : V. — {1,2,...,n}
se nazyvd distance magic ohodnoceni grafu G, jestlize existuje celé ¢islo k takové, Ze
ZueN(v) f(u) =k pro viechny v € V.. Konstanta k se nazgvd magickd konstanta ohodno-
cent f.

1 3
1 3 2
L L L k=5
k=3 4 2

Obrazek 7: Cesta P3 a bipartitni graf Kjo jako priklady distance magic ohodnoceni s
uvedenou magickou konstantou k.

V fedi turnaju jde o to, aby soucet sily protivniku, se kterymi se dany tym utkd, byl
pro vSechny tymy stejny. Takovy turnaj se pak nazyva Vyrovnany nekompletni turnay,
zkracené EIT (z anglického ndzvu Equalized incomplete tournament). Je tedy ziejmé, ze
distance magic ohodnoceni nelze pouzit u uplnych turnaji n tymu, které jsou modelovany
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kompletnimi grafy K,,, pokud n > 1.

V diivéjsi ¢asti textu jsme uvedli nékteré zakladni typy grafi-kompletni graf, cyklus, cesta
a multipartitni graf. V ¢lanku [9] bylo dokézéno, na jakém poctu vrcholu tyto grafy mohou
byt distance magic:

- Kompletni graf K, je distance magic graf pravé tehdy, je-li n =1,
- Cyklus C), délky n je distance magic graf pravé tehdy, je-li n = 4,

1

a

Obrazek 8: Distance magic graf Cjy.

Poznamka 1.3. MuzZeme si vsimnout, Ze graf Cy je vlastné jinak zakreslenyj kom-
pletni bipartitni graf Koo z obrdzku E?]

- Cesta P, je distance magic graf pravé tehdy, je-li n = 1 nebo n = 3 (viz obrézek ,

- Kompletni m-partitni graf, kde kazda partita je tvofena n vrcholy, pro m,n > 2, je
distance magic pravé tehdy, je-li n sudé ¢islo nebo n a zaroven m jsou licha ¢isla.

Poznamka 1.4. Dalsi zndmé vijsledky pro existenci distance magic grafu uvddime v pod-
kapitoldch a[l.3

Dulezitym pojem, ktery nyni zavedeme je stuperi vrcholu. Stupen vrcholu vyjadiuje
pocet hran, se kterymi je dany vrchol incidentni. Vrchol v je incidentni s hranou ww,
jestlize je jejim koncovym vrcholem, tedy v € wwv. Stupen vrcholu v v néjakém grafu
G budeme znacit deg(v) (z anglického degree), kde nejvétsi stupen vrcholu v grafu G
oznacujeme A(G), nejmensi stupen zna¢ime §(G). Grafy se vSemi vrcholy stejného stupné
pak nazyvame pravidelné grafy.

Obrézek 9: 3-pravidelny graf na Sesti vrcholech.

Obecné, pokud je dany graf r-pravidelny, pak jeho vSechny vrcholy jsou stupné r.
Pokud si opét predstavime vrcholy grafu jako hréace, a jednotlivé hrany jako vzajemna
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utkani mezi nimi, tak pravidelnost nam fiké, ze se kazdy tym utka se stejnym poctem
soupeiu. V piipadé r-pravidelného grafu kazdy hrac odehraje r zapasu.

Véta 1.1. Soucet stupniu v grafu je vidy sudy a je roven dvojndsobku poctu hran. Tedy
> vev(c) deg(v) = 2|E(G)].

Dukaz Véty je trividlni, jestlize z daného vrcholu vede hrana, pak musi v dalsim
vrcholu také konéit. Proto soucet stupnu je vzdy sudy a roven dvojndsobku poctu hran.

V souvislosti se stupni byla v ¢lanku [9] dokdzdna nutnd podminka pro existenci
distance magic ohodnoceni.

Véta 1.2. Nutnd podminka pro existenci distance magic ohodnoceni f grafu G na n vr-
cholech je kn =3_ cy () deg(v) f(v).

Abychom mohli popsat, zda je graf distance magic, zavedeme termin wvdha vrcholu.
Viéaha néjakého vrcholu v ndm dédva hodnotu souc¢tu ohodnoceni jeho sousednich vrcholi.
Véhu vrcholu v ohodnocen{ f budeme znacit wy(v). Matematicky zapsdno wy(v) = 3_,c n) f()-
Pokud bude vaha shodnd pro kazdy vrchol grafu, pak je tento graf distance magic.

Pro konstrukei distance magic grafu, které se budeme vénovat v kapitole [2, bude tfeba
zavést nasledujici pojmy.
Rekneme, ze dva grafy G = (Vi, E1) a H = (Va, Ey) jsou disjunktni, jestlize Vi N Vo = () a
E1 N Ey = (). Sjednoceni téchto grafu pak znac¢ime GUH, kde GUH = (VU Vs, E1 U E»).

Definice 1.3. Doplnék grafu G je graf G, ktery obsahuje prdvé ty hrany, které neobsahuje
graf pivodnd.

Obrézek 10: Doplnék grafu G z obrézku [2

Poznamka 1.5. Z definice je ziejmé, Ze napiiklad doplnék kompletniho grafu K, bude
graf, ktery nebude obsahovat Zadné hrany.

Graf je mozné nakreslit riznymi zpiisoby. Jako ptiklad mtizeme uvést jiz zminény cyk-
lus C4 a bipartitni graf Ks o. Takovym grafum pak fikdme, Ze jsou isomorfni. Matematicky
isomorfismus dvou grafu G = (V4, 1) a H = (Va, Ey) definujeme jako bijektivni zobrazeni
f V1 — Va, kde kazdé dva vrcholy u,v € Vi jsou spojeny hranou v G pravé tehdy, kdyz
f(u), f(v) € Vo jsou spojeny hranou v H. Jiny piiklad isomorfnich grafi muzeme vidét na
nasledujicim obréazku.
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f(u)
u v
y X

f(x)

Obrézek 11: Isomorfni grafy G a H.

Automorfismus grafu G definujeme jako bijekci f : V(G) — V(G) a dva vrcholy
u,v € V(G) jsou spojeny hranou, pravé tehdy, kdyz f(u), f(v) € V(G) jsou spojeny
hranou. Zjednodus§ené fec¢eno, automorfni graf je isomorfni graf sam se sebou.

Obrazek 12: Automorfni graf G, ve kterém se zobrazi f(u) = w, f(v) =z, f(w) = u a
f(z) = .

Definice 1.4. Rekneme, ze graf G je vrcholové tranzitivnd, jestlize pro libovolné dva vrcholy
u,v € V(G) existuje automorfismus ¢, Ze p(u) = v.

Vrcholové tranzitivni nemuze byt graf, ktery neni pravidelny (ne kazdy vrchol ma
stejny stupen). Ovsem také neplati, ze kazdy pravidelny graf je vrcholové tranzitivni, jak
se muzeme piresvédcit na nasledujicim obrazku.

U, u,
u
u, 5
Uy

Obrazek 13: Vlevo graf G jako piiklad pravidelného grafu, ktery neni vrcholové tranzitivni
a vpravo graf H, ktery je pravidelny a zaroven vrcholové tranzitivni.

Graf G na obrazku neni vrcholové tranzitivni, protoze napiiklad wvg lezi v cyklu
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v1070g, ale vg ne, protoze mezi zadnymi jeho sousednimi vrcholy nevede hrana.

Nisledujici pojmy se budou tykat vzdéalenosti mezi dvéma vrcholy grafu G, kde vzddlenost
mezi dvéma vrcholy definujeme jako délku nejkratsi cesty mezi nimi.

Definice 1.5. FExcentricita vrcholu v v grafu G je nejvétsi vddlenost v od ostatnich vrcholi
v G. Ezcentricitu vrcholu v budeme znacit ecc(v).

Napiiklad excentricita kazdého vrcholu v bipartitnim grafu K, ,, je 2, pokud m,n > 1.
Prumeér grafu G je nejvétsi excentricita v grafu G. Prumeér grafu G se znaci diam(G) (z
anglického diameter). Cesta P, je piiklad grafu, jehoz prameér diam(P,) =n — 1.

Déle zavedeme pojmy souvislost, podgraf a komponenta grafu. Rekneme, ze graf je

souvisly, jestlize existuje cesta mezi kazdou dvojici vrcholu grafu. Pfipomenme, Ze cesta
je definovand jako posloupnost vrcholt a hran, které se neopakuji.
Podgrafem P grafu G nazyvame graf, ktery vznikne odstranénim vrcholu (a hran, které
jsou s témito vrcholy incidentni), pfipadné odstranénim dalsich hran puvodniho grafu G.
Pokud vynechame pouze hrany, které byly incidentni s vynechanymi vrcholy, pak takovy
podgraf nazveme indukovany. Oba typy podgrafi spolu s pivodnim grafem G znazornuje
nasledujici obréazek.

v, v, v,
VvV, Vs Vi V5 V, Vg
Vo
V3 3 V3

Obrazek 14: Znazornéni grafu G, jeho indukovaného podgrafu H; a podgrafu Hs, ktery
neni indukovany.

Komponentu muzeme definovat jako maximalni souvisly podgraf grafu G. Z toho plyne,
ze pokud je graf souvisly, pak ma jedinou komponentu.
Kompozice (slozeni) grafi G a H je graf, ktery mé vrcholovou mnozinu V(G) x V(H) a
dva vrcholy (uj,v1) a (ug,vs) jsou spojeny hranou préavé kdyz plati u; = ug a zaroven
vivy € E(H) nebo ujus € E(G). Komporzici grafi G a H v tomto poradi budeme znacit
G[H]. Na nésledujicim obrézku je zndzornén piiklad sestaveni kompozice grafu G a H pro
G = 03 a H= E
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[ ) (U1,V1) (U1,V2)

Obrazek 15: Kompozice grafu C3[K3].

Kartézsky soucin dvou grafu G a H je graf, ktery mé vrcholovou mnozinu V(G) x V (H)
a dva vrcholy (uj,v1) a (ug,v2) jsou spojeny pravé kdyz plati u; = ug a zéroven vivy €
E(H) nebo vy = v a zaroven ujuz € E(G). Kartézsky soucin grafa G a H budeme znacit
GUOH.

o (U1,V1) (U11V2)

Uj u, U3,V2 (UZ!VZ)

Obrézek 16: Kartézsky soucin grafii CsK5.

Pozndmka 1.6. Kartézsky soucin je komutationi operace (GOH = HOG). Kompozice
grafu komutativnd obecné neni (G[H] # H|[G]).

Dosud jsme v této praci mluvili o grafech, jejichz vrcholy byly spojeny hranou tak, ze
jsme nerozliSovali, jestli hrana vede z vrcholu v; do vrcholu vo nebo naopak. Pro urcité situ-
ace je ovSem uzitecné stanovit smér hrany—napftiklad pro znazornéni silnic s jednosmérkami
¢i smér toku proudu vody v fekach ¢i potocich, které se do nich vlévaji. Tyto problémy
pak muzeme zakreslit pomoci takzvanych orientovanich grafi. Orientovany graf definu-
jeme takto.

Definice 1.6. Orientovany graf G je dvojice G = (V, E), kde V' je mnoZina vrcholi a E
je podmnozina kartézského soucinu V x V.
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Hrany v orientovaném grafu budeme znazornovat Sipkami, kde Sipku vedouci naptiklad

z vrcholu vy do vrcholu vy znacime (vy,vy). Piiklad orientovaného grafu muzeme vidét na
obrazku

3

Obrazek 17: Orientovany graf G s mnozinou hran £ = {(1,4), (2,1), (2, 3), (3,4), (5,4)}.

Vratme se zpét k popisu problému pomoci orientovanych grafii. Vezméme si nyni tur-
najovou problematiku. Piedstavme si, ze néktera utkani turnaje jsou jiz odehrana a my
je chceme zakreslit pravé pomoci orientovaného grafu (napiiklad z duvodu zkouméni ¢i
lepsi predstavy). Déle pfedpoklddejme, ze v daném utkani nemuze nastat remiza, tedy
vzdy néjaky tym (hrac) musi z tohoto utkdni vyjit vitézné (napiiklad tenis nebo volejbal).
Pak, jestlize hra¢ vy porazi hréce ve, tuto situaci v grafu zakreslime sipkou (v1,v2), coz
je orientovand hrana vedouci z vrcholu v; do vrcholu vs. Pokud by graf na obrazku
znazornoval néjakou ¢ast odehraného turnaje, muzeme z dané situace usoudit, ze hrac
¢islo 4 ma zatim jasné nejhorsi bilanci—prohrél vSechny své zapasy.

Nyni se zaméfme na jednotlivé hrace a utkani odehrané mezi nimi. Chceme zjistit, zda
dany hra¢ muze byt krdlem. Krale turnaje definujeme nasledujicim zpusobem.

Definice 1.7. Vichol u je krdlem v orientovaném grafu G, jestlize kazdy jiny vrchol v je
dostaZitelny z u po néjaké orientované cesté délky nejvyse 2.

Pokud bychom se opét zamérili na obrazek [17| zjistime, ze se zde zadny kral nenachazi,
hriace 2 ani hrace 5 neporazil nikdo. Jestlize ale v tomto grafu pozménime orientaci
nékterych hran, pak uz zde krale nalezneme, jak lze vidét na nasledujicim obrazku.

1

3

Obrazek 18: Zvyraznény vrchol 1, ktery predstavuje krale v orientovaném grafu G.

Pravé na hledéni kréle v distance magic grafech se, mimo jiné, zaméiime v kapitole

1.2 Prehled vysledku

V této ¢asti uvedeme nékteré znamé vysledky zamérené na existenci ¢i neexistenci distance
magic grafi. Ty pochézeji z prehledového ¢lanku, ktery sepsali Arumugam, Froncek a
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Kamatchi [1]. Zde navic néktera tvrzeni pro lepsi pfedstavu zndzornime obrazky.

Véta 1.3. Jestlize G je netrividlni distance magic graf a 6(G) = 1, pak bud’ G je isomorfni
s P3 nebo G obsahuje jednu komponentu isomorfni s P3 a ostatni komponenty isomorfni s
Koo = Cy. Magickd konstanta k je pak rovna poctu vrcholi grafu G.

7 Véty vyplyva, ze graf G je tedy bud’ cesta P3 s magickou konstantou k& = 3 nebo
P; U tCy, kde magicka konstanta k = 4¢ + 3, pro t > 1. Nasledujici obrazek predstavuje

situaci, kdy t = 2.
8 S
2 e} 7 4
11
10 3 6

Obrazek 19: Distance magic graf P3 U 2Cy na 11 vrcholech, kde magicka konstanta k je
rovna pocCtu vrchola grafu.

Véta 1.4. Graf G na n vrcholech je distance magic s magickou konstantou k = n + 1
tehdy a jen tehdy, je-li G = tCy, kde t je prirozené éislo.

1 5

8 4

Obrazek 20: Distance magic graf 2Cy na 8 vrcholech, kde magicka konstanta k = 8 + 1.

Diky nasledujici vété muzeme potvrdit nebo vyvréatit moznost distance magic ohod-
noceni u kompletniho bipartitniho grafu K, ,.

Véta 1.5. Necht m a n jsou dvé prirozend cisla tak, Ze m < n. Graf Ky, , je distance
magic tehdy a jen tehdy, plati-li ndsledujict podminky

1. m+n=0 nebo 3 (mod 4) a
2. bud n < |(1+ v2)m] nebo 2(2n +1)% — (2m +2n +1)? = 1.

Dulezité je, aby obé podminky platili zaroven. Napiiklad graf Ki3 ma sice splnénu
podminku [1] ale zddnou z podminek [2| takze nemuze byt distance magic. Oproti tomu
tieba kompletni bipartitni graf K34 jiz mé splnény obé podminky. O jeho ,magicnosti®
se muzeme presvédcit nd nasledujicim obrazku.
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2
1

5
6

4
7

3

Obrazek 21: Distance magic graf K3 4, kde magickd konstanta k = 14.

Véta 1.6. Jestlize G je kompletni multipartitni graf, ktery je distance magic, pak G =
Ky, 5o, kde 1 < s1 <89+ < 8, a zdroven 8; > 2, proi =2,3,...,r.

©5Sr

Véta 1.7. Necht G je r-pravidelny graf, kde r > 1, a necht C,, je cyklus tvoreny n vrcholy,
kde n > 3. Pak G[C})] je distance magic tehdy a jenom tehdy, je-li n = 4.

1 2

7 8

Obrazek 22: Distance magic graf Ks[Cy4] s magickou konstantou k = 27.

Véta 1.8. Necht G je libovolny pravidelny graf. Pak G[K,| je distance magic pro kazdé
sudé n.

Véta byla dokézéna v ¢lanku [5]. Diky ni méme moznost konstruovat pravidelné
distance magic grafy na teoreticky nekonetné mnoha vrcholech n, kde n je sudé. Tuto
konstrukei uz jsme také zminili pii definici kompozice (viz obrézek a budeme ji vyuzivat
i v nésledujici kapitole.
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Obrézek 23: Distance magic graf C3[K»], kde magickd konstanta k = 14.

V ¢ldnku [3] bylo dokédzéano, ze pokud G je libovolny r-pravidelny graf na k vrcholech,
kde k je lich¢, a K, je doplnék kompletniho grafu na n vrcholech, kde n je také liché ¢islo,

pak r je sudé a graf G[K,] je distance magic. Kompozici 2-pravidelného grafu na tiech
vrcholech C3 = K3 s doplitkem C3 = K3 muzeme vidét na obrazku

4 @LL S 6
e\

Obrézek 24: Distance magic graf K3[K3), kde magickd konstanta k = 30.

Véta 1.9. [2] Graf G|K,|, kde G je r-pravidelny graf na k vrcholech, nemiize byt distance
magic, je-li n liché a k =r =2 (mod 4).

Véta 1.10. Jestlize n je sudé nebo mnp je liché, m > 1,n > 1 ap > 1, pak mKy[K,]| md
distance magic ohodnocens.

Véta 1.11. Graf mK,[K,] nemuze byt distance magic, pokud np je liché, p = 1 nebo 3
(mod 4) a m je sudé.

Graf GOH, tedy kartézsky sou¢in grafu G a H, je distance magic pouze v tomto
pripadé.

Véta 1.12. [10] Necht G je cyklus na n vrcholech Cy, a necht H je cyklus na k vrcholech
Cy. Pak C,1C, pro n,k > 3 je distance magic tehdy a jenom tehdy, je-lin = k = 2
(mod 4).

Z Véty vyplyvéa, ze pocet vrcholu obou cyklu musi byt stejny a zaroven pocet
vrchold musi dat zbytek 2 po déleni ¢tyimi, aby graf C,[1C} byl distance magic. Nejmensi
graf, jenz tyto podminky spliuje, je kartézsky soucin dvou cyklu Cg, tedy 4-pravidelny
graf na 36 vrcholech!
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1.3 Dalsi znamé vysledky o pravidelnych distance magic grafech

Pokud budeme mit r-pravidelny graf, ktery je distance magic, pak muzeme pldnovat turnaj,
kde kazdy hra¢ odehraje pravé r zapasu a ve vysledném souctu s protivniky se stejnou
silou.

Navic, pokud zndme pravidelnost a pocet vrcholi daného grafu, muzeme ur¢it magickou
konstantu, jak je uvedeno v ¢lanku [9], takto.

Véta 1.13. Necht G je r-pravidelny distance magic graf na n vrcholech. Pak magickd
konstanta v distance magic ohodnoceni k = @

Dikaz. Stupen kazdého vrcholu v r-pravidelném grafu je r. Dle Véty je kn =

Y vev(c) deg(v) f(v) = Ty L l= r%. Po vydéleni poétem vrcholu dostaneme k =

r(n+1)
2 - =
Bohuzel ne pro vSechna r néjaky r-pravidelny distance magic graf existuje. V élanku [9]
jesté bylo dokazano nésledujici tvrzeni.

Véta 1.14. Zddny r-pravidelny graf, kde r je liché, nemize byt distance magic.

7 Véty plyne, ze r-pravidelné grafy, kde r je liché, existuji jen na sudém poctu
vrcholu. Magickd konstanta k je ale celé ¢islo, coz by v grafu na sudém poc¢tu vrcholu
nebylo splnéno. Z tohoto divodu neexistuji distance magic grafy s lichou pravidelnosti.
Nyni se zbyva zaméfit na pocet vrcholu n daného r-pravidelného grafu, tj. pro kterd n
existuje r-pravidelny distance magic graf. V élanku [2] bylo ukdzéno nasledujici.

Véta 1.15. Pro n sudé existuje r-pravidelny distance magic graf tehdy a jen tehdy, je-li
2<r<n-—2r=0 (mod 2) a bud n=0 (mod 4) nebon =r +2=2 (mod 4).

7 Véty plyne, ze pokud je n =0 (mod 4) , pak distance magic graf existuje, je-li
r < n — 2, pokud n délitelné 4 beze zbytku neni, pak distance magic graf existuje tehdy a
jenom tehdy, je-li r =0 (mod 4).

jak obecné popsat existenci pravidelného distance magic grafu lichého fadu. Pro 2-pravidelné
grafy fadu n, kde n je liché, vsak distance magic ohodnoceni neexistuje.

Dukaz. Magickd konstanta je v tomto piipadé k = Q(n; V- n+1.2 Véty vSak
plyne, ze distance magic graf G s magickou konstantou k = n + 1 existuje tehdy a jen
tehdy, je-li G = tCy. O

Pro nékteré vyssi pravidelnosti v8ak uz byla tato existence dokazana, konkrétné pro 4-
pravidelné v ¢lanku [5] a pro (6, 8, 10, 12)-pravidelné v élanku [6]. Vysledky jsou nésledujici.

Véta 1.16. 4-pravidelny distance magic graf na lichém poctu vrcholu n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n > 17.
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Véta 1.17. 6-pravidelny distance magic graf na lichém poctu vrchold n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n =9 nebo n > 13.

Véta 1.18. 8-pravidelny distance magic graf na lichém poctu vrcholi n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n > 15.

Véta 1.19. 10-pravidelny distance magic graf na lichém poétu vrcholi n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n > 15.

Véta 1.20. 12-pravidelny distance magic graf na lichém poctu vrcholu n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n > 15.

Navic v praci mého kolegy Matéje Krbecka je dokdzano, ze 14-pravidelny distance ma-
gic graf na lichém poc¢tu vrcholu n existuje tehdy a jen tehdy, je-li n > 19 [8].

Po shrnuti téchto podminek, které jsou nutné pro existenci distance magic grafu,
prejdeme do hlavni kapitoly, ktera se bude sklddat ze t¥{ ¢asti.
V prvni ¢asti popiseme novou konstrukci distance magic grafii pomoci pridani kompo-
nenty, kterd byla uvedena v ¢lanku, jehoz autory jsou Petr Kovar a Adam Silber [7].
Druhé ¢4st bude vénovana zpusobu spojeni nesouvislého grafu, ktery vznikl pravé touto
konstrukei, a zaroven zachovani moznosti distance magic ohodnoceni vysledného sou-
vislého grafu G.
V posledni ¢asti pak naéneme problém moznosti existence krale turnaje ve vyronaném
nedplném turnaji, jenz bude dale rozvijen v dalsich publikacich.

2 Hlavni vysledek

2.1 Konstrukce r-pravidelnych distance magic grafi pridanim kompo-
nenty

Nésledujici tvrzeni bylo jiz dokézano v ¢laknu [7]. V této praci poskytneme alternativni
diukaz. V dalsi ¢asti pak konstrukci rozsifime tak, abychom umeéli sestavit souvisly graf s
danymi parametry.

Véta 2.1. Necht G je distance magic graf na n vrcholech, ktery je r-pravidelny. Pak
umime sestavit r-pravidelny graf G U H na n 4+ m vrcholech, ktery je distance magic pro
sudé m > r + 2, kde m je pocet vrcholi komponenty H. Pro r = 0 (mod 4) je m sudé.
Pror =2 (mod 4) je m =0 (mod 4).

Pro m = r + 2 komponenta H vznikne kompozici grafi K m a Ko, znacime K m [Ks).

Pro m > r + 2 komponenta H vznikne kompozici néjakého g-pravidelného grafu na %

vrholech (ozna¢me tento graf jako F') a doplitku tiplného grafu na dvou vrcholech Ky, tedy

H = F[R,).

Poznamka 2.1. Je treba ddt pozor, aby graf F' byl definovany. Pokud by jeho pravidelnost
meéla byt lichd a zdroven byl lichy i pocet vrcholi, tak F neexistuje, nebot soucet stuprit
vrcholtd grafu je vidy sudy podle principu sudosti.
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Konstrukce r-pravidelného distance magic grafu pomoci piidani komponenty H probihd
nésledujicim zpusobem.

Poznamka 2.2. Ohodnoceni grafu G U H budeme znacit f'.

Poznamka 2.3. Magickou konstantu grafu G U H v ohodnoceni f' budeme znacit k'.
Konstrukce

o K distance magic grafu G na n vrcholech pfiddme komponentu H na m vrcholech,
kde m > r+2, m jesudé pror =0 (mod 4) nebom =0 (mod 4) pror =2 (mod 4),

a kde vrcholy H jsou tvofeny partitami {z;,y;} proi=1,2,...,%.
e komponenta H je r-pravidelny (pro m = r + 2 dokonce kompletni K2727 o ’2)
——

7
multipartitni graf , kde hrany vedou mezi vrcholy, které lezi v ruznych partitach
tak, ze pocet hran vedoucich z kazdého vrcholu je r a soucet ohodnoceni sousednich
vrcholt kazdého vrcholu je k,

e ohodnotime vrcholy podle nasledujiciho predpisu

fw+m  proveV(G),
THOERSK proz; € V(H), kde i =1,2,..., 7%, (1)
m+n+1—i proy; € V(H), kdei=1,2,...,%.

e vznikne novy graf G U H, ktery je r-pravidelny a distance magic, kde magicka kon-
stanta k' = M

Nyni dokdzeme tvrzeni Véty
Véta iiké, ze pokud budeme mit r-pravidelny distance magic graf G na n vrcholech,
pak po pridani komponenty H na m > 7 + 2 vrcholech, kde m je sudé pokud r = 0
(mod 4), pro r = 2 (mod 4) je m = 0 (mod 4), umime sestavit r-pravidelny graf G U H
na n + m vrcholech, ktery je také distance magic.
Ditikaz se bude sklddat ze t¥i ¢asti.
V prvni ¢asti dokdzeme, ze véahy vrcholu grafu G U H jsou shodné, tedy ze G U H ma
distance magic ohodnoceni.
V druhé ¢asti dukazu ukdzeme, ze komponenta H maé stejnou pravidelnost jako kompo-
nenta G, tudiz vysledny graf G U H je pravidelny.
V tieti Casti se presvédéime, Ze i po preznaceni vrcholi obou komponent bude mit kazdy
vrchol jinou hodnotu.

Diikaz shodngch vah. Vime, ze graf G je distance magic, ohodnoceni kazdého jeho vr-
cholu v je f(v) = i, pro i = 1,2,...,n. Vaha kazdého vrcholu grafu G je tedy rovna
magické konstanté k, neboli wy(v) = >_, cn(y) f(u) = k.
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Po pridani komponenty H se vSechna ohodnoceni vrcholu komponenty G zvysi o stej-
nou hodnotu, tedy f'(v) = f(v) + F, pro v € V(G). Véha kazdého vrcholu v v novém

ohodnocen{ f komponenty G bude w (v) = 3 ,cnw) f'(W) = Xuenw) (f(u) + %) =

Yuenw) fW +rg =k+rg = rintl) | orm o r(mindd)
Vime také, ze komponenta H je tvofena 3 partitami kazda o dvou vrcholech {x;,y;}, kde
T

hrany vedou z kazdého vrcholu do 3 partit tak, aby kazdy vrchol byl stupné r. Vaha vr-

cholu z; a y; proto bude stejnd, tedy W (z;) = wp (yi) = T(f (xi);f (yi)) = T(ngnﬂfi) =

%, kde ( fx)+f (yi)) je soucet kazdé partity komponenty H. Vahy vrcholi kom-
ponent G a H jsou tedy totozné.

Dukaz pravidelnosti. Komponenta H je stejné pravidelna jako komponenta GG. Uvédomime-
li si, Ze z kazdé partity komponenty H vedou dvé hrany do g partit, dostaneme vztah pro
stupeni vrcholu v komponenté H 235 = r. Pravidelnost komponenty G zistane 7.

Diikaz bijektivnosti f'. K dokdzdni toho, Ze kazdy vrchol bude mit po preznaceni je-
dine¢nou hodnotu, vyuzijeme jednoduchych znazornéni intervalu danych hodnot. Graf
G na n vrcholech méa puvodni ohodnoceni f vrcholi celo¢iselnymi hodnotami z intervalu
[1,n], kazdy vrchol je ohodnocen prévé jednou hodnotou z tohoto intervalu.

fo—
1 n

Obrézek 25: Interval hodnot vrcholi grafu G.

Po pieznaceni vrcholu dle funkce f’(v) se stéavajici hodnoty kazdého vrcholu kompo-
nenty G' zvysi o 3, prvnich % hodnot, tedy hodnot z intervalu [1, %], piipadne vzdy
vrcholim z;, pro ¢ = 1,2,..., % dle pfedpisu f’, hodnoty vrcholi komponenty G' budou
poté ziejmé z intervalu [ + 1,5 + n).

Nyni zbyva piitadit hodnoty zbyvajicim % vrcholim komponenty H, vrcholim y; €
V(H) piitazujeme hodnoty F +n+1,% +n+2,..., % +n+ 3, tedy celd ¢isla z intervalu
(% +n+1,m+n].

H G H
f' | 1

1

m+n

INEES

|
I
5+1 %»fn +n+1

INER o
35—

Obréazek 26: Interval hodnot vrcholu komponent H a (G, vyznac¢ené modrou, respektive
cervenou barvou.

Z Obréazku[26]je tedy ziejmé, ze kazdy z m+n vrcholu grafu GUH m4 jiné ohodnoceni.
O
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Priklad konstrukce 6-pravidelného distance magic grafu pridanim
komponenty

Mgéjme 6-pravidelny graf G na 9 vrcholech, ktery je distance magic, a jehoz magicka
konstanta je k=30.

Obr.1 - Graf G

Obrazek 27: Graf G.

e piidand komponenta H je kompletni 4-partitni graf Ko 2 2 2, ktery je také 6-pravidelny,

Obrazek 28: Graf G a komponenta H.

e ohodnotime vrcholy dle nasledujicitho predpisu

f(v)+4 prowv e V(G),
fllv)y=< i pro x; € V(H), kde i = 1,2, 3,4, (2)
18 —1i proy; € V(H), kde i = 1,2, 3,4.

e vihy grafu G a H jsou stejné a jsou rovny magické konstanté &/,

e graf G U H je tedy 6-pravidelny a distance magic, s magickou konstantou k' = 54,



2 HLAVNI VYSLEDEK 22

Obrazek 29: Graf GU H.

Pravidelnost grafu G je 6, coz je ¢islo, které neni délitelné ¢tyfmi beze zbytku. Po-
kud bychom tedy chtéli zvysit pocet vrcholi a zdroven zachovat moznost distance magic
ohodnoceni, pocet vrcholu m komponenty H musi byt m = 0 (mod 4). Jestlize budeme
vychézet z naseho piikladu, tak dalsi takto konstruovany distance magic graf G U H bude
existovat az na r 4+ 6 vrcholech, tedy pocet vrcholu komponenty H bude m = 12. Shriime
tuto situaci v bodech, kterou opét zndzornime obrazky.

e piidand komponenta H je 6-partitni graf K27 2,...,2 ktery je 6-pravidelny
N——

Obrazek 30: Graf G a komponenta H.

e ohodnotime vrcholy dle nasledujicitho piredpisu

fw)+6 proveV(G),
flv)y=< i prox; € V(H), kdei=1,2,...,6, (3)
22 — 1 proy; € V(H), kdei=1,2,...,6.

e vihy grafu G a H jsou stejné a jsou rovny magické konstanté £/,

e graf G U H je tedy 6-pravidelny a distance magic, s magickou konstantou k' = 66,



2 HLAVNI VYSLEDEK 23

Obrazek 31: Graf GU H.

2.2 Sestaveni souvislého grafu

Graf G U H je distance magic, ale nesouvisly. Predstavuje zakresleni néjakého turnaje,
kde se hrac¢i mezi sebou utkavaji ve dvou skupinach, které predstavuji komponenty G a
H. Je vsak rozumné pozadovat vzajemnou konfrontaci tymu mezi témito skupinami, tedy
aby hraci ze skupiny G méli moznost utkat se s hraci skupiny H a naopak. Nyni ukazeme,
jak to zajistit. Tedy jak z nesouvislého grafu G U H udélat graf souvisly, a zaroven aby
zustala zachovana podminka distance magic ohodnoceni.

Oznacme vrcholy komponenty G vi,vs,...,,, a vrcholy komponenty H w1, we, ..., w,.
Pokusme se nalézt v obou komponentach cyklus na ¢tytech vrcholech Cy, ktery je v kompo-
nenté G tvoreny vrcholy vy, vo, v3, v4 a v komponenté H vrcholy wy, ws, ws, wy. Podminkou
je, aby soucet ohodnoceni kazdych dvou nesousednich vrcholi v téchto cyklech obou kom-
ponent byl stejny.

Poznamka 2.4. Pro prehlednost budeme podgraf Cy komponenty G znacit Cg. Podgraf

Cy komponenty H oznacme Cyy.

1 W1

W, Wo

V3 W3

Obrézek 32: Indukované cykly Cg a C.

Dle obrazku [32| chceme najit takové cykly, aby soucet ohodnoceni dvou nesousednich
vrcholu byl roven néjakym piirozenym ¢islum a a b, tedy f(v1)+f(vs) = f(w1)+ f(ws) = a
a f(va)+f(vg) = f(wa)+f(wg) = bkde a je vdha vrcholu v a vy v podgrafu Cg, ta je rovna
véaze vrcholi wy a wy v podgrafu C'py, podobné b je vaha vrcholu vy a vg v Cg a rovna vaze
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vrcholu wy a w3 v C'y. Protoze tyto vahy se rovnaji v obou cyklech, tak po odstranéni hran
puvodnich cykli muzeme piidat jiné hrany vedouci mezi vrcholy v1, va, v3, v4 komponenty
G a vrcholy wy, ws, w3, ws komponenty H, jak znazornuje nasledujici obréazek.

V4 W+

V3 W3

Obrézek 33: Hrany vedouci mezi vrcholy obou komponent.

Obecné, muzeme v obou komponentdch grafu G U H nalézt cykly (spliujici vyse uve-
dené podminky), kdy a i b jsou ruznd ¢isla, ale i cykly, kde a = b. Ukazme si tyto situace
na prikladech.

Méjme distance magic graf G U H na 17 vrcholech (Obrazek . Nésledujici obrazek
zvyraznuje cykly Cq a C'p, které splnuji vyse uvedené podminky.

A\\
/v‘v“\

Obrazek 34: Komponenty G a H se zvyraznénymi cykly Cg a Cp.

Zvyraznény cyklus Cg je tedy tvoren vrcholy 5,8,10,13, cyklus Cy tvori vrcholy
1,2,16,17. Véhy protilehlych vrcholt jsou v 4+ v3 = v9 + v4 = wy + w3 = wo + wy = 18.

S 1
10 8 2 16

13 17

Obrazek 35: Cykly Cy komponent G a H.

Po odstranéni hran tvorici jednotlivé cykly, a pfipojeni vrcholu mezi komponentami
tak, aby jejich vahy zustaly shodné vypada graf GU H s jedinou komponentou souvislosti
nasledovné.
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Obrézek 36: Souvisly graf G U H.

Pro a # b vezméme nyni distance magic graf G U H na 21 vrcholech (obr a opét
vyznacme vhodné cykly.

Obrazek 37: Komponenty G a H se zvyraznénymi cykly Cg a Cp.

Zvyraznény cyklus Cq tvori vrcholy 7,12, 15, 8, cyklus C'y je tvoren vrcholy 19, 4, 3, 16.
Véahy kazdych dvou vrcholu v téchto cyklech jsou ruzné, tedy vi + v = w1 + ws = 22 a
vy + vg4 = wo + wy = 20.

4 19
8 01 2 1 6@4
15 3
Obrazek 38: Cykly Cy komponent G a H.

Opét odstranime hrany jednotlivych cykli a pfidame nové, které budou propojovat
jednotlivé komponenty.
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Obrézek 39: Souvisly graf G U H.

Muzeme tedy vyslovit nasledujici tvrzeni.

Véta 2.2. Méjme r-pravidelny distance magic graf se dvémi komponentami G a H, pro
r > 4. Je-li G komponenta na n vrcholech s podgrafem Cy vivavsvy, kde f(v1) + f(vs) =
f(v2) + f(v4) = a, kde a je viha vrcholi v1,ve,v3 a v4, a soucasné H je komponenta na
m wvrcholech s podgrafem Cy wiwawswy, kde f(w1) + f(ws) = f(w2) + f(ws) = a, a kde
a je vaha vrcholi wy,ws, w3 a wy, pricemz alesporni jedna komponenta zustane souvisld po
odebrani hran wvedeného cyklu Cy, tak umime najit souvisly r-pravidelny distance magic
graf GU H na n+ m vrcholech.

Vétu 2.2 umime dokonce zesilit pro piipad, kdy f(vi) + f(vs) = a = f(w1) + f(ws3) a
zéroven f(v2) + f(va) = b = f(w2) + f(wa).
A navic, mame-li dan takovy r-pravidelny souvisly distance magic graf G na n vrcholech,
pro r > 4, ktery obsahuje podgraf Cy tak, ze f(v1) + f(vs) = f(v2) + f(vs) = n+ 1, tak
v pridané komponenté H umime potiebny podgraf Cy najit vzdy. Staci vzit vy = z;,v3 =
Yi, V2 = Tj a v4 = Y;, Pro néjaka prirozend ¢, j.
Miuzeme proto Fici, ze obsahuje-li graf G ve Vété navic podgraf Cy vivov3vy, kde
fv1)+ f(vs) = f(ve) + f(vg) = n+ 1, tak umime najit takovy r-pravidelny graf, ktery je
souvisly.

2.3 Kral turnaje a distance magic grafy

V této ¢asti se zaméiime na hledani krale v distance magic grafech. Pfipometnime, Ze kral je
takovy vrchol, z néhoz vede orientovana cesta délky nejvyse 2 do vSech ostatnich vrcholi.
Nagim piredmétem zkoumaéani budou neorientované distance magic, chceme totiz navrhnout
takovy spravedlivy turnaj, kde si kazdy hrac jesté pred zahdjenim vzdjemnych souboju
muze Fici, ze je na tom stejné jako ostatni. A za jakych podminek se vrchol (hré¢) muze
stat kralem neiplného turnaje?

e turnaj musi byt neremizovy (napf. tenisovy ¢i volejbalovy turnaj),
e odehraji se jednotlivé zapasy (zorientuji se hrany grafu).

Poté muzeme provést rozbor vysledného orientovaného grafu—kolik kdo vyhrél zapasu
nebo zda se stal néjaky hrac¢ kralem turnaje.
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Pokud bychom se zamétili na moznost existence krale turnaje v grafu, jesté pred orientaci,
pak ve vysledku muzeme dojit k takovymto vysledktm:

- v grafu G m& kazdy vrchol stejnou Sanci stat se krdlem,

- v grafu G existuji vrcholy, které mohou byt kralem, ale i vrcholy, které nemohou byt
kralem,

- v grafu G nemuze byt zadny vrchol krélem.

Pro analyzu téchto situaci vyuzijeme pojmy excentricita vrcholu a prumér grafu.
Méjme néjaky r-pravidelny G na n vrcholech.

- jeli prumér grafu G nejvyse 2, pak v tomto grafu méa kazdy vrchol stejnou Sanci stat
se kralem,

- existuji-li v grafu G vrcholy s excentricitou nejvyse 2 a zdroven vrcholy s excentricitou
vétsi nez 2, pak v tomto grafu existuji vrcholy, které mohou byt krilem, ale také
vrcholy, které nemohou byt kralem,

- je-li excentricita kazdého vrcholu grafu G vétsi nez 2, nebo pokud graf G je nesouvisly
graf, pak v tomto grafu zaddny vrchol nemuze byt krdlem.

My se vSak chceme zamérit na hledani krale v distance magic grafech—tedy vyrov-
nanych nekompletnich turnajich (EIT).
Pokud si vezmeme néjaky libovolny r-pravidelny graf G na n vrcholech, jehoz primér
diam(G) < 2 nebo pokud v tomto grafu existuji vrcholy s excentricitou ecc(v) < 2 a
zéroveii ecc(v) > 2, pro v € V(G), a slozime ho s doplitkem kompletntho grafu Koy, kde
m > 1, pak dostaneme graf G[Ka,,], ktery je distance magic, dle Véty Graf G[K 2]
je tvofen n partitami, kde kazda partita obsahuje 2m vrcholi. Pokud vedla hrana mezi
vrcholy u a v v grafu G, pak v grafu G[K2,,] povedou hrany mezi kazdou dvojici vrcholi
partit P, a P,, kde partita P, obsahuje vrcholy {u1,us, ..., u2y,} a partita P, je tvorena
vrcholy {v1,ve,...,vop}. Pokud v grafu G excentricita vrcholu ece(v) < x, pak i v grafu
G[K 2] excentricita viech vrcholit partity ecc(P,) < x, pro x > 2. Jednotlivé vrcholy pak
muzeme ohodnotit tak, aby souc¢et ohodnoceni vSech vrcholu v partité byl roven stejnému
¢islu pro kazdou partitu, coz zajisti stejnou vdhu kazdému vrcholu grafu G[Ka,,]. Ukazme
tato tvrzeni na prikladech.

Vezméme si néjaky r-pravidelny graf G na n vrcholech, kde excentricita kazdého vr-
cholu ecc(v) < 2, pro v € V(G). Takovy graf muze byt napiiklad Petersenuv graf P,
coz je 3-pravidelny graf na 10 vrcholech, ktery je vrcholové tranzitivni, a kde excentricita
kazdého vrcholu je 2, tudiz kazdy vrchol méa stejnou Sanci stat se kralem v turnaji, ktery
vznikne orientaci Petersenova grafu.
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Obrézek 40: Petersontv graf P.

Komporzici grafu P s doplitkem kompletniho grafu Ko ziskdme 6-pravidelny distance
magic graf na 20 vrcholech, kde excentricita kazdého vrcholu je také 2. Na obrazku
muzeme vidét tento graf s distance magic ohodnocenim, kde magicka konstanta k = 63.

Obrazek 41: Distance magic graf P[Ks)].
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Opét si vezméme néjaky 3-pravidelny graf na 10 vrcholech s tim rozdilem, ze ne vsechny
vrcholy budou mit excentricitu nejvyse dva.

Obrézek 42: 3-pravidelny graf G na 10 vrcholech s uvedenymi excentricitami, kde ¢ervené
vyznacené vrcholy maji stejnou Sanci stat se kralem.

Jak muzeme vidét na Obrazku[d2] sanci stét se krdlem v turnaji, ktery vznikne orientaci
grafu G, budou mit pouze vrcholy s excentricitou 2 (ervené vrcholy). Kompozici G s
doplitkem kompletniho grafu K ziskdme 6-pravidelny distance magic graf na 20 vrcholech,
kde excentricita vrcholu je také 2, 3 nebo 4.

Obrézek 43: Distance magic graf G[K].

Pokud bychom srovnali oba grafy—graf P z Obrdzku [40] a graf G z Obrazku tak
muzeme Fici, ze pro pldnovani vyrovnanych netuplnych turnaju, kde kazdy vrchol ma stej-
nou Sanci stat se kralem, je vhodnéjsi volit takové souvislé r-pravidelné grafy, které jsou
vrcholové tranzitivni s prumérem nejvySe 2. Pokud takovy graf neexistuje, napiiklad pro
grafy s malou pravidelnosti na velkém poctu vrcholi, tak pro pldnovani neuplnych spor-
tovnich turnaju preferujeme vrcholoveé tranzitivni grafy, za predpokladu, ze se nam podaii
najit jejich DM ohodnoceni.

Vsimnéme si, ze pokud zndme prumeér a pravidelnost grafu, tak jeho pocet vrcholi je ome-
zen. Pro dané r a prumér d je pocet vrcholu n < 1+r+r(r—1)4+r(r—1)(r—-1)+...+
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r(r— 1)(d*1). Pokud ma v orientaci r-pravidelného grafu existovat kral, musi jeho prumeér
byt nejvyse 2 a proto pocet vrcholu n je nejvyse 1 +r + r(r — 1).

Graf, ve kterém nemiize byt zddny vrchol kralem, je ziejmé graf G, kde kazdy jeho
vrchol mé excentricitu ecc(v) > 2, pro v € V(G). Dal3i typ grafu, ve kterém neexistuje
kral, je nesouvisly graf.

Existuje ovSem moznost, jak z nesouvislého grafu G U H, ktery je tvoren dvémi kom-
ponentami G a H na shodném poc¢tu vrcholu, vytvorit souvisly graf I s distance magic
ohodnocenim tak, aby kazdy vrchol mél excentricitu nejvyse 2, tedy stejnou Sanci stat se
krilem turnaje v orientovaném grafu I. Prumér jednotlivych komponent vsak musi byt
nejvyse 2, tedy diam(G) < 2 a zaroven diam(H) < 2. Ukazme nyni moznosti, které mohou
nastat.

Necht G U H je nesouvisly graf s komponentami G a H na shodném poétu vrcholi, kde
excentricita kazdého vrcholu v jednotlivych komponentéch ecc(u) = 1, pro u € V(G),
a zaroven ecc(v) = 1, pro v € V(H). Pak komponenty G a H budou zfejmé kompletni
grafy K, které jsou (n — 1)-pravidelné. Spojime-li hranou kazdy vrchol komponenty G
s néjakym vrcholem komponenty H tak, aby i kazdy vrchol z komponenty H byl spojen
s pravé jednim vrcholem v G, stupen kazdého vrcholu se zvysi o 1 a vznikne souvisly
graf I, kde excentricita kazdého vrcholu ecc(w) = 2, pro w € V(I). Graf I pak muzeme
slozit s doplitkem kompletniho grafu Ko,,. Vznikne graf I[Ko,,], kde excentricita kazdého
vrcholu je také dva, proto I ma prumér 2. Pravidelnost se zvysi 2m-nasobné. Tuto situaci
si ukazeme na ptikladu grafu, jehoz komponenty tvofi kompletni grafy Kj.

v <

Obrézek 44: Graf G U H, kde komponenty G a H jsou kompletni grafy Kjy.

Kazdy vrchol obou komponent spojime hranou mezi sebou. Vznikne souvisly graf I,
jehoz prumeér diam(I) = 2.

Obrézek 45: Graf I na 8 vrcholech.
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Poznamka 2.5. Lze si vsimnout, Ze graf I je vlastné kartézsky soucin K4OK>.

Graf I pak slozime s dopliikem kompletniho grafu Ko a ohodnotime.

S ——————— <t
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Obréazek 46: Distance magic graf I’ na 16-ti vrcholech, kde magicka konstanta k = 68, a
jehoz prumeér 2.

Necht GUH je nyni nesouvisly graf s komponentami G' a H na shodném poé¢tu vrcholi,
kde excentricita kazdého vrcholu v jednotlivych komponentéch ecc(u) = 2, pro u € V(G),
a zaroven ecc(v) = 2, pro v € V(H). Komponenty G a H mohou byt napiiklad cykly
Cy, Cs nebo Petersonuv graf P. Jestlize aplikujeme podobny postup, jako v pfedchozim
piikladu, tedy spojeni kazdého vrcholu mezi témito komponentami pravé jednou hranou,
je tfeba dbéat na spravné ,propojeni“ jednotlivych vrchola, aby ve vysledném souvislém
grafu I mél kazdy vrchol excentricitu nejvyse 2. Na nésledujicim obrizku muzeme vidét
ukazku Spatného i dobrého spojeni komponent grafu G U H, kde G a H jsou cykly Cjy.

3 3
3 3 3 .
3
2
2 2
2 2

Obréazek 47: Vyse graf I, kde excentricita kazdého vrcholu je 3. Nize graf Io, jehoz prumeér
jiz je 2.
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Graf Iy jiz splnuje pozadovanou excentricitu kazdého vrcholu, pak kompozici Is s
doplinkem Ky dostaneme graf I5[K 2], ktery opét ohodnotime tak, aby tyto hodnoty vrchola
partity davaly v souctu stejné ¢islo.

Obrézek 48: 6-pravidelny distance magic graf I, na 16 vrcholech, kde kazdy vrchol mé
Sanci stat se kralem.
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3 Zaveér

Tato prace se vénovala problému vyuziti grafi s distance magic ohodnocenim, které lze
pouzit na planovani netplnych sportovnich turnaju.

V tvodni ¢asti jsme nejprve definovali zdkladni pojmy tykajici se grafit obecné. V podka-
pitole jsme poté uvedli prehled vysledku zaméfené na distance magic grafy, které nam
pomohly v dalsich postupech.

V hlavni ¢asti price jsme se vénovali novému zpusobu konstrukce téchto grafii pomoci
pridani komponenty. Ukazali jsme, ze pokud mame r-pravidelny graf G na n vrcholech,
ktery je distance magic, pak po pridani komponenty H na m vrcholech, kde m > r 4 2,
vznikne nesouvisly r-pravidelny graf G U H na n + m vrcholech, ktery je také distance
magic. Rekli jsme také, ze pocet vrcholtt m komponenty H zévisi na pravidelnosti r grafu
G, je-li totiz r =0 (mod 4) pak m je sudé, pokud ale r =2 (mod 4), pak m =0 (mod 4).
Dalsi z hlavnich cili prace bylo vyfeseni problému nesouvislosti grafu GU H. Zjistili jsme,
ze pokud v jednotlivych komponentach G a H nalezneme podgrafy Cg a Cg, kde Cg
tvoii vrcholy vy, v, v3 a vg a Cpr je tvofen vrcholy vy, vs,v3 a vq4 a zdroven pokud soucty
jednotlivych ohodnoceni vrcholu f(vi) + f(vs) = f(v2) + f(va) = a a f(w1) + f(ws) =
f(w2) + f(ws) = a, v piipadé silngjsitho tvrzeni f(v1) + f(vs) = a = f(w1) + f(ws) a
zaroven f(vo)+ f(v4) = b = f(wz)+ f(wa), nebo véha vrcholu wy(v) =n+1, prowv € Cg,
pricemz alespon jedna komponenta zustane po odebrani tohoto cyklu souvisla a pravidel-
nost r > 4, tak umime najit souvisly graf GU H na n 4+ m vrcholech, ktery je r-pravidelny
a distance magic. Pravé moznost ,zesouvisleni“ komponent G a H ndm umozni pf¥i navrhu
turnaju odstranit neporovnatelnost skupin tymu, které predstavuji vrcholy v jednotlivych
komponentach.

V posledni ¢asti hlavni kapitoly jsme se zabyvali moznosti existence krale turnaje v
distance magic grafech. Ukazali jsme, ze pro tvorbu spravedlivych turnaji, tedy grafa
kde kazdy vrchol ma stejnou Sanci stat se kralem turnaje, je nejlepsi volit souvislé vr-
cholové tranzitivni r-pravidelné grafy, pokud r > 4. Definovali jsme vSak také maximalni
pocet vrcholu n, na kterém graf G muze existovat, pokud zndme jeho prumeér a pravidel-
nost. Resili jsme také moznost zesouvisleni dvou grafii, tak aby ve vysledném souvislém
grafu mél kazdy vrchol stejnou Sanci stat se kralem turnaje, coz lze splnit pouze v ptipadé,
pokud excentricita kazdého vrcholu v obou komponentach je bud’ 1 nebo 2. Problematika
tykajici se moznosti existence kralu v distance magic grafech bude predmétem zkoumani
i v budoucnu.
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