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Abstrakt

Tato práce je zaměřena na využit́ı graf̊u s takzvaným 1-VMV ohodnoceńım, pro které
se v posledńı době vžil alternativńı název

”
distance magic ohodnoceńı“. Práce shrnuje

známé výsledky v oblasti distance magic ohodnoceńı graf̊u, ovšem hlavńım př́ınosem je
popis induktivńı konstrukce distance magic graf̊u, které lze použ́ıt při plánováńı neúplných
sportovńıch turnaj̊u. Nav́ıc oproti zadáńı bakalářské práce je zde část zaměřená na možnost
určité př́ımé či nepř́ımé dominance v těchto turnaj́ıch, která zajist́ı každému účastńıkovi
turnaje (hráči či týmu) stejnou šanci stát se tzv. králem turnaje. Tato problematika nebyla
zat́ım v žádné literatuře řešena.

Kĺıčová slova: distance magic, král turnaje, spravedlivý turnaj, vyrovnaný neúplný
turnaj

Abstract

This thesis is focused on the use of graphs with a 1-VMV labeling, which is recently
called

”
distance magic labeling“. Thesis sums up known results in the area of distance

magic graphs which can be used for scheduling incomplete sports tournaments. In addi-
tion to the assigment of thesis there is a part focused on possibility of direct or indirect
domination in these tournaments to ensure every member in tournament (player or team)
can become a so–called king of tournament. This issue has not been addressed in any
literature before.

Keywords: distance magic, king of tournament, fair tournament, equalized incom-
plete tournament



Seznam použitých symbol̊u a zkratek

G = (V,E) – Graf G s množinou hran E a množinou vrchol̊u V
|E| – Velikost množiny E
Kn – Kompletńı graf na n vrcholech
Km,n – Kompletńı bipartitńı graf na m+ n vrcholech
Pn – Cesta na n vecholech
Cn – Cyklus na n vecholech
N(v) – Množina všech sousedńıch vrchol̊u vrcholu v
1-VMV – 1-Vertex Magic Vertex
k – Magická konstanta
EIT – Vyrovnaný neúplný turnaj
f(v) – ohodnoceńı vrcholu v
V1 ∩ V2 – Pr̊unik množin V1 a V2

G ∪H – Sjednoceńı graf̊u G a H

G – Doplněk grafu G
ecc(v) – Excentricita vrcholu v
diam(G) – Pr̊uměr grafu G
G[H] – Kompozice graf̊u G a H
G�H – Kartézský součin graf̊u G a H
wf (v) – Váha vrcholu v při ohodnoceńı f
deg(v) – Stupeň vrcholu v
∆(G) – Maximálńı stupeň v grafu G
δ(G) – Minimálńı stupeň v grafu G
CG – podgraf C4 komponenty G
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24 Distance magic graf K3[K3], kde magická konstanta k = 30. . . . . . . . . . 16
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39 Souvislý graf G ∪H. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
40 Peterson̊uv graf P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
41 Distance magic graf P [K2]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1 Úvod

Tato práce zabývaj́ıćı se problematikou magického ohodnoceńı graf̊u vznikala souběžně s
praćı mého spolužáka Matěje Krbečka z téže oblasti [8]. Zat́ımco pan Krbeček ve své práci
mj. přináš́ı nové výsledky, které se týkaj́ı 14-pravidelných 1-VMV graf̊u, já jsem se zaměřil
na popis nové konstrukce 1-VMV graf̊u, kde hlavńım ćılem mého snažeńı bylo zdokonaleńı
výsledného 1-VMV grafu, který byl vytvořen právě touto novou konstrukćı, to vše bude
obsahem kapitoly 2.
Na úvod bych ještě rád dodal, že mé prvńı seznámeńı se s problematikou 1-VMV ohodno-
ceńı graf̊u bylo prostřednictv́ım práce Adama Silbera [12], jedinou doposud česky psanou
praćı na toto téma. Z české literatury mi daľśı oporou při tvorbě této práce byla skripta
teorie graf̊u od Petra Kováře [4], některé definice uvedené v podkapitole 1.1, pocházej́ı
právě odsud.
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1.1 Pojmy a definice

Abychom se mohli věnovat magickým ohodnoceńım graf̊u, je třeba nejprve nadefinovat
základńı pojmy týkaj́ıćıch se graf̊u obecně, význam slova graf. Graf představuje znázorněńı
nějakého problému, d́ıky tomu lze daný problém jednodušeji řešit. Zkoumáńım graf̊u se
zabývá matematická discipĺına zvaná Teorie graf̊u, za jej́ıhož zakladatele je považován
známý matematik Leonhard Euler. Euler pomoćı grafu vyřešil problém Sedm most̊u města
Královce, který zněl:

”
je možno přej́ıt všechny mosty tak, aby na každý most ten, kdo se

o to pokouš́ı, vstoupil pouze jednou?“ Euler si každý břeh představil jako vrchol a mosty
jako hrany grafu.

Obrázek 1: Sedm most̊u města Královce a jejich znázorněńı grafem

Pro zaj́ımavost poté dokázal, že to neńı možné, nebot’ daný graf nelze nakreslit jedńım
tahem.
Protože tato práce se zabývá využit́ım takzvaných

”
magicky ohodnocených“ graf̊u při

sportovńıch turnaj́ıch, můžeme si zde vrcholy grafu představit jako hráče (týmy) a jed-
notlivé hrany vzájemné utkáńı mezi nimi. Nyńı ale přejděme k matematické definici grafu,
která zńı následovně.

Definice 1.1. Graf G je uspořádaná dvojice G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u a E
je množina hran.

Označeńı množiny vrchol̊u a hran vycháźı z počátečńıch ṕısmen anglických názv̊u pro
vrcholy (vertices) a hrany (edges). Prvky množiny V budeme značit přirozenými č́ısly,
hrana mezi nimi představuje množinu o dvou prvćıch (vrcholech, mezi kterými daná hrana
vede), např́ıklad {1, 2}, zkráceně zapisujeme 12.

Poznámka 1.1. V některých oborech je mezi přirozené č́ıslo považovaná i nula, pokud
však my v této práci mluv́ıme o přirozených č́ıslech, mysĺıme t́ım celá kladná č́ısla.

1

2

3

4 5

Obrázek 2: Graf G = (V,E), kde V = {1, 2, 3, 4, 5} a E = {12, 14, 23, 34, 45}.
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Existuje mnoho druh̊u graf̊u, které se vyskytuj́ı tak často, že maj́ı i své názvy. Nyńı
uvedeme ty nejzákladněǰśı z nich.

Prvńı skupinu graf̊u nazveme úplné (kompletńı) grafy na n vrcholech Kn, kde n ≥ 1.

Je to graf, jehož každé dva vrcholy jsou spojeny hranou a kde počet hran |E| = n(n−1)
2 .

Obrázek 3: Úplné grafy K4 a K5.

Grafy na n vrcholech, kde n ≥ 3, nazveme cykly (kružnice), pokud jsou tyto vrcholy
spojeny n hranami do jednoho cyklu. Cyklus budeme značit symbolem Cn.

Obrázek 4: Cykly C3 a C4.

Cestou na n vrcholech Pn, kde n ≥ 1, nazveme graf, jehož vrcholy jsou v řadě za sebou
propojeny n− 1 hranami. Formálně cestu můžeme chápat jako posloupnost vrchol̊u, mezi
nimiž vede hrana, ale žádné vrcholy (a tedy ani hrany mezi nimi) se neopakuj́ı.

Obrázek 5: Cesta P2 a P3.

Kompletńı bipartitńı graf Km,n, kdem ≥ 1 a n ≥ 1, je graf, jehož vrcholy jsou rozděleny
na dvě disjunktńı množiny (partity), kde hrany vedou mezi všemi vrcholy nepatř́ıćı do
stejné množiny a kde počet hran |E| = mn. Podobně můžeme definovat multipartitńı graf.
Tedy obecně kompletńım k-partitńım grafem, kde k ≥ 2, mı́ńıme graf, jehož vrcholy jsou
rozděleny do k disjunktńıch množin, kde hrany vedou mezi vrcholy nepatř́ıćı do jedné
množiny.
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Obrázek 6: Kompletńı bipartitńı graf K2,3 a kompletńı 3-partitńı graf K2,3,3.

Když už máme představu, co si pod slovem graf představit, zaměřme se nyńı na pojem

”
magické ohodnoceńı“, který jako prvńı uvedl v roce 1963 J. Sedláček [11]. Zde to bude
konkrétně 1-VMV (1-Vertex Magic Vertex, česky 1-vrcholově magické vrcholové) ohodno-
ceńı, známé také pod názvem distance magic ohodnoceńı, který zavedli Miller, Rodger a
Simanjuntak v článku [9].

Poznámka 1.2. Právě druhý zmı́něný pojem distance magic budeme v tomto textu použ́ıvat,
bez skloňováńı a s výslovnost́ı

”
distanc medžig“. Protože dostupná literatura je jen v an-

gličtině, tak jsme se rozhodli termı́n nepřekládat.

Ohodnotit vrcholy grafu znamená přǐradit vrchol̊um hodnoty z množiny přirozených
č́ısel. Tyto hodnoty můžou pro představu vyjadřovat śılu jednotlivých týmů. Ohodnotit
vrcholy tak, aby graf byl distance magic znamená vrchol̊um grafu přǐradit takové hodnoty,
že součet ohodnoceńı sousedńıch vrchol̊u bude pro všechny vrcholy stejný. Sousedńı vr-
choly definujeme jako vrcholy mezi nimiž vede hrana. Např́ıklad sousedńı vrcholy vrcholu
označeného na obrázku 2 č́ıslem 1 jsou vrcholy 2 a 4.
Obecně množinu všech sousedńıch vrchol̊u nějakého vrcholu v budeme značit symbolem
N(v). Matematicky můžeme tedy distance magic ohodnoceńı definovat takto.

Definice 1.2. Necht’ G = (V,E) je graf na n vrcholech. Bijekce f : V → {1, 2, . . . , n}
se nazývá distance magic ohodnoceńı grafu G, jestlǐze existuje celé č́ıslo k takové, že

u∈N(v) f(u) = k pro všechny v ∈ V . Konstanta k se nazývá magická konstanta ohodno-
ceńı f.

31 2

1 3

24k=3
k=5

Obrázek 7: Cesta P3 a bipartitńı graf K2,2 jako př́ıklady distance magic ohodnoceńı s
uvedenou magickou konstantou k.

V řeči turnaj̊u jde o to, aby součet śıly protivńık̊u, se kterými se daný tým utká, byl
pro všechny týmy stejný. Takový turnaj se pak nazývá Vyrovnaný nekompletńı turnaj,
zkráceně EIT (z anglického názvu Equalized incomplete tournament). Je tedy zřejmé, že
distance magic ohodnoceńı nelze použ́ıt u úplných turnaj̊u n týmů, které jsou modelovány
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kompletńımi grafy Kn, pokud n > 1.
V dř́ıvěǰśı části textu jsme uvedli některé základńı typy graf̊u-kompletńı graf, cyklus, cesta
a multipartitńı graf. V článku [9] bylo dokázáno, na jakém počtu vrchol̊u tyto grafy mohou
být distance magic:

- Kompletńı graf Kn je distance magic graf právě tehdy, je-li n = 1,

- Cyklus Cn délky n je distance magic graf právě tehdy, je-li n = 4,

1

2 3

4

Obrázek 8: Distance magic graf C4.

Poznámka 1.3. M̊užeme si všimnout, že graf C4 je vlastně jinak zakreslený kom-
pletńı bipartitńı graf K2,2 z obrázku 7.

- Cesta Pn je distance magic graf právě tehdy, je-li n = 1 nebo n = 3 (viz obrázek 7),

- Kompletńı m-partitńı graf, kde každá partita je tvořena n vrcholy, pro m,n ≥ 2, je
distance magic právě tehdy, je-li n sudé č́ıslo nebo n a zároveň m jsou lichá č́ısla.

Poznámka 1.4. Daľśı známé výsledky pro existenci distance magic graf̊u uvád́ıme v pod-
kapitolách 1.2 a 1.3.

Důležitým pojem, který nyńı zavedeme je stupeň vrcholu. Stupeň vrcholu vyjadřuje
počet hran, se kterými je daný vrchol incidentńı. Vrchol v je incidentńı s hranou uv,
jestliže je jej́ım koncovým vrcholem, tedy v ∈ uv. Stupeň vrcholu v v nějakém grafu
G budeme značit deg(v) (z anglického degree), kde největš́ı stupeň vrcholu v grafu G
označujeme ∆(G), nejmenš́ı stupeň znač́ıme δ(G). Grafy se všemi vrcholy stejného stupně
pak nazýváme pravidelné grafy.

Obrázek 9: 3-pravidelný graf na šesti vrcholech.

Obecně, pokud je daný graf r-pravidelný, pak jeho všechny vrcholy jsou stupně r.
Pokud si opět představ́ıme vrcholy grafu jako hráče, a jednotlivé hrany jako vzájemná



1 ÚVOD 9

utkáńı mezi nimi, tak pravidelnost nám ř́ıká, že se každý tým utká se stejným počtem
soupeř̊u. V př́ıpadě r-pravidelného grafu každý hráč odehraje r zápas̊u.

Věta 1.1. Součet stupň̊u v grafu je vždy sudý a je roven dvojnásobku počtu hran. Tedy
v∈V (G) deg(v) = 2|E(G)|.

Důkaz Věty 1.1 je triviálńı, jestliže z daného vrcholu vede hrana, pak muśı v daľśım
vrcholu také končit. Proto součet stupň̊u je vždy sudý a roven dvojnásobku počtu hran.

V souvislosti se stupni byla v článku [9] dokázána nutná podmı́nka pro existenci
distance magic ohodnoceńı.

Věta 1.2. Nutná podmı́nka pro existenci distance magic ohodnoceńı f grafu G na n vr-
cholech je kn =


v∈V (G) deg(v)f(v).

Abychom mohli popsat, zda je graf distance magic, zavedeme termı́n váha vrcholu.
Váha nějakého vrcholu v nám dává hodnotu součtu ohodnoceńı jeho sousedńıch vrchol̊u.
Váhu vrcholu v ohodnoceńı f budeme značit wf (v). Matematicky zapsáno wf (v) =


u∈N(v) f(u).

Pokud bude váha shodná pro každý vrchol grafu, pak je tento graf distance magic.

Pro konstrukci distance magic graf̊u, které se budeme věnovat v kapitole 2, bude třeba
zavést následuj́ıćı pojmy.
Řekneme, že dva grafy G = (V1, E1) a H = (V2, E2) jsou disjunktńı, jestliže V1 ∩ V2 = ∅ a
E1 ∩E2 = ∅. Sjednoceńı těchto graf̊u pak znač́ıme G∪H, kde G∪H = (V1 ∪V2, E1 ∪E2).

Definice 1.3. Doplněk grafu G je graf G, který obsahuje právě ty hrany, které neobsahuje
graf p̊uvodńı.

1

2

3

4 5

Obrázek 10: Doplněk grafu G z obrázku 2.

Poznámka 1.5. Z definice je zřejmé, že např́ıklad doplněk kompletńıho grafu Kn bude
graf, který nebude obsahovat žádné hrany.

Graf je možné nakreslit r̊uznými zp̊usoby. Jako př́ıklad můžeme uvést již zmı́něný cyk-
lus C4 a bipartitńı graf K2,2. Takovým graf̊um pak ř́ıkáme, že jsou isomorfńı. Matematicky
isomorfismus dvou graf̊u G = (V1, E1) a H = (V2, E2) definujeme jako bijektivńı zobrazeńı
f : V1 → V2, kde každé dva vrcholy u, v ∈ V1 jsou spojeny hranou v G právě tehdy, když
f(u), f(v) ∈ V2 jsou spojeny hranou v H. Jiný př́ıklad isomorfńıch graf̊u můžeme vidět na
následuj́ıćım obrázku.
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vu
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w
f(v)

f(u)

f(x)

f(w)

y

f(y)

Obrázek 11: Isomorfńı grafy G a H.

Automorfismus grafu G definujeme jako bijekci f : V (G) → V (G) a dva vrcholy
u, v ∈ V (G) jsou spojeny hranou, právě tehdy, když f(u), f(v) ∈ V (G) jsou spojeny
hranou. Zjednodušeně řečeno, automorfńı graf je isomorfńı graf sám se sebou.

u

x

w

v

w

v

u

x

Obrázek 12: Automorfńı graf G, ve kterém se zobraźı f(u) = w, f(v) = x, f(w) = u a
f(x) = v.

Definice 1.4. Řekneme, že graf G je vrcholově tranzitivńı, jestlǐze pro libovolné dva vrcholy
u, v ∈ V (G) existuje automorfismus ϕ, že ϕ(u) = v.

Vrcholově tranzitivńı nemůže být graf, který neńı pravidelný (ne každý vrchol má
stejný stupeň). Ovšem také neplat́ı, že každý pravidelný graf je vrcholově tranzitivńı, jak
se můžeme přesvědčit na následuj́ıćım obrázku.

v1
v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

u1 u2

u3

u
4

u5

u6

Obrázek 13: Vlevo graf G jako př́ıklad pravidelného grafu, který neńı vrcholově tranzitivńı
a vpravo graf H, který je pravidelný a zároveň vrcholově tranzitivńı.

Graf G na obrázku 13 neńı vrcholově tranzitivńı, protože např́ıklad v8 lež́ı v cyklu
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v1v7v8, ale v3 ne, protože mezi žádnými jeho sousedńımi vrcholy nevede hrana.

Následuj́ıćı pojmy se budou týkat vzdálenosti mezi dvěma vrcholy grafuG, kde vzdálenost
mezi dvěma vrcholy definujeme jako délku nejkratš́ı cesty mezi nimi.

Definice 1.5. Excentricita vrcholu v v grafu G je nejvěťśı vdálenost v od ostatńıch vrchol̊u
v G. Excentricitu vrcholu v budeme značit ecc(v).

Např́ıklad excentricita každého vrcholu v bipartitńım grafu Km,n je 2, pokud m,n ≥ 1.
Pr̊uměr grafu G je největš́ı excentricita v grafu G. Pr̊uměr grafu G se znač́ı diam(G) (z
anglického diameter). Cesta Pn je př́ıklad grafu, jehož pr̊uměr diam(Pn) = n− 1.

Dále zavedeme pojmy souvislost, podgraf a komponenta grafu. Řekneme, že graf je
souvislý, jestliže existuje cesta mezi každou dvojićı vrchol̊u grafu. Připomeňme, že cesta
je definovaná jako posloupnost vrchol̊u a hran, které se neopakuj́ı.
Podgrafem P grafu G nazýváme graf, který vznikne odstraněńım vrchol̊u (a hran, které
jsou s těmito vrcholy incidentńı), př́ıpadně odstraněńım daľśıch hran p̊uvodńıho grafu G.
Pokud vynecháme pouze hrany, které byly incidentńı s vynechanými vrcholy, pak takový
podgraf nazveme indukovaný. Oba typy podgraf̊u spolu s p̊uvodńım grafem G znázorňuje
následuj́ıćı obrázek.

v1

v2

v3

v1

v4 v5 v4 v5

v3

v4

v3

v5

v1

Obrázek 14: Znázorněńı grafu G, jeho indukovaného podgrafu H1 a podgrafu H2, který
neńı indukovaný.

Komponentu můžeme definovat jako maximálńı souvislý podgraf grafuG. Z toho plyne,
že pokud je graf souvislý, pak má jedinou komponentu.
Kompozice (složeńı) graf̊u G a H je graf, který má vrcholovou množinu V (G) × V (H) a
dva vrcholy (u1, v1) a (u2, v2) jsou spojeny hranou právě když plat́ı u1 = u2 a zároveň
v1v2 ∈ E(H) nebo u1u2 ∈ E(G). Kompozici graf̊u G a H v tomto pořad́ı budeme značit
G[H]. Na následuj́ıćım obrázku je znázorněn př́ıklad sestaveńı kompozice graf̊u G a H pro
G = C3 a H = K2.
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Obrázek 15: Kompozice graf̊u C3[K2].

Kartézský součin dvou graf̊u G aH je graf, který má vrcholovou množinu V (G)×V (H)
a dva vrcholy (u1, v1) a (u2, v2) jsou spojeny právě když plat́ı u1 = u2 a zároveň v1v2 ∈
E(H) nebo v1 = v2 a zároveň u1u2 ∈ E(G). Kartézský součin graf̊u G a H budeme značit
G�H.

K

3C

u2u3

u1

v1

v2

2
1(u ,v )21(u ,v )

3(u ,v )1

3(u ,v )2

2(u ,v )1

2(u ,v )2

1

Obrázek 16: Kartézský součin graf̊u C3�K2.

Poznámka 1.6. Kartézský součin je komutativńı operace (G�H = H�G). Kompozice
graf̊u komutativńı obecně neńı (G[H] ̸= H[G]).

Dosud jsme v této práci mluvili o grafech, jejichž vrcholy byly spojeny hranou tak, že
jsme nerozlǐsovali, jestli hrana vede z vrcholu v1 do vrcholu v2 nebo naopak. Pro určité situ-
ace je ovšem užitečné stanovit směr hrany–např́ıklad pro znázorněńı silnic s jednosměrkami
či směr toku proudu vody v řekách či potoćıch, které se do nich vlévaj́ı. Tyto problémy
pak můžeme zakreslit pomoćı takzvaných orientovaných graf̊u. Orientovaný graf definu-
jeme takto.

Definice 1.6. Orientovaný graf G je dvojice G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u a E
je podmnožina kartézského součinu V × V .
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Hrany v orientovaném grafu budeme znázorňovat šipkami, kde šipku vedoućı např́ıklad
z vrcholu v1 do vrcholu v2 znač́ıme (v1, v2). Př́ıklad orientovaného grafu můžeme vidět na
obrázku 17.

1

2

3

4 5

Obrázek 17: Orientovaný graf G s množinou hran E = {(1, 4), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (5, 4)}.

Vrat’me se zpět k popisu problémů pomoćı orientovaných graf̊u. Vezměme si nyńı tur-
najovou problematiku. Představme si, že některá utkáńı turnaje jsou již odehrána a my
je chceme zakreslit právě pomoćı orientovaného graf̊u (např́ıklad z d̊uvodu zkoumáńı či
lepš́ı představy). Dále předpokládejme, že v daném utkáńı nemůže nastat remı́za, tedy
vždy nějaký tým (hráč) muśı z tohoto utkáńı vyj́ıt v́ıtězně (např́ıklad tenis nebo volejbal).
Pak, jestliže hráč v1 poraźı hráče v2, tuto situaci v grafu zakresĺıme šipkou (v1, v2), což
je orientovaná hrana vedoućı z vrcholu v1 do vrcholu v2. Pokud by graf na obrázku 17
znázorňoval nějakou část odehraného turnaje, můžeme z dané situace usoudit, že hráč
č́ıslo 4 má zat́ım jasně nejhorš́ı bilanci–prohrál všechny své zápasy.
Nyńı se zaměřme na jednotlivé hráče a utkáńı odehrané mezi nimi. Chceme zjistit, zda
daný hráč může být králem. Krále turnaje definujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 1.7. Vrchol u je králem v orientovaném grafu G, jestlǐze každý jiný vrchol v je
dostažitelný z u po nějaké orientované cestě délky nejvýše 2.

Pokud bychom se opět zaměřili na obrázek 17 zjist́ıme, že se zde žádný král nenacháźı,
hráče 2 ani hráče 5 neporazil nikdo. Jestliže ale v tomto grafu pozměńıme orientaci
některých hran, pak už zde krále nalezneme, jak lze vidět na následuj́ıćım obrázku.

1

2

3

4 5

Obrázek 18: Zvýrazněný vrchol 1, který představuje krále v orientovaném grafu G.

Právě na hledáńı krále v distance magic grafech se, mimo jiné, zaměř́ıme v kapitole 2.

1.2 Přehled výsledk̊u

V této části uvedeme některé známé výsledky zaměřené na existenci či neexistenci distance
magic graf̊u. Ty pocházej́ı z přehledového článku, který sepsali Arumugam, Fronček a
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Kamatchi [1]. Zde nav́ıc některá tvrzeńı pro lepš́ı představu znázorńıme obrázky.

Věta 1.3. Jestlǐze G je netriviálńı distance magic graf a δ(G) = 1, pak bud’ G je isomorfńı
s P3 nebo G obsahuje jednu komponentu isomorfńı s P3 a ostatńı komponenty isomorfńı s
K2,2 = C4. Magická konstanta k je pak rovna počtu vrchol̊u grafu G.

Z Věty 1.3 vyplývá, že graf G je tedy bud’ cesta P3 s magickou konstantou k = 3 nebo
P3 ∪ tC4, kde magická konstanta k = 4t + 3, pro t ≥ 1. Následuj́ıćı obrázek představuje
situaci, kdy t = 2.

1
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Obrázek 19: Distance magic graf P3 ∪ 2C4 na 11 vrcholech, kde magická konstanta k je
rovna počtu vrchol̊u grafu.

Věta 1.4. Graf G na n vrcholech je distance magic s magickou konstantou k = n + 1
tehdy a jen tehdy, je-li G = tC4, kde t je přirozené č́ıslo.

1

2 7

8

5

6 3

4

Obrázek 20: Distance magic graf 2C4 na 8 vrcholech, kde magická konstanta k = 8 + 1.

Dı́ky následuj́ıćı větě můžeme potvrdit nebo vyvrátit možnost distance magic ohod-
noceńı u kompletńıho bipartitńıho grafu Km,n.

Věta 1.5. Necht’ m a n jsou dvě přirozená č́ısla tak, že m ≤ n. Graf Km,n je distance
magic tehdy a jen tehdy, plat́ı-li následuj́ıćı podmı́nky

1. m+ n ≡ 0 nebo 3 (mod 4) a

2. bud’ n ≤ ⌊(1 +
√
2)m⌋ nebo 2(2n+ 1)2 − (2m+ 2n+ 1)2 = 1.

Důležité je, aby obě podmı́nky platili zároveň. Např́ıklad graf K1,3 má sice splněnu
podmı́nku 1, ale žádnou z podmı́nek 2, takže nemůže být distance magic. Oproti tomu
třeba kompletńı bipartitńı graf K3,4 již má splněny obě podmı́nky. O jeho

”
magičnosti“

se můžeme přesvědčit ná následuj́ıćım obrázku.
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Obrázek 21: Distance magic graf K3,4, kde magická konstanta k = 14.

Věta 1.6. Jestlǐze G je kompletńı multipartitńı graf, který je distance magic, pak G =
Ks1,s2,··· ,sr , kde 1 ≤ s1 ≤ s2 · · · ≤ sr a zároveň si ≥ 2, pro i = 2, 3, . . . , r.

Věta 1.7. Necht’ G je r-pravidelný graf, kde r ≥ 1, a necht’ Cn je cyklus tvořený n vrcholy,
kde n ≥ 3. Pak G[Cn] je distance magic tehdy a jenom tehdy, je-li n = 4.

1 2

3

46

5

87

Obrázek 22: Distance magic graf K2[C4] s magickou konstantou k = 27.

Věta 1.8. Necht’ G je libovolný pravidelný graf. Pak G[Kn] je distance magic pro každé
sudé n.

Věta 1.8 byla dokázána v článku [5]. Dı́ky ńı máme možnost konstruovat pravidelné
distance magic grafy na teoreticky nekonečně mnoha vrcholech n, kde n je sudé. Tuto
konstrukci už jsme také zmı́nili při definici kompozice (viz obrázek 15) a budeme ji využ́ıvat
i v následuj́ıćı kapitole.
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1
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53

6

Obrázek 23: Distance magic graf C3[K2], kde magická konstanta k = 14.

V článku [3] bylo dokázáno, že pokud G je libovolný r-pravidelný graf na k vrcholech,
kde k je liché, a Kn je doplněk kompletńıho grafu na n vrcholech, kde n je také liché č́ıslo,
pak r je sudé a graf G[Kn] je distance magic. Kompozici 2-pravidelného grafu na třech
vrcholech C3 = K3 s doplňkem C3 = K3 můžeme vidět na obrázku 24.
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Obrázek 24: Distance magic graf K3[K3], kde magická konstanta k = 30.

Věta 1.9. [2] Graf G[Kn], kde G je r-pravidelný graf na k vrcholech, nem̊uže být distance
magic, je-li n liché a k ≡ r ≡ 2 (mod 4).

Věta 1.10. Jestlǐze n je sudé nebo mnp je liché, m ≥ 1, n > 1 a p > 1, pak mKp[Kn] má
distance magic ohodnoceńı.

Věta 1.11. Graf mKp[Kn] nem̊uže být distance magic, pokud np je liché, p ≡ 1 nebo 3
(mod 4) a m je sudé.

Graf G�H, tedy kartézský součin graf̊u G a H, je distance magic pouze v tomto
př́ıpadě.

Věta 1.12. [10] Necht’ G je cyklus na n vrcholech Cn a necht’ H je cyklus na k vrcholech
Ck. Pak Cn�Ck, pro n, k ≥ 3 je distance magic tehdy a jenom tehdy, je-li n = k ≡ 2
(mod 4).

Z Věty 1.12 vyplývá, že počet vrchol̊u obou cykl̊u muśı být stejný a zároveň počet
vrchol̊u muśı dát zbytek 2 po děleńı čtyřmi, aby graf Cn�Ck byl distance magic. Nejmenš́ı
graf, jenž tyto podmı́nky splňuje, je kartézský součin dvou cykl̊u C6, tedy 4-pravidelný
graf na 36 vrcholech!
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1.3 Daľśı známé výsledky o pravidelných distance magic grafech

Pokud budeme mı́t r-pravidelný graf, který je distance magic, pak můžeme plánovat turnaj,
kde každý hráč odehraje právě r zápas̊u a ve výsledném součtu s protivńıky se stejnou
śılou.
Nav́ıc, pokud známe pravidelnost a počet vrchol̊u daného grafu, můžeme určit magickou
konstantu, jak je uvedeno v článku [9], takto.

Věta 1.13. Necht’ G je r-pravidelný distance magic graf na n vrcholech. Pak magická
konstanta v distance magic ohodnoceńı k = r(n+1)

2 .

D̊ukaz. Stupeň každého vrcholu v r-pravidelném grafu je r. Dle Věty 1.2 je kn =
v∈V (G) deg(v)f(v) = r

n
i=1 i = rn(n+1)

2 . Po vyděleńı počtem vrchol̊u dostaneme k =
r(n+1)

2 .

Bohužel ne pro všechna r nějaký r-pravidelný distance magic graf existuje. V článku [9]
ještě bylo dokázáno následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1.14. Žádný r-pravidelný graf, kde r je liché, nem̊uže být distance magic.

Z Věty 1.1 plyne, že r-pravidelné grafy, kde r je liché, existuj́ı jen na sudém počtu
vrchol̊u. Magická konstanta k je ale celé č́ıslo, což by v grafu na sudém počtu vrcholu
nebylo splněno. Z tohoto d̊uvodu neexistuj́ı distance magic grafy s lichou pravidelnost́ı.
Nyńı se zbývá zaměřit na počet vrchol̊u n daného r-pravidelného grafu, tj. pro která n
existuje r-pravidelný distance magic graf. V článku [2] bylo ukázáno následuj́ıćı.

Věta 1.15. Pro n sudé existuje r-pravidelný distance magic graf tehdy a jen tehdy, je-li
2 ≤ r ≤ n− 2, r ≡ 0 (mod 2) a bud’ n ≡ 0 (mod 4) nebo n ≡ r + 2 ≡ 2 (mod 4).

Z Věty 1.15 plyne, že pokud je n ≡ 0 (mod 4) , pak distance magic graf existuje, je–li
r ≤ n− 2, pokud n dělitelné 4 beze zbytku neńı, pak distance magic graf existuje tehdy a
jenom tehdy, je-li r ≡ 0 (mod 4).

Pro pravidelné grafy na lichém počtu vrchol̊u je to složitěǰśı. Zat́ım neńı znám zp̊usob,
jak obecně popsat existenci pravidelného distance magic grafu lichého řádu. Pro 2-pravidelné
grafy řádu n, kde n je liché, však distance magic ohodnoceńı neexistuje.

D̊ukaz. Magická konstanta je v tomto př́ıpadě k = 2(n+1)
2 = n + 1. Z Věty 1.4 však

plyne, že distance magic graf G s magickou konstantou k = n + 1 existuje tehdy a jen
tehdy, je–li G = tC4.

Pro některé vyšš́ı pravidelnosti však už byla tato existence dokázána, konkrétně pro 4-
pravidelné v článku [5] a pro (6, 8, 10, 12)-pravidelné v článku [6]. Výsledky jsou následuj́ıćı.

Věta 1.16. 4-pravidelný distance magic graf na lichém počtu vrchol̊u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 17.



2 HLAVNÍ VÝSLEDEK 18

Věta 1.17. 6-pravidelný distance magic graf na lichém počtu vrchol̊u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n = 9 nebo n ≥ 13.

Věta 1.18. 8-pravidelný distance magic graf na lichém počtu vrchol̊u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 15.

Věta 1.19. 10-pravidelný distance magic graf na lichém počtu vrchol̊u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 15.

Věta 1.20. 12-pravidelný distance magic graf na lichém počtu vrchol̊u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 15.

Nav́ıc v práci mého kolegy Matěje Krbečka je dokázáno, že 14-pravidelný distance ma-
gic graf na lichém počtu vrchol̊u n existuje tehdy a jen tehdy, je-li n ≥ 19 [8].

Po shrnut́ı těchto podmı́nek, které jsou nutné pro existenci distance magic grafu,
přejdeme do hlavńı kapitoly, která se bude skládat ze tř́ı části.
V prvńı části poṕı̌seme novou konstrukci distance magic graf̊u pomoćı přidáńı kompo-
nenty, která byla uvedena v článku, jehož autory jsou Petr Kovář a Adam Silber [7].
Druhá část bude věnována zp̊usobu spojeńı nesouvislého grafu, který vznikl právě touto
konstrukćı, a zároveň zachováńı možnosti distance magic ohodnoceńı výsledného sou-
vislého grafu G.
V posledńı části pak načneme problém možnosti existence krále turnaje ve vyronaném
neúplném turnaji, jenž bude dále rozv́ıjen v daľśıch publikaćıch.

2 Hlavńı výsledek

2.1 Konstrukce r-pravidelných distance magic graf̊u přidáńım kompo-
nenty

Následuj́ıćı tvrzeńı bylo již dokázáno v čláknu [7]. V této práci poskytneme alternativńı
d̊ukaz. V daľśı části pak konstrukci rozš́ı̌ŕıme tak, abychom uměli sestavit souvislý graf s
danými parametry.

Věta 2.1. Necht’ G je distance magic graf na n vrcholech, který je r-pravidelný. Pak
umı́me sestavit r-pravidelný graf G ∪H na n +m vrcholech, který je distance magic pro
sudé m ≥ r + 2, kde m je počet vrchol̊u komponenty H. Pro r ≡ 0 (mod 4) je m sudé.
Pro r ≡ 2 (mod 4) je m ≡ 0 (mod 4).

Pro m = r + 2 komponenta H vznikne kompozićı graf̊u Km
2
a K2, znač́ıme Km

2
[K2].

Pro m > r + 2 komponenta H vznikne kompozićı nějakého r
2 -pravidelného grafu na m

2
vrholech (označme tento graf jako F ) a doplňku úplného grafu na dvou vrcholech K2, tedy
H = F [K2].

Poznámka 2.1. Je třeba dát pozor, aby graf F byl definovaný. Pokud by jeho pravidelnost
měla být lichá a zároveň byl lichý i počet vrchol̊u, tak F neexistuje, nebot’ součet stupň̊u
vrchol̊u grafu je vždy sudý podle principu sudosti.
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Konstrukce r-pravidelného distance magic grafu pomoćı př́ıdáńı komponentyH prob́ıhá
následuj́ıćım zp̊usobem.

Poznámka 2.2. Ohodnoceńı grafu G ∪H budeme značit f ′.

Poznámka 2.3. Magickou konstantu grafu G ∪H v ohodnoceńı f ′ budeme značit k′.

Konstrukce

• K distance magic grafu G na n vrcholech přidáme komponentu H na m vrcholech,
kde m ≥ r+2, m je sudé pro r ≡ 0 (mod 4) nebo m ≡ 0 (mod 4) pro r ≡ 2 (mod 4),
a kde vrcholy H jsou tvořeny partitami {xi, yi} pro i = 1, 2, . . . , m2 .

• komponenta H je r-pravidelný (pro m = r + 2 dokonce kompletńı K2, 2, . . . , 2  
m
2

)

multipartitńı graf , kde hrany vedou mezi vrcholy, které lež́ı v r̊uzných partitách
tak, že počet hran vedoućıch z každého vrcholu je r a součet ohodnoceńı sousedńıch
vrchol̊u každého vrcholu je k,

• ohodnot́ıme vrcholy podle následuj́ıćıho předpisu

f ′(v) =


f(v) + m

2 pro v ∈ V (G),
i pro xi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , m2 ,
m+ n+ 1− i pro yi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , m2 .

(1)

• vznikne nový graf G ∪H, který je r-pravidelný a distance magic, kde magická kon-
stanta k′ = r(m+n+1)

2

Nyńı dokážeme tvrzeńı Věty 2.1.
Věta 2.1 ř́ıká, že pokud budeme mı́t r-pravidelný distance magic graf G na n vrcholech,
pak po př́ıdáńı komponenty H na m ≥ r + 2 vrcholech, kde m je sudé pokud r ≡ 0
(mod 4), pro r ≡ 2 (mod 4) je m ≡ 0 (mod 4), umı́me sestavit r-pravidelný graf G ∪H
na n+m vrcholech, který je také distance magic.
Důkaz se bude skládat ze tř́ı část́ı.
V prvńı části dokážeme, že váhy vrchol̊u grafu G ∪ H jsou shodné, tedy že G ∪ H má
distance magic ohodnoceńı.
V druhé části d̊ukazu ukážeme, že komponenta H má stejnou pravidelnost jako kompo-
nenta G, tud́ıž výsledný graf G ∪H je pravidelný.
V třet́ı části se přesvědč́ıme, že i po přeznačeńı vrchol̊u obou komponent bude mı́t každý
vrchol jinou hodnotu.

D̊ukaz shodných vah. Vı́me, že graf G je distance magic, ohodnoceńı každého jeho vr-
cholu v je f(v) = i, pro i = 1, 2, . . . , n. Váha každého vrcholu grafu G je tedy rovna
magické konstantě k, neboli wf (v) =


u∈N(v) f(u) = k.
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Po přidáńı komponenty H se všechna ohodnoceńı vrchol̊u komponenty G zvýš́ı o stej-
nou hodnotu, tedy f ′(v) = f(v) + m

2 , pro v ∈ V (G). Váha každého vrcholu v v novém

ohodnoceńı f ′ komponenty G bude wf ′ (v) =


u∈N(v) f
′(u) =


u∈N(v)


f(u) + m

2


=

u∈N(v) f(u) + rm
2 = k + rm

2 = r(n+1)
2 + rm

2 = r(m+n+1)
2 .

Vı́me také, že komponenta H je tvořena m
2 partitami každá o dvou vrcholech {xi, yi}, kde

hrany vedou z každého vrcholu do r
2 partit tak, aby každý vrchol byl stupně r. Váha vr-

cholu xi a yi proto bude stejná, tedy wf ′ (xi) = wf ′ (yi) =
r

f
′
(xi)+f

′
(yi)


2 = r(i+m+n+1−i)

2 =
r(m+n+1)

2 , kde

f

′
(xi)+f

′
(yi)


je součet každé partity komponenty H. Váhy vrchol̊u kom-

ponent G a H jsou tedy totožné.

D̊ukaz pravidelnosti. KomponentaH je stejně pravidelná jako komponenta G. Uvědomı́me-
li si, že z každé partity komponenty H vedou dvě hrany do r

2 partit, dostaneme vztah pro
stupeň vrcholu v komponentě H 2 r

2 = r. Pravidelnost komponenty G z̊ustane r.

D̊ukaz bijektivnosti f ′. K dokázáńı toho, že každý vrchol bude mı́t po přeznačeńı je-
dinečnou hodnotu, využijeme jednoduchých znázorněńı intervalu daných hodnot. Graf
G na n vrcholech má p̊uvodńı ohodnoceńı f vrchol̊u celoč́ıselnými hodnotami z intervalu
[1, n], každý vrchol je ohodnocen právě jednou hodnotou z tohoto intervalu.

1 n
f

Obrázek 25: Interval hodnot vrchol̊u grafu G.

Po přeznačeńı vrchol̊u dle funkce f ′(v) se stávaj́ıćı hodnoty každého vrcholu kompo-
nenty G zvýš́ı o m

2 , prvńıch
m
2 hodnot, tedy hodnot z intervalu [1, m2 ], připadne vždy

vrchol̊um xi, pro i = 1, 2, . . . , m2 dle předpisu f ′, hodnoty vrchol̊u komponenty G budou
poté zřejmě z intervalu [m2 + 1, m2 + n].

Nyńı zbývá přǐradit hodnoty zbývaj́ıćım m
2 vrchol̊um komponenty H, vrchol̊um yi ∈

V (H) přǐrazujeme hodnoty m
2 +n+1, m2 +n+2, . . . , m2 +n+ m

2 , tedy celá č́ısla z intervalu
[m2 + n+ 1,m+ n].

1 m
2

+1m
2

+nm
2

+nmn+1+m
2

f' H HG

Obrázek 26: Interval hodnot vrchol̊u komponent H a G, vyznačené modrou, respektive
červenou barvou.

Z Obrázku 26 je tedy zřejmé, že každý z m+n vrchol̊u grafu G∪H má jiné ohodnoceńı.
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Př́ıklad konstrukce 6-pravidelného distance magic grafu přidáńım
komponenty

Mějme 6-pravidelný graf G na 9 vrcholech, který je distance magic, a jehož magická
konstanta je k=30.

Obr.1 - Graf G

1

2 3

4

5

6

7 8

9

Obrázek 27: Graf G.

• přidaná komponentaH je kompletńı 4-partitńı grafK2,2,2,2, který je také 6-pravidelný,

1

2 3

4

5

6

7 8

9
x1 x2

x3
x4

y1 y2

y3

y4

Obrázek 28: Graf G a komponenta H.

• ohodnot́ıme vrcholy dle následuj́ıćıho předpisu

f ′(v) =


f(v) + 4 pro v ∈ V (G),
i pro xi ∈ V (H), kde i = 1, 2, 3, 4,
18− i pro yi ∈ V (H), kde i = 1, 2, 3, 4.

(2)

• váhy graf̊u G a H jsou stejné a jsou rovny magické konstantě k′,

• graf G ∪H je tedy 6-pravidelný a distance magic, s magickou konstantou k′ = 54,
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Obrázek 29: Graf G ∪H.

Pravidelnost grafu G je 6, což je č́ıslo, které neńı dělitelné čtyřmi beze zbytku. Po-
kud bychom tedy chtěli zvýšit počet vrchol̊u a zároveň zachovat možnost distance magic
ohodnoceńı, počet vrchol̊u m komponenty H muśı být m ≡ 0 (mod 4). Jestliže budeme
vycházet z našeho př́ıkladu, tak daľśı takto konstruovaný distance magic graf G∪H bude
existovat až na r+ 6 vrcholech, tedy počet vrchol̊u komponenty H bude m = 12. Shrňme
tuto situaci v bodech, kterou opět znázorńıme obrázky.

• přidaná komponenta H je 6-partitńı graf K2, 2, . . . , 2  
6

, který je 6-pravidelný
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Obrázek 30: Graf G a komponenta H.

• ohodnot́ıme vrcholy dle následuj́ıćıho předpisu

f ′(v) =


f(v) + 6 pro v ∈ V (G),
i pro xi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , 6,
22− i pro yi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , 6.

(3)

• váhy graf̊u G a H jsou stejné a jsou rovny magické konstantě k′,

• graf G ∪H je tedy 6-pravidelný a distance magic, s magickou konstantou k′ = 66,
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Obrázek 31: Graf G ∪H.

2.2 Sestaveńı souvislého grafu

Graf G ∪ H je distance magic, ale nesouvislý. Představuje zakresleńı nějakého turnaje,
kde se hráči mezi sebou utkávaj́ı ve dvou skupinách, které představuj́ı komponenty G a
H. Je však rozumné požadovat vzájemnou konfrontaci týmů mezi těmito skupinami, tedy
aby hráči ze skupiny G měli možnost utkat se s hráči skupiny H a naopak. Nyńı ukážeme,
jak to zajistit. Tedy jak z nesouvislého grafu G ∪ H udělat graf souvislý, a zároveň aby
z̊ustala zachována podmı́nka distance magic ohodnoceńı.
Označme vrcholy komponenty G v1, v2, . . . , vn, a vrcholy komponenty H w1, w2, . . . , wn.
Pokusme se nalézt v obou komponentách cyklus na čtyřech vrcholech C4, který je v kompo-
nentě G tvořený vrcholy v1, v2, v3, v4 a v komponentěH vrcholy w1, w2, w3, w4. Podmı́nkou
je, aby součet ohodnoceńı každých dvou nesousedńıch vrchol̊u v těchto cyklech obou kom-
ponent byl stejný.

Poznámka 2.4. Pro přehlednost budeme podgraf C4 komponenty G značit CG. Podgraf
C4 komponenty H označme CH .

v

w1

4

v1

v2

v3

w2

w3

w4

Obrázek 32: Indukované cykly CG a CH .

Dle obrázku 32 chceme naj́ıt takové cykly, aby součet ohodnoceńı dvou nesousedńıch
vrchol̊u byl roven nějakým přirozeným č́ısl̊um a a b, tedy f(v1)+f(v3) = f(w1)+f(w3) = a
a f(v2)+f(v4) = f(w2)+f(w4) = b,kde a je váha vrchol̊u v2 a v4 v podgrafu CG, ta je rovna
váze vrchol̊u w2 a w4 v podgrafu CH , podobně b je váha vrchol̊u v1 a v3 v CG a rovna váze
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vrchol̊u w1 a w3 v CH . Protože tyto váhy se rovnaj́ı v obou cyklech, tak po odstraněńı hran
p̊uvodńıch cykl̊u můžeme přidat jiné hrany vedoućı mezi vrcholy v1, v2, v3, v4 komponenty
G a vrcholy w1, w2, w3, w4 komponenty H, jak znázorňuje následuj́ıćı obrázek.

v

w1

4

v1

v2

v3

w2

w3

w4

Obrázek 33: Hrany vedoućı mezi vrcholy obou komponent.

Obecně, můžeme v obou komponentách grafu G ∪H nalézt cykly (splňuj́ıćı výše uve-
dené podmı́nky), kdy a i b jsou r̊uzná č́ısla, ale i cykly, kde a = b. Ukažme si tyto situace
na př́ıkladech.

Mějme distance magic graf G ∪H na 17 vrcholech (Obrázek 29). Následuj́ıćı obrázek
zvýrazňuje cykly CG a CH , které splňuj́ı výše uvedené podmı́nky.
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Obrázek 34: Komponenty G a H se zvýrazněnými cykly CG a CH .

Zvýrazněný cyklus CG je tedy tvořen vrcholy 5, 8, 10, 13, cyklus CH tvoř́ı vrcholy
1, 2, 16, 17. Váhy protilehlých vrchol̊u jsou v1 + v3 = v2 + v4 = w1 + w3 = w2 + w4 = 18.
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Obrázek 35: Cykly C4 komponent G a H.

Po odstraněńı hran tvoř́ıćı jednotlivé cykly, a připojeńı vrchol̊u mezi komponentami
tak, aby jejich váhy z̊ustaly shodné vypadá graf G∪H s jedinou komponentou souvislosti
následovně.
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Obrázek 36: Souvislý graf G ∪H.

Pro a ̸= b vezměme nyńı distance magic graf G ∪H na 21 vrcholech (obr 31) a opět
vyznačme vhodné cykly.
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Obrázek 37: Komponenty G a H se zvýrazněnými cykly CG a CH .

Zvýrazněný cyklus CG tvoř́ı vrcholy 7, 12, 15, 8, cyklus CH je tvořen vrcholy 19, 4, 3, 16.
Váhy každých dvou vrchol̊u v těchto cyklech jsou r̊uzné, tedy v1 + v3 = w1 + w3 = 22 a
v2 + v4 = w2 + w4 = 20.

8

197

12

15

4

3

16

Obrázek 38: Cykly C4 komponent G a H.

Opět odstrańıme hrany jednotlivých cykl̊u a přidáme nové, které budou propojovat
jednotlivé komponenty.
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Obrázek 39: Souvislý graf G ∪H.

Můžeme tedy vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 2.2. Mějme r-pravidelný distance magic graf se dvěmi komponentami G a H, pro
r ≥ 4. Je–li G komponenta na n vrcholech s podgrafem C4 v1v2v3v4, kde f(v1) + f(v3) =
f(v2) + f(v4) = a, kde a je váha vrchol̊u v1, v2, v3 a v4, a současně H je komponenta na
m vrcholech s podgrafem C4 w1w2w3w4, kde f(w1) + f(w3) = f(w2) + f(w4) = a, a kde
a je váha vrchol̊u w1, w2, w3 a w4, přičemž alespoň jedna komponenta z̊ustane souvislá po
odebráńı hran uvedeného cyklu C4, tak umı́me naj́ıt souvislý r-pravidelný distance magic
graf G ∪H na n+m vrcholech.

Větu 2.2 umı́me dokonce ześılit pro př́ıpad, kdy f(v1) + f(v3) = a = f(w1) + f(w3) a
zároveň f(v2) + f(v4) = b = f(w2) + f(w4).
A nav́ıc, máme–li dán takový r-pravidelný souvislý distance magic graf G na n vrcholech,
pro r ≥ 4, který obsahuje podgraf C4 tak, že f(v1) + f(v3) = f(v2) + f(v4) = n + 1, tak
v přidané komponentě H umı́me potřebný podgraf C4 naj́ıt vždy. Stač́ı vźıt v1 = xi, v3 =
yi, v2 = xj a v4 = yj , pro nějaká přirozená i, j.
Můžeme proto ř́ıci, že obsahuje–li graf G ve Větě 2.1 nav́ıc podgraf C4 v1v2v3v4, kde
f(v1) + f(v3) = f(v2) + f(v4) = n+1, tak umı́me naj́ıt takový r-pravidelný graf, který je
souvislý.

2.3 Král turnaje a distance magic grafy

V této části se zaměř́ıme na hledáńı krále v distance magic grafech. Připomeňme, že král je
takový vrchol, z něhož vede orientovaná cesta délky nejvýše 2 do všech ostatńıch vrchol̊u.
Našim předmětem zkoumáńı budou neorientované distance magic, chceme totiž navrhnout
takový spravedlivý turnaj, kde si každý hráč ještě před zahájeńım vzájemných souboj̊u
může ř́ıci, že je na tom stejně jako ostatńı. A za jakých podmı́nek se vrchol (hráč) může
stát králem neúplného turnaje?

• turnaj muśı být neremı́zový (např. tenisový či volejbalový turnaj),

• odehraj́ı se jednotlivé zápasy (zorientuj́ı se hrany grafu).

Poté můžeme provést rozbor výsledného orientovaného grafu–kolik kdo vyhrál zápas̊u
nebo zda se stal nějaký hráč králem turnaje.
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Pokud bychom se zaměřili na možnost existence krále turnaje v grafu, ještě před orientaćı,
pak ve výsledku můžeme doj́ıt k takovýmto výsledk̊um:

- v grafu G má každý vrchol stejnou šanci stát se králem,

- v grafu G existuj́ı vrcholy, které mohou být králem, ale i vrcholy, které nemohou být
králem,

- v grafu G nemůže být žádný vrchol králem.

Pro analýzu těchto situaćı využijeme pojmy excentricita vrcholu a pr̊uměr grafu.
Mějme nějaký r-pravidelný G na n vrcholech.

- jeli pr̊uměr grafu G nejvýše 2, pak v tomto grafu má každý vrchol stejnou šanci stát
se králem,

- existuj́ı-li v grafuG vrcholy s excentricitou nejvýše 2 a zároveň vrcholy s excentricitou
větš́ı než 2, pak v tomto grafu existuj́ı vrcholy, které mohou být králem, ale také
vrcholy, které nemohou být králem,

- je-li excentricita každého vrcholu grafuG větš́ı než 2, nebo pokud grafG je nesouvislý
graf, pak v tomto grafu žádný vrchol nemůže být králem.

My se však chceme zaměřit na hledáńı krále v distance magic grafech–tedy vyrov-
naných nekompletńıch turnaj́ıch (EIT).
Pokud si vezmeme nějaký libovolný r-pravidelný graf G na n vrcholech, jehož pr̊uměr
diam(G) ≤ 2 nebo pokud v tomto grafu existuj́ı vrcholy s excentricitou ecc(v) ≤ 2 a
zároveň ecc(v) ≥ 2, pro v ∈ V (G), a slož́ıme ho s doplňkem kompletńıho grafu K2m, kde
m ≥ 1, pak dostaneme graf G[K2m], který je distance magic, dle Věty 1.8. Graf G[K2m]
je tvořen n partitami, kde každá partita obsahuje 2m vrchol̊u. Pokud vedla hrana mezi
vrcholy u a v v grafu G, pak v grafu G[K2m] povedou hrany mezi každou dvojićı vrchol̊u
partit Pu a Pv, kde partita Pu obsahuje vrcholy {u1, u2, . . . , u2m} a partita Pv je tvořena
vrcholy {v1, v2, . . . , v2m}. Pokud v grafu G excentricita vrcholu ecc(v) ≤ x, pak i v grafu
G[K2m] excentricita všech vrchol̊u partity ecc(Pv) ≤ x, pro x ≥ 2. Jednotlivé vrcholy pak
můžeme ohodnotit tak, aby součet ohodnoceńı všech vrchol̊u v partitě byl roven stejnému
č́ıslu pro každou partitu, což zajist́ı stejnou váhu každému vrcholu grafu G[K2m]. Ukažme
tato tvrzeńı na př́ıkladech.

Vezměme si nějaký r-pravidelný graf G na n vrcholech, kde excentricita každého vr-
cholu ecc(v) ≤ 2, pro v ∈ V (G). Takový graf může být např́ıklad Petersen̊uv graf P ,
což je 3-pravidelný graf na 10 vrcholech, který je vrcholově tranzitivńı, a kde excentricita
každého vrcholu je 2, tud́ıž každý vrchol má stejnou šanci stát se králem v turnaji, který
vznikne orientaćı Petersenova grafu.
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Obrázek 40: Peterson̊uv graf P .

Kompozićı grafu P s doplňkem kompletńıho grafu K2 źıskáme 6-pravidelný distance
magic graf na 20 vrcholech, kde excentricita každého vrcholu je také 2. Na obrázku 41
můžeme vidět tento graf s distance magic ohodnoceńım, kde magická konstanta k = 63.
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Obrázek 41: Distance magic graf P [K2].
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Opět si vezměme nějaký 3-pravidelný graf na 10 vrcholech s t́ım rozd́ılem, že ne všechny
vrcholy budou mı́t excentricitu nejvýše dva.
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Obrázek 42: 3-pravidelný graf G na 10 vrcholech s uvedenými excentricitami, kde červeně
vyznačené vrcholy maj́ı stejnou šanci stát se králem.

Jak můžeme vidět na Obrázku 42, šanci stát se králem v turnaji, který vznikne orientaćı
grafu G, budou mı́t pouze vrcholy s excentricitou 2 (červené vrcholy). Kompozićı G s
doplňkem kompletńıho grafuK2 źıskáme 6-pravidelný distance magic graf na 20 vrcholech,
kde excentricita vrchol̊u je také 2, 3 nebo 4.
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Obrázek 43: Distance magic graf G[K2].

Pokud bychom srovnali oba grafy–graf P z Obrázku 40 a graf G z Obrázku 42, tak
můžeme ř́ıci, že pro plánováńı vyrovnaných neúplných turnaj̊u, kde každý vrchol má stej-
nou šanci stát se králem, je vhodněǰśı volit takové souvislé r-pravidelné grafy, které jsou
vrcholově tranzitivńı s pr̊uměrem nejvýše 2. Pokud takový graf neexistuje, např́ıklad pro
grafy s malou pravidelnost́ı na velkém počtu vrchol̊u, tak pro plánováńı neúplných spor-
tovńıch turnaj̊u preferujeme vrcholově tranzitivńı grafy, za předpokladu, že se nám podař́ı
naj́ıt jejich DM ohodnoceńı.
Všimněme si, že pokud známe pr̊uměr a pravidelnost grafu, tak jeho počet vrchol̊u je ome-
zen. Pro dané r a pr̊uměr d je počet vrchol̊u n ≤ 1 + r+ r(r− 1) + r(r− 1)(r− 1) + . . .+
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r(r− 1)(d−1). Pokud má v orientaci r-pravidelného grafu existovat král, muśı jeho pr̊uměr
být nejvýše 2 a proto počet vrchol̊u n je nejvýše 1 + r + r(r − 1).

Graf, ve kterém nemůže být žádný vrchol králem, je zřejmě graf G, kde každý jeho
vrchol má excentricitu ecc(v) > 2, pro v ∈ V (G). Daľśı typ grafu, ve kterém neexistuje
král, je nesouvislý graf.
Existuje ovšem možnost, jak z nesouvislého grafu G ∪ H, který je tvořen dvěmi kom-
ponentami G a H na shodném počtu vrchol̊u, vytvořit souvislý graf I s distance magic
ohodnoceńım tak, aby každý vrchol měl excentricitu nejvýše 2, tedy stejnou šanci stát se
králem turnaje v orientovaném grafu I. Pr̊uměr jednotlivých komponent však muśı být
nejvýše 2, tedy diam(G) ≤ 2 a zároveň diam(H) ≤ 2. Ukažme nyńı možnosti, které mohou
nastat.
Necht’ G ∪H je nesouvislý graf s komponentami G a H na shodném počtu vrchol̊u, kde
excentricita každého vrcholu v jednotlivých komponentách ecc(u) = 1, pro u ∈ V (G),
a zároveň ecc(v) = 1, pro v ∈ V (H). Pak komponenty G a H budou zřejmě kompletńı
grafy Kn, které jsou (n − 1)-pravidelné. Spoj́ıme-li hranou každý vrchol komponenty G
s nějakým vrcholem komponenty H tak, aby i každý vrchol z komponenty H byl spojen
s právě jedńım vrcholem v G, stupeň každého vrcholu se zvýš́ı o 1 a vznikne souvislý
graf I, kde excentricita každého vrcholu ecc(w) = 2, pro w ∈ V (I). Graf I pak můžeme
složit s doplňkem kompletńıho grafu K2m. Vznikne graf I[K2m], kde excentricita každého
vrcholu je také dva, proto I má pr̊uměr 2. Pravidelnost se zvýš́ı 2m-násobně. Tuto situaci
si ukážeme na př́ıkladu grafu, jehož komponenty tvoř́ı kompletńı grafy K4.

Obrázek 44: Graf G ∪H, kde komponenty G a H jsou kompletńı grafy K4.

Každý vrchol obou komponent spoj́ıme hranou mezi sebou. Vznikne souvislý graf I,
jehož pr̊uměr diam(I) = 2.

Obrázek 45: Graf I na 8 vrcholech.
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Poznámka 2.5. Lze si všimnout, že graf I je vlastně kartézský součin K4�K2.

Graf I pak slož́ıme s doplňkem kompletńıho grafu K2 a ohodnot́ıme.
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Obrázek 46: Distance magic graf I ′ na 16-ti vrcholech, kde magická konstanta k = 68, a
jehož pr̊uměr 2.

Necht’ G∪H je nyńı nesouvislý graf s komponentami G a H na shodném počtu vrchol̊u,
kde excentricita každého vrcholu v jednotlivých komponentách ecc(u) = 2, pro u ∈ V (G),
a zároveň ecc(v) = 2, pro v ∈ V (H). Komponenty G a H mohou být např́ıklad cykly
C4, C5 nebo Peterson̊uv graf P . Jestliže aplikujeme podobný postup, jako v předchoźım
př́ıkladu, tedy spojeńı každého vrcholu mezi těmito komponentami právě jednou hranou,
je třeba dbát na správné

”
propojeńı“ jednotlivých vrchol̊u, aby ve výsledném souvislém

grafu I měl každý vrchol excentricitu nejvýše 2. Na následuj́ıćım obrázku můžeme vidět
ukázku špatného i dobrého spojeńı komponent grafu G ∪H, kde G a H jsou cykly C4.
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Obrázek 47: Výše graf I1, kde excentricita každého vrcholu je 3. Nı́že graf I2, jehož pr̊uměr
již je 2.
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Graf I2 již splňuje požadovanou excentricitu každého vrcholu, pak kompozićı I2 s
doplňkemK2 dostaneme graf I2[K2], který opět ohodnot́ıme tak, aby tyto hodnoty vrchol̊u
partity dávaly v součtu stejné č́ıslo.
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Obrázek 48: 6-pravidelný distance magic graf I ′2 na 16 vrcholech, kde každý vrchol má
šanci stát se králem.
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3 Závěr

Tato práce se věnovala problému využit́ı graf̊u s distance magic ohodnoceńım, které lze
použ́ıt na plánováńı neúplných sportovńıch turnaj̊u.
V úvodńı části jsme nejprve definovali základńı pojmy týkaj́ıćı se graf̊u obecně. V podka-
pitole 1.2 jsme poté uvedli přehled výsledk̊u zaměřené na distance magic grafy, které nám
pomohly v daľśıch postupech.
V hlavńı části práce jsme se věnovali novému zp̊usobu konstrukce těchto graf̊u pomoćı
př́ıdáńı komponenty. Ukázali jsme, že pokud máme r-pravidelný graf G na n vrcholech,
který je distance magic, pak po přidáńı komponenty H na m vrcholech, kde m ≥ r + 2,
vznikne nesouvislý r-pravidelný graf G ∪ H na n + m vrcholech, který je také distance
magic. Řekli jsme také, že počet vrchol̊u m komponenty H záviśı na pravidelnosti r grafu
G, je–li totiž r ≡ 0 (mod 4) pak m je sudé, pokud ale r ≡ 2 (mod 4), pak m ≡ 0 (mod 4).
Daľśı z hlavńıch ćıl̊u práce bylo vyřešeńı problému nesouvislosti grafu G∪H. Zjistili jsme,
že pokud v jednotlivých komponentách G a H nalezneme podgrafy CG a CH , kde CG

tvoř́ı vrcholy v1, v2, v3 a v4 a CH je tvořen vrcholy v1, v2, v3 a v4 a zároveň pokud součty
jednotlivých ohodnoceńı vrchol̊u f(v1) + f(v3) = f(v2) + f(v4) = a a f(w1) + f(w3) =
f(w2) + f(w4) = a, v př́ıpadě silněǰśıho tvrzeńı f(v1) + f(v3) = a = f(w1) + f(w3) a
zároveň f(v2)+f(v4) = b = f(w2)+f(w4), nebo váha vrcholu wf (v) = n+1, pro v ∈ CG,
přičemž alespoň jedna komponenta z̊ustane po odebráńı tohoto cyklu souvislá a pravidel-
nost r ≥ 4, tak umı́me naj́ıt souvislý graf G∪H na n+m vrcholech, který je r-pravidelný
a distance magic. Právě možnost

”
zesouvisleńı“ komponent G a H nám umožńı při návrhu

turnaj̊u odstranit neporovnatelnost skupin týmů, které představuj́ı vrcholy v jednotlivých
komponentách.
V posledńı části hlavńı kapitoly jsme se zabývali možnost́ı existence krále turnaje v
distance magic grafech. Ukázali jsme, že pro tvorbu spravedlivých turnaj̊u, tedy graf̊u
kde každý vrchol má stejnou šanci stát se králem turnaje, je nejlepš́ı volit souvislé vr-
cholově tranzitivńı r-pravidelné grafy, pokud r ≥ 4. Definovali jsme však také maximálńı
počet vrchol̊u n, na kterém graf G může existovat, pokud známe jeho pr̊uměr a pravidel-
nost. Řešili jsme také možnost zesouvisleńı dvou graf̊u, tak aby ve výsledném souvislém
graf̊u měl každý vrchol stejnou šanci stát se králem turnaje, což lze splnit pouze v př́ıpadě,
pokud excentricita každého vrcholu v obou komponentách je bud’ 1 nebo 2. Problematika
týkaj́ıćı se možnost́ı existence král̊u v distance magic grafech bude předmětem zkoumáńı
i v budoucnu.



REFERENCE 34

4 Literatura

Reference

[1] S. Arumugam, D. Froncek and N. Kamatchi, Distance Magic Graphs-A Survey, ac-
cepted
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