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problematiky. Dále děkuji Ing. Alexandru Markopoulovi, Ph.D. za pomoc s praktickou
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Abstrakt

Tato práce se zabývá kompozitńımi materiály a jejich matematickým převodem na ma-
teriál homogenńı stejných vlastnost́ı. Je zde zkoumáno, jakým zp̊usobem muśı být kom-
pozit složen, aby navenek jevil vlastnosti homogenńıho materiálu. Problém je převeden
na okrajovou úlohu rovnice vedeńı tepla v 1D na intervalu 〈0, 1〉. Konkrétně je zde řešena
periodická úloha, zadaná diferenciálńı rovnićı druhého řádu −

(
a(x) · u′(x)

)
′
= f(x) s

vhodnými okrajovými podmı́nkami. Řešeńı źıskáno pomoćı metody konečných prvk̊u a
řešeńı pomoćı asymptotické expanze je porovnáváno s limitńım řešeńım. S r̊uznými funk-
cemi jsou hledány př́ıpady, kdy se materiál jev́ı jako homogenńı.

Kĺıčová slova: kompozitńı materiál, homogenizace, metoda konečných prvk̊u, asympto-
tická expanze

This thesis deals with composite materials and their mathematical transfer to homogenic
material with same nature. Is exemined, how composite material is composed, to be seen as
homogenic material. Problem is transform to boundary value problem of heat conduction
equation in 1D on interval 〈0, 1〉. Specifically is solved periodical problem, specified with
second order differential equation −

(
a(x) ·u′(x)

)
′
= f(x) with appropriate boundry value.

Solution is obtained by finite element method and asymptotic expansion and is compared
with limit solution. There are looked for instances, when composit is seen as homogenic
matherial.

Key words: composite material, homogenization, finite element method, asymptotic ex-
pansion
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4.6 Metoda konečných prvk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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5.4 Př́ıklad 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Kapitola 1

Úvod

Tato bakalářská práce se zabývá převodem matematického modelu kompozitńıho ma-
teriálu v 1D na materiál homogenńı. Hledáme př́ıpady, ve kterých kompozitńı materiál
jev́ı vlastnosti homogenńıho materiálu. Na zjednodušeném modelu je ukázáno, jak takové
hledáńı může prob́ıhat, nebot’ analytické řešeńı u těchto typ̊u úloh obvykle neńı možné.

Bude zde řešena periodická okrajová úloha







−
(
a(x) · u′(x)

)
′
= f(x) pro x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1),
u′(0) = u′(1),

pomoćı metody konečných prvk̊u a asymptotické expanze.

V prvńı části vysvětluji základńı pojmy, tedy co si pod některými názvy představit a co
funkce mohou představovat z fyzikálńıho hlediska.

Druhá část je věnována matematickému modelu.

V třet́ı části se zabývám odvozeńım postupu, jak naj́ıt řešeńı pomoćı asymptotické ex-
panze.

Na závěr jsou na př́ıkladech s r̊uznými funkcemi zkoumány rozd́ıly mezi jednotlivými
metodami.
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Kapitola 2

Úvod do problematiky

2.1 Názvoslov́ı

V této části budou vysvětleny některé pojmy, se kterými se v rámci práce setkáme. Nejedná
se o definice těchto slov, ale pouze popis, pro pochopeńı jejich významu.

Homogenńı materiál

Je stejnorodý materiál, který má v každém bodě stejnou (popř. podobnou) vlastnost.

Kompozitńı materiál

Kompozitńı materiál (zkráceně kompozit) je materiál ze dvou, nebo v́ıce substanćı s
rozd́ılnými vlastnostmi, které dohromady dávaj́ı výslednému výrobku nové vlastnosti,
které nemá sama o sobě žádná z jeho součást́ı. V našem př́ıpadě bude výskyt této vlastnosti
popsán funkćı, tedy v daném bodě bude odpov́ıdat funkčńı hodnotě.

Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u (MKP) je numerická metoda, převáděj́ıćı úlohu na soustavu
lineárńıch rovnic. Řešeńı této soustavy dává pak přibližné řešeńı p̊uvodńı úlohy. Přesnost
řešeńı je závislá na jemnosti děleńı intervalu, na kterém úlohu řeš́ıme.

2.2 Řešený problém

Nyńı, když máme zavedeny pojmy, popǐsme si, jakou úlohu budeme řešit a jaké informace
může nést.
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KAPITOLA 2. ÚVOD DO PROBLEMATIKY 5

Představme si, že máme strunu z nějakého kompozitńıho materiálu.
Jak jsme si již řekli výše, kompozitńı materiál nemá ve všech bodech stejnou vlastnost
(např́ıklad tepelnou vodivost), proto ji budeme reprezentovat funkćı a(x). Na tuto strunu
bude p̊usobit nějaká funkce f(x), která zastupuje vněǰśı vliv sledované veličiny (např.
teploty). Výsledkem má být funkce u(x), ta představuje výslednou teplotu v pr̊uřezu
struny.

Abychom mohli ř́ıct, že se kompozitńı materiál jev́ı jako homogenńı, nestač́ı, aby funkce
a(x) popisovala strukturu na celém intervalu, jako na obrázku (2.1),
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Obrázek 2.1: Neopakuj́ıćı se funkce a(x).

ale periodicky se opakuje na co nejmenš́ıch intervalech, na obrázku (2.2) znázorněno 10x.
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Obrázek 2.2: Opakuj́ıćı se funkce a(x).

Budeme tedy řešit rovnici

−(a(
x

ε
) · u′(x))′ = f(x),

ke které zvoĺıme vhodné okrajové podmı́nky.



Kapitola 3

Řešitelnost periodické okrajové

úlohy

V této kapitole zavedeme matematickou úlohu, jejimž řešeńım se budeme zabývat, a
dokážeme podmı́nky řešitelnosti této úlohy.

Jedná se o periodickou okrajovou úlohu.







−
(
a(x) · u′(x)

)
′
= f(x) pro x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1),
u′(0) = u′(1),

(3.1)

kde:

• f(x) ∈ C(〈0, 1〉)

• a(x) ∈ C1(〈0, 1〉): ∃ā ∈ R ∀x ∈ R; a(x) ≥ ā > 0; a(0) = a(1), a′(0) = a′(1).

Definice 1. (Klasickým) řešeńım úlohy (3.1) rozumı́me funkci u(x) ∈ C2(〈0, 1〉) takovou,
že: ∀x ∈ (0, 1): −

(
a(x)u′(x)

)
′
= f(x) a současně u(0) = u(1), u′(0) = u′(1).

Věta 1 (O nutné a postačuj́ıćı podmı́nce).

(i) Necht’ má úloha (3.1) řešeńı, pak pro funkci f(x) plat́ı:
1∫

0

f(x)dx = 0.

6



KAPITOLA 3. ŘEŠITELNOST PERIODICKÉ OKRAJOVÉ ÚLOHY 7

(ii) Necht’ pro funkci f(x) plat́ı
1∫

0

f(x)dx = 0, pak úloha (3.1) má řešeńı.

Tedy vlastnost
1∫

0

f(x)dx = 0

je nutnou a zároveň postačuj́ıćı podmı́nkou řešitelnosti úlohy (3.1).

D̊ukaz.

(i) Bud’ u(x) řešeńım (3.1).

Pak integraćı −
(
a(x) · u′(x)

)
′
= f(x), dostáváme výraz

−a(x) · u′(x) =

x∫

0

f(S)dS + c, kde c ∈ R,

po dosazeńı okrajových podmı́nek:

• pro x = 0:

−a(0) · u′(0) =

0∫

0

f(S)dS + c,

−a(0) · u′(0) = c,

• pro x = 1:

−a(1) · u′(1) =

1∫

0

f(S)dS + c.

Jelikož a(0) = a(1) a také u′(0) = u′(1), tak plat́ı:

1∫

0

f(S)dS + c = c, kde c ∈ R,

tedy
1∫

0

f(S)dS = 0.
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(i) Necht’
1∫

0

f(x)dx = 0.

Hledejme řešeńı u(x) úlohy (3.1). Pokusme se vyjádřit u(x) z diferenciálńı rovnice
úlohy (3.1).

−a(x) · u′(x) =

x∫

0

f(S)dS + c, kde c ∈ R,

−u′(x) =
1

a(x)

x∫

0

f(S)dS +
c

a(x)
,

po integraci dostáváme:

−u(x) =

x∫

0

[

1

a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

+

x∫

0

c

a(t)
dt+ d, kde d ∈ R.

Vzhledem k zadaným okrajovým podmı́nkám je zřejmé, že je-li u(x) řešeńım úlohy,
je také u(x) + c řešeńım. Pokuśıme se proto naj́ıt řešeńı, splňuj́ıćı podmı́nku u(0) =
u(1) = 0.

• pro x = 0 plat́ı:

−u(0) =

0∫

0

[

1

a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

dt

︸ ︷︷ ︸

0

+

0∫

0

c

a(t)
dt

︸ ︷︷ ︸

0

+d,

odkud s využit́ım u(0) = 0 dostáváme:

0 = d (3.2)

• pro x = 1 plat́ı:

−u(1) =

1∫

0

[

1

a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

dt+

1∫

0

c

a(t)
dt+ 0,

a proto z předpokladu u(1) = 0 dostáváme:

0 =

1∫

0

[

1

a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

+

1∫

0

c

a(t)
dt. (3.3)
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Odtud vyjádř́ıme konstantu c:

−

1∫

0

[

1

a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

dt =

1∫

0

c

a(t)
dt,

−

1∫

0

[

1

a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

dt = c

1∫

0

1

a(t)
dt,

−
1∫

0

[

1
a(t)

t∫

0

f(S)dS

]

dt

1∫

0

1
a(t)dt

= c.

Dokázali jsme, že řešeńı existuje a splňuje u(0) = u(1), zbývá dokázat, že splňuje
také u′(0) = u′(1).

K tomu využijme
1∫

0

f(x)dx = 0:

Zintegrujme diferenciálńı rovnici z (3.1)

−

1∫

0

(
a(x) · u′(x)

)
′
dx =

1∫

0

f(x)dx,

−
[

a(x) · u′(x)
]1

0
= 0,

(
a(1) · u′(1)

)
−

(
a(0) · u′(0)

)
.

Jelikož a(0) = a(1), tak:

u′(1)− u′(0) = 0,

u′(0) = u′(1).

Dokázali jsme, že podmı́nka
1∫

0

f(x)dx = 0 je nutnou i postačuj́ıćı podmı́nkou řešitelnosti

úlohy. A že řešeńı je určeno jednoznačně (až na konstantu).



Kapitola 4

Úvod do matematické teorie

homogenizace

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat asymptotickou expanźı.[1][2]

4.1 Zavedeńı úlohy

Uvažujme periodickou úlohu







−
(
a(x

ε
) · u′ε(x)

)
′
= f(x) pro x ∈ (0, 1),

uε(0) = uε(1),
u′ε(0) = u′ε(1),

(4.1)

kde pro jednoduchost:

• f(x) ∈ C(〈0, 1〉)

• a(x) ∈ C1(R), 1-periodická, a současně ∃ā ∈ R ∀x ∈ R: a(x) ≥ ā > 0

4.2 Hledané řešeńı

Předpokládejme, že plat́ı nutná a postačuj́ıćı podmı́nka, tedy
1∫

0

f(x)dx = 0. Pak je řešeńı

určeno jednoznačně (až na konstantu). Najděme řešeńı, pro něž plat́ı

uε(0) = uε(1) = 0.
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Hledejme řešeńı uε ve tvaru:

uε(x) = u0
(
x,
x

ε

)
+ ε · u1

(
x,
x

ε

)
+ ε2 · u2

(
x,
x

ε

)
+ · · · , (4.2)

kde pro pevné x jsou funkce y → ui(x, y) 1-periodické a každá funkce ui(x,
x
ε
) splňuje

okrajové podmı́nky:

ui(x, 0) = ui(x, 0),

∂ui

∂y
(x, 0) =

∂ui

∂y
(x, 0).

Hledáme předpisy pro funkce u0(x,
x
ε
), u1(x,

x
ε
), u2(x,

x
ε
), . . .

4.3 Značeńı

Pro zjednodušeńı zápis̊u zaved’me následuj́ıćı značeńı:
Je-li Ψ: R2 → R hladká funkce, plat́ı pro derivaci funkce

h(x) := Ψ
(
x,
x

ε

)
(4.3)

vztah

h′(x) =
∂Ψ

∂x

(
x,
x

ε

)
+

1

ε
·
∂Ψ

∂y

(
x,
x

ε

)
=
∂Ψ

∂x
(x, y) +

1

ε

∂Ψ

∂y
(x, y), kde y =

x

ε
. (4.4)

Pokud nebude řečeno jinak, v této práci uvažujme vždy y = x
ε
.

4.4 Asymptotická expanze

Nyńı budeme cht́ıt dosadit uε ve tvaru (4.2) do diferenciálńı rovnice v (4.1).
Derivace (4.2) pomoćı vzorce (4.4) vyjádřeme takto:

(
uε(x)

)
′
=
∂u0

∂x

(
x, y

)
+

1

ε
·
∂u0

∂y

(
x, y

)
+

+ε ·
∂u1

∂x

(
x, y

)
+ 1 ·

∂u1

∂y

(
x, y

)
+ (4.5)

+ε2 ·
∂u2

∂x

(
x, y

)
+ ε ·

∂u2

∂y

(
x, y

)
+

+ · · ·

Upravme levou stranu (4.1) pomoćı vzorce (4.4). (Opět y = x
ε
).

−
(
a(y) · u′ε(x)

)
′
= −

[
∂

∂x

(
a(y)u′ε(x)

)
+

1

ε
·
∂

∂y

(
a(y)u′ε(x)

)
]

= f(x), (4.6)
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a dosad’me (4.5) do (4.6)

− ∂
∂x

(
a(y)

( ∂u0

∂x
(x, y) +

1

ε
·
∂u0

∂y
(x, y) + ε ·

∂u1

∂x
(x, y) +

+1 ·
∂u1

∂y
(x, y) + ε2 ·

∂u2

∂x
(x, y) + ε ·

∂u2

∂y
(x, y) + · · ·

))
−

−1
ε

∂
∂y

(
a(y)

( ∂u0

∂x
(x, y) +

1

ε
·
∂u0

∂y
(x, y) + ε ·

∂u1

∂x
(x, y) +

+1 ·
∂u1

∂y
(x, y) + ε2 ·

∂u2

∂x
(x, y) + ε ·

∂u2

∂y
(x, y) + · · ·

))
=

= f(x)

Setřid’me nyńı levou stranu podle mocnin č́ısla ε, přičemž si rovnou všimněme, že některé
výrazy se opakuj́ı nebo jsou si velice podobné, proto si je vhodně označme.

1

ε2
·
[
−
∂

∂y

(
a(y) ·

∂u0

∂y
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A0(u0)

]
+

+
1

ε
·
[
−
∂

∂x

(
a(y) ·

∂u0

∂y
(x, y)

)
−

∂

∂y

(
a(y) ·

∂u0

∂x
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A1(u0)

−
∂

∂y

(
a(y) ·

∂u1

∂y
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A0(u1)

]
+

+ε0 ·
[
−
∂

∂x

(
a(y) ·

∂u0

∂x
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A2(u0)

−
∂

∂x

(
a(y) ·

∂u1

∂y
(x, y)

)
−

∂

∂y

(
a(y) ·

∂u1

∂x
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A1(u1)

−
∂

∂y

(
a(y) ·

∂u2

∂y
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A0(u2)

]
+

+ε ·
[
−
∂

∂x

(
a(y) ·

∂u1

∂x
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A2(u1)

−
∂

∂x

(
a(y) ·

∂u2

∂y
(x, y)

)
−

∂

∂y

(
a(y) ·

∂u2

∂x
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A1(u2)

−
∂

∂y

(
a(y) ·

∂u3

∂x
(x, y)

)

︸ ︷︷ ︸
A0(u3)

]
+

+ε2 ·
[
· · ·
]
+ · · · = f(x).

Tato rovnost bude splněna, pokud najdeme funkce u0(x, y), u1(x, y), u2(x, y), . . . takové,
aby

A0(u0) = 0 (4.7)

A1(u0) +A0(u1) = 0 (4.8)

A2(u0) +A1(u1) +A0(u2) = f(x) (4.9)

A2(u1) +A1(u2) +A0(u3) = 0 (4.10)

...
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4.4.1 Prvńı rovnice

Hledejme řešeńı u0 (4.7), tj. funkci u0(x, y), pro ńıž





− ∂
∂y

(
a(y) · ∂u0

∂y
(x, y)

)
= 0,

u0(x, 0) = u0(x, 1),
∂u0

∂y
(x, 0) = ∂u0

∂y
(x, 1).

Vı́me, že y je proměnná této rovnice a x je parametr. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka

(tedy
1∫
0

0 dy = 0) je splněna. Je zřejmé, že jedno z možných řešeńı je konstantńı funkce

u0(x, y) = 0, která může být posunuta o konstantu (která je závislá na parametru x),
proto

u0(x, y) = u0(x). (4.11)

4.4.2 Druhá rovnice

V následuj́ıćı sekci se pomoćı (4.8) pokusme źıskat u1(x, y), řeš́ıme tedy





− ∂
∂y

(
a(y) · ∂u1

∂y
(x, y)

)
= ∂

∂x

(
a(y) · ∂u0

∂y
(x, y)

)
+ ∂

∂y

(
a(y) · ∂u0

∂x
(x, y)

)
,

u1(x, 0) = u1(x, 1),
∂u1

∂y
(x, 0) = ∂u1

∂y
(x, 1).

(4.12)

S využit́ım (4.11) z předchoźı kapitoly, d́ıky čemuž

∂u0

∂y
(x, y) = 0,

můžeme tedy (4.12) zapsat v zjednodušeném tvaru





− ∂
∂y

(
a(y) · ∂u1

∂y
(x, y)

)
= ∂

∂y

(
a(y) · ∂u0(x)

∂x

)
,

u1(x, 0) = u1(x, 1),
∂u1

∂y
(x, 0) = ∂u1

∂y
(x, 1).

Pravou stranu diferenciálńı rovnice můžeme přepsat do tvaru

−
∂

∂y

(
a(y) ·

∂u1

∂y
(x, y)

)
=
∂a(y)

∂y
·
∂u0(x)

∂x
. (4.13)

Proměnná x opět vystupuje v roli parametru. Platnosti nutné a postačuj́ıćı podmı́nky
1∫
0

∂a(y)
∂y

· ∂u0(x)
∂x

dy = 0 je zaručena vlastnost́ı funkce a(y).
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Pro připomenut́ı: a(y) je 1-periodická a proto

1∫

0

∂a(y)

∂y
·
∂u0(x)

∂x
dy =

∂u0(x)

∂x

1∫

0

∂a(y)

∂y
dy =

∂u0(x)

∂x

[
a(y)

]1
0
=
∂u0(x)

∂x

(
a(1)− a(0)︸ ︷︷ ︸

=0

)
= 0,

v́ıme tedy, že řešeńı existuje jednoznačně (až na
”
konstantu“ - funkci proměnné x).

Zkusme naj́ıt řešeńı u1(x, y) ve tvaru

u1(x, y) = −
∂u0(x)

∂x
· χ(y), (4.14)

kde

χ(0) = χ(1),

χ′(0) = χ′(1).

Dosad́ıme (4.14) do (4.13)

∂

∂y

(
a(y) ·

∂u0

∂x
· χ′(y)

)
=
∂a(y)

∂y
·
∂u0

∂x
.

Výraz ∂u0

∂x
můžeme zkrátit, źıskáme tak rovnici závislou pouze na y

(
a(y) · χ′(y)

)
′

= a′(y),

po integraci můžeme vyjádřit χ′(y)

χ′(y) = 1 +
c

a(y)
, c ∈ R. (4.15)

Vyjádřeme nyńı χ(y)

χ(y) = y +

y∫

0

c

a(t)
dt+ d, d ∈ R, (4.16)

a dosad’me do (4.14):

u1(x, y) = −u
′

0(x) ·

(
y +

y∫

0

c

a(t)
dt+ d

)
+ ϕ̃(x), d ∈ R,

kde ϕ̃(x) je zmiňovaná konstanta. Upravme:

u1(x, y) = −u
′

0(x) ·

(
y +

y∫

0

c

a(t)
dt

)
−u′0(x) · d+ ϕ̃(x)︸ ︷︷ ︸

ϕ(x)
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Můžeme zvolit d = 0, takže:

χ(y) = y +

y∫

0

c

a(t)
dt,

ϕ(x) = ϕ̃(x),

dostáváme tak:
u1(x, y) = −u

′

0(x) · χ(y) + ϕ(x). (4.17)

V této fázi neznáme ještě ϕ(x) (vyjádřeńı ϕ viz sekce (4.4.4)), ale můžeme vyjádřit c:

u1(x, y) je v y 1-periodické, proto

u1(x, 0) = u1(x, 1)

⇓

χ(0) = χ(1)

⇓

0 = 1 +

1∫

0

c

a(t)
dt

⇓

c = −
1

1∫
0

1
a(t)dt

.

4.4.3 Třet́ı rovnice

Pracujme nyńı s rovnićı (4.9) s neznámou u2(x, y).

A0(u2) = f(x)−A1(u1)−A2(u0),

tedy

−
∂

∂y

(
a(y)·

∂u2

∂y
(x, y)

)
= f(x)+

∂

∂x

(
a(y)·

∂u1

∂y
(x, y)

)
+
∂

∂y

(
a(y)·

∂u1

∂x
(x, y)

)
+
∂

∂x

(
a(y)·

∂u0(x)

∂x

)
.





− ∂
∂y

(
a(y) · ∂u2

∂y
(x, y)

)
= f(x) + ∂

∂x

(
a(y) · ∂u1

∂y
(x, y)

)
+ ∂

∂y

(
a(y) · ∂u1

∂x
(x, y)

)
+ ∂

∂x

(
a(y) · ∂u0(x)

∂x

)
,

u2(x, 0) = u2(x, 1),
∂u2

∂y
(x, 0) = ∂u2

∂y
(x, 1).
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Nejprve se zabývejme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku

1∫

0

[
f(x)−A1(u1)−A2(u0)

]
dy = 0,

neboli

1∫

0

f(x)dy+

1∫

0

[
∂

∂x

(
a(y)·

∂u1

∂y
(x, y)

)]
dy+

1∫

0

[
∂

∂y

(
a(y)·

∂u1

∂x
(x, y)

)]
dy+

1∫

0

[
∂

∂x

(
a(y)·

∂u0

∂x
(x, y)

)]
dy = 0.

Dosad’mě ze vztah̊u (4.11) a (4.17)

1∫

0

f(x)dy+

1∫

0

[
a(y)·

∂

∂x

(
−u′0(x)·χ

′(y)

)]
dy+

1∫

0

∂

∂y

[
a(y)·

(
−u′′0(x)·χ(y)+ϕ

′(x)

)]
dy+

1∫

0

[
a(y)·u′′0(x)

]
dy = 0.

Odtud:

f(x)−u′′0(x)

1∫

0

a(y)·χ′(y)dy−u′′0(x)

=0︷ ︸︸ ︷
1∫

0

∂

∂y

(
a(y) · χ(y)

)
dy+ϕ′(x)·

=0︷ ︸︸ ︷
1∫

0

∂a(y)

∂y
dy+u′′0(x)

1∫

0

a(y)dy = 0,

f(x)− u′′0(x)

1∫

0

[
a(y)

(
1 +

c

a(y)

)
− a(y)

]
dy = 0,

f(x) = u′′0(x)

[ 1∫

0

a(y)dy +

1∫

0

a(y)
c

a(y)
dy −

1∫

0

a(y)dy

]
,

f(x) = u′′0(x)

1∫

0

c dy,

f(x) = c · u′′0(x),

f(x) = −
(
a0 · u

′

0(x)
)
′
,

f(x) = −a0 · u
′′

0(x), (4.18)
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kde a0 je takzvaný zhomogenizovaný koeficient:

a0 =
1

1∫
0

1
a(t)dt

= −c. (4.19)

Dostali jsme tak rovnici, z ńıž již lze źıskat funkci u0(x), kterou nazvěme limitńı řešeńı
úlohy (4.1).

Nyńı se vrat’me k třet́ı rovnici (4.9)

−A0(u2) = A2(u0) +A1(u1)− f(x),

∂

∂y

(
a(y)·

∂u2

∂y
(x, y)

)
= −

∂

∂x

(
a(y)·

∂u0(x)

∂x

)
−
∂

∂x

(
a(y)·

∂u1

∂y
(x, y)

)
−
∂

∂y

(
a(y)·

∂u1

∂x
(x, y)

)
−f(x).

Po dosazeńı z rovnic (4.11), (4.17) a (4.18) źıskáme

∂

∂y

(
a(y)·

∂u2

∂y
(x, y)

)
= −a(y)·u′′0(x)−a(y)·

∂

∂x

(
−u′0(x)·χ

′(y)

)
−
∂

∂y

[
a(y)·

(
−u′′0(x)·χ(y)+ϕ

′(x)

)]
+a0·u

′′

0(x).

Proved’me derivace ve všech členech na pravé straně rovnice:

∂

∂y

(
a(y)·

∂u2

∂y
(x, y)

)
= −a(y)·u′′0(x)+a(y)·u

′′

0(x)·χ
′(y)+u′′0(x)

(
a(y)·χ(y)

)
′
−ϕ′(x)·a′(y)+a0·u

′′

0(x)

a vytkněme u′′0(x) ze všech člen̊u, ve kterých je to možné:

∂

∂y

(

a(y) ·
∂u2

∂y
(x, y)

)

= u′′0(x) ·
[

− a(y) + a(y) · χ′(y) +
(
a(y) · χ(y)

)
′
+ a0

]

−ϕ′(x) · a′(y).

Dosad’me nyńı za χ′(y) z rovnice (4.15)

∂

∂y

(

a(y)·
∂u2

∂y
(x, y)

)

= u′′0(x)·
[

−a(y) + a(y) ·

(

1 +
c

a(y)

)

+ a0

︸ ︷︷ ︸

=0

+
(
a(y)·χ(y)

)
′
]

−ϕ′(x)·a′(y),

t́ım dostáváme tvar

∂

∂y

(

a(y) ·
∂u2

∂y
(x, y)

)

= u′′0(x) ·
(
a(y) · χ′(y)

)
′
− ϕ′(x) · a′(y). (4.20)

Hledejme nyńı jedno z řešeńı ve tvaru

ũ2(x, y) = u′′0(x) ·Q(y)− ϕ′(x) · α(y),
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kde

Q(0) = Q(1),

Q′(0) = Q′(1),

α(0) = α(1),

α′(0) = α′(1).

Derivace podle y potom bude

∂ũ2

∂y
(x, y) = u′′0(x) ·Q

′(y)− ϕ′(x) · α′(y).

Dosazeńım do (4.20) źıskáme

∂

∂y

(
a(y) · u′′0(x) ·Q

′(y)− a(y) · ϕ′(x) · α′(y)

)
= u′′0(x) ·

(
a(y) · χ′(y)

)
′
− ϕ′(x) · a′(y),

po úpravě levé strany

u′′0(x)
(
a(y) ·Q′(y)

)
′
− ϕ′(x)

(
a(y) · α′(y)

)
′
= u′′0(x) ·

(
a(y) · χ′(y)

)
′
− ϕ′(x) · a′(y).

Tato rovnost bude platit, pokud

u′′0(x)
(
a(y) ·Q′(y)

)
′
= u′′0(x) ·

(
a(y) · χ′(y)

)
′

(4.21)

a
ϕ′(x)

(
a(y) · α′(y)

)
′
= ϕ′(x) · a′(y). (4.22)

Vyřešme nyńı (4.21):

a(y) ·Q′(y) = a(y) · χ(y) + k1

Q′(y) = χ(y) +
k1

a(y)

Q(y) =

y∫

0

χ(t)dt+

y∫

0

k1

a(t)
dt+ k2

Obdobně vyřešme (4.22):

a(y) · α′(y) = a(y) + l1

α′(y) = 1 +
l1

a(y)

α(y) = y +

y∫

0

l1

a(t)
dt+ l2
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Dostáváme tak hledané řešeńı ve tvaru

u2(x, y) = u′′0(x) ·Q(y)− ϕ′(x) · α(y) + ψ(x).

Dı́ky tomu, že hledáme řešeńı splňuj́ıćı Q(0) = Q(1) a α(0) = α(1), můžeme se pokusit
nalezené řešeńı dále upravit: z Q(0) = Q(1) plyne:

0 =

1∫

0

χ(t)dt+

1∫

0

k1

a(t)
dt,

k1 = −

1∫
0

χ(t)dt

1∫
0

1
a(t)dt

,

k1 = −a0 ·

1∫

0

χ(t)dt; (4.23)

z α(0) = α(1) plyne:

0 = 1 +

1∫

0

l1

a(t)
,

l1 = −a0, (4.24)

l1 = c.

Všimněme si, že α(y) = χ(y), proto źıskáváme nový tvar řešeńı

u2(x, y) = u′′0(x) ·Q(y)− ϕ′(x) · χ(y) + ψ(x). (4.25)

4.4.4 Čtvrtá rovnice

Nyńı z úlohy (4.10) źıskáme předpis pro ϕ(x), který potřebujeme dosadit do (4.17). K
tomu využijeme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku.

Aby tato podmı́nka byla splněna, muśı platit

1∫

0

[
−A2(u1)−A1(u2)

]
dy = 0,

neboli

1∫

0

[
∂

∂x

(
a(y) ·

∂u1

∂x
(x, y)

)
+

∂

∂x

(
a(y) ·

∂u2

∂y
(x, y)

)
+

∂

∂y

(
a(y) ·

∂u2

∂x
(x, y)

)]
dy = 0.
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Dosad’me z (4.17) a (4.25):

0 =

1∫

0

[
∂

∂x

(
a(y) ·

∂

∂x

(
− u′0(x) · χ(y) + ϕ(x)

)
)]

dy +

+

1∫

0

[

∂

∂x

(

a(y) ·
∂

∂y

(
u′′0(x) ·Q(y)− ϕ′(x) · χ(y) + ψ(x)

)
)]

dy +

+

1∫

0

[

∂

∂y

(

a(y) ·
∂

∂x

(
u′′0(x) ·Q(y)− ϕ′(x) · χ(y) + ψ(x)

)
)]

dy,

upravme

0 =

1∫

0

[

a(y) ·
∂

∂x

(

− u′′0(x) · χ(y) + ϕ′(x)

)]

dy +

+

1∫

0

[

a(y) ·
∂

∂x

(

u′′0(x) ·Q
′(y)− ϕ′(x) · χ′(y)

)]

dy +

+

1∫

0

∂

∂y

[

a(y)

(

u′′′0 (x) ·Q(y)− ϕ′′(x) · χ(y) + ψ′(x)

)]

dy,

opět zderivujme

0 =

1∫

0

[

a(y) ·

(

− u′′′0 (x) · χ(y) + ϕ′′(x)

)]

dy +

+

1∫

0

[

a(y) ·

(

u′′′0 (x) ·Q
′(y)− ϕ′′(x) · χ′(y)

)]

dy +

+ u′′′0 (x)

1∫

0

∂

∂y

(

a(y) ·Q(y)

)

dy

︸ ︷︷ ︸

=0

−ϕ′′(x)

1∫

0

∂

∂y

(

a(y) · χ(y)

)

dy

︸ ︷︷ ︸

=0

+ψ′(x)

1∫

0

∂a(y)

∂y
dy

︸ ︷︷ ︸

=0

.

0 = u′′′0 (x)

1∫

0

[

−a(y) · χ(y) + a(y) ·Q′(y)
︸ ︷︷ ︸

k1

]

dy − ϕ′′(x)

1∫

0

[

−a(y) + a(y) · χ′(y)
︸ ︷︷ ︸

l1

]

dy,

u′′′0 (x) · k1 − ϕ
′′(x) · l1 = 0.
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Dosad’me za k1 z rovnice (4.23) a l1 z (4.24)

u′′′0 (x) ·

[
− a0

1∫

0

χ(t)dt

]
− ϕ′′(x) ·

[
− a0

]
= 0.

Z tohoto tvaru, již neńı problém nalézt ϕ(x), které jsme neznali v rovnici (4.17)

ϕ′′(x) =

( 1∫

0

χ(t)dt

)
· u′′′0 (x)

⇓ (4.26)

ϕ′(x) =

( 1∫

0

χ(t)dt

)
· u′′0(x) + p

⇓ (4.27)

ϕ(x) =

( 1∫

0

χ(t)dt

)
· u′0(x) + px+ q (4.28)

Nyńı se můžeme vrátit k (4.17) a dosadit z (4.28):

u1(x, y) = −u′0(x) · χ(y) + u′0(x)

1∫

0

χ(t)dt+ px+ q,

u1(x, y) = −u′0(x) ·

[
χ(y)−

1∫

0

χ(t)dt

]
+ px+ q.

Opět využijme okrajových podmı́nek u1(0, 0) = u1(1, 0)

u1(0, 0) = u1(1, 0)

−u′0(0)

[
0−

1∫

0

χ(t)dt

]
+ q = −u′0(1)

[
0−

1∫

0

χ(t)dt

]
+ p+ q (4.29)

Jelikož u0(0) = u0(1) jednoduše źıskáme z rovnice (4.29) hodnotu integračńı konstanty p,
tzn.

p = 0.
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Dále potřebujeme zjistit hodnotu konstanty q

u1(0, 0) = 0

⇓

−u′0(0)

[
0−

1∫

0

χ(t)dt

]
+ q = 0

⇓

−u′0(0)

1∫

0

χ(t)dt = q. (4.30)

T́ım jsme źıskali tvar rovnice (4.17)

u1(x, y) = −u
′

0(x) ·

(
χ(y)−

1∫

0

χ(t)dt

)
− u′0(0) ·

( 1∫

0

χ(t)dt

)
(4.31)

4.5 Shrnut́ı

Řešeńı uε úlohy (4.1) asymptotickou expanźı (viz. 4.2) aproximujme takto:

uε(x)
.
= u0(x) + ε · u1(x,

x

ε
) =: ũε(x), (4.32)

kde:

u0(x) je řešeńım úlohy {
−
(
a0 · u

′

0(x)
)
′
= f(x),

u0(0) = u0(1) = 0,

a

u1(x,
x

ε
) = −u′0(x) ·

(

χ(y)−

1∫

0

χ(t)dt

)

− u′0(0) ·

( 1∫

0

χ(t)dt

)

.

4.6 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u (MKP) je numerická metoda, převáděj́ıćı úlohu na soustavu
lineárńıch rovnic. Řešeńı této soustavy dává pak přibližné řešeńı p̊uvodńı úlohy. Se zvyšuj́ıćım
se počtem d́ılk̊u na intervalu se celkové řešeńı bĺıž́ı analytickému řešeńı. (Odvozeńı a
vysvětleńı nalezneme v [3].)

Využijeme-li odvozeńı metody konečných prvk̊u v [3] zjist́ıme, že pro náš př́ıpad lokálńı
matice tuhosti má tvar:

Ai =

i+1∫
i

a(x)dx

h
·

(
1 −1
−1 1

)
.
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Numerické experimenty

V této kapitole jsou na př́ıkladech ukázány právě vysvětlené metody a porovnávány
výsledky. Zaved’me proto druhy chyb, které budeme porovnávat.

Supremová norma chyby

Mějme vektory u1 a u2, jejichž prvky odpov́ıdaj́ı funkčńım hodnotám porovnávaných
funkćı na intervalu 〈0, 1〉.
Relativńı supremovou normou chyby označme

max
i
|u1(xi)− u2(xi)|

max
i
|u1(xi)|

,

kde porovnáváme závislost chyby u1 na u2.

L
2 norma chyby

Mějme vektory u1 a u2, jejichž prvky odpov́ıdaj́ı funkčńım hodnotám porovnávaných
funkćı na intervalu 〈0, 1〉.
Relativńı L2 normu chyby označme

√√√√√√√√√

∑

i

(
u1(xi)− u2(xi)

)2

∑

i

(
u1(xi)

)2

kde porovnáváme závislost chyby u1 na u2.

23
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5.1 Př́ıklad 1

Řešme úlohu (4.1) s okrajovými podmı́nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde máme zadány funkce

a(x) = 2 + sin(2 · π · x), (5.1)

f(x) =
1

2
− x.

Nejprve se pod́ıvejme na zadané funkce, jestli splňuj́ı potřebné vlastnosti. Vzhledem k
tomu, že se jedná o elementárńı funkce, pod́ıvejme se pouze na jejich grafy na intervalu
〈0, 1〉.

Funkci a(x) jsme již měli na obrázku (2.1), a je zřejmé, že všechny vlastnosti splňuje. Tedy
je hladká, 1-periodická, a současně ∃ā ∈ R ∀x ∈ R: a(x) ≥ ā > 0.

Funkce zat́ıžeńı f(x) je na následuj́ıćım obrázku (5.1), opět ihned vid́ıme, že
1∫
0

1
2−xdx = 0.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Obrázek 5.1: Funkce zat́ıžeńı.

Pomoćı MKP s děleńım intervalu na 5000 d́ılk̊u vypočteme a graficky znázorńıme řešeńı
pro ε = 1, ε = 1

10 a ε = 1
500 a porovnejme s limitńım řešeńım u0 (viz. 4.18).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−3

eps = 1

eps = 1/10

eps = 1/500

limitní

Obrázek 5.2: Výsledky pro r̊uzná ε.

Již z graf̊u vid́ıme, že jednotlivé křivky se od sebe poměrně lǐśı. Budeme-li brát limitńı
řešeńı jako př́ıpad, kdy materiál vykazuje vlastnosti homogenńıho materiálu, můžeme ř́ıct,
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že materiály s vyšš́ım ε nevykazuj́ı homogenitu tak, jak mateŕıly s nižš́ım ε. Ke stejným
závěr̊um můžeme doj́ıt také z následuj́ıćı tabulky.

Porovnáńı u0 a uε
ε Supremová norma L2 norma

1 0.2501 0.1784
1
5 0.2522 0.2474
1
10 0.1503 0.1262
1
50 0.0342 0.0254
1

100 0.0174 0.0127
1

250 0.0070 0.0052
1

500 0.0036 0.0027

Nyńı řešme úlohu (4.1) se zadáńım (5.1) pomoćı asymptotické expanze, najděme řešeńı
ũε (viz. 4.32).

Na obrázku (5.3) můžeme vidět grafická řešeńı u 1

500

(MKP) a ũ 1

500

(asymptotická expanze),

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

−3

MKP

asympt. expanze

Obrázek 5.3: Porovnáńı ũε a uε.

Porovnáńı uε a ũε
ε Supremová norma L2 norma

1 6.5540 · 10−1 8.2800 · 10−1
1
5 3.1600 · 10−2 1.9400 · 10−2
1
10 8.7000 · 10−3 4.9000 · 10−3
1
50 3.7680 · 10−4 1.9413 · 10−4
1

100 1.2771 · 10−4 5.6055 · 10−5
1

250 1.3116 · 10−4 7.2568 · 10−5
1

500 2.5084 · 10−4 1.3144 · 10−4

V této tabulce vid́ıme, že rozd́ıly mezi řešeńımi jsou v řádech desetitiśıcin. Můžeme
předpokládat, že jsou zp̊usobeny předevš́ım aproximaćı ũε.



KAPITOLA 5. NUMERICKÉ EXPERIMENTY 26

5.2 Př́ıklad 2

Řešme úlohu (4.1) s okrajovými podmı́nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde máme zadány funkce

a(x) = 2 + sin(2πx),

f(x) = cos(πx),

Funkce a(x) je stejná jako v předchoźım př́ıkladu (5.1), ověřme pouze nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nku:

1∫

0

cos(π · x)dx =

[
sin(πx)

π

]1

0

=
sin(π)

π
−

sin(0)

π
= 0, (5.2)

podmı́nka řešitelnosti úlohy je splněna.

Pro metodu konečných prvk̊u využijme děleńı intervalu 〈0, 1〉 na 2500 d́ıl̊u.

Na obrázku (5.4) vid́ıme grafické porovnáńı u0(limitńı), u 1

500

(metoda konečných prvk̊u) a

ũ 1

500

(asymptotická expanze).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

metoda konecnych prvku

limitni

asymptoticka expanze

Obrázek 5.4: Řešeńı pro nelineárńı f(x).

Pro porovnáńı přesnosti jednotlivých metod v následuj́ıćı tabulce vid́ıme, že opět s menš́ım
ε kompozit v́ıce vykazuje vlastnosti homogenńıho materiálu.

Porovnáńı u0 a uε
ε Supremová norma L2 norma

1 0.2589 0.1848
1
5 0.2424 0.2318
1
10 0.1411 0.1168
1
50 0.0314 0.0234
1

100 0.0159 0.0117
1

250 0.0064 0.0048
1

500 0.0033 0.0025
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Porovnáńı uε a ũε
ε Supremová norma L2 norma

1 5.6810 · 10−1 6.9580 · 10−1
1
5 2.5100 · 10−2 1.7700 · 10−2
1
10 6.7000 · 10−3 4.4000 · 10−3
1
50 2.9499 · 10−4 1.7883 · 10−4
1

100 1.0455 · 10−4 5.1884 · 10−5
1

250 1.1883 · 10−4 6.7411 · 10−5
1

500 2.2922 · 10−4 1.2285 · 10−4

Opět vid́ıme, že řešeńı uε a ũε jsou si velice bĺızká.

5.3 Př́ıklad 3

Řešme úlohu (4.1) s okrajovými podmı́nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde máme zadány funkce

f(x) =
1

2
− x,

a a(x) : R→ R, která je 1-periodická a pro kterou plat́ı:

a(x) =





1 pro x ∈
〈
0, 14
〉
,

3 pro x ∈
(
1
4 ,

3
4

)
,

1 pro x ∈
〈
3
4 , 1

〉
.

Funkce a(x) na intervalu 〈0, 1〉 vypadá takto:

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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3.5

Obrázek 5.5: Jedno opakováńı a(x) na 〈0, 1〉.

Nalezněme řešeńı pomoćı metody konečných prvk̊u uε, s děleńı intervalu na 4869 d́ıl̊u1, a
porovnejme s limitńım řešeńım u0.
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−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−3

limitni
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Obrázek 5.6: Výsledky nespojité a(x) pro r̊uzná ε.

Grafické porovnáńı řešeńı pomoćı MKP uε pro ε = 1, ε = 1
10 , ε = u 1

200

s limitńım řešeńım

u0 na obrázku.

Konkrétńı chyby pro r̊uzná ε opět porovnejme v tabulce. I v tomto př́ıpadě vid́ıme, že při
nižš́ım ε se materiál v́ıc jev́ı jako homogenńı.

Porovnáńı u0 a uε
ε Supremová norma L2 norma

1 0.2470 0.1995
1
5 0.2160 0.1063
1
10 0.1197 0.0486
1

100 0.0132 0.0047
1

200 0.0074 0.0025
1

400 0.0041 0.0014

Nalezněme nyńı řešeńı pomoćı asymptotické expanze. Na obrázku (5.7) vid́ıme grafické
řešeńı (ε = 1

100) pro u0 (limitńı), uε (metoda konečných prvk̊u) a ũε (asymptotická ex-
panze).

Porovnáńı uε a ũε
ε Supremová norma L2 norma

1 6.1522 3.3857
1
5 1.1782 0.4733
1
10 0.5885 0.2376
1

100 0.0640 0.0238
1

250 0.0356 0.0106
1

500 0.0137 0.0049

1Takové děleńı muśıme zvolit proto, že
”
skoky“ mezi funkčńımi hodnotami funkce a(x) při nižš́ım epsilon

vycháźı opakovaně na stejnou hodnotu, a tak zvyšuj́ı chybu řešeńı.
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Obrázek 5.7: Porovnáńı u0, uε a ũε.

5.4 Př́ıklad 4

Dále se pod́ıvejme na př́ıpad, kdy a(x) nebude 1-periodická. Řešme úlohu (4.1) s okra-
jovými podmı́nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde

a(x) =





1 pro x ∈
⋃

k∈Z

〈
k,

1

2
+ k

〉
,

3 pro x ∈
⋃

k∈Z

(
1

2
+ k, 1 + k

)
.

a

f(x) =
1

2
− x

Řešeńı metodou konečných prvk̊u pro N = 4869 v porovnáńı s u0 je na obrázku( 5.8):
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Obrázek 5.8: Výsledky pro nespojité a(x), která neńı 1-periodická.
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Porovnáńı uε a ũε
ε Supremová norma L2 norma

1 0.5002 0.5001
1
5 0.3747 0.3656
1
10 0.2221 0.1855
1

100 0.0251 0.0169
1

200 0.0147 0.0117
1

400 0.0076 0.0062

5.5 Př́ıklad 5

Pokusme se naj́ıt řešeńı pro f(x) nesplňuj́ıćı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku řešitelnosti
úlohy. Řešme úlohu (4.1) s okrajovými podmı́nkami uε(0) = uε(1) = 0, kde

a(x) = 2 + sin(2πx),

f(x) = 6 + sin(x).

Na grafickém řešeńı (5.9) a následné tabulce vid́ıme, že řešeńı metodou konečných prvk̊u
(N = 2500) se opět přibližuje limitńımu řešeńı.
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0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5
eps = 1

eps = 1/10

eps = 1/500

limitní

Obrázek 5.9: Výsledky pro f(x) nesplňuj́ıćı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku.

Porovnáńı u0 a uε
ε Supremová norma L2 norma

1 0.1531 0.1174
1
5 0.1099 0.0640
1
10 0.0615 0.0325
1
50 0.0135 0.0065
1

100 0.0068 0.0033
1

250 0.0028 0.0013
1

500 0.0014 6.6353 · 10−4
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Pod́ıvejme se ovšem, jak to dopadne v př́ıpadě, že budeme hledat řešeńı ũε asymptotickou
expanźı. Na obrázku (5.10) vid́ıme porovnáńı s MKP, pro ε = 50.
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Obrázek 5.10: Grafy uε a ũε pro f(x) nesplňuj́ıćı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku.

Porovnáńı uε a ũε
ε Supremová norma L2 norma

1 0.7246 0.4638
1
5 0.1333 0.1019
1
10 0.0664 0.0518
1
50 0.0133 0.0105
1

100 0.0067 0.0053
1

250 0.0027 0.0021
1

500 0.0014 0.0011

V tomto př́ıpadě vid́ıme, že chyby mezi řešeńım uε a ũε jsou poměrně velké, a jak vid́ıme
také z grafu výskytu chyb na obrázku (5.11), absolutńı chyba uε a ũε se postupně zvyšuje.
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Obrázek 5.11: Š́ı̌reńı chyby ũε od uε.
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Závěr

Ćılem této práce bylo sledovat, za jakých předpoklad̊u kompozitńı materiál vykazuje vlast-
nosti homogenńıho materiálu. Byly vytvořeny úlohy, na jejichž řešeńı jsme sledovali, kdy
k tomuto jevu docháźı.

Zjistili jsme, že pokud se má kompozitńı materiál jevit jako homogenńı, je nutné, aby
funkce popisuj́ıćı vlastnosti tohoto materiálu měla periodickou strukturu, a také, aby se na
zkoumaném intervalu 〈0, 1〉 opakovala pokud možno co nejv́ıckrát. Ve všech zkoumaných
př́ıpadech jsme výsledné hodnoty porovnávali s řešeńım u0, o kterém jsme mohli ř́ıct, že
se kompozit jev́ı jako homogenńı materiál. Zjistili jsme, že pro hodnoty ε ≤ 1

250 (tedy
ε ≤ 0, 004) relativńı chyby (jak supremové normy, tak L2 normy) byly menš́ı než 1%.

Dále jsme zjǐst’ovali, jak se mezi sebou lǐśı řešeńı źıskána pomoćı metody konečných prvk̊u
a pomoćı asymptotické expanze. I přes aproximaci funkce ũε byla č́ısla velice bĺızká (re-
lativńı chyby v setinách procent). Což je uspokojivé, vzhledem k výpočetńım nárok̊um
jednotlivých metod mezi sebou. Metodou konečných prvk̊u je nutné opakovaně hledat
řešeńı úlohy při změně ε, kdežto asymptotickou expanźı stač́ı vynásobit č́ıslem ε již známý
předpis.
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Př́ılohy

Př́ıloha na CD obsahuje tyto MatLabovské funkce:

bak limitni.m - metoda vraćı vektor délky N, reprezentuj́ıćı řešeńı u0 a vykresluje do figure
grafické řešeńı u0
bak MKP.m - metoda vraćı vektor délky N, reprezentuj́ıćı řešeńı uε a vykresluje do figure
grafické řešeńı uε
bak epsilonove.m - metoda vraćı vektor délky N, reprezentuj́ıćı řešeńı ũε a vykresluje do
figure grafické řešeńı ũε

supNorma.m - metoda vraćı relativńı supremovou normu chyby porovnávaných vektor̊u
stejné délky
L2norma.m - metoda vraćı relativńı L2 normu chyby porovnávaných vektor̊u stejné délky
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