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Abstrakt

Tato prace se zabyva kompozitnimi materidly a jejich matematickym pfevodem na ma-
teridl homogenni stejnych vlastnosti. Je zde zkoumdano, jakym zpusobem musi byt kom-
pozit slozen, aby navenek jevil vlastnosti homogenniho materidlu. Problém je ptreveden
na okrajovou ulohu rovnice vedeni tepla v 1D na intervalu (0, 1). Konkrétné je zde feSena
periodickd tloha, zadand diferencidln{ rovnic{ druhého fadu —(a(z) - v’ (a:))/ = f(x) s
vhodnymi okrajovymi podminkami. ReSeni ziskdno pomoci metody koneénych prvku a
feSeni pomoci asymptotické expanze je porovndvano s limitnim feSenim. S ruznymi funk-
cemi jsou hledany piipady, kdy se material jevi jako homogenni.

Kli¢ova slova: kompozitni material, homogenizace, metoda koneénych prvki, asympto-
tickd expanze

This thesis deals with composite materials and their mathematical transfer to homogenic
material with same nature. Is exemined, how composite material is composed, to be seen as
homogenic material. Problem is transform to boundary value problem of heat conduction
equation in 1D on interval (0, 1). Specifically is solved periodical problem, specified with
second order differential equation —(a(z) ~u/(ac))/ = f(z) with appropriate boundry value.
Solution is obtained by finite element method and asymptotic expansion and is compared
with limit solution. There are looked for instances, when composit is seen as homogenic
matherial.

Key words: composite material, homogenization, finite element method, asymptotic ex-
pansion
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Kapitola 1

Uvod

Tato bakaldiska prace se zabyva prevodem matematického modelu kompozitnitho ma-
teridlu v 1D na materidl homogenni. Hledame piipady, ve kterych kompozitni materidl
jevi vlastnosti homogenniho materidlu. Na zjednoduseném modelu je ukazéano, jak takové
hledédni miZe probihat, nebot analytické feSeni u téchto typi 1loh obvykle neni mozné.

Bude zde tesena periodicka okrajova tloha
—(a(z) - u’(x))/ = f(z) proz € (0,1),

u(0) = u(1),
u'(0) = /(1)

pomoci metody koneénych prvku a asymptotické expanze.

V prvni ¢asti vysvétluji zakladni pojmy, tedy co si pod nékterymi nazvy predstavit a co
funkce mohou pfedstavovat z fyzikalniho hlediska.

Druhé c¢éast je vénovana matematickému modelu.
V tfeti ¢asti se zabyvam odvozenim postupu, jak najit feSeni pomoci asymptotické ex-
panze.

Na zavér jsou na piikladech s ruznymi funkcemi zkoumény rozdily mezi jednotlivymi
metodami.



Kapitola 2

Uvod do problematiky

2.1 Nazvoslovi

V této ¢asti budou vysvétleny nékteré pojmy, se kterymi se v ramci prace setkame. Nejedna
se o definice téchto slov, ale pouze popis, pro pochopeni jejich vyznamu.

Homogenni material

Je stejnorody materiél, ktery ma v kazdém bodé stejnou (popt. podobnou) vlastnost.

Kompozitni material

Kompozitni materidl (zkrdcené kompozit) je materidl ze dvou, nebo vice substanci s
rozdilnymi vlastnostmi, které dohromady dévaji vyslednému vyrobku nové vlastnosti,
které nemad sama o sobé zadnd z jeho soucasti. V nasem piipadé bude vyskyt této vlastnosti
popsan funkci, tedy v daném bodé bude odpovidat funkéni hodnoté.

Metoda konec¢nych prvka

Metoda koneénych prvku (MKP) je numerickd metoda, prevadéjici lohu na soustavu
linedrnich rovnic. Reseni této soustavy ddva pak pfiblizné feseni puvodni tlohy. Pfesnost
feseni je zavisld na jemnosti déleni intervalu, na kterém tlohu fesime.

2.2 Reseny problém

Nyni, kdyz méame zavedeny pojmy, popiSme si, jakou 1ilohu budeme fesit a jaké informace
muze nést.
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Ptedstavme si, ze mame strunu z néjakého kompozitniho materialu.

Jak jsme si jiz fekli vyse, kompozitni materidl nem4a ve vSech bodech stejnou vlastnost
(naptiklad tepelnou vodivost), proto ji budeme reprezentovat funkei a(x). Na tuto strunu
bude pusobit néjakd funkce f(x), kterd zastupuje vnéjsi vliv sledované veli¢iny (napf.
teploty). Vysledkem mé byt funkce wu(z), ta predstavuje vyslednou teplotu v prufezu
struny.

Abychom mohli fict, ze se kompozitni material jevi jako homogenni, nestaci, aby funkce
a(x) popisovala strukturu na celém intervalu, jako na obrézku (2.1),

2V
150 /
~ — 4

1k —

0 0.‘1 U‘.Z 013 0‘.4 015 0.‘6 017 018 0‘.9 1
Obrazek 2.1: Neopakujici se funkce a(x).

ale periodicky se opakuje na co nejmensich intervalech, na obrézku (2.2) zndzornéno 10x.

0 0.‘1 0‘2 013 0‘.4 0‘.5 0.‘5 017 018 0‘.9 1
Obrazek 2.2: Opakujici se funkce a(x).

Budeme tedy tesit rovnici

ke které zvolime vhodné okrajové podminky.



Kapitola 3

Resitelnost periodické okrajové
ulohy

V této kapitole zavedeme matematickou tlohu, jejimz feSenim se budeme zabyvat, a
dokazeme podminky feSitelnosti této tlohy.

Jednd se o periodickou okrajovou tlohu.

u(0) = u(1), (3.1)

{ ~(al2) /(@) = f(@) proa € (0,1),
W/ (0) =/ (1),

kde:

o f(z) e C((L,1))
e a(x) € C1({(0,1)): Ja € R Vx € R; a(x) > a > 0; a(0) = a(1), a/(0) = a/(1).

Definice 1. (Klasickym) resenim tilohy (3.1) rozumime funkci u(x) € C?({0,1)) takovou,
Ze: V€ (0,1): —(a(z)u’(m))/ = f(x) a soucasné u(0) = u(1), v'(0) = u/(1).

Véta 1 (O nutné a postacujici podmince).

1
(i) Necht md dloha (3.1) Tesend, pak pro funkci f(x) plati: [ f(x)dz = 0.
0
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1
(ii) Necht pro funkci f(x) plat? [ f(xz)dz =0, pak dloha (3.1) md Fesend.
0
Tedy vlastnost
1
/f(m)d:v =0
0
je nutnou a zdroven postacugjici podminkou tesitelnosti dlohy (3.1).
Diikaz.

(i) Bud u(x) feSenim (3.1).

Pak integraci —(a(z) - u’(x))/ = f(x), dostavdme vyraz
x
—a(z) - u'(z) = /f(S)dS +e, kde ¢ € R,
0
po dosazeni okrajovych podminek:

e proz =0:

e prox = 1:

Jelikoz a(0) = a(1) a také v/ (0) = u/(1), tak plati:
1
/f(S)dS+c:c, kde ¢ € R,
0

tedy

1
/ £(S)dS = 0.
0
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(i) Necht Oflf(ac)dx =0.

Hledejme teseni u(x) tlohy (3.1). Pokusme se vyjadiit u(x) z diferencidlni rovnice
ulohy (3.1).

—a(z) - (z) = /f(S)dS +c, kde ¢ € R,
0

r) = — .
(@) = 0/ F(S)dS + 7.
po integraci dostavame:
T t T
—u(az):/ [alt)/f(S)dS +/a<ct)dt+d, kde d € R,
0 0

Vzhledem k zadanym okrajovym podminkdm je zfejmé, Ze je-li u(x) reSenim tlohy,
je také u(x) + ¢ Fesenim. Pokusime se proto najit feseni, spliiujici podminku u(0) =
u(l) =0.

e pro x = 0 plati:

0 t 0
1 c
_u(0) = / [a(t) / F()as|dt+ [ Eodt
0 0 0
—_————
0 0
odkud s vyuzitim u(0) = 0 dostavame:
0=d (3.2)

e pro x = 1 plati:

u(l):/l [(lt)/tf(S)ds
0 0

a proto z predpokladu u(1) = 0 dostédvame:

S

1
c
dt —dt
+ [ o
0

1
+ [ St (3.3)
/
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Odtud vyjadiime konstantu c:

t

—/1 la(lt)/f(S)dS] dt:/la(ctdt
0 0 0

[ [ [ s o= [ g
0 0 0

1 t
—f [a(lt)ff(S)dS} dt
0 0

Dokézali jsme, ze TeSeni existuje a spliuje u(0) = u(1), zbyvéa dokdzat, Ze spliuje

také u/(0) = u/(1).
1

K tomu vyuzijme [ f(z)dx = 0:
0

Zintegrujme diferencialni rovnici z (3.1)

/1 da:—/f(x
0

~[ata)- <x>} 0,
(a(1)-u'(1)) = (a(0) - '(0)).

Jelikoz a(0) = a(1), tak:

u'(1) — 4/ (0) =0,
u'(0) = u'(1).

Dokézali jsme, ze podminka [ f(z)dx = 0 je nutnou i postacujici podminkou Fesitelnosti

ulohy. A Ze FeSeni je urc¢eno jednozna¢né (az na konstantu).



Kapitola 4

Uvod do matematické teorie
homogenizace

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat asymptotickou expanzi.[1][2]

4.1 Zavedeni tlohy

Uvazujme periodickou tlohu

—(a(2) - ul(z)) = f(z) pro= € (0,1),
ue(0) = ugs(1), (4.1)
u(0) = ul(1)

)

kde pro jednoduchost:

o f(z) e C((L,1))

e a(z) € CY(R), 1-periodickd, a soucasné 3a € R Vo € R: a(z) >a >0

4.2 Hledané reSeni

1
Ptedpokladejme, Ze plati nutné a postacujici podminka, tedy f f(x)dx = 0. Pak je FeSeni
0

uréeno jednoznacéné (az na konstantu). Najdéme feSeni, pro néz plati

u:(0) = us(1) = 0.

10
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Hledejme feseni u. ve tvaru:

2

us(z) = up(z, g) +s-u1(m,§) + &% - ug(, g) +- (4.2)

kde pro pevné z jsou funkce y — wu;(z,y) 1-periodické a kazdd funkce u;(z, %) spliuje
okrajové podminky:

uz(mao) = Ul‘(l’,O),
aui - 6ul

Hleddme ptedpisy pro funkce uo(z, 2), ui(z, ), ua(, ), - ..

4.3 Znaceni

Pro zjednodusen{ zépisi zavedme nésledujici znaceni:
Je-li ¥: R? — R hladk4 funkce, plati pro derivaci funkce

h(z) := ¥ (x, f) (4.3)
€
vztah
ov, «x 1 0¥, =z ov 10¥ x
W)= —(z,=)+-—(z,-) = — - kde y = —. 44
(‘r) 8.’1) ($’5)+8 8y (:Z:)E) 8x ('T>y)+ e 8y (’:U?y)? ey € ( )
Pokud nebude feceno jinak, v této préaci uvazujme vzdy y = <.
4.4 Asymptoticka expanze
Nyni budeme chtit dosadit u. ve tvaru (4.2) do diferencidlni rovnice v (4.1).
Derivace (4.2) pomoci vzorce (4.4) vyjadieme takto:
1 Oug 1 OJuyg
(ue(z)) = %(:Ly) + z Ty(%y)‘f'
E)ul aul
Rl 1.2t 45
+e ax(m’)+ ay(ac,)+ (4.5)
0 0
+&2 ﬂ(w, )+e- %(m,y) +

Upravme levou stranu (4.1) pomoci vzorce (4.4). (Opét y = 2).

(o) @) = = | 5 @) + L )| = 1) (@6)
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a dosadme (4.5) do (4.6)

1 Oug
PG

O

(z,y) +¢ o (z,y) +

ou ou
2 Y2 R’ _
or Ty e G o(Ty) + ))
} Oug

o ou
_%6% (a(ZJ)( T;(may) + - aiy(l’vy) te- 71(33’3/) +

+1-—(z,y)+e
Y

ox

2 aUQ

87,1,2 o

v 1 ’ . ~ 7 v -~ . v ~ ~ ~ 7
Setfid me nyni levou stranu podle mocnin &isla e, pfi¢emz si rovnou vSimnéme, Ze nékteré
vyrazy se opakuji nebo jsou si velice podobné, proto si je vhodné oznac¢me.

512 - [%(a(y) : %l;o(xay)ﬂ +

#2- [ (a0 G2 = 5 (a0 G2~ (o) G )] +

Aog(u1)

#e0- [ (o) 2w~ () Gren)) = () G ) 5 (at

Oup
oy

(w,y)) } +

A;(;l)

Ao (u2)

6U3

xym +

Az (uo)
0 8U1 0 81@ 0 a’LLQ 0
t+e [_83:< (y) O ( ay)) _895< (y) By fl?,y)> - ay(a@) : 836(907?/)> _8y(a(y)
Az(ur) Ax(u2)
4e2. [} + = f(2).
Tato rovnost bude splnéna, pokud najdeme funkce uo(zx,y), ui(z,y), ua(x,y), ... takové,
aby
Ao(up) =0 (4.7)
Ai(uo) + Ao(u1) =0 (4.8)
Az (uo) + A1 (u1) + Ao(u2) = f(2) (4.9)
)

Ag(ul) + Al(UQ) + Ao(Ug) =0

Ao (us)
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4.4.1 Prvni rovnice

Hledejme feseni ug (4.7), tj. funkci ug(z,y), pro niz

4 (o) ) =0,
uo(x,0) = uo(x 1),
Buo (x 0) aug (.ZC 1)
Vime, ze y je proménnd této rovnice a x je parametr. Nutni a postacujici podminka
1
(tedy [0 dy = 0) je splnéna. Je ziejmé, Ze jedno z moznych feSeni je konstantni funkce

0
uo(x,y) = 0, kterd muze byt posunuta o konstantu (ktera je zavisld na parametru z),

proto
uo(w,y) = uo(x). (4.11)

4.4.2 Druh4a rovnice

V nasledujici sekci se pomoci (4.8) pokusme ziskat ui(z,y), fesime tedy

& () @) = (a0 G en) + 4 (o) o)

ui(x,0) = ul(x 1), (4.12)
6U1 ( 0) (9’LL1 (1' 1)
S vyuzitim (4.11) z predchozi kapitoly, diky ¢emuz
ou
aiyo(xa y) = Oa
muzeme tedy (4.12) zapsat v zjednoduseném tvaru
5 (o B en) = & (at)- 252).
ui(x,0) = ul(x 1),
dul (x 0) = 6“1 (:c 1).
Pravou stranu diferencidlni rovnice muzeme piepsat do tvaru
0 Ouy da(y) Oup(x)
_ Rt = . ) 4.13
R O e - (4.13)

Proménné x opét vystupuje v roli parametru. Platnosti nutné a postacujici podminky

f Ba(y)

8u°(m) dy = 0 je zarucena vlastnost{ funkce a(y).
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Pro pfipomenuti: a(y) je 1-periodickd a proto

[ daly) duo(a)

oy ar VT oz oy 4 ox
0 0

0 ox

vime tedy, ze FeSeni existuje jednoznacéné (az na ,konstantu“ - funkci proménné x).

Zkusme najit feseni ui(x,y) ve tvaru

un(ry) = =29 ),
kde
x(0) = x(1),

X'(0) = X'(1).

Dosadime (4.14) do (4.13)

0 Oug _ Oa(y) Ou
3y<a(y)'8;'x(y)>— 3y '870-

Vyraz % muzeme zkratit, ziskdme tak rovnici zavislou pouze na y

/
<a(y) : X’(y)> = a'(y),
po integraci muzeme vyjadiit x’(y)
c

X(y):1+@, ceR.

Vyjéddieme nyni x(y)
y
x(y):y+/dt+d, deR,

a dosad'me do (4.14):

u(z,y) = —ugy(z) - (y—k/ya(ct)dt—kd) + @(z), d e R,

kde @(z) je zminovand konstanta. Upravme:

ui(z,y) = —up(w) - (y + /y a(ct)dt> —up(x) - d + §()
0

»(z)

1
ay = 2ot} [O0) g, Ouolw) [ )" 20 (1) _ a0

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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Muzeme zvolit d = 0, takze:

Y
x(y) = y+0/a(t)dt,
p(z) = o(z),
dostavame tak:
ui(z,y) = —up(x) - x(y) + ¢(@). (4.17)

V této fazi nezname jesté o(x) (vyjadieni ¢ viz sekce (4.4.4)), ale muzeme vyjadiit c:

ui(x,y) je v y l-periodické, proto

ui(x,0) uy(x, 1)

=

x(0)

“
=<
G

4.4.3 Treti rovnice
Pracujme nyni s rovnici (4.9) s nezndmou ua(z,y).

Ao(uz) = f(x) — A1(u1) — Aa(up),

tedy

gy (00 G wn) = a7 (s Tt )+ (ot G e 35 () 2552

4 (o) B wn) = £@)+ () B o)) + 4 (0t B2t ) + 5 (ol 252
uz(x,0) = ug(x, 1),
%2 (2,0) = §2(z,1).
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Nejprve se zabyvejme nutnou a postacujici podminku

1
/ A1 u1 AQ(U()):|dy = 0,
0

neboli

1

1
0/ f@ydy+ [

0

3% <a(y) Oy

Dosadmé ze vztahu (4.11) a (4.17)

/1 )y /1 )5 (b))
0 0

Odtud:
=0 =0
1 1 1 1
r@)=(o) [ ' tv-i(o) [ 5 () x(0) -+ @) [ X5 Pay-+aio) [ atwpay =0
0 0 0 0

oy A (R R P
0

f(z) = uf(2) { / aly)dy + / a(y)ﬁy)dy - / a(y)dy},
0 0 0

1

o) = ) [ ey

0

f(@) = - u(x),
f(@) = = (a0 - up(®))’,

f(x) = —ag - ug(z), (4.18)
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kde ag je takzvany zhomogenizovany koeficient:

= —c (4.19)

Dostali jsme tak rovnici, z niz jiz lze ziskat funkci ug(z), kterou nazvéme limitni feSeni
ulohy (4.1).

Nyni se vratme k tfeti rovnici (4.9)

—Ao(ug) = As(uo) + A1(u1) — f(=),

5o (a0 52w ) = =5 (aw) P )= L (a0 G ) )5 (o) Gt .) ) = o).

Po dosazeni z rovnic (4.11), (4.17) a (4.18) ziskdme

8uQ

o (a0 52w ) = atruio)-at) 5 (~us@x' W) -5 |l ()49 @) )| +ariia).

Provedme derivace ve viech ¢lenech na pravé strané rovnice:

ﬁy (a<y>-%f<x,y>) = —a(y)ull(@)+aly)ul(@) 1 (0) (@) (a(y) 1 (@) ¢ (2)-a (5) +aoul (z)

a vytknéme uj(z) ze vSech ¢lenu, ve kterych je to mozné:

;; (a(y) : 81;2(96, y)) = ug(x) - [ —a(y) +aly) - X'(y) + (aly) - x(y)) + ao} — ¢/ () - d(y).

Dosad'me nynf za x/(y) z rovnice (4.15)

0 ou " c / / /
(a0 52 w0)) = e[ ~al) + ) (14 25 ) + a0 o)1) ] - 0 )
=0
tim dostdvame tvar
9 (a(y)- 22 (a,y)) = (@) - (al) - X)) — (@) - (). (4.20)
dy dy

Hledejme nyni jedno z feSeni ve tvaru

uz(z,y) = ug(x) - Qy) — ¢'(2) - aly),
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kde
Q0) = Q1)
Q'(0) Q'(1)
a(0) = «(l)
o’ (0) o (1

Dosazenim do (4.20) ziskdme

i(wwwﬂm~quw@»¢u»d@0-4am-w@»x@W—¢www@x

po upravé levé strany
up(@)(aly) - Q') — ¢'(x) (aly) - &/ (1)) = ui(@) - (aly) - X'W))" — & (@) - d'(y).
Tato rovnost bude platit, pokud

ug(z)(ay) - Q') = uf(z) - (aly) - X' (v))’ (4.21)
¢'(@)(aly) - o' (y)) = ¢ () d(y). (4.22)
Vyfesme nyni (4.21):

Obdobné vyfesme (4.22):
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Dostavame tak hledané feseni ve tvaru

uz(,y) = ug(x) - Qy) — ¢'(2) - aly) + ¥(=).

Diky tomu, ze hleddme feseni spliujici Q(0) = Q(1) a «(0) = «(1), muzeme se pokusit
nalezené feseni déle upravit: z Q(0) = Q(1) plyne:

1 1
k1
0 = O/X(t)dt+o/(l(t)dt,

1
[ x(t)dt
0
kl = - 1 ) )
b[ 2ot
1
ki = —aoo/x(t)dt; (4.23)

o

z a(0) = (1) plyne:

ll = —ap, (424)

ll = C.
Vsimnéme si, ze a(y) = x(y), proto ziskdvame novy tvar feseni

up(x,y) = ug(z) - Qy) — &' (x) - x(y) + ¥(x). (4.25)

4.4.4 Ctvrta rovnice

Nyni z tlohy (4.10) ziskdme pfedpis pro ¢(z), ktery potiebujeme dosadit do (4.17). K
tomu vyuzijeme nutnou a postacujici podminku.

Aby tato podminka byla splnéna, musi platit

/ [— As(ur) — Al(u2)}dy =0,
0

/1 [ai (s0) 52w + 2 (0t G2 + 2 (at)- G20 y)ﬂ o
!
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Dosadme z (4.17) a (4.25):

1 -
0 = / ai(a(y)'aax(%(w)'x(y)ﬂo(:v))) dy +
0
1
* / i(“(y)‘fi(“g(ﬂﬂ) Qy) — ¢'(z) x(y)+w(x))> dy +
5L
1 _8 9
+ / ay(a(y)‘ax(ug(x) Qy) — ¢'(x) x(y)+w(x))> dy
0
upravme
0 = [ a5 (i) xw + @) ) an+

§@) ) + @)

o (-
-

ug'(z) - Q'(y) — ¢"(x) - X’(y))
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Dosad'me za k1 z rovnice (4.23) a Iy z (4.24)

o)~ [x0a] - 0| ] =0
0

Z tohoto tvaru, jiz neni problém nalézt ¢(x), které jsme neznali v rovnici (4.17)

1

d@ = ([xoa) g

0

J (4.26)
1
P(z) = ( 0/ x(t)dt> (@) +p
U (4.27)
o) = ([ xoar) ) 4o+ a (4.28)

0

Nyni se muzeme vratit k (4.17) a dosadit z (4.28):

1

w(zy) = —uh(z) x()+ () / (D)t + pz + 4,
0

+px +q.

1
ui(z,y) = —%@%[M@—/x@ﬁ
0

Opét vyuzijme okrajovych podminek wu;(0,0) = uq(1,0)

ul(0,0) = ul(l,O)

+p+gq (4.29)

1 1
—(0) {o— [ x| +a = —ue<1>[o— [ e
0 0

Jelikoz up(0) = up(1) jednoduse ziskdme z rovnice (4.29) hodnotu integracéni konstanty p,
tzn.
p=0.
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Dale potiebujeme zjistit hodnotu konstanty ¢
u1(0,0) = 0
J
1
—ug(0) {0 - /X(t)dt +qg = 0
0
I
1
~up(0) [ (it = (4.30)
0
Tim jsme ziskali tvar rovnice (4.17)
1 1
w(ap) = @) (xt) ~ [xOar) =500 [xoar) s
0 0
4.5 Shrnuti
Resenf u. tlohy (4.1) asymptotickou expanzi (viz. 4.2) aproximujme takto:
) x -
ue(x) = up(z) + € - up(x, E) =: ug(x), (4.32)

kde:

uo(x) je feSenim ulohy

{ (a0 - up(x))" = f(x),
UQ(O) = Uo(l) = 0,

1

e, ) = ~h(o) (x0 - [x(0at) - o) ( / «(0ar).
0 0

4.6 Metoda koneénych prvki

Metoda konecnych prvkia (MKP) je numerickd metoda, pievadéjici ilohu na soustavu
linearnich rovnic. ResSeni této soustavy dava pak ptriblizné feSeni puvodni ilohy. Se zvysujicim
se poctem dilkt na intervalu se celkové feSeni blizi analytickému feSeni. (Odvozeni a

vysvétleni nalezneme v [3].)

Vyuzijeme-li odvozeni metody konecnych prvkua v [3] zjistime, Ze pro nas piipad lokélni

matice tuhosti mé tvar:



Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole jsou na piikladech ukazany pravé vysvétlené metody a porovnavany
vysledky. Zavedme proto druhy chyb, které budeme porovnavat.

Supremova norma chyby

Megjme vektory ui a wue, jejichz prvky odpovidaji funkénim hodnotdm porovnavanych
funkei na intervalu (0, 1).
Relativni supremovou normou chyby ozna¢me

max |ug () — ug(x;)]

m?x|u1(x,-)| ’

kde porovnavame zavislost chyby u; na us.

L? norma chyby
Megjme vektory u; a wue, jejichz prvky odpovidaji funkénim hodnotdm porovnavanych

funkef na intervalu (0, 1).
Relativni L? normu chyby ozna¢me

Xi: (Ul(ﬂ%) - uz(fl?i)) 2
o)

)

kde porovnavame zavislost chyby u; na uo.

23
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5.1 Priklad 1

Resme tilohu (4.1) s okrajovymi podminkami u.(0) = ue(1) = 0, kde mame zadany funkce

alx) = 24sin(2-7-x), (5.1)
f@) = % .

Nejprve se podivejme na zadané funkce, jestli spliiuji potiebné vlastnosti. Vzhledem k
tomu, ze se jednd o elementdrni funkce, podivejme se pouze na jejich grafy na intervalu
(0,1).

Funkci a(z) jsme jiz méli na obrézku (2.1), a je zfejmé, ze vSechny vlastnosti spliuje. Tedy
je hladkd, 1-periodickd, a soucasné Ja € R Va € R: a(z) > a > 0.

1
Funkce zatizen{ f(x) je na nésledujicim obrdzku (5.1), opét ihned vidime, ze [ %—:rda: =0.
0

3t

25F

L L L L L L L L L ,
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek 5.1: Funkce zatizeni.

Pomoci MKP s délenim intervalu na 5000 dilku vypoc¢teme a graficky znazornime feSeni
proe =1, =15 ae = 5 a porovnejme s limitnfm fesenfm ug (viz. 4.18).

x10°

eps=1

eps = 1/10
4 eps = 1/500 H
— limitni

L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrézek 5.2: Vysledky pro ruznd e.

Jiz z grafi vidime, ze jednotlivé kiivky se od sebe pomérné lisi. Budeme-li brat limitni
feSenf jako pripad, kdy materidl vykazuje vlastnosti homogenniho materidlu, muZzeme Fict,
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ze materidly s vyS$Sim e nevykazuji homogenitu tak, jak materily s niz§im . Ke stejnym
zavérum muzeme dojit také z nasledujici tabulky.

Porovnani ug a u.

’ € ‘ Supremové norma | L? norma
1 0.2501 0.1784
i 0.2522 0.2474
% 0.1503 0.1262
35 0.0342 0.0254
qlo 0.0174 0.0127
@ 0.0070 0.0052
500 0.0036 0.0027

Nyni feSme tlohu (4.1) se zaddnim (5.1) pomoci asymptotické expanze, najdéme feseni
Ue (viz. 4.32).

Na obréazku (5.3) muzeme vidét grafickd feseni u 1 (MKP) aw 1 (asymptotickd expanze),
500 500

— MKP
— asympt. expanze

x10°

o - N w & o

| [
R

g L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obréazek 5.3: Porovnani u. a u..

Porovnani u. a u;

| ¢ | Supremovd norma | L? norma

6.5540 - 10~ 1 8.2800 - 1071
3.1600 - 102 1.9400 - 1072
8.7000 - 1073 4.9000 - 1073
o 3.7680 - 10~ 1.9413-107*
r§o 1.2771-107* 5.6055 - 1075
0 1.3116 - 10~* 7.2568 - 107°
= 2.5084 -10~4 1.3144 - 104

i =

V této tabulce vidime, ze rozdily mezi feSenimi jsou v fadech desetitisicin. Muzeme
predpokladat, Ze jsou zpusobeny piedevsim aproximaci ..
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5.2 Priklad 2

Resme tlohu (4.1) s okrajovymi podminkami u.(0) = u.(1) = 0, kde mame zadany funkce
a(x) = 2+sin(27z),

f(@) = cos(ma),

Funkce a(z) je stejnd jako v predchozim piikladu (5.1), ovéfme pouze nutnou a postacujici
podminku:

s s s

jcos (r ) — [sin(ww)]; _sin(r)  sin(0) _ 0, (5.2)
0

podminka feSitelnosti tlohy je splnéna.
Pro metodu kone¢nych prvku vyuzijme déleni intervalu (0, 1) na 2500 dilu.

Na obrazku (5.4) vidime grafické porovnani ug(limitni), v _1_(metoda koneénych prvku) a

1
500
u_1_(asymptotickd expanze).

500

0.015

metoda konecnych prvku
y “ limitni
0.01f /,/ AN asymptoticka expanze |

-0.005

\
-0.01 L

-0.015

0.‘1 0‘,2 013 0‘.4 0‘.5 0.‘5 0‘.7 0‘.8 0‘.9 1
Obrazek 5.4: ReSeni pro nelinedrni f(x).

Pro porovnani pfesnosti jednotlivych metod v nasledujici tabulce vidime, ze opét s mensim
¢ kompozit vice vykazuje vlastnosti homogenniho materidlu.

Porovnani uy a u.
‘ € ‘ Supremové norma | L? norma

1 0.2589 0.1848
1L 0.2424 0.2318
1% 0.1411 0.1168
35 0.0314 0.0234
Wlo 0.0159 0.0117
20 0.0064 0.0048
=5 0.0033 0.0025
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Porovnani u. a u.

’ € ‘ Supremové norma | L? norma
1 5.6810 - 107! 6.9580 - 1071
1L 2.5100 - 1072 1.7700 - 102
1?—0 6.7000 - 1073 4.4000 - 1073
5 2.9499 - 10~ 1.7883-10~*
Téo 1.0455 - 1074 5.1884 - 10~°
70 1.1883 - 10~* 6.7411 - 1075
=5 2.2922 1074 1.2285-10~*

Opét vidime, Ze feSeni ue a ue jsou si velice blizka.

5.3 Priklad 3
Resme tilohu (4.1) s okrajovymi podminkami u.(0) = u-(1) = 0, kde méme zadany funkce

fz) =

a a(x): R — R, kterd je 1-periodickd a pro kterou plati:

1 prozxe <0, %>,
a(z)=<{ 3 proz € (3,3),
1 proz € (%,1).

Funkce a(x) na intervalu (0, 1) vypadé takto:

3t e—»

-0.5

1 L L L L L L L L L ,
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 5.5: Jedno opakovani a(x) na (0, 1).

Naleznéme Feseni pomoci metody koneénych prvkii u., s déleni intervalu na 4869 dili!, a
porovnejme s limitnim feSenim wyg.
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x10°

— limitni
eps=1
eps =110 ||

— eps = 1/200

L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrézek 5.6: Vysledky nespojité a(z) pro ruzna e.

Grafické porovnani feSeni pomoci MKP u, proe =1, ¢ = € =u_1_ s limitnim feSenim

1
10> 200

up na obrazku.
Konkrétni chyby pro ruzné £ opét porovnejme v tabulce. I v tomto pfipadé vidime, ze pii
nizsim ¢ se material vic jevi jako homogenni.

Porovnani uy a u.
‘ € ‘ Supremové norma | L? norma

1 0.2470 0.1995
1 0.2160 0.1063
% 0.1197 0.0486
Wlo 0.0132 0.0047
20 0.0074 0.0025
10 0.0041 0.0014

Naleznéme nyni feSeni pomoci asymptotické expanze. Na obrizku (5.7) vidime grafické
fesenf (¢ = 155) pro uo (limitnf), u. (metoda koneénych prvki) a u. (asymptotickd ex-
panze).

Porovnani u. a u.

’ € ‘ Supremové norma | L? norma
1 6.1522 3.3857
1 1.1782 0.4733
% 0.5885 0.2376
@O 0.0640 0.0238
20 0.0356 0.0106
=5 0.0137 0.0049

vychazi opakované na stejnou hodnotu, a tak zvysuji chybu feSeni.
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0.015

metoda konecnych prvku
TN —— limitni
0.01F / N asymptoticka expanze
y \
/ N
4
Vi
0.0051 \
{ \\
i N
0 \\
/
N
0.005 \
. \
hY /
A"
-0.01- N\ p.
~_
0.0 . . . . . . . . .
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 5.7: Porovnani ug, u. a ..

5.4 Priklad 4

Dile se podivejme na pifpad, kdy a(z) nebude 1-periodick. Resme tlohu (4.1) s okra-
jovymi podminkami u.(0) = us(1) = 0, kde

1
1 proxe€e U<k‘,2+k‘>,

a(m) — kEZ

1
3 = 1 .
pro x € U <2+/<:, —|—k>
kEZ
* 1
flz) = 9 7
Resenf metodou koneénych prvkii pro N = 4869 v porovnani s ug je na obrazku( 5.8):
1010
d o
eps =1/10
ok eps = 1/400 | |
a
a4

L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrézek 5.8: Vysledky pro nespojité a(x), ktera neni 1-periodicka.
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Porovnani u. a u.

’ € ‘ Supremové norma | L? norma
1 0.5002 0.5001
L 0.3747 0.3656
% 0.2221 0.1855
Wlo 0.0251 0.0169
20 0.0147 0.0117
o 0.0076 0.0062

5.5 Priklad 5

Pokusme se najit feseni pro f(z) nespliujici nutnou a postacujici podminku Fesitelnosti
ulohy. Resme tlohu (4.1) s okrajovymi podminkami u.(0) = us(1) = 0, kde

a(r) = 2+ sin(27x),

f(z) = 6+sin(z).

Na grafickém feseni (5.9) a nasledné tabulce vidime, ze feSeni metodou koneénych prvku
(N = 2500) se opét priblizuje limitnimu FeSeni.

eps=1
0.45} eps = 1/10
— eps = 1/500
04r — limitni

0 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrézek 5.9: Vysledky pro f(x) nespliiujici nutnou a postacujici podminku.

Porovnani ug a u.
‘ € ‘ Supremova norma | L? norma

1 0.1531 0.1174
i 0.1099 0.0640

1% 0.0615 0.0325

= 0.0135 0.0065

T%O 0.0068 0.0033

20 0.0028 0.0013

=05 0.0014 6.6353 - 10~
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Podivejme se ovSem, jak to dopadne v piipadé, ze budeme hledat feSeni . asymptotickou
expanzi. Na obrazku (5.10) vidime porovnéni s MKP, pro ¢ = 50.

0.6

metoda konecnych prvku
asymptoticka expanze

0.4r
03
021

01/

of

~0.1 L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrézek 5.10: Grafy u. a u: pro f(x) nespliujici nutnou a postacujici podminku.

Porovnani u. a u;
‘ € ‘ Supremové norma | L? norma

1 0.7246 0.4638
L 0.1333 0.1019
% 0.0664 0.0518
=5 0.0133 0.0105
Wlo 0.0067 0.0053
20 0.0027 0.0021
=5 0.0014 0.0011

V tomto piipadé vidime, ze chyby mezi feSenim u. a u. jsou pomérné velké, a jak vidime
také z grafu vyskytu chyb na obrazku (5.11), absolutni chyba u. a u. se postupné zvysuje.

x10°
7

6k

5L

0 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrézek 5.11: Sifeni chyby . od u,.
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Zaver

Cilem této prace bylo sledovat, za jakych pfedpokladi kompozitni materidl vykazuje vlast-
nosti homogenniho materidlu. Byly vytvofeny tlohy, na jejichz feSeni jsme sledovali, kdy
k tomuto jevu dochazi.

Zjistili jsme, ze pokud se mé kompozitni materidl jevit jako homogenni, je nutné, aby
funkce popisujici vlastnosti tohoto materidlu méla periodickou strukturu, a také, aby se na
zkoumaném intervalu (0, 1) opakovala pokud mozno co nejvickrat. Ve viech zkoumanych
piipadech jsme vysledné hodnoty porovnévali s feSenim ug, o kterém jsme mohli Fict, ze
se kompozit jevi jako homogenni materidl. Zjistili jsme, ze pro hodnoty ¢ < ﬁ (tedy
£ <0,004) relativni chyby (jak supremové normy, tak L? normy) byly mensi nez 1%.

Déle jsme zjistovali, jak se mezi sebou lig{ feSen{ zfskdna pomoci metody koneénych prvkii
a pomoci asymptotické expanze. I pies aproximaci funkce . byla ¢isla velice blizka (re-
lativni chyby v setindch procent). Coz je uspokojivé, vzhledem k vypocetnim narokum
jednotlivych metod mezi sebou. Metodou koneénych prvku je nutné opakované hledat
feSeni ulohy pfi zméné e, kdezto asymptotickou expanzi sta¢i vynasobit ¢islem e jiz zndmy
predpis.

32



Literatura

[1] D. Cioranescu, P. Donato: An Introduction to Homogenization, Oxford Lecture Series
in Mathematics and Its Applications, 17

[2] J. Bouchala, Rukou psané zdpisy z predndsek

[3] T.Kozubek, T. Brzobohaty, V. Hapla, M. Jarosové, A. Markopoulos, Linedrni algebra
s MatLabem, Ostrava 2011, Skriptum VSB-TU Ostrava a ZCU v Plzni.

33



Prilohy

Ptiloha na CD obsahuje tyto MatLabovské funkce:

bak_limitni.m - metoda vraci vektor délky N, reprezentujici feSeni ug a vykresluje do figure
grafické feseni ug

bak_MKP.m - metoda vraci vektor délky N, reprezentujici feseni u. a vykresluje do figure
grafické feseni u.

bak_epsilonove.m - metoda vraci vektor délky N, reprezentujici feSeni u. a vykresluje do
figure grafické feseni g

supNorma.m - metoda vraci relativni supremovou normu chyby porovndvanych vektoru
stejné délky
L2norma.m - metoda vraci relativni L? normu chyby porovnavanych vektort stejné délky
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