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Abstract

Modeling, measuring, and subsequent management of the portfolio risks is of great importance for decision
making in financial institutions. This article is focused on the portfolio returns modeling with the use of two
particular probability distributions, normal distribution and normal inverse Gaussian model. The normal distri-
bution is chosen because of its general and easy use and normal inverse Gaussian distribution is selected because
of its ability to model the skewness and kurtosis. The goals of the article are to backtest chosen models for VaR
estimation and to choose the best one. Models based on these two distributions are compared on the basis of VaR
estimation of market risk. The backtesting results are statistically tested on the number and independence of the
exceptions. The conclusion, that the models which utilize the normal inverse Gaussian model are for portfolio
modeling more appropriate than those with normal probability distribution, is based on the results shown in the
application part of the article. On the other hand even these models are not accurate for VaR estimation on lower
confidence levels because of the existence of bunching.
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1. Uvod jako miru rizika hodnotu conditional Value at Risk
(cVaR). Nicméné pfi meéfeni rizikovosti financnich
instituci se pouziva praveé hodnota VaR (pro banky dle

Basel 11, pro pojistovny dle Solvency II).

Risk management je jednou z kli¢ovych ¢innosti v§ech
finan¢nich instituci. Cilem risk managementu je
identifikace, modelovani a méfeni rizika, pficemz
riziko je obecné chapano jako moznost odchyleni se
skute¢nych vysledk od o¢ekavanych. Riziko finang-
nich instituci Ize rozdélit na kreditni (ivérové) riziko,

Pii vypoctu hodnoty VaR a cVaR se vychazi z his-
torickych dat, pficemz se vétSinou predpoklada nor-
malni rozdéleni. Hodnotu VaR pak lze vypocitat

operacni riziko, riziko likvidity a v neposledni fadé
riziko trzni.

Nejpouzivangjs$i mirou rizika je hodnota Value at
Risk (VaR), ktera na zvolené hladiné spolehlivosti
vyjadfuje maximalni moznou ztratu. Metodologie
Value at Risk je ¢asto kritizovana z diivodt nesplio-
vani podminek tzv. koherentni miry rizika, viz Artzner
a kol. (1999), a mnoho autord proto doporucuje pouzit
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pomoci inverzni distribuéni funkce normovaného
normalniho rozdé€leni a hodnotu cVaR je také mozno
vyjadfit analyticky. Empirické pravdépodobnostni
rozdéleni finan¢nich vynosii ma ale oproti normalni-
mu rozdé€leni vyssi $picatost a nenulovou Sikmost, viz
naptiklad Fama (1965) nebo Filacek a kol. (1998). Ve
snaze vyporadat se s témito charakteristikami byly
navrzeny ruzné pfistupy. Napiiklad Hansen (1994)
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navrhl zeSikmené Studentovo rozdé€leni. Rovnéz
Lévyho procesy jsou vhodnym modelem pro finan¢ni
Casové fady. Piehled téchto procesti lze nalézt napfi-
klad v Cont a Tankov (2003).

Pfi modelovani vyvoje portfolia aktiv je potieba
nejen zvolit vhodné pravdépodobnostni rozdéleni
vynost jednotlivych aktiv, ale i zohlednit vzajemnou
zavislost jejich vyvoje. S postupujici integraci jednot-
livych finan¢nich trhl jsou aktiva ¢im dal vice propo-
jena a tim roste i vyznam modelovani vzajemné
zavislosti. Vhodnym a flexibilnim nastrojem pro
modelovani této zavislosti jsou kopula funkce. Zatim-
co v publikaci Kresta (2010) byly vyuzity eliptické
kopula funkce pfi ex-post modelovani vynosi mezina-
rodné diverzifikovaného portfolia, Tichy (2010) zase
zpétné testoval odhad hodnoty VaR ménového portfo-
lia pomoci Lévyho modelti spojenych kopula funkce-
mi. Zpétnym testovanim odhadu hodnoty VaR pro
jednotlivé ménové kurzy se vSak zabyvali jiz Alexan-
der a Sheedy (2008), ktefi uvazovali jak normalni
rozdéleni vynost, tak i nékteré slozitéj$i rozdéleni
jako Studentovo a smiSené normalni rozdéleni.

Cilem clanku je zpétné otestovat vybrané modely
pro odhad hodnoty VaR a vybrat ten, ktery dosahuje
nejlepsich vysledkt. Navrhované modely tak mohou
slouzit jako interni modely pfi ur¢ovani trzniho rizika
bank a pojistoven.

Pro modelovani vynost portfolia aktiv (tedy trzni-
ho rizika) jsou v préci uvazovany modely normalniho
inverzniho Gaussova rozdéleni pravdépodobnosti
anormalniho rozdéleni pravdépodobnosti, oboji
sdruzené eliptickymi kopula funkcemi. Pfesnost téchto
modell je empiricky ovéfena pomoci metody zpétné-
ho testovani na historickych ¢asovych fadach, pficemz
je ovéfovan pocet prekroceni hodnoty VaR a shluko-
vani téchto piekroceni.

Clanek je ¢lenén nasledovné. Nejprve je popsano
normdalni inverzni Gaussovo rozdéleni pravdépodob-
nosti (kapitola 2) a kopula funkce (kapitola 3).
V nasledujicich dvou kapitolach je vysvétlena meto-
dologie Value at Risk (kapitola 4) a postup zpétného
testovani odhadu hodnoty VaR vcetné jednotlivych
statistickych testti (kapitola 5). V paté kapitole jsou
aplikovana teoretickd vychodiska a je provedeno
zpétné testovani odhadu hodnoty VaR pro zvolena
mezinarodn¢ diverzifikovana portfolia akciovych
indexti. V zavéru C¢lanku jsou nasledné shrnuty dosa-
zené vysledky.

2. Normalni inverzni Gaussovo rozdéleni pravdé-
podobnosti

Normalni inverzni Gaussiv model (dale NIG) byl ve
finan¢ni literatufe piedstaven Barndorff-Nielsenem
(1995). Predpokladejme parametry a >0,

—a<f<a a d>0, pak lze NIG(a,ﬂ,5) rozdéleni

pravdépodobnosti, jimz se NIG model fidi, popsat
pravdépodobnostni funkci hustoty nasledovné:

fuio = Zexp( 8fa* = 7+ pla- u)
Kl(a\[52+(x—,u)2j M
ol

Distribuéni funkci Ize definovat nasledovné,

Fyge =@exp(5 a’ _ﬁz)
V4

. Kl[a\/é‘z +(t—,u)2j

T NS (-p)
kde K/.(x) zna¢i modifikovanou Besselovu funkci

2

exp(B(e— ),

druhého druhu. Populaéni momenty tohoto rozde€leni
jsou shrnuty v tabulce 1.

Tabulka 1 Popula¢ni momenty NIG rozdéleni

Populaéni moment Vzorec

Stfedni hodnota

i+ le —ﬂz)'%

Rozptyl 0!25(0!2 _lb,z)%

SikmOSt 3/3(1 7157% (aZ _ﬂZ )’%

< . a’+ 4,82

Spicatost 1+ —F———=|+3
{ Sa’ laz —,32 ]

Parametry i, ¢, fa é tohoto pravdépodobnostni-

ho rozdéleni mohou byt odhadnuty dvéma metodami:
(i) metodou maximalni vérohodnosti a (ii) metodou
momentl. Pouziti metody maximalni vérohodnosti je
pfi odhadu parametrti NIG rozdéleni Casové/pocetné
velmi naroc¢né, vhodnéjsi se proto jevi pouziti metody
momentl. Polozime-li populaéni momenty, uvedené
v tabulce 1, rovny momentim vybéru, ziskdme nasle-
dujici odhady parametrit NIG rozdéleni:

N 3s\/;
m——NY

= , 3
3k—4s* -9 ®
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v(k—ss2 —3}
5‘—3%; (6)
3k—4s*-9 ~

kde m je stfedni hodnota vybéru, v je rozptyl vybéru,
s je vybérovy koeficient Sikmosti, k& je vybérovy

koeficient Spicatosti. Detailngjsi informace lze nalézt
v Prause (1999).

3. Charakteristika kopula funkei

Kopula funkce byly poprvé predstaveny Sklarem
(Sklar, 1959). Piehled teorie spolu s praktickou
aplikaci pak lze nalézt v textech Cherubini a kol.
(2004), Nelsen (2006) nebo Rank (2006). Pro jedno-
duchost budeme dale uvazovat dvourozmérnou kopula
funkci, pficemz vSe plati analogicky i pro n-rozmérné
kopula funkce.

Kopula funkce je v podstaté realna funkce, ktera
zafhyi:uje zavislost jednotlivych distribu¢nich funkci
v (0,1

C:[01} = [o1] v R, 7)
pricemz tato funkce musi pro jakékoliv
U, V, U, U,,v,,v, € [0,1] spliiovat:

C(u,0)=c(0,v)=0, (8)

Clu,))=u, C(1,v)=v, )
pokud u, <u,,v, <v,, pak

C(uz,vz)—C(uz,vl)—C(ul,v2)+ C(ul’VI)Z 0. (10)

Na kteroukoliv kopula funkci miize byt pohlizeno jako
na vicerozmérnou distribu¢ni funkci s marginalnimi
distribu¢nimi funkcemi ve formé standardizovaného
rovnomérného rozdé¢leni.

Predpokladejme dvé potencionalné zavislé ndhod-
né proménné X a Y s margindlnimi distribu¢nimi
funkcemi F, a F, a sdruzenou distribu¢ni funkeci

F,,. Potom dle Sklarova teorému plati:

X
Fyy (. 9)= C(F, () F, (v)) (1)
Pokud jsou margindlni distribu¢ni funkce F, a F,

spojité, kopula funkce C je jedine¢na. Sklartiv
teorém naznacuje také inverzni vztah,

Cluv)=F,,(F,' () F,'(v)). (12)
Z formulace (11) je patrné, Ze sdruzené rozdéleni
pravdépodobnosti obsahuje dvé rozdilné informace: (i)
marginalni distribu¢ni funkce jednotlivych nahodnych
proménnych, (ii) funkci zavislosti téchto distribu¢nich
funkei. Zatimco marginalni distribuéni funkce jsou
dany pomoci F, a F,, kopula funkce C popisuje
pouze zavislost téchto distribuénich funkeci.

Za ptedpokladu znalosti marginalnich distribuc-
nich funkci nahodnych proménnych je tedy pro
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potieby modelovani nezbytné zvolit vhodnou kopula
funkci. S trochou zjednoduseni lze rozlisit eliptické
a Archimédovy kopula funkce. Hlavni rozdil mezi
témito dvéma typy funkci spociva ve zpisobu jejich
konstrukce. Zatimco pro Archimédovy kopula funkce
je potieba definovat generujici funkci (tzv. generator),
pro eliptické kopula funkce je dostate¢na znalost
souvisejici sdruzené distribu¢ni funkce (napt. Gausso-
va, Studentova, atd.).

3.1 Charakteristika eliptickych kopula funkei

Eliptické kopula funkce vychézeji z n¢kterého znamé-
ho eliptického sdruzeného rozdéleni pravdépodobnos-
ti, konkrétné nejpouzivangjsi jsou Gaussova a Studen-
tova kopula funkce. Nevyhodou pii aplikaci téchto
kopula funkei v oblasti financi je jejich symetri¢nost,
coz neodpovida hlavné konciim sdruzenych rozdéleni
empirickych dat.' Obecné mizeme do kopula funkce
dosadit dle (11) jakékoliv marginalni rozdéleni, ov§em
pouzitim normalniho rozdéleni v piipadé Gaussovy
kopula funkce ziskavame sdruzené normalni rozdéleni
pravdépodobnosti a pouzitim Studentova rozdéleni ve
Studentové kopula funkci ziskdvame sdruzené Studen-
tovo rozdéleni pravdépodobnosti.

Definice Gaussovy kopula funkce
Gaussova kopula funkce patii mezi eliptické kopula

funkce. Za piedpokladu korelace mezi nahodnymi
proménnymi R miize byt definovéna nasledovng,

Co(u,v)= @, (@ () @' (v)) (13)
kde @' je inverzni funkce k distribuéni funkci

normovaného normélniho rozdéleni @, @, znaci

dvourozmérnou sdruzenou distribuéni funkci normo-
vaného normdlniho rozdéleni pti korelaci R. Funkéni
hodnoty Gaussovy kopula funkce spolu s nahodné
generovanymi €isly jsou zobrazeny na obrazku 1.

Definice Studentovy kopula funkce

Studentova kopula funkce vychazi ze Studentova
rozdéleni pravdépodobnosti, lze ji tedy definovat
nasledovné,

o (uv) =1, (6 ()t (v))

opét znaci korelaci mezi

(14)
kde R nahodnymi
proménnymi, 7' je inverzni funkci k distribu¢ni

funkci Studentova rozdéleni s v stupni volnosti a ¢,

' Demarta a McNeil (2005) napiiklad popisuji zesikmenou
Studentovu kopula funkci, ktera sice vychazi ze Studentovy
kopula funkce, ale neni jiz symetricka, a tudiz nepatii do
téidy eliptickych kopula funkci.
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Obrazek 2 Pribéh Studentovy kopula funkce (vlevo) a generovana ndhodna &isla (vpravo) pro parametr korelace R =0,5

a stupné volnosti v =2

funkci
stupni

je dvourozmérnou sdruzenou distribucni
Studentova rozdéleni pii korelaci R a o
volnosti.

Pomoci parametru v lze u Studentovy kopula
funkce ovlivnit konce rozdéleni. Pro niz§i hodnoty
tohoto parametru je pravdépodobnost extrémniho
scénare vyssi (Ize tedy takto modelovat tézké konce).
Naopak ¢im je parametr v vyssi, tim vice se Studen-
tova kopule blizi Gaussové kopuli. Funkéni hodnoty
Studentovy kopula funkce spolu s nahodné generova-
nymi ¢isly jsou zobrazeny na obrazku 2.

3.2 Popis metod odhadu parametra pri modelo-
vani pomoci kopula funkei

Existuji tfi hlavni pfistupy k odhadu parametrti pfi

modelovani pomoci kopula funkci: EMLM (exact

maximum likelihood method), IFM (inference functi-
on for margins) a CML (canonical maximum likeliho-
od). Zatimco pfi pouziti EMLM jsou odhadovany
vSechny parametry soucasné, coz muze byt vypocetné
velmi naro¢né (obzvlasté pti odhadu vysoce dimenzi-
onalnich dat nebo pfi pouziti slozitéj§ich marginalnich
funkei), pti IFM a CML jsou parametry marginalnich
rozdéleni a parametry kopula funkce odhadnuty
zvlast. V pripadé IFM jsou odhadnuty nejprve para-
metry marginalnich distribu¢nich funkci a na jejich
zéklad¢é pak parametry kopula funkce. U CML jsou
parametry kopula funkce odhadnuty na zaklade
empirickych distribu¢nich funkci. Podrobnéjsi vysvét-
leni téchto metod lze nalézt napi. v Cherubini a kol.
(2004). V tomto ¢lanku bude vyuzito CML pfistupu.
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den x-m | | denx2 | denx1 | denx [ interval pro odhad |
[ denxm | | denx2 | denxl denx | [ interval pro ovéfeni |
[ denxm | ... | denx2 [ denx1 | denx |
[ denxm | . dnx2 | denx1 | denx |
| denx-m .| denx2 | denx1 | denx |
den x-m | | denx2 [ denx1 | denx |

Obrazek 3 Posouvani intervalu (moving window) vstupnich dat pro vypocet hodnoty VaR pro jednotlivé dny

4. Charakteristika metodologie Value at Risk

Value at Risk (dale VaR) je metodou hodnoceni
rizika, ktera se dnes pouziva hlavné v oblasti financ-
nich instituci. VaR v podstaté¢ vyjadiuje maximalni
moznou ztratu na urCité hladiné spolehlivosti «.
Formalné 1ze tedy definovat nasledovné,

Pr(Al, , <-VaR,,)=1-a, (15)

kde AIl vyjadiuje ndhodnou veli¢inu — zde konkrétné
zménu ceny portfolia za ¢as A¢, VaR , je maximdlni

t+At

ztrata na dané hladin€ spolehlivosti a pro casovy
horizont At a Pr znaci pravdépodobnost. Hodnota
l-a se nazyva hladina vyznamnosti. Na VaR lze
v podstaté pohliZet jako na o kvantil (hladina spoleh-
livosti) pravdépodobnostniho rozdéleni ztrat nebo jako
na zaporny 11—« kvantil (hladina vyznamnosti)
pravdépodobnostniho rozdéleni vynosu.

Nejcasté€ji pouzivané hladiny vyznamnosti, 15 %,
1 % a 0,5 %, jsou zaroveil zakotveny v legislativou
stanovenych metodologiich. RovnéZz ¢asovy horizont,
pro ktery je hodnota VaR pocitina muze byt pro
jednotlivé instituce rizny — pro banky dle metodologie
Basel II je to 10 dni, pro pojistovny dle metodologie
Solvency II pak jeden rok. Obecné je vSak hodnota
VaR pocitana spise pro kratsi ¢asové intervaly, nejcas-
t&ji pro jeden den, a nasledné je piepoctena pro delsi
casové intervaly.

5. Popis postupu zpétného testovani (backtesting)

Kvalitu odhadu hodnoty VaR je potieba (nejen
z divodu legislativnich nafizeni) ovéfit na minulych
datech. Predpokladejme, ze mame model, ktery
odhaduje hodnotu VaR na urcité hladiné spolehlivosti
a. Pro jednoduchost dale predpokladejme, ze odhadu-
jeme hodnotu VaR pro interval jednoho dne. Pfi
zpétném testovani postupujeme tak, ze pro jednotlivé
dny porovnavdme hodnotu VaR urcenou modelem na
zakladé informaci znamych ptedchozi den k uvazova-
nému dni a pozorovanou ztratou uvazovaného dne.
Dny, ve kterych skute¢na ztrata presahne hodnotu
VaR, se nazyvaji vyjimky. Pokud zaznamename
vyjimky v pfiblizné 1—a procentech piipadt, odha-

duje model hodnotu VaR spravné. V pripad¢ vyssiho
vyskytu vyjimek model podhodnocuje riziko,
v pfipadé nizsiho poctu vyjimek model riziko nadhod-
nocuje. Blize se timto postupem zabyva Hull (2007)
nebo Resti a Sironi (2007).

Postup ovéfeni modelu pomoci zpétného testovani
v piipadé odhadu trzniho rizika je tedy nasledujici: (i)
uvazujeme vypocéet hodnoty VaR pro den x, (ii) pro
odhad modelu pouzijeme ¢asové fady korespondujici
sintervalem x—m az x—1, kde m je zvolena délka
Casové fady, na jejimz zdkladé¢ budeme model odha-
dovat, (iii) odhadnutym modelem ur¢ime hodnotu
VaR pro jeden den a tuto hodnotu porovname se
skuteCnou ztratou zaznamenanou dne x, (iv) dale
postup opakujeme pro dals$i dny, tzn. proménnou x
zvySime vzdy o jednicku (jeden den), celkem piedpo-
kladame n pozorovani. Schematicky je postup volby
Casové tady pro odhad modelu a ¢asové tady pro
ovéefeni znazornén na obrazku 3.

V podstaté timto postupem ovéfujeme, ze pravdé-
podobnost vyskytu vyjimky je rovna hodnoté 1-«,
tedy hladiné vyznamnosti. Tuto rovnost je potieba
statisticky otestovat. Pro potieby statistickych testl je
potfeba definovat proménnou [/,, kterd nabyva

hodnoty jedna, pokud v den ¢ skute¢na ztrata prekroci
pro tento den odhadnutou hodnotu VaR,, (jedna se

o vyjimku), a hodnoty nula, pokud skute¢na ztrata
vden ¢ hodnotu VaR,, nepiekroci.

Pro potieby statistického testu poctu vyjimek lze
vyuzit bud’ binomické rozdéleni nebo vhodnéjsi test
navrzeny Kupiecem (Kupiec, 1995), ktery je obou-
stranny, a tudiz testuje nevhodnost modelu jak
z pohledu podhodnoceni, tak nadhodnoceni rizika.
Tento test je zalozen na nasledujicim vérohodnostnim
poméru (likelihood ratio),

n 1_ 70
LR — ﬂ-uck( ﬂ-oclz )”0 , (16)

(-7,
kde n, je pocet pozorovani, pro kterd plati I, =1,
7., je ocekavana pravdépodobnost vyskytu vyjimky

(tedy 7, =1-a) a x, je pozorovand pravdépo-
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"

n, +n

dobnost vyskytu vyjimky, 7 = Pficemz

poz

~2In(LR) mé asymptoticky chi kvadrat rozdéleni s

jednim stupném volnosti. Testovaci statistiku 1ze tedy
prepsat do tvaru:

—2In(LR)=21n||1-—2 o -
n, +n, n, +n, (17)

- 21n[a”" (1 - a)"‘ l

kde proménné maji stejny vyznam jako v ptedchozi
rovnici.

Druhym problémem pii zpétném testovani je shlu-
kovani vyjimek (tzv. bunching). Pfedpokladem zpét-
ného testovani je, Ze vyskyt pozorovanych vyjimek je
v Case nezdvisly a vyjimky jsou rovhomérné rozpro-
stteny. Testovanim tohoto pifedpokladu se zabyval
Christoffersen (1998), ktery navrhuje dva statistické
testy. Prvni test ovétuje nahodnost rozdéleni vyjimek
v Case. Jedna se o nasledujici vérohodnostni pomér,

7 ;:;z (1 T o )"O 18
noy (1 )"no nyy (l )”10 ? ( )
Ty L= 70y Ty =7y,

LR =

kde n;, je pocet pozorovani, pro kterd plati

[z:j/\lz—l :i7 ”U:Pr<[l:j|lr_1:l.),
n, +n .

o = 01 1 i Dale n, =Ny, + 1y,

nO(J + nOl + nlO + nll

an =n,+n,, nebot je nutné, aby platilo

1
ng +n,+n, +n, =n,+n,. Rovnéz u tohoto testu
ma - 21n(LR) asymptoticky chi kvadrat rozdéleni
s jednim stupném volnosti.

Oba ptedchozi testy, definované v (16) a (18), lze
spojit do jednoho statistického testu, ktery ovétuje jak
pocet vyjimek, tak jejich shlukovani v ¢ase:

ﬂ.tZIk (1 — ﬂ-uck )nu
7700 n o 2 ( 1 9)
ﬂnm(l_ﬂ'ol) ”H(l_ﬂ'u)

01 11

LR =

kde vSechny proménné byly vysvétleny jiz u piedcho-
zich testii. V tomto piipadé ma —2In(LR) chi kvadrat
rozdéleni se dvéma stupni volnosti.

6. Zpétné testovani odhadu trzniho rizika

V této kapitole bude zpétné testovan odhad trzniho
rizika v podobé hodnoty VaR pro zvolené mezinarod-
né diverzifikované portfolio akciovych indexti. Bude
tak navazano na vyzkum provedeny Tichym (2010),
portfolio citlivé pouze na ménové riziko bude rozsite-
no o riziko akciové.

Ptedpokladano bude mezinarodné diverzifikované
portfolio akciovych indext, rizikovymi faktory tedy
budou nejen vyvoj téchto indexd, ale i vyvoj prislus-

nych ménovych kurzii. Vynos portfolia bude modelo-
van pomoci eliptickych kopula funkci, jako marginalni
rozdéleni bude uvazovano normalni rozdéleni pravdé-
podobnosti a NIG model. Vhodnost modelti bude
nasledné testovana pomoci metody zpétného testovani
a statistickych testti definovanych v piedchozi kapito-
le.

6.1 Vstupni data

Zpétné testovani odhadu trzniho rizika bude provade-
no na portfoliu ctyf akciovych indexd, konkrétné
americky Down Jones Industrial Average (DJI),
britsky FTSE 100 (FTSE), japonsky Nikkei 225
(N225) a S$vycarsky Swiss Market Index (SMI).
Vzhledem k tomu, ze indexy jsou denominovany
v jinych ménach nez ceskych korunach, budou
v portfoliu zastoupeny i ménové kurzy vici Ceské
korung, konkrétné se jedna o americky dolar (USD),
britskou libru (GBP), japonsky jen (JPY) a Svycarsky
frank (CHF). Casové fady cen téchto aktiv byly
ziskany ze serveru ¢eské narodni banky (kurzy jednot-
livych mén vuci ceské koruné) a serveru finan-
ce.yahoo.com (kurzy jednotlivych indexti) za obdobi
od 25.9. 1997 do 31. 12. 2009. Vyvoj téchto ¢asovych
fad je zobrazen na obrazku 4. Z obrazku je patrna
zavislost vyvoje jak ménovych kurzi, tak akciovych
indexu.

Jednotlivé ¢asové fady byly spojeny do matice tak,
aby se v kazdém radku vyskytovaly pfislusné kurzy
k patfiénému dni. Chybé&jici tidaje byly interpolovany
ze dvou nejblizsich nechybéjicich sousednich hodnot
anasledné byl proveden pfevod na matici spojitych
dennich vynost,> se kterymi bude déale pracovano.
Takto byly ziskany ¢asové fady o délce 3 189 pozoro-
vani. Charakteristiky jednotlivych ¢asovych tad
spojitych vynost za zvolené obdobi jsou shrnuty
v tabulce 2.

Z tabulky 2 je ziejmych nékolik poznatkl. Indexy
jsou vice volatilni nez ménové kurzy — toto je jednak
dano vyssi hodnotou smérodatné odchylky, ale také
vy$$im rozpétim maximalniho a minimalniho vynosu.
U vsech ¢asovych fad lze pozorovat nenulovou Sik-
most a znacnou Spicatost. Indexy jsou zeSikmeny
doleva — pro ztraty jsou tedy pravdépodobnéjsi vyssi
hodnoty, kdezto zisky jsou spiSe mensi, ale vice
pravdépodobné. Ménové kurzy, az na vyjimku JPY,
jsou naopak zeSikmeny doprava — ¢asové fady obsahu-
ji relativné hodn¢ malych ztrat a v piipad€ vynost jsou
tyto vysoké. Jiz z pohledu na hodnoty koeficientu
Sikmosti a Spicatosti je ziejmé, Ze normalni rozdéleni

2 Spojity denni vynos se ur&i jako logaritmus podilu aktualni

P
ceny aktiva k pfedchozi cené, 7, =In—-=InP, -In P_,.
t-1
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Obrazek 4 Vyvoj ¢asovych fad za obdobi od 25. 9. 1997 do 31.

v pocatku vzdy zacinaly na hodnoté 1

neni vhodné pro modelovani téchto casovych fad.
Toto potvrzuje i Jarque-Bera test, pomoci kterého
mizeme pro vSechny casové fady na 5% hlading
pravdépodobnosti zamitnout nulovou hypotézu, ze
fada mé normalni rozdé¢leni.

Koeficienty linearni korelace vynost jednotlivych
¢asovych fad jsou uvedeny v tabulce 3. Z tabulky je
zfejma riznd zavislost dvojic index — ména na jedné
stran¢ a index — index spolu s ména — ména na strané
druhé. Zatimco indexy (respektive ménové kurzy) jsou
vzajemné pozitivné korelovany, korelace mezi indexy
a ménami je negativni. Pfi rustu (respektive poklesu)

207

1,0

0.8 |

0,6

0,4 ‘ ‘ r

25.9.1997 26.7.2001 26.5.2005 26.3.2009
USD GBP JPY e CHF

12. 2009. Pro ptehlednost byly ceny normalizovany tak, aby

ceny indexu je tedy dopad mirnén poklesem (respekti-
ve rustem) sménného kurzu mény vuci ¢eské korune.
Pfi pfepoctu hodnoty indexti do Ceskych korun by
byly tyto hodnoty méné volatilni nez hodnoty vyjad-
fené v pisluSnych ménach.

Jednotlivé modely budou aplikovany za ucelem
odhadu rizika pro rizna portfolia. Budou ptedpokla-
dana tii portfolia, konkrétné: (i) tangencialni portfolio
I1,,, pro které¢ je maximalizovan pomér ocekavaného
vynosu a smérodatné odchylky, (ii) rovnomérné citlivé
portfolio Il kdy kazdy index (potazmo i ménovy

Tabulka 2 Zakladni charakteristiky spojitych vynost vstupnich casovych fad

Aktivum | Minimélni vynos | Maximélni vynos | Stfedni hodnota | Median | Smérodatna odchylka | Sikmost | Spicatost
DIJI -8,201 % 10,508 % 0,009 % 0,040 % 1,260 % -0,025 10,505
FTSE -9,265 % 9,384 % 0,002 % 0,046 % 1,299 % -0,106 8,671
N225 -12,111 % 10,086 % -0,017 % 0,023 % 1,558 % 0,408 8,205
SMI 8,108 % 10,788 % 0,005 % 0,056 % 1,309 % 0,020 8,395
USD —4.,818 % 4,333 % —0,019 % —0,036 % 0,772 % 0,121 5,764
GBP -4,871 % 3,995 % 0,019 % 0,021 % 0,643 % 0,037 7,602
JPY -5,253 % 5,448 % -0,010 % 0,041 % 0,920 % 0,272 6,111
CHF 3,063 % 2,927 % —0,008 % 0,018 % 0,539 % 0,297 7,525
Tabulka 3 Korela¢ni matice spojitych vynost vstupnich ¢asovych fad

Aktivum DIJI FTSE N225 SMI USD GBP JPY CHF
DJI 1,000 0,493 0,148 0,477 —0,073 0,015 0,126 0,135
FTSE 0,493 1,000 0,335 0,804 -0,074 -0,027 -0,208 0,198
N225 0,148 0,335 1,000 0,331 —-0,048 0,020 0,178 -0,174
SMI 0,477 0,804 0,331 1,000 0,042 -0,004 -0,169 -0,198
USD -0,073 -0,074 -0,048 0,042 1,000 0,663 0,643 0,499
GBP 0,015 0,027 0,020 —0,004 0,663 1,000 0,457 0,527
JPY 0,126 0,208 —0,178 0,169 0,643 0,457 1,000 0,550
CHF -0,135 0,198 0,174 -0,198 0,499 0,527 0,550 1,000
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kurz) ma v portfoliu stejnou vahu, (iii) portfolio
s minimalnim rozptylem II,,. Vahy jednotlivych
indexti (a potazmo i ménovych kurzl) jsou pro tato
portfolia uvedeny v tabulce 4. Lze vidét, Zze pii maxi-
malizaci podilu ocekavaného vynosu a rizika (tangen-
cialni portfolio) jsou pfiblizn¢ dvé tietiny prostredkt
investovany do Svycarského indexu a tfetina prostred-
ki je investovana do amerického indexu. Portfolio
s minimalnim rozptylem je jiz diverzifikovano do
vSech ¢ty moznych indexd — do Svycarského a ame-
rického indexu je investovana vzdy piiblizn€ tietina
prosttedkd, pétina prostredkll je investovana do
japonského indexu a zbytek je investovan do britského
indexu.

Tabulka 4 Slozeni uvazovanych portfolii

Portfolio — DJI, | FTSE, | N225, | SMI,
oznaceni USD GBP JPY CHF
Tangencidlni 29,79 % | 0,00 % | 0,00 % | 70,21 %

portfolio — IT,,

Rovnomérné citlivé

o 0 o o
portfolio — T, 25,00 % | 25,00 % | 25,00 % | 25,00 %

Portfolio s mini-
malnim rozptylem —| 34,25 %
1_[K‘[]V

11,15 % | 21,62 % | 32,98 %

6.2 Postup odhadu hodnoty VaR a pouzité mode-
ly

Pro odhad hodnoty VaR byla uvazovana Ctyfi riizna
sdruzena rozdéleni pravdépodobnosti: (i) normalni
rozdéleni pravdépodobnosti sdruzené Gaussovou
kopula funkci definovanou rovnici (13) — tedy sdruze-
né normalni rozd€leni, Ga-Ga, (ii) NIG rozdé€leni
definované rovnici (1) sdruzené Gaussovou kopula
funkci, NIG-Ga, (iii) normalni rozd€leni sdruzené
Studentovou kopula funkci definovanou rovnici (14),
Ga-St (iv) NIG rozdéleni sdruzené dohromady pomoci
Studentovy kopula funkce, NIG-St.

Pfi odhadu modeli bylo vyuzito CML pfistupu,
ktery byl zvolen s ohledem na ¢asovou usporu vzhle-
dem k pfistuptim [FM a EMLM, ktera vychazi z faktu,
ze pro modely s riznymi marginalnimi rozdélenimi
jsou parametry kopula funkci odhadnuté metodou
CML vzdy stejné, a proto je postacuje odhadnout
pouze jednou.

Byly tedy odhadnuty zvlast parametry marginal-
nich rozdé€leni a zvlast’ parametry kopula funkei. Pfi
odhadu parametrti obou se vychazelo z poslednich 250
dni s ohledem na to, aby v datech byly pfitomny
extrémni vynosy a zarovenl aby Casova fada pouzitd
pro odhad parametri nebyla pfili§ dlouhd a pruzné
reagovala na zmény charakteristik vynost jednotli-
vych aktiv. Parametry NIG modelu byly odhadnuty
metodou momentl dle rovnic (3) az (6), parametry
kopula funkei (korelacni matice pro Gaussovu kopuli
a korelacni matice spolu se stupni volnosti pro Studen-

tovu kopula funkci) pak metodou maximalni vérohod-
nosti.

Odhad hodnoty VaR byl proveden metodou simu-
lace Monte Carlo s 50 tisici scénafi pro pozorovani
Cislo 251 (14. zati 1998) az 3 189 (29. prosinec 2009),
celkem bylo tedy uskute¢néno 2 939 testovacich
pozorovani.’ Pfi odhadu hodnoty VaR pomoci simula-
ce Monte Carlo je pro kazdy den postupovano nasle-
dovné. Nejprve jsou na zakladé odhadnutych parame-
tra patfiéné kopula funkce generovana nahodna ¢isla
v intervalu (0,1), kterda maji patfi¢nou strukturu zavis-
losti, konkrétné je generovano 50 tisic vektord ndhod-
nych &isel.* Takto generovana nahodna &isla jsou pak
pomoci patficnych inverznich distribucnich funkci
margindlnich rozdéleni transformovana na nahodné
vynosy jednotlivych aktiv, ¢imz je ziskano 50 tisic
vektort ndhodnych vynosti jednotlivych aktiv. Pro
kazdy vektor (scénaf) vynosi jednotlivych aktiv je
nasledné urcen vynos portfolia. Simulované vynosy
nejvyssi ztratu a hodnota VaR je uréena jako patfi¢ny
kvantil rozd€leni pravdépodobnosti (tedy jako ztrata
v poradi 50 000« ).

Cely postup zpétného testovani byl proveden tfi-
krat, vzdy s ndhodné nastavenym generatorem pseu-
dondhodnych ¢isel. Vysledky vSech tii béhl zpétného
testovani byly téméf identické — pocet vyjimek
u jednotlivych modelti a hladin spolehlivosti « byl
vétSinou stejny, vyjimecné se liSil o jednu vyjimku.
Dale budou tedy prezentovany pouze vysledky prvni-
ho béhu zpétného testovani.

6.3 Vysledky zpétného testovani

Pro zvolené hladiny spolehlivosti 85 %, 95 %, 99 %
a 99,5 % lze vzhledem ke 2 939 pozorovanim pfedpo-
kladat postupné 441, 147, 29 a 15 vyjimek. Pozorova-
né pocty vyjimek pro jednotlivé modely a portfolia
jsou uvedeny v tabulce 5.

Obecné lze fici, ze pfi pouziti vSech modell je
hodnota VaR na hladin¢ spolehlivosti 85 % nadhod-
nocena (pocet vyjimek je nizsi nez je predpoklad) a na
hladin€ spolehlivosti 95 %, 99 % a 99,5 % podhod-
nocena (pocty vyjimek jsou vyssi, nez je predpoklad).
Lze tak usuzovat na dodatecnou S$picatost prav-
dépodobnostniho rozdéleni vynost, kterd neni modely
zachycena.

Na zakladé¢ srovnani poctu vyjimek Ize jako
nejpresnéjsi model oznacit NIG rozdéleni sdruzené

3V obrazku 3 tedy x nabyva postupné hodnoty 251 az
3189.

4 Postup generovani vektoru ndhodnych &isel pro Gaussovu
a Studentovu kopula funkci uvadéji naptiklad Cherubini a
kol. (2004).
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Studentovou kopula funkcei, kdy 1ze pomoci Kupieco-
va testu na 5% hladiné pravdépodobnosti akceptovat
pocet vyjimek pro vSechna portfolia a hladiny spoleh-
livosti. Tento model je charakteristicky tim, ze ze
vSech uvazovanych modeld dovoluje modelovat
nejvyssi Spicatost. Pouzije-li se pro sdruzeni NIG
rozdéleni namisto Studentovy kopula funkce Gausso-
va kopule, pozorovany pocet vyjimek se pro 85%
hladinu spolehlivosti snizi (NIG-Ga tak ve srovnani
s NIG-St riziko jesté vice nadhodnocuje) a pro ostatni
hladiny spolehlivosti se pocet vyjimek zvysi (NIG-Ga
tak ve srovnani s NIG-St riziko jesté vice podhodno-
cuje). Pro NIG-Ga model jiz nelze statisticky akcepto-
vat poCty vyjimek pro hladinu spolehlivosti 85 %
(portfolio s minimalnim rozptylem a rovnomérné
citlivé portfolio) a rovnéz pro hladinu spolehlivosti
99 % pro tangencialni portfolio.

Nejhorsich vysledkti dosahuji modely zalozené na
normalnim rozdéleni. Lze vidét, Ze pti pouziti Studen-
tovy kopula funkce je rozdil mezi pozorovanym
a pfedpoklddanym poctem vyjimek niz§i nez pfi
pouziti Gaussovy kopula funkce. Rozdily jsou vSak
vétsinou stale prili§ vysoké, nez aby mohly byt statis-
ticky akceptovany (s vyjimkou odhadu VaR na hladi-
nach spolehlivosti 85 % a 95 % pro néktera portfolia).
S ohledem na pozorovany pocet vyjimek lze tedy
shrnout, Ze pro modelovani vynost portfolia je potfe-
ba zvolit model s moZnosti modelovat vyssi Spicatost
marginalnich rozdéleni a dale ze pouzitim Studentovy
kopula funkce je ve srovnani s Gaussovou kopula
funkci dosahovano lep$ich vysledki.

Druhym problémem, ktery mize pfi zpétném tes-
tovani vznikat, je shlukovani vyjimek. Pomoci Chris-
toffersenova testu nezavislosti vyjimek bylo testova-
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no, zda je pravdépodobnost nastani vyjimky nezavisla
na skuteCnosti, zda ji pfedchazela ¢i nepfedchazela
vyjimka. P-hodnoty tohoto testu pro jednotlivé mode-
ly a portfolia jsou uvedeny v tabulce 6. Lze vidét, ze
vyjimky jsou na sob& nezavislé pouze pro hladiny
spolehlivosti 99 % a 99,5 %, a to jesté ne pro vSechna
portfolia a modely.

Na obrazku 5 je srovnan vyvoj hodnoty portfolia
s minimalnim rozptylem a rozlozeni vyjimek odhadu
VaR na hladin¢ spolehlivosti 95 %. Vyjimky jsou
naznaceny spodnim sloupcovym grafem. Z tohoto
srovnani lze vidét, ze vyjimky se nejvice shlukuji pii
propadech hodnoty portfolia, konkrétné v lét¢ roku
2002 a na jate roku 2006, dale pak od podzimu roku
2007 do konce roku 2008.
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Obrazek 5 Srovnani vyvoje hodnoty portfolia s minimalnim
rozptylem a vyvoje vyjimek pfi odhadu VaR na hlading
spolehlivosti 95 %

Tabulka 5 Pocty vyjimek pro jednotlivé modely, portfolia a hladiny spolehlivosti modelu VaR. Tu¢né zvyraznéné hodnoty 1ze
na 5% hlading pravdépodobnosti piijmout na zakladé¢ Kupiecova testu za rovné piedpokladanému poctu vyjimek.

Pozorovany pocet vyjimek
Portfolio Hladina spolehlivosti Pfedpokljci_dany pocet Normalni rozdéleni NIG rozdéleni
@ vyjimek Gaussova Studentova | Gaussova Studentova
kopule kopule kopule kopule

85,0 % 441 382 392 410 427
Tangencialni 95,0 % 147 161 162 158 159
portfolio Iy, 99,0 % 29 67 58 42 36

99,5 % 15 40 33 18 15

85,0 % 441 401 419 395 405
Rovnomérné citlivé 95,0 % 147 171 172 151 150
portfolio Ieg 99,0 % 29 51 42 31 29

99,5 % 15 33 26 21 19

85,0 % 441 412 427 399 413
Portfolio s minimal- 95,0 % 147 166 165 153 152
nim rozptylem I, 99,0 % 29 57 49 34 30

99,5 % 15 34 24 19 17
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Na obrazku 6 uvedeném v pfiloze je graficky za-
chycen vyvoj hodnoty VaR odhadnuté modelem NIG-
St pro portfolio s minimalnim rozptylem spolu se
skute¢nou ztratou tohoto portfolia pozorovanou dany
den. K vyjimkam dochazi v pripad¢, Ze skutecna ztrata
je vyssi nez odhadnutd hodnota VaR a tyto vyjimky
jsou pro jednotlivé hladiny spolehlivosti zachyceny na
obrazku 7 v pfiloze.

7. Zavér

Modelovani rizika je bezesporu jednim z hlavnich
ukolt risk managementu. V tomto ¢lanku byla popsa-
na metoda modelovani vynost portfolia aktiv pomoci
kopula funkci a riznych margindlnich rozdéleni.
Konkrétné byly popsany eliptické kopula funkce, tj.
Gaussova a Studentova kopula funkce, jako marginal-
ni rozdéleni byl charakterizovan normalni inverzni
Gausstiv model. Kromé toho byla popsana metodolo-
gie VaR, ktera se pouziva jako ukazatel miry rizika,
dale byl naznacen postup zpétného testovani odhadu
této hodnoty, véetné popisu jednotlivych statistickych
testu.

V aplikaéni ¢asti ¢lanku byla zpétné testovana kva-
lita odhadu hodnoty VaR navrhovanych modeld na
mezinarodné diverzifikovaném portfoliu akciovych
indext. Pro modelovani marginalnich rozdéleni byly
uvazovany normalni inverzni Gaussiv model a nor-
malni rozdéleni pravdépodobnosti. Tato marginalni
rozdéleni byla sdruzena pomoci Gaussovy a Studento-
vy kopula funkce. Celkové tak byly uvazovany Ctyti
modely (sdruzené rozdé€leni pravdépodobnosti).

Z téchto Ctyf uvazovanych modelt je pro modelo-
vani vynost portfolia nejvhodné&jsi normdlni inverzni
Gausstiv model sdruzeny pomoci Studentovy kopula

funkce. O néco horsich vysledkli dosahuje normalni
inverzni Gaussuv model sdruzeny pomoci Gaussovy
kopula funkce. Pro oba modely je pocet pozorovanych
vyjimek pfi zpétném testovani velmi blizky ocekava-
nému poctu vyjimek, avSak problematické je shluko-
vani téchto vyjimek. Toto shlukovani se projevuje
obzvlasté pii odhadu hodnoty VaR na nizSich hladi-
nach spolehlivosti.

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti, at’ uz sdru-
zené Gaussovou, nebo Studentovou kopula funkci,
neni pro modelovani portfolia pfili§ vhodné. Pri
odhadu hodnoty VaR na vysokych hladinach spolehli-
vosti nejsou tyto modely presné.
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Obrazek 7 Pozorované vyjimky pro portfolio s minimalnim rozptylem a NIG-St model





