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MATEMATICKE MODELOVANIE UCENIA
MATHEMATICAL MODELLING OF STUDY

Pavel Dedera, Ivana Tom¢ikova, Tatiana Miklecova

Katedra zdkladov inZinierstva, Elektrotechnickd fakulta, Zilinskd univerzita,
Detasované pracovisko v L. Mikuldsi, kpt. J. Ndlepku 1390, 033 01 Liptovsky Mikulds

Abstrakt V ¢lanku sa uvddzaji dva exaktné matematické modely ucenia. Prevzaty model s konStantnou intenzitou ucenia a autormi
odvodeny model s premenlivou intenzitou ucenia sa prezentuji na déatach zredlnych pedagogickych vyskumov. Dokazuje sa
a exaktne urcuje ohraniCenost’ Studijného vykonu v zavislosti na osobnych, resp. skupinovych parametroch ucenia a zabidania. Pre
celkovy vykon je parametrom s rozhodujicim vplyvom parameter zabidania.

Summary The paper deals with two exact mathematical models of study: A borrowed model with constant intensity of study and a
model with variable intensity of study derived by the authors are presented using data acquired in real pedagogical research. The
bounding of study performance is proved and precisely determined in dependence on personal (group) parameters of study and

intensity of forgetting. The parameter of forgetting has decisive influence on total performance.

1. UVOD

V procese uCenia sa osvojuju vedomosti, zrucnosti
a navyky, formuje sa vzt'ah k okoliu a svetu, pozndvacie
schopnosti a tvorivé sily Studentov. Predmetom naSich
modelov bude proces osvojovania vedomosti ako
¢asovd funkcia.

KaZzdy model predstavuje silne zjednoduSeny systém
vybranych prvkov, ktorych aktivicia riesi istd hlavni
ideu tohto systtmu. Model potrebujeme napriklad
vtedy, ak chceme vhodnou zmenou parametrov docielit’
optimilne fungovanie systému.

Cielom clanku je rozsirit zndmy model ucenia
s konStantnou intenzitou na prirodzenej$i pripad uCenia
s premenlivou intenzitou ucenia.

2. MATEMATICKY MODEL UCENIA
S KONSTANTNOU INTENZITOU

Model publikovali Komenda — Klementa 1982 [1].
Dedera — Baca 2003 [2] z neho vychadzali pri ndvrhu
originalnej metédy hodnotenia efektivnosti vzdeldvania,
pricom pouzivali Statistické  data  zredlnych
pedagogickych vyskumov Baca 2003 [3] a Bellova [4].

Zavedieme nasledovné veliiny:

V(t) je Casova funkcia ,,nadobidania vedomosti“. Tu
hned povedzme, ze kazdy wucitel ma Specifické
predstavy o pojme ,,vedomost™ a jej merani a hodnoteni
ato pre kazdy predmet ¢i tému. Napr. Skdla (1985,
VSTS Liberec, nepubl.) sa v predniskach zaoberal
definovanim a meranim vedomosti apardtom tedrie
informécie, ked’ kazdému pojmu a vztahu priradoval
informa¢nd hodnotu vyjadrend bitmi. Guncaga[5]
posudzuje vedomosti vo forme kreativnosti myslenia
cez netradicne vybudovany pojem limity. V tomto
¢lanku vedomost’ ako zlozitd Struktira nebude
predmetom, ale len prostriedkom pre vyjadrenie efektu
uCenia vtej najjednoduchsej forme mnoZstvom
,.hauceného, zvladnutého ucebného textu Standardného
formatu a pribliZzne rovnakej obtiaZnosti“. Kazdy uéitel’
poznd obsah tohto pojmu, pretoZe jeho zobrazenie do

Skidly  hodnotenia Studijného vykonu je  nutnou
sucast’ou jeho profesie.

@ .. koeficient uCenia. Vtomto ¢lanku nim
vyjadrujeme pocet zvladnutych strdn textu za jednotku
Casu, ktorou bude jeden den.

ﬂ ... koeficient zabidania. Vyjadrujeme nim podiel

zabudnutého textu k nauCenému textu v tej istej Casovej
jednotke. ﬂ nadobuida hodnoty zintervalu <0;1> . Pri
hodnote 0 je vSetko zapamitané, pri hodnote 1 je vSetko
naucené v tom dni zabudnuté.

V [1] bola pre tieto prvky odvodend diferencidlna
rovnica

dv(t
()+ﬂV(t):a, (1)
dt
ktord pri pociato¢nej podmienke V(0) = 0 ma
partikuldrne rieSenie
a -
V(t):E(l-eﬁt). )

PodrobnejSie sa rovnicou ako modelom ucenia
s vyuzitim pre hodnotenie efektivnosti novej vyucovacej
metddy zaoberd Cldnok [2], kde koeficienty 06,,3 su
zistené pedagogickym vyskumom vo Vojenskej
akadémii (VA) vrdmci spracovania dizertacnych prac
[3], [4]. Obdobny vyskum vykonali autorky tohto
&lanku na DetaSovanom pracovisku Zilinskej univerzity
(DP) v zimnom semestri 2003/2004. V tabulke 1
uvadzame Statistiku skupinovych charakteristik na DP a
VA, doplneni limitnym (maximilnym teoretickym)
Studijnym vykonom, ktorym je podiel parametrov
al ,5 . Na obrdzku 1 prezentujeme grafické rieSenie
rovnice uCenia s konStantnou intenzitou a limitné
vykony v porovnani vzoriek z Vojenskej akadémie
(VA) a Detaovaného pracoviska Zilinskej univerzity
v Liptovskom Mikulasi (DP).
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Obr. 1. Porovnanie modelov ucenia s konstantnou intenzitou z dvoch vyskumov
Fig. 1. Comparison of models of study with constant intensity with data acquired in two separate researches
Tab. 1. Vybrané parametre ucenia (skupinové koeficienty)
Tab. 1. Selected parameters of study (group coefficients)
Skola DetaSované pracovisko ZU Vojenskd akadémia
Parameter (44 IB o IB
Strednd hodnota 19,4 0,2383 6,2 0,0878
Rozptyl 331,24 0,031 125,44 0,0121
Smerod. odchylka 18,02 0,175 11,2 0,11
Sikmost’ 1,7 2,07 1,98 -0,652
Spicatost’ 2,31 5,95 3,25 2,78
Interv. odhad (0,95) (14,111;24,694) (0,187;0,28) (3,5;8,9) (0,0755;0,10)
Limitny vykon 81,4 70,6
Pedagogickd  skdsenost  potvrdzuje  teoretické

3. MATEMATICKY MODEL UCENIA S
PREMENLIVOU INTENZITOU UCENIA

Predchadzajici model rozsirime akceptovanim faktu,
7Ze intenzita uCenia subjektu vo vSeobecnosti nikdy nie
je konstantna, ale je urCitou funkciou ¢asu. Nech teda

k funkcii udenia V(t) a konstante zabidania B je or(r)
funkcia priebehu (z4vislosti) intenzity ucenia na Case a
O(At) je nekoneCne mald veli¢ina. Procesy ufenia a
zabudania sa uskuto¢iiuju sicasne, preto plati

V(t+At)=V(t) + a(t) At - S V(t) At +o(At).
3

Delenim rovnice Af a limitnym prechodom Ar — 0
ziskame po tprave diferencidlnu rovnicu

dv(t)

+ BV -a(t)=0, )

ktora za pociato¢nej podmienky V(0) = O (na zaciatku
ucenia spravidla nevieme ni¢) ma partikuldrne rieSenie

t
V()= ja(t) efldr|e”t. (5)
0

predpoklady pedagogickej psycholdgie o premenlivom
charaktere intenzity ucenia (Linhart [6], Homola [7])
v zdvislosti od podsobenia pozitivnych motivov a
mantimotivov* ufenia (Gnavy, zdravotnych a osobnych
problémov, inych rusivych pri¢in a vplyvov). Preto
nahradime redlnu zavislost’ intenzity ucenia periodickou
funkciou

a(t) = g (1-cosmt), (6)

2z :
kde a=max{a(t) }, o= T je kruhovd frekvencia

periodickej zmeny intenzity uenia aT je peridda
extrémov funkcie @(f). Ziroven T je aj peridda,
v ktorej je nutné zaradenim vhodného motivu podnietit’
opdtovny ndvrat silnejSej intenzity uCenia. Skiseny
pedagbg predvida tento priebeh avo vhodnom case
zaraduyje do vyuéby motivy ako kontrolné préce,
seminidrne vystipenia apod. nielen preto, Ze to
predpisuje Studijny a skiSobny poriadok fakulty.
Motivované sprdvanie je determinované celym
radom Ccinitelov. Isté motivy vedia zvySit' aktivacnd
uroven, Co nasledne zvycajne vedie kzvySeniu
vysledkov (Homola, cit. dielo, s.26). V nasej praci je
akceptovand kognitivna tedria motivacie, a preto sme
ako prirodzené pre prostredie vysokej Skoly ako motivy
vybrali ciele, ktoré najviac koreSponduju s aspiracnou
urovilou na$ich Studentov: kontrolné prace a skiisku.
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Predvyskum nds upozornil aj na moZnost
extrémneho priebehu intenzity ,,pilou”, kedy okamZite
po odzneni motivu (napr. kontrolnd alebo zdpoctova
prica) klesne Studijnd aktivita na nulu. Obidva priebehy,

pre pripad T = 3, t = 105 vyucbovych dni jedného
semestra a prvej skusky a skupinového koeficientu ¢,
zisteného na DP, su na obr. 2.

Intezita uéenia
25

20 T e

e /\

1 11 21 31 41 51

71 81 91 101 Dni

Obr. 2. Porovnanie priebehov funkcie intenzity ucenia & (t)
Fig. 2. Comparison of waveforms of the function of study intensity o{t)

Dosadenim (6) do (5) dostaneme rieSenie
t

V(t) = Ig(l—cosa)t)e'm dt |e?". 7)

0

Po vypocte integralu ma kone¢né rieSenie dlohy tvar

V()=

aleft-1 N B-e’ (wsinwt+ fcoswt) e
2| B o + B '
®)

Maximum osvojenych vedomosti urcuje suprémum

funkcie V(t), pretoze limita tejto funkcie pre f—> oo
neexistuje:

V) )| g+ @B

4. UKAZKA REALIZACIE MODELU
S PREMENLIVOU INTENZITOU NA
VYSKUMNYCH DATACH

Teoreticky matematicky model ucenia s premenlivou
intenzitou ucenia sme overovali na datach z vlastného
a pribuzného ([3],[4]) vyskumu. Zvolili sme jednoduchy
model jedného predmetu v semestri, ktory ma zaradené
dve alebo Styri kontrolné price a skudsku v ¢asovom
intervale 105 dni (¢iZe 3 alebo 5 motivov). Skupinové
@, pochidzaji
z uvedenych vyskumov. Grafickym vyjadrenim modelu
a teda rieSenim diferencidlnej rovnice (7) v tvare (8) je
prislusnd krivka vykonu V(t) v Case t.

parametre ucenia a zabudania

Vo -

V(3minbeta)
160 - - - =V (3strbeta) —~——
140 4|=— = V(konst) / S ————
120 - V(5maxbeta)
- /¢/ . TN
100 7T 2 R e ™
Ve a0 RS ¢ "
80 . e e
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w0l
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Obr. 3. Realizdcie modelu ucenia s premenlivou sinusovou intenzitou ucenia
Fig. 3. Realisation of the model of study with variable sine-wave intensity of study
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Pri vSetkych ukaZkach realizdcie sme pouZivali stredné

o = 19,4, zistené na DP a simuldcie sme robili len na

zmenéch koeficientu zabddania . Viedlo nds k tomu

experimentdlne zistenie, Ze prdve tento parameter ma

rozhodujuici vplyv na rieSenie rovnice ucenia.

Postupne s zhora v grafe zobrazené tieto rieSenia:

¢  V(3minbeta). Zaradené si 3 motivy, ¢o na 105
vyucbovych dni uréuje kruhovi frekvenciu o =
21/35. Koeficient p = 0,1 predstavuje dolny odhad
pri spolahlivosti 0,9 na DP a zaroven horny odhad
na VA.

e V(3strbeta) ma tie isté parametre, okrem timenia 3
=0,2383, ¢o je strednd hodnota na DP.

e V(konst) predstavuje na porovnanie s premenlivymi
intenzitami priebeh na DP pri konStantnej intenzite.

absolitny pokles vykonu napriek relativne vysokému

priebehu ou(t).

V nasledujicom obrdzku je grafické vyjadrenie
modelu vytvoreného na sfnusovom aextrémnom
pilovom priebehu intenzity ucenia pri rovnakych
parametroch (T je 5 motivov, ® = 27/21, o(str) = 19,4,
B=0,187.

e RieSenie V(5,sin) je
rieSenia rovnice (8).

e RieSenie V(5,pila) je analytickym vyjadrenim
rieSenia rovnice (5), do ktorej sme vloZili integral
hornej medze Fourierovho radu ,,pilového* signdlu.

Zporovnania priebehu je sice  zrejmé limitné
priblizovanie k tomu ist¢ému maximalnemu vykonu, ale
strednd hodnota ,,sinusového* signdlu je zretel'ne vysSia,

analytickym vyjadrenim

®  V(5maxbeta). Zaradenych je 5 motivov s kruhovou Co ddva pedagégovi argument pri prezenticii
intenzitou ® = 2w21. Koeficient B = 0,28 odporicanej techniky S$tidia svojho  predmetu
predstavuje horny odhad pri spolahlivosti 0,95 na Studentom.
DP.
Zporovnania priebehov je zrejmé, Zze velky
koeficient zabuidania v poslednej realizcii v podstate
utlm{ kmity premenlivej intenzity ucenia a sposobi
V(40
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Obr. 4. Realizdcie modelu ucenia s premenlivou sinusovou a pilovou intenzitou ucenia
Fig. 4. Realisations of the models of study with variable sine-wave and saw intensity of study
5. ZAVER a,p,,w, i=12,.k, kde kje pocet kreditnych
Vrdmeci vyskumu sme okrem iného regresnou predmetov v semestri. Koeficienty by boli zistované pre
a korelanou analyzou zistili, Ze koeficienty o a B sd kazdy predmet osobitne.

linedrne nezdvislé, nekoreluyji spolu a dokonca
nekoreluji ani s dizkou dennej doby ucenia. Spolu
s analyzou rieSeni rovnice ucenia s premenlivou
intenzitou ucenia a simuldciou pri réznych hodnotich
tychto parametrov nidm to dovoluje najmenej tieto
konStatovania:

VSeobecné. Existuje moznost' exaktne opisat’ priebeh
uCenia aobdobne zrejme aj priebeh ziskavania
zrucnosti, resp. navykov. Ked’Ze na$ model sleduje
jeden predmet v semestri, zrejme model celého semestra
predstavuje systém diferencidlnych rovnic tvaru (4),
resp. rieSeni (7) alebo (8) sindexovanymi premennymi

Pre pedagdga: vhodnym zarad'ovanim motivov do
organiza¢nej formy vyucovania mozno vybudit' vyssi
Studijny vykon Studentov. Tento vykon nie je
neohrani¢eny, Student, resp. skupina Studentov ma pri
osobnych parametroch ucenia a zabudania ohrani¢ené
maximum, ktoré neprekro¢i ani pri priddvani casu na
ucenie.

Pre Studenta: zo Styroch vybranych parametrov ucenia
(Casovd dizka poétom dni na predmet, doba §tidia
vjednom dni, intenzita Stidia a zabidanie) md na
celkovy vykon najvacsi vplyv parameter Stvrty. Ako
nutné pri vysokoSkolskom Stidiu (¢i skor pred nim) sa
ndm javi zozndmenie s technikami raciondlneho
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a efektivneho stidia. Ako velmi neefektivny, ateda
neodporicany, sa javi sposob ucenia, kedy po odzneni
motivu klesd okamZite Studijnd aktivita na minimum.
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