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Abstrakt

Newmarkova metoda slouzi k FeSeni pocate¢nich problémii pro diferencialni rovnice dru-
hého fadu. Mezi jeji vyhody patii moznost ovlivnit nékteré numerické vlastnosti metody
(napf. stabilitu ¢ fad konvergence) vhodnou volbou dvou realnych parametri. V této praci
odvodime schéma Newmarkovy metody pro jednu obyc¢ejnou diferenciélni rovnici druhého
rfadu, budeme se zabyvat stabilitou metody a fddem konvergence. Teoreticky ziskané po-
znatky ovéfime na nékolika numerickych experimentech. Na zavér naznac¢ime moznost vy-
uziti Newmarkovy metody pii feSeni soustav diferencialnich rovnic.

Kli¢ova slova: Newmarkova metoda, diferencialni rovnice, soustavy diferencialnich rovnic

Abstract

Newmark method is used for numerical realization of initial value problems for differential
equations of the second order. Its benefits include possibility to affect some numerical prop-
erties (e. g. stability or order of convergency) by a suitable choice of two real parameters.
In this thesis we will derive Newmark scheme for one ordinary differential equation of the
second order, we will discuss the stability and order of convergence. Next we will verify
theoretical results by numerical experiments. At the end of the thesis we will show how to
use Newmark method for solving a system of differential equations.

Keywords: Newmark method, differential equations, systems of differential equations



Seznam pouzitych zkratek a symboli

N — mnozina vSech pfirozenych ¢isel

R — mnozina vSech redlnych ¢isel

R+ — mnozina vSech kladnych realnych &isel

]Rar — mnozina v8ech nezapornych realnych céisel
R"™ — n-dimenzionalni euklidovsky prostor, n € N
(® — mnozina v8ech komplexnich ¢isel

crxn — mnoZzina vSech komplexnich matic fadu n

Q — uzavér mnoziny (2

o2 — hranice mnoziny €2

() —  prostor viech realnych funkei spojitych na Q
cn () — prostor v8ech redlnych funkei se spojitymi derivacemi na €2 az

do n-tého radu véetné
-] — euklidovska norma vektoru

[|All — maticova norma piislusnéa k dané vektorové normé
|A| — determinant matice

p(A) — spektralni polomér matice

AT — transpozice matice

AL — inverze matice

(0) — nulova matice

1 — jednotkova matice
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1 Uvod

Mnoho fyzikalnich, chemickych, ale i ekonomickych a jinych systémi lze popsat matematic-
kym modelem, na jehoz zakladé lze predpovidat chovani systému v ruznych podminkach,
jeho vyvoj v ¢ase a podobné. Tento model byva Casto popsidn mnozinou proménnych a
systémem rovnic, které definuji vztahy mezi proménnymi.

Popisuje-li model chovani systému v zavislosti na Gase, oznac¢ujeme jej jako dynamicky
model. Chovani takového modelu je pak ve vétsiné p¥ipadi popséno diferencialni rovnici,
pripadné soustavou diferencialnich rovnic. Nalézt analytické feSeni takové rovnice nebo
systému rovnic ve formé kombinace elementarnich funkci a jejich neurcitych integrala byva
mnohdy velmi pracné, ¢asto nemozné.

Zabyvejme se na chvili napf. popisem matematického
kyvadla. Zanedbejme odpor vzduchu a predpokladejme,
ze ty€, na které visi zévazi ma nulovou hmotnost. Déle
predpokladejme, Ze gravitacni pole, ve kterém se kyva-
dlo pohybuje, je homogenni. Jeho pohyb je v takovém
piipadé€ popséan tzv. Mathieuovou rovnici:

0%0 ¢

w“FYSlnH:O

Pridame-li pocateéni podminky 6 (0) = 6y a €' (0) = 61,
ziskdme pocatecni tlohu pro oby¢ejnou diferencialni rov-
nici druhého Fadu. Nejcast&jsim piistupem k analytic-
kému FeSeni této tlohy je vyuziti skute¢nosti, ze pro velmi
malé € plati sin (f) = 0. Tim z pavodné nelinearni rovnice ziskdme rovnici linearni, jejiz

FeSeni lze, pokud #; = 0, vyjadrit napf. ve tvaru

(1) = o cos (ﬁt) .

Chceme-li v8ak ziskat feSeni této rovnice pro 8 vétsi nez cca 5°, musime pouZit nékterou z
numerickych metod feSeni diferencialnich rovnic. Newmarkova metoda, kterou se budeme
v praci zabyvat, spoc¢ivd v diskretizaci intervalu, ve kterém rovnici fesime a ve vyuziti
Taylorova rozvoje tfetiho fadu v kazdém z touto diskretizaci ziskanych bodi.

Obsah této prace je nasledujici: V kapitole 2 strucné pfipomeneme zakladni poznatky
z teorie TeSitelnosti obycCejnych diferencidlnich rovnic, ve 3. kapitole odvodime zakladni
vztahy Newmarkovy metody, budeme se zabyvat jejim rfadem a stabilitou. Kapitola 4
obsahuje popis nékterych numerickych experimentii, kterymi ovéiime teoretické poznatky
o Newmarkové metodé. Protoze v naprosté vétsiné redlnych problémii si nevystac¢ime pouze
s jednou diferencialni rovnici, nazna¢ime v posledni kapitole moznost vyuziti Newmarkovy
metody pii FeSeni soustav diferencialnich rovnic.



2 Existence a jednoznacnost reSeni Cauchyovy tlohy

Pred odvozenim formuli Newmarkovy metody se zabyvejme otézkou existence a jednoznac-
nosti feSen{ Cauchyovy tlohy pro soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu

ve tvaru

(yl)/ = fl (tayla"‘ayn)

(yQ)/ = f2 (tvyla"'vyn)

(yn)/ = f’n (t7y17 s 73/71)

y1 (to) = y1,y2 (to) = 42, - yn (to) = Y,
kde tg € R,y € R,...,30 € R. Pro zjednoduseni oznacme y = (y1,...,%n), ¥° =
(y?, v, ... ,yg) a vektorovou funkei pravych stran f := (f1, fo,..., fn). Soustavu pak mu-
zeme zapsat ve tvaru
y = ft,9),y (to) =y’ (1)

Predchozi znageni, stejné tak jako znaceni zavedené v nasledujici definici, budeme pouzivat
ve zbytku kapitoly.

Definice 2.1 Necht a,b € RT. Oznacme J := (ty —a,to+a),U(yY) = (y? —b,y) + b)
proi = 1,2,....,n a O(yo) = U(y}) x U@WY) x ... x U(y2). Ddle necht L € R* a f €
C (J X O(yo),Rn). Pak tekneme, Ze funkce f je L-lipschitzovskd na J x O(y°), plati-li:

Vi € JVar, s € O(°) : ||f(t21) — f(t,22)]| < Lr — 22|
Nésledujici véta ndam dava dualezitou postacujici podminku lipschitzovskosti funkce na mno-
zing J x O(y%) [4].
Vé&ta 2.1 Necht f je spojitd na J x O(y°) a necht

geC(W,R">,...,£eC<W,R”>.

Potom ezistuje L € RT takové, Ze f je L-lipschitzovskd nd J x O(y°).

Nésledujici véta nam ikd nejen, kdy existuje jednozna¢né feseni Cauchyovy tlohy (1), ale
také na jakém intervalu toto feseni existuje (viz [4]).

Vé&ta 2.2 (Picard-Lindeldfova) Necht funkce f je L-lipschitzovskd na J x O(y°). Necht
0 < M :=sup zyesxo@wo) |1f (¢ 2)|[. Bud'c = min {a, %} Pak ezistuje prave jedna funkce
o Tesici (1) na intervalu I = (tg — ¢, to + ¢).



Vzhledem k tomu, Ze kazdou oby¢ejnou diferencialni rovnici n-tého fadu dokdzeme piepsat
na soustavu n oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, miZeme nabyté znalosti o
FeSeni soustav aplikovat i na tlohy ve tvaru

y" = © (t,y, .. ,y(”_1)>

y (to) = 0,9 (to) = 5, ...,y Y (to) = 12,10 € R.

Zavedenim substituce y1 = y,y2 = ¢/, ..., yn =y V) totiZ ziskdme ekvivalentni soustavu
rovnic:

o=

Yo = us

Un = ¢y Yn)
s pocateénimi podminkami yi(to) = y?,y2(to) = 43, ..., yn(to) = yY. Tato soustava spl-
fuje predpoklady véty 2.2, pokud ¢ je spojita a 8—;, ceey 887“; jsou spojité na zavedenych
mnozinach.



3 Zakladni vlastnosti Newmarkovy metody

3.1 Numerické reSeni pocatecniho problému

Zabyvejme se numerickym feSenim pocateéni dlohy pro obyc¢ejnou diferencialni rovnici
druhého radu ve tvaru

y'(t) = o(t, y(t),y'(t),t € (0,T)

2
y(0) = yo,4'(0) = 20, .

kde ¢ : (0,7) x R x R — R je spojita funkce a 19, 2o € R. Zvolme rovnomérné déleni D s
krokem At : 0=ty <t; < ... <ty =T intervalu (0,T) tak, ze Vn € {0,1,..., N} plati
tn, = nAt. Vyjadfeme si nyni hodnotu y (¢,41) pomoci Taylorova rozvoje t¥etiho fadu v
bodé t,:

1 1
y(tn—i-l) = y(tn) + Aty/(tn) + §At2y”(tn) + 6At3ym(tn) + 0 (At4)

Pii¢tenim a odectenim ¢lenu (By” (tne1) — By” (tn)) At?, kde B € R je parametr, od pravé
strany ziskame po jednoduché tpravé rovnost v nasledujicim tvaru:

Vitwin) = oltn) + Aty (1) + A7 (89 (1) + (5= 5) o (1)) -

_ (,By// (tn—l—l) - ﬁy// (tn)) At? + %At?’y”’(tn) +0 (At4) )

Protoze z Taylorova rozvoje také vyplyvéa y” (tn41) — y" (tn) = v (tn) At + O (At?), mu-
zZeme psat

Vitwi2) = 9(62) + Aty (1) + A2 (8 () + (5 5) o (1)) +
+At? ((é — ﬂ) y" (tn)> +0 (AtY).

Budeme-li élen At ((% — B) " (tn))+O (At*) povazovat za chybu fadu O (At®) a vyuZijeme-
li toho, Ze y je feSenim rovnice (2), ziskd rovnost po dosazeni z (2) tvar

Y(tnt1) = y(tn) + Aty (tn) +

+At2 (,8(,0 ((tn+1) Y (tn-i-l) 7y/ (tn—‘rl)) + <; - ﬁ) ¥ (tna ) (tn) 7y/ (tn))> +0 (At3) :



Podobnym zptisobem muzeme z Taylorova rozvoje odvodit i vztah pro hodnotu prvni
derivace v bodé t,,41:

1
y/(tn-‘rl) = y/ (tn) + Aty” (tn) + 5At2ym (tn) +0 (Atg) :

Pri¢téme a ode¢téme tentokrat clen (At)~y (v" (tnt1) — y” (tn)), kde v € R je opét para-
metr. Tim ziskdme rovnost ve tvaru

y/(tn—H) =y (tn) + At ('Yy” (tnt1) + (1 =) y" (tn)) +

4
+At? <; - 7) y" (tn) + O (AF). ()

Clen At? (3 =)y (tn) + O (At3) miZeme povaZovat za chybu Fadu O (At?). Nakonec
opét dosadime z (2) a ziskame:
Y (tnt1) =y (tn) +

5
+AL (70 (tns 1,y (tns1) ¥ (tng1)) + (1 =) @ (bnsy (tn) 1 () + O (A) . ®)

Nyni mtuzeme oznacit y,, := y (tn), zn := ¥ (tn), Pn := © (tn, Yn, 2n) a zapsat Newmarkovo
schéma v konecné podobé:

1
Ynt1 = Yn + Atz, + At? (ﬂ‘Pn-i—l + <2 - 5) 90n> (©)

Znt1 = 2n + At (Yone1 + (1 —79) pn),n € {0,1,...,N —1}.

Zvolime-li 3 # 0 nebo v # 0, dostaneme pro kazdé (yn41,2n+1) soustavu dvou obecné
nelinearnich rovnic o dvou nezndmych, kterou mtzeme vyfesit napf. pomoci Newtonovy
metody.

P1i volbé 8 = 0,7 = 0 muZzeme v kazdém kroku vyjadiit neznamé vy, 41, zn+1 explicitné
ve tvaru

1
Yn+1l = Yn + Atz, + At2§g0n

Znt1 = 2Zn + Aty



Nezavisi-li funkce ¢ na ¢/, tedy vy’ = ¢ (¢, y), miZeme pomoci vztaht (6) odvodit nasledujict
rovnost:

1
Ynt2 — 2Ynt1 +Yn = (AtZTL-'rl + At? <5%0n+2 + <2 - 5) <Pn+1>> -
1
— <Atzn + A#? <ﬂ(‘0n+1 + <2 — B) <pn>> = At (zp+1 — 2n) +

+A# (ﬂ@mz + <; - 2ﬁ> - (; - ﬂ) son> = At (Yont1 + (1 —7) on) +

+A¢? <ﬁs0n+z + (; - 26) - <; - ﬁ) %) =

= At? (ﬁﬁﬂnn + (; - 28+ ’Y) Pnt1 + (; + 03— ’Y) <Pn>

Pokud polozime (8 = 0, stava se toto schéma explicitni (viz napf. |7]).

3.2 Rad metody

v

Mezi nejdulezitéjsi vlastnosti, které nds u numerické metody FeSeni diferenciélnich rovnic
zajimaji, se fadi chyba, které se dopoustime v jednom kroku nahrazenim presné hodnoty
y (t,,) aproximovanou hodnotou y,. Na velikosti této chyby pak zavisi také rychlost s jakou
bude metoda konvergovat k analytickému feSeni pii zmensujicim se diskretiza¢nim kroku.

Zaved me nejprve lokdlni diskretizacni chybu d,, na intervalu (t,, t,41). Jedna se o chybu,
ktera vznika v jednom kroku metody v dusledku pouZitych aproximaci (tedy s vylou¢enim
zaokrouhlovacich chyb a za predpokladu, Ze vSechny hodnoty potfebné k vypoctu jsou
presné). Napf. pro explicitni Eulerovu metodu miizeme napsat

Y (tn—l-l) =Yy (tn) + hinf (tnyy (tn)) +dp.

Kumulaci lokdlnich diskretizacnich chyb di,...,d,_1 vznikd tzv. akumulovand diskre-
tizacni chyba ey:

€n = y(tn) ~ Yn-

Definice 3.1 Rekneme, Ze numerickd metoda je 7ddu p € N, pokud plati d, = O (hﬁ“).
Tedy pokud ezistuje konstanta C > 0 takovd, Ze |d,| < ChE™ pro hy, — 0.
Poznamenejme jesté, Ze pro jednokrokové metody fadu p s konstantnim krokem h

plati e = O (hP). Dalsi informace o chybach a fadu numerickych metod feseni oby¢ejnych
diferencialnich rovnic je mozné nalézt napt. v [6].

10



Volbou parametri § a v Newmarkova schématu (6) mazeme ovlivnit nékteré numerické
vlastnosti metody, mezi néz patii i fad. Abychom urdcili jakym zpiisobem tyto parametry
rad ovliviuji, vyjdéme opét z Taylorova polynomu funkce y a jeji derivace v bodé t,,:

Vitni1) = 9ltn) + Aty (1) + (A0 (B9 (t0i0) + (5 = 0" () + At

Y (tns1) = ¥ (tn) + At (79" (tas1) + (1L =)y (tn)) + Atny,
kde At§,, a Atn, oznacuje lokilni diskretiza¢ni chybu a

&= (- 0) @02y + 0ar)

Nn = (; — fy) Aty (t,) + O(Atz).

Vsimnéme si, ze At&, a Atn, jsou ¢leny, které jsme zanedbali ve vzorcich (3) a (5). Protoze

pti v = 3 je ¢len (3 — ) Aty (t,) nulovy, dosahuje pro tuto volbu v metoda ¥adu 2 a pro

v # % radu 1.

3.3 Stabilita metody

Byva vhodné po numerické metodé pozadovat, aby malé odchylky b&éhem vypoctu, které
mohou vzniknout napf. vlivem zaokrouhlovacich chyb nebo v disledku chyby samotné
metody, nevedly k vyraznym zménam ve vysledku. Metoda, ktera tento pozadavek spliiuje,
se pak oznacuje jako stabilni.

Zkoumejme nyni na testovaci rovnici
y' +wPy =0 (7)

numerickou stabilitu Newmarkovy metody. Tato rovnice popisuje tzv. konzervativni sys-
tém. To znamena, Ze pro vSechna jeji FeSeni plati zdkon zachovéani energie ve tvaru

E (t) = konst.,Vt € R,
kde
2 2
E(t) =y ()] +w?ly (®) (8)
je soucet kinetické a potencialni energie systému. Skute¢né, dosadime-li do predpisu (8)
obecné feSeni rovnice (7) ve tvaru y (t) = Cjcos (wt) + Cysin (wt) zjistime, Ze celkova

energie zustéva konstantni, E (t) = w? (C?+ C3)Vt € R. Po numerickém FeSeni tedy
budeme pozadovat, aby jeho celkova energie ziistala omezena pro t — oo.

11



Pro nami testovanou diferencialni rovnici ziskame dosazenim z (7) do (6) Newmarkovo
schéma ve tvaru

Ynt+1 = Yn + Atz, — WQ(At)z (ﬁyn—Fl + <1 - /8> yn>
2 (9)

Zn+1 = 2Zn — w? At ('Yyn-i-l + (1 - 'Y) yn) .

Odvodme nejprve maticovy zapis schématu (9). Ozna¢me © := wAt. Po prevedeni y, 41
na levou stranu rovnosti, dostaneme:

1
(1 + ﬂ@2) Yn+1 = <1 + (ﬁ - 2> @2> Yn + Atzn
YOWYn i1 + 2nt1 = — (1 — ) wOY, + Atzy,.

V nésledujicim kroku osamostatnéme y,1 a pfenasobme celou rovnost w:

1+ (8—3)6? Atw
WYn+1 = Wu}yn + TBGTZW
Ozna¢me « (©) := %. Mizeme tedy psat

WYn+1 = <1 _ @ (2®)> WYn, + aé)@)zn
1 = —O (1 - 70‘2(@)> + 2 (1— 7 (0)).

Definujme nyni matici

Schéma (9) nyni mizeme zapsat v maticovém tvaru
Zn+1 Zn
< WYn+1 > _B"1(9) ( wyo ) ‘
Zn+1 20

Pripomenme, Ze normou na linedrnim vektorovém prostoru V rozumime zobrazeni ||-|| :
)
V — Rg majici nasledujici vlastnosti:

Odtud:

L [x][ >0, |)x]| =0 & x =0

12



2. |Ixx]| = A ||| VAER,VxEV

3. [k +yll < [Ix|[ + Iyl vx,y eV

Protoze bychom potiebovali zjistit, jak se se zvétSujicim se n chova matice B™ (0), zave-
deme si nasledujici definici i maticovou normu.

Definice 3.2 Necht je ddna vektorova norma ||-|| na R™. Maticovou normu piislusnou k
vektorové normé ||-|| definujeme predpisem
Ax
g =sup {121
xzo U |[x]]

Newmarkova metoda je stabilni, pokud ||B™ (©)| ztstava omezené pro n — oo, kde |||
zna¢i maticovou normu odpovidajici euklidovské vektorové normé. Dukaz nasledujici véty
1ze nalézt napf. v [8].

Véta 3.1 Necht A € C™*" je komplexni matice a p (A) je jeji spektrdlni polomér. Pak

lim A*=0sp(A) < 1.

k—o0
Navic, je-li p(A) > 1, nent HAkH omezend pro k — oo.

Piipomenime jesté, Ze spektralnim polomérem p (A) rozumime nejvétsi z absolutnich
hodnot vlastnich ¢&isel matice A. Nutnou podminkou stability Newmarkovy metody tedy
je, aby

p(B(6)) < 1. (10)
Poznamenejme dale, ze plati (viz. [7]):

p(B(©))" =p(B"(0)) <[B"(0)].

Lemma 3.1 Necht § > 0,0 := wAt. Pak p(B(©)) < 1 prave tehdy, kdyz jsou splnény
ndsledujici podminky:

1
BREEE (11)
02 < ﬁ; pokud 3 < 142726 | )
= | oo, pokud g > £

13



. 2 e : .
Diikaz. Ozna¢me B matici B (0), § := v — %, o= 1+®W Vlastni ¢isla matice B miizeme
urcit vyfeSenim charakteristické rovnice

det(B—)\I):)\Q—)\<2—a<7+;>>+1—|—o¢<;—7>: 13)
=M -A2-a(1+46)+1—-ad=0.

Je-li spektralni polomér mensi nez 1, musi byt sou¢in vlastnich ¢isel A\ \g, ktery je vzdy
¢islo realné, taktéz mensi nez 1. Z rovnice (13) vyplyva, Ze soucin jejich kofent, tedy nami
hledanych vlastnich &isel, je roven 1 — ad. VyfeSenim jednoduché nerovnice proto mizeme
potvrdit podminku (11):

)\1)\2:1—a6§1:>a520:>520.
Zabyvejme se nyni feSenim rovnice (13) v zavislosti na znaménku diskriminantu D:
D =a?(1+6)? — 4o

Pokud D < 0, tzn. je-li a < ﬁ, pak fesenim (13) jsou komplexné sdruzena &isla A1, Ao
(A1 = X2). Pokud si uvédomime, Ze sou¢in dvou komplexné sdruzenych &isel je vidy kladné

realné ¢islo rovnajici se druhé mocniné jejich normy, mizeme psat:

M =[] =1-a0 <1,
¢imz opét ziskdvame podminku (11). Déle bude vhodné si vyjadiit jaké musi byt © aby
platilo @ < —2. Dosadme proto za «:

(1+6)2

0?2 4
QS 2
1+ 402 7 (1+496)

a po upravé a rozdéleni nerovnosti v zavislosti na velikosti 5 dostaneme podminku

4 (1+6)*
@2< m,pokudﬂ<T

- 146)2
00, pokud g > U£0-

V pripadé, kdy D > 0, jsou A1, Ap redlna ¢isla, pro ktera plati

, 2—a(l+38)— /a2 (1+6) —4a
1:
2

< Ay =

2—a(l+46)+1/a? (1+6) —4a
= 2 .
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Vzhledem k tomu, ze \/042 (14+6)*—4a < a(1+6) =1/a?(1+6)? je podminka Ay < 1
vzdy splnéna. VyfeSme nyni nerovnici

2—04(1+6)—\/0z2(1+5)2—4a

(A1 =) 5

> —1.

Jednoduchymi tpravami miizeme nerovnici prevést na tvar

Va2 (140 —4a>4—a(1+9).

ProtoZe jsou obé strany nerovnice nezaporné, miZeme je umocnit. Po kratkych upravach
dostaneme hledany pozadavek na velikost a:

<
“>1%2%

2
Po dosazeni H@W za « a naslednych dpravach ziskame:

0?2 < { 71”;174/@, pokudﬁ; 1125 | )
oo, pokud g > =
e o 1420 - 1426462 _ (146)° 4 4 _ 4 «:
VyuZijme toho, ze ~4= < 7} =1 A s < (707 —2_15 — T¥30—15" V&im-

néme si, ze mnozina prvki (ﬂ , @2), na které plati (14), je podmnoZinou mnoZiny, na které
plati (15). Vysledna podminka na velikost ©% ma tedy tvar (12). [

Zabyvejme se nyni piipadem, kdy matice B (0) je norméalni, tedy B (©)B (@)T =

B (0)" B (0). Za tohoto piedpokladu plati (viz [7])
IB(©)|l =p(B(©))
a podminka (10) se stava postacujici podminkou stability Newmarkovy metody.

Lemma 3.2 Redlnd matice A = (a;j), o <o je normdlni tehdy a jen tehdy, plati-li jedna
z nadsledujicich podminek: -

1. a1 = ax,a12 = —a
2. alp = agq.
Diikaz. Je-li A normalni, plati ATA — AAT = O. Vyjadieme si tento rozdil a odvodme

z n&j pozadavky na prvky a; ; matice A:

ATA — AAT — ( a3, — aiy (a11 — az)(a12 — az1) ) '
(a11 — ag2)(a12 — as1) a3y — a3

15



Matice A je tedy normélni pravé tehdy, kdyz a2, — a?y = 0, (a11 — a2)(a12 —az1) =0 a
(a11 — ag2)(a12 — ag1) = 0. Z toho rovnou vyplyvaji podminky lemmatu 3.2. n

Jaké tedy musi byt § a -, aby matice B (©) byla norméalni? ProtoZe mame dvé ne-

znamé, vyuzijme prvni podminku lemmatu 3.2. Dosadme % za o (©) v matici B (0)
a sestavme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:
1 AR R L
24+2302 1+ 362

© 0?2

2 = ef1-2

14 362 2428
7 prvni rovnice rovnou vyplyva, ze v = % Dosadime-li tento vysledek do druhé rovnice,
zjistime, ze 0 = %. Pro tyto hodnoty 8 a ~ si tedy p¥i urcovani stability Newmarkovy
metody vystacime s (10).

Nasledujici véta nam pak dava postacujici podminku stability i pro pripad, kdy matice

B (©) neni normalni (viz [7]).

Véta 3.2 (Postacujici podminka stability) Necht f > 0,5 =~y — % > 0. Pak plati:

1. Pokud 8 > (125)2 , pak existuje spojitd, rostouct a kladnd funkce b: © — b(0©) takovd,

Ze b(0) — oo pro © — oo a soucasné |B" (©)|| < b(©)Vn € N.

2. Pokud 3 < (1'25)2, pak za predpokladu, Ze ©2 < m (1—€),0<e€<1, existuje

konstanta C (€),C () — oo pro € — 0, takovd, Ze | B"(0)|| < C(e) Vn € N.
Jinak feceno - je-li g > (1'25)2, je metoda stabilni pro libovolné At. V takovém piipadé ji

2
oznaCime jako nepodminéné stabilni. Pokud je vSak 8 < (Hf) , je metoda stabilni pouze

pro dostatecné maly krok At. V tomto piipadé o metodé fekneme, Ze je podminéné stabilny.

Z XK&Q\ N .....

1] 0.1 0202503 0.4 0.5
B

Obrazek 1: Oblast stability Newmarkovy metody v zavislosti na 3 a ©.
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Predchozi vétu ilustruje obrazek 1. Zvolme v = % Na obrazku jsou srafovanim vyzna-
Ceny hodnoty 5 a wAt, pro které je Newmarkova metoda pro rovnici (7) stabilni. V§imnéme
si, ze pro 3 > % je metoda stabilni pro libovolné wAt (nepodminéna stabilita), zatimco

pro 8 < % musi wAt a [ vyhovovat nerovnici wAt < ﬁ (podminéna stabilita).
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4 Numerické experimenty

4.1 Newtonova metoda

NeZ se pustime do feSeni konkrétnich tloh, bude vhodné napsat nékolik slov o Newtonové
metodé€, kterou vyuzivame pii FeSeni nelinedrni soustavy vznikajici v jednotlivych kro-
cich Newmarkovy metody. Newtonova metoda (ktera je téz nékdy kvili své geometrické
interpretaci nazyvana metodou tefen) je lineariza¢ni metoda FeSeni nelinearnich rovnic.
Abychom piili§ neodbihali od tématu, popiSeme jen strucné jeji zakladni princip, a pfi-
padné zajemce o podrobnéjsi rozbor odkdZzeme na literaturu (napf. |2, §|).

Obréazek 2 ilustruje princip Newtonovy metody pro jednu rovnici o jedné neznamé.

Predpokladejme, ze zname dostatecné presnou aproximaci z(*) feSenf z* rovnice

f(z) =0, (16)

kde f : R — R. V takovém pfipadé mtzeme levou stranu rovnice nahradit Taylorovym
polynomem prvniho stupné v bodé z(¥):

F@®) 4 /@)@~ 2®) ~ 0.

Timto jsme ptivodné nelineadrni rovnici prevedli na rovnici lineadrni. Funkci f jsme nahradili
tecnou k jejimu grafu v bodé 2(¥). Necht f’ (a;(k)) # 0. Vyd&lme piedchozi rovnici f’ (x(k))
a vyjadfeme si pribliznou hodnotu x*. Tuto pfibliZznou hodnotu miiZeme povazovat za
novou aproximaci FeSeni rovnice (16):

®)
L _m S @)
' (=)

Lze dokazat, Ze pii vhodné volbé pocatecni aproximace (%), konverguje posloupnost apro-
ximaci z®) k z* pro k — .

- () >

Obréazek 2: Jeden krok Newtonovy metody
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Stejny princip lze vyuZit i pro FeSeni soustavy rovnic ve tvaru F (x) = o, kde F : R" —
R™ F = (f1,..., fn). Iteracni pfedpis Newtonovy metody ma v tomto piipadé tvar

xFD) = x0) _ F/(x0)TF(x®),
kde F’/ (x) je Jacobian vektorové funkce F v bodé x:
J

, afi (x
(F (X))ij = J(;x(J )’

proi,j=1,...,n.

Protoze vypocet inverzni matice v kazdém iteracnim kroku by byl ¢asové néro¢ny,
pouziva se upraveni verze ve tvaru

F' (x")Ax®) = —F(x®), (17)

kde x(*t1) = x(®) + Ax(*) Takto staci k vypoctu x 1) pouze vyTesit soustavu n rovnic o
n neznamych. Tento zpisob vypoctu budeme pouzivat i my v feSenych prikladech v dalsich
kapitolach.

Dale je nutné zvolit pozadovanou presnost vypoctu, tedy ukoncovaci kritérium, které
nam zajisti, Ze vypocet nebude na pocitaci iterovat do nekone¢na. Je vhodné, abychom
vysledky ziskané Newtonovou metodou mohli vzhledem k Newmarkové metodé povazo-
vat za presné. Zvolime proto relativné vysokou pfesnost - pro ukonceni iteraci budeme
pozadovat aby rozdil dvou po sobé jdoucich aproximaci byl v euklidovské normé mensi
nez 10712, tedy Hx(k“) - x(k)H < 10712, Poznamenejme, Ze v naSem piipadé budou x (k)
dvouslozkové vektory, obsahujici hodnoty hledané funkce y a jeji derivace v piislusnych
casech.

4.2 Ovéreni podminek stability

V této casti prace vyjdeme z vysledktu kapitoly 3 a Newmarkovou metodou numericky
vyfesime konkrétni pocatec¢ni ulohu pro rizna 3, v i At. Pokusime se tak ovéfit poznatky,
které jsme odvodili v piedchozi kapitole.

Vyjdéme z rovnice (7) a zvolme w? = 1. Aby bylo Feseni této tlohy jednozna¢né, musime
si dale zvolit n&jaké pocatecni podminky. Necht tedy y (0) = 0 a ¢/ (0) = 1. Ziskdme tak
pocatecni tlohu ve tvaru

(18)

ktera spliuje podminky uvedené v kapitole 2 a mé jednoznacéné feSeni y(¢) = sin (¢) na R.
My tuto tlohu budeme Fesit pro ¢ z intervalu (0, 100).
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Obrézek 3: Numerické feseni tlohy (18) pii volbé g = %, v = %, At = 3,4

Podivejme se nejdiive, jak vypadd Newmarkovo schéma pro tuto konkrétni rovnici.
Dosadme proto pravou stranu (18) do predpisu (6):

1
Yni1 = Yn + Atz, — At? <5yn+1 + (2 - ﬁ> yn>

Zng1 = Zn — At (VYns1 + (1 —7) yn) -

Tim jsme pro kazdé t,, 41 ziskali soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych (Y41, 2n+1)-

Upravou dostaneme:

0

1
— (1+ A8) ypy1 + <1 + A (ﬁ - 2)) Yn + Atz
0 = *At'yynJrl — Zp+1 t+ (At (’Y - 1)) Yn + Zn.

Prestoze je tato soustava linedrni, a bylo by mozné ji jednoduse Fesit Gaussovou eliminaci,
vyfesime ji Newtonovou metodou. Ozna¢me proto fi a fo pravé strany vySe uvedenych

rovnic:

1
St Wns1,zn1) = — (14 Atzﬁ) Yn+1 + <1 + At (ﬁ — 2)) Yn + Atz

f2 (Ynt1, Zn—i-l) = —AlYYni1 — 2ng1 + (At (7 — 1) yn + 2
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Obrézek 4: Numerické feseni tlohy (18) pii volbé g = %, v = %, At =3,5

a vektorovou funkci F : R? — R2 F (y, 2) := (f1 (v, 2), f2 (y, 2)). Pfedchozi soustavu pak
miizeme vektorové zapsat jako

F (yn+17 Zn+1) = 0.

Vyjadieme si nyni Jacobiho matici funkce F a ujistéme se, Ze je regularni, a lze ji tedy
pouzit k vypoctu dle vzorce (17). Matice parcialnich derivaci funkce F ma tvar

—1-At35 0

/ _

Fua=( e %)

Determinant této matice je |F' (y,2)| = 1 + At?3. Protoze plati, Ze matice je regularni,

ma-li nenulovy determinant (viz [3]), maZeme tvrdit, Ze naSe matice je regularni v kazdém
bodé (y, z) € R? (pokud predpokladame, Ze 3 > 0).

stabilni, pripadné jaké musi byt At pro splnéni podminky stability.

2
Jelikoz 8 < % (pfipomenme, Ze ¢ = v — %), vyplyva z véty 3.2, Ze metoda je

pro nami zvolené konstanty 3 a v podminéné stabilni. Dosadme tedy zvolené § a v do
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Obrazek 5: Numerické FeSeni tlohy (18) pii volbé = %, N = %, At = 5.

nerovnosti
2 4

<—m——(1-¢,0<e<1

(L+0)°—4p
a ur¢eme, jaké musi byt ©2, aby byla nerovnost splnéna. Necht € = 0. Pak po dosazeni
ziskame

e? <12

Protoze ©? = w?At? a w? se v naSem piipadé rovna 1, plati pro krok At podminka
At < 24/3 22 3,46. Pro tyto hodnoty At by tedy metoda méla byt stabilni.

Abychom potvrdili, Ze nalezend maximalni hodnota At je spravné, vyreSme nyni nu-
mericky tlohu (18) pro At = 3,4 a pro At = 3,5. Jak vidime na obrazku 3, p¥i volbé
At = 3,4 je sice chyba numericky ziskaného feSeni vlivem velkého kroku At relativné
vysoka, avSak osciluje a neunikd do nekonecna. Staci vSak zvétsit At o 0,1 a dostaneme
se nad vySe vypocitanou hranici stability a chyba numerického feseni prudce roste. Tuto
situaci zobrazuje graf na obrazku 4.

Naleznéme nyni takova (8 a «y, aby byla Newmarkova metoda stabilni pro libovolné At.

2
Uvazujme napt. § = 1 a4 = 1. V tomto piipads je g > 100

3 a plati prvni ¢ast véty
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3.2. Méli bychom tedy teoreticky byt schopni zvolit si libovolné velké At a chyba presto
neporoste k nekonec¢nu.

Zvolme At jesté vétsi nez v predchozim prikladé, napr. At = 5. Vysledek vidime na
obrazku 5. Chyba je opét velmi velka, avSak shora omezena. Nemélo by se tedy stat ani
pro t > 100, Ze prudce vzroste k nekone¢nu.

Nakonec se podivejme, jak vypadé feseni ulohy (18) pii jemnéjsi diskretizaci. Ponechme
6= % ay = % a krok At tentokrat zmenSeme na 0, 1. Na obrazku 6 vidime, Ze pii takto

jemné diskretizaci jiz ziskAme pouzitelné vysledky.

Na nékolika piikladech jsme tedy ovérili platnost vysledkt ziskanych v kapitole 3.3.
Nesmime vak zapomenout, Ze tyto vysledky se tykaji pouze rovnic ve tvaru y” + w?y = 0
a pro jinak zadané tulohy mohou byt odlisné!

4.3 Ovéreni radu metody

VyteSme nyni jinou tlohu a zaméifme se velikost chyby, ktera pii feSeni vznikd. Bude nas
zajimat rychlost, s jakou tato chyba konverguje k 0 se zmengujicim se diskretiza¢nim kro-

kem At. Chybu budeme méfit v euklidovské a maximové normé, dale v normach prostort
L? a H'.

Resme tedy pocatecni tlohu
y" =2yy,

y(=5) = tgh (6),/(—5) = —— (19)

cosh? (6)
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na intervalu (—5,5). I tato dloha spliiuje podminky véty 2.2 a proto na tomto intervalu
existuje pravé jedno jeji feSeni y = tgh (1 —t). Pfipomenme, Ze hyperbolicky tangens je

sinht _ et—e™?
cosht = et4e—t"

definovan vztahem tght =

Podobné jako v minulé kapitole si nyni vyjadiime Newmarkovo schéma pro tuto kon-
krétni rovnici. Rovnou jej vSak upravme do tvaru vhodného k feseni Newtonovou metodou
prevedenim y,41 a 2,41 na pravé strany rovnic:

1
0 = Yn + Atzn + 2At2 <,8yn+12n+1 + (2 - B) yn2n> — Yn+1
0 = 2y +2At(YWnr12na1 + (1 =) Ynzn) — 2nt1-

Ozna¢me po fadé fi pravou stranu prvni rovnice a fs pravou stranu druhé rovnice. Potom
pomoci vektorové funkce F : R? — R?, F (y, 2) := (f1 (y, 2), f2 (3, 2)) zapiSeme piedchozi
soustavu jako F (yn41, 2n4+1) = 0. Jacobian této funkce méa tentokrat tvar

, (2A8282 -1 2A¢By
F(y.2) = ( 2Atyz 2Atyy — 1

a protoze determinant této matice je [F' (y, z)| = —2At (AtSz + vy), bude matice regularni
pokud AtBz + vy # 0.

Zvolme nejdiive g = i ay= % Z kapitoly 3.2 vime, Ze pro v = % je metoda radu 2,
proto by méla konvergovat rychleji nez pfi jiné volbé .

V tabulce 1 nalezneme relativni chyby feSeni (d,) a jeho derivace (J,) v riznych norméach
(viz ptiloha A). Vidime, Ze pro § = i ay = % klesa chyba v zavislosti na At s fadem 2.
Zvolime-li vSak 8 = %, vy = %, je Tad konvergence pouze 1.

Nakonec se jesté na obrazku 7 podivejme na grafické znazornéni feSeni tlohy (19) pf¥i
8 = i, v = % a ruznych Atf. Grafy prehledné znazornuji, jak chyba numerického feSeni
konverguje k 0 pfi zmensujicim se At. Obréazek 8 potom znéazoriiuje FeSeni nasi tlohy pri
rizné volbé 3. Parametr v = % zistava konstantni. Jak lze ocekavat, nejhorsiho vysledku
dosdhneme pii 8 = 0, kdy je hodnota y,4+1 aproximovana v podstaté pouze Taylorovym
rozvojem druhého radu. Rozdily mezi feSenimi pii § = %, 6= % afd= i nejsou na prvni
pohled piilis patrné. Rozdil mezi témito grafy a poslednimi dvéma je jiz ale zfetelnéjsi.

Nejlepsich vysledkt dosahneme v tomto piipadé pii = 3 a § = %.
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Obrézek 7: Numerické Feseni tlohy (19) p#i volbé g = %, v =

0,05 a At = 0,02.
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5 Aplikace Newmarkovy metody pii reSeni soustav diferen-
ciadlnich rovnic

Jak jiz bylo feceno v tvodni kapitole, pii feSeni redlnych problémi si vétsinou nevystacime s
jedinou diferencialni rovnici. Zkoumany model byvé ¢asto popsan systémem diferenciélnich
rovnic a pro snazsi feSen{ je vhodné jej prevést do maticového tvaru. V posledni kapitole
si tedy naznacime zpusob FeSeni takového problému.

5.1 Uloha dynamické pruZnosti

Zkoumejme napf. tlohu dynamické pruznosti, ktera je popsana rovnici

Ot
# + 05,5 (t) + F5(t) = 0,

ot
kde o(t) := (04;(t)) je tenzor napéti a F(t) := (F;(t)) udava hustotu objemovych sil -
tedy silu pusobici na jednotku objemu v ¢ase t. Tuto rovnici chceme feSit na mnoZziné
Qr = Q x (0,T). Material télesa necht spliuje linearni Hooktiv zakon ve tvaru

Oij = Cijkier (u) .

V tomto vztahu znaci ey (u) slozky tenzoru malych deformaci a ¢;ji; jsou elastické koefi-
cienty charakterizujici vlastnosti latky. Dale chceme, aby platilo
u; =0na Ty x (0,7)
oijn; = Pyna Ty x (0,7T),
kde P := P(t) je hustota povrchovych sil v ¢ase ¢, n je vngjsi normalovy vektor k hranici

0 a 'y aI'y jsou navzajem disjunktni ¢asti hranice mnoziny €2. Definujme jesté pocatecni
podminky « (0,-) = ug a % 0,-) = uy.

Pfenasobime-li nyni celou rovnici testovaci funkci v z prostoru vhodnych testovacich
funkei V' ziskdme slabou formulaci tlohy:

2u
<3atgt)’v> +a(u(t),v) = (f(t),v),Yo e V,¥t € (0,T), (20)

1V této kapitole pouzivame Einsteinovu sumaéni konvenci, tzn. pFes opakované indexy se séita. Déle
index za ¢arkou bude znacit parcialni derivaci podle proménné dané hodnotou indexu.
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kde

a(u(t),v) := /Cijklei]’ (u(t)) e (v) de,

Q
(F (), v) :/F (t)vider/Pi(t)vids.
Q

1)

Ulohu (20) budeme fesit Galerkinovou metodou. Necht V;, C V je koneénédimenzionalni
podprostor a {¢; }?:1 jeho baze. Ptiblizné feSeni u, hledame ve tvaru

un(t,:L‘):Zaj (t)pj(z),te(0,T),z € (21)
j=1

feSenim soustavy

20, |
<(9 8t2(t)’“0"> +alun(t),ei) =(f(t),¢i),Vi=1,...,n

Dosadime-li za u, (21) ziskime soustavu oby¢ejnych diferencialnich rovnic pro neznamé
funkce aq, ..., an:

S (1) eropi) + 3 g (D alojp) = (fpd) Vi=1,....n.
j=1 j=1

Nynf ozna¢me @ (t) := (a1 (), ..., 0n )7, M := {{¢;, goj>}?j:1 matici hmotnosti a A :=
n
i

{a (i, @5)} j—1 matici tuhosti. Zbyva prevést pocateéni podminky do vhodného tvaru
n
Up = Uon = ZOéOjSOj
j=1

n
Uy = Uin = E a1;P;5.
J=1

Cely problém zapiSeme v maticové formé
Ma” (t) + Aa (t) = F(t)
0) = (0501, N ,Oé()n) (22)

a(
a (O) = (0411,...,041”) .

Ulohu najit funkci u jsme takto pfevedli na problém nalezeni koeficienti linearni kom-
binace aq (t),...,ay (t) vyhovujicich soustavé (22). Na tuto soustavu muZeme aplikovat
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Newmarkovo schéma podobné jako na jedinou diferencidlni rovnici. Za¢néme tim, Ze si
soustavu pfevedeme do vhodnéjsiho tvaru osamostatnénim & ():

& (t) = M L (F(t) — A (t))

V dalsim kroku muzeme diskretizovat @ (¢) v ¢asovych krocich ¢, pomoci Newmarkova
schématu. Jesté predtim ale oznacme ay, := @ (t,,), wp, := @ (t,), ap := @ (0), wo : =@ (0)
a F,, := F(t,). Nyni jiz maZeme psat:

1
Uni1 = o + Atw, + At? (ﬁM‘l (Fri1 — Acypr) + (2 - 5) M~ (F, — Aan)>( )
23

Wit = wp + At (M (Frg1 — Aapyr) + (1— ) MY (F, — Aay))

Nyni roznasobme zavorky na pravych stranach obou rovnic a vynasobme (23) matici M.
Po apravach dostaneme:

1

1 1
@M (g1 — oy — Atwy) + A (ﬂanﬂ + <2 — ﬂ) Oén) = fFpq1 + (2 - 5) F,

1

EM (Wnt1 —wn) + A (van1 + (1 =) an) = YFpp + (1 —7)Fy

Abychom se zbavili neznamé w,,, vyjadreme si pomoci druhé rovnice (23) hodnotu wy,:
wy = wyt1 — At (M (Frg1 — Aag1) + (1—9) M™H(F, — Aay))

kterou nasledné muzeme dosadit do prvni rovnice. Ziskame tim:

1

1
@M (g1 — ap — w1 AL) + A <([3 — ) Qnt1 + <’y -6 — 2) an) =

(24)
1
=For1(B+7)+F, (725>-
Nakonec jesté z prvni rovnice (23) vyjadiime hodnotu Atw,,y1:

Atwn-‘,—l = Qn42 — Qpt1 —
1
—A# <5M_1 (Fny2 — Aapyo) + <2 - 5) M (Fny1 — Aan+1)>

a dosadme ji do rovnice (24). Po upravé muZeme rovnici psat ve tvaru:

1

A2

1 1
M (ant2 — 20041 + ) + A (ﬂan+2 + (2 - 20+ ’y) Qnt1 + (2 + 8- 7) an) =

1 1
= fF 42 + (2_25"'7) Fri+ <2+/8_’7> F.
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Roznésobime-li nyni zavorky na levé strané rovnosti a vytkneme tentokrat ¢leny ay,o,
Qnt1 & Q, dostaneme rovnici ve tvaru:

At?
1 2 1 1
+<A <2—25+’y> —AtQM> p41 + <MM+A<2+5_7>>an:

1 1
= BF 2 + (2—254"7) Fni1+ <2+5—7> F.

1
<M + /6A> Op42 +

Abychom vypocitali 12, potfebujeme znat dvé predchozi hodnoty au,4+1 a a,. K dokon-
Ceni uvah si tedy staci uvédomit, ze hodnoty «q i wg jsou zadany a nebude pro néas proto
problém spoéitat dle piedpisu (23) hodnotu a;. Pfendsobme jesté predchozi rovnici At? a
prevedme na pravou stranu vse kromé ¢lenu (M + AtQBA) n+o. KdyZ nyni ozna¢ime pra-
vou stranu takto vzniklé soustavy 7, a preindexujeme prvky vektoru «, bude mit soustava
vysledny tvar:

(M+At2ﬁA) On+1 = Tn,
n=1,...,N—1.

(25)

Timto jsme v kazdém kroku ziskali soustavu linearnich rovnic, kterou jiz mtZeme fesit
nékterou ze znamych metod. Dalsi informace o feSeni soustav diferencidlnich rovnic pomoci
Newmarkovy metody nalezne ¢tena¥ napi. v [1, 5, 7].

5.2 Reseny piiklad

Na zavér vyreSme konkrétni tdlohu, kterd vede na soustavu diferenciélnich rovnic. Priuhyb
struny ve sméru osy y byva popsén vinovou rovnici

OPu(t,z)  d*u(t,z)

o2 02 (26)

Resme tuto rovnici pro ¢as t € (0,T). Predpokladejme, 7Ze struna méa délku [ a je pevné
uchycena ve dvou krajnich bodech = = 0,1, tedy u(t,0) = u(t,l) = 0,t € (0,T). K t&émto
okrajovym podminkam je nutné pridat poc¢ateéni podminky na vychyleni a rychlost struny:

u(0,x) = ug(x),

ou(0, z)

5t =uy(z),z € (0,1).
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Slabou formulaci tlohy ziskime pfendsobenim rovnice (26) testovaci funkei v € Hg ((0,1))
a integraci pres (0,1):

l l
Ou(t, ) Ou(t,z)
/Wvdx/amzvdm
0 0

~ 2
Clen [ 0 gig’z)v dz miZeme integrovat per partes a vyuzit toho, ze v(0) = v(l) = 0. Rovnici
0

tim prevedeme do tvaru

l l
O?u(t, x) ou(t, x) v 1
0 0
Diskretizujme rovnomérné interval (0,1) (z; = hi,i € {0,...,n},h = %) a zvolme béazi

{gpi}?z_ll podprostoru V,, C Hg ((0,1)) takto (viz obrazek 9):

T Va e (w1, @)
Y5 = w, V.%‘E(xi,.%'i_1>, i1=1,....n—1
0, jinde.

Hledanou funkci u tedy aproximujeme pfibliznym FeSenim u,,:

n—1
u(t, ) & up(t,2) = a;(t)p;(@).
j=1

Pro Galerkinovu aproximaci w, miZzeme rovnici (27) pfepsat do tvaru
n—1 n—1
j=1 J=1

VA
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i
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s
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&
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(=]
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o
=
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I
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=

Obrazek 9: Baze prostoru V,,.
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kde (-,-) znaéf skalarni soucin prostoru L2 ((0,1)). Odtud jiz snadno odvodime maticovy
zapis tlohy:

Ma" + Aa =o
a(0) = (aot;- - -, on—1) (28)
a@(0) = (a1, -, an—1)-

Vy¢islenim skaldrnich soucint (p;, ¢i) a (¢}, ;) uréime tvar matice hmotnosti M a matice
tuhosti A:

%% 0 0 2 -1 0 0

: 2 0 0 -1 2 0 0
M-h | A

00 %% 0 0 2 -1

0 0 : = 0 0 -1 2

Vsimnéme si podobnosti soustavy (28) se soustavou (22). Abychom nemuseli pomoci New-
markova schématu zdlouhavé odvozovat soustavu linedrnich rovnic pro kazdy ¢asovy oka-
mzik t,, dosadme do (22) za F(t) nulovy vektor a vyuzijme vysledki ziskanych v minulé
kapitole. Upravou soustavy (25) ziskame:

(M + A#BA) a1 = <2M — At’A (; — 28+ 7)) Qo —

1
—<M+At2A<2+ﬁ—'y>>an_1, n=1,...,N — 1.
Tuto soustavu linearnich rovnic fesime v kazdém kroku Gaussovou eliminaci.
Na obrazku 10 je vykresleno numerické feSeni této tlohy pii pocateénich podminkach

uo(x) = sin (27x) ,
ui(z) =0,

a délce struny | = 1 ve vybranych ¢asech t,.

33



Obrazek 10: Kmitani struny délky I = 1 pfi volbé 8 = 1,7 = 1,At =0,01 a h = 0,01.
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6 Zavér

Cilem této bakalarské prace bylo seznamit ¢tenéfe s Newmarkovou metodou fesen{ diferen-
cidlnich rovnic druhého fadu. Odvodili jsme Newmarkovo schéma pro jednu diferencialni
rovnici a zabyvali se fadem konvergence a stabilitou metody. Na nékolika konkrétnich po-
catecnich tlohéach jsme poté oveérili teoretické poznatky porovnanim numericky ziskaného
FeSeni s feSenim analytickym.

Protoze v praxi nachazi metoda uplatnéni zejména pii feSeni soustav diferencialnich
rovnic, nabizi se moznost pokracovani ve vykladu tohoto tématu v diplomové praci. V po-
sledni kapitole jsme proto naznacili dalsi mozny vyvoj prace odvozenim zékladnich vztahi
pro feSeni soustav diferencialnich rovnic Newmarkovou metodou.
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A Normy pouzité pri urcovani chyb

V préaci je pro vypocet chyb numerického feSeni pouzito né€kolik riznych norem. V prvé
fadé se jedna o klasickou euklidovskou normu £2, ktera je definovina vztahem

Pouzita je rovnéz H' norma definovana na Sobolevové prostoru H! ((a, b)) jako

b b
£l = /f<x>|2 dx+/f’(:n)|2 .

Posledni z pouzitych norem je maximova norma vektoru:

|z]loe = max |z
i=1,...,n

EatAt]

Vzhledem k tomu, Ze zndme hodnoty funkce f (v naSem piipadé chyby numerického
feSeni) pouze v diskrétnich bodech, je tfeba k vypoctu integralu pouzit néktery ze zptisobu
numerické kvadratury. V praci je pouzito sloZené lichobé&znikové pravidlo s krokem h, které
je definované vztahem:

b n—1
/f(x) dr~ (f(zmzzf(:ci)w(xn)) ,
P i=1

kde zg = a, 2, =ba h =22
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Vypisy zdrojového kédu

function [ err euc, err _max, err L2, err H1, errz_euc, errz_max, errz_L2] = newmark( phi, y0,
20, beta, gamma, delta, t0,tn, ep, graph, solution, solutionz )

%NEWMARK Solves second order differential equation using Newmark's scheme

%y =philt, y(t), y'(t))

% phi right side of differential equation

% y0 initial value of y

% z0 initial value of y’

% beta  beta argument of Newmark integration scheme

% gamma gamma argument of Newmark integration scheme

% delta  timestep

% tn length of interval

% eps iteration accuracy

% graph enables/disables graphics

% solution analytical solution of problem (function handle)

% solutionz  derivative of analytical solution (function handle)

% returns solution and relative errors of solution and its derivative in euclid norm, max
norm, L2 norm,

% HI1 norm

— phi(t0, y(1), 2(1)):
=(t0:delta:tn);

%Newmark scheme:

fl=0(y 1.z 1y prz_pr,b_prstep) —y 14y pr + deltaxz_pr+(delta”2)*(betaxphi(t0+deltas(
step—1),y 1,z 1)+(0.5—beta)xb_pr);

f2=0(y_1,z 1y priz_prb_prstep) —z_1+4z pr + deltax(gammaxphi(tO+deltax(step—1),y 1,z 1
)+(1—gamma)xb_pr);

%General Jacobian matrix

dfl _dy=0(y 2,z 2,y pr,z_prb_prstep) (f1(y_2+delta,z 2,y prz_pr,b_prstep)—fl(y 2,z 2,
y_pr,z_pr,b_pr,step))/delta;

dfl _dz=0(y 2,z 2,y prz_prb_prstep) (fl(y 2,z 2+deltayy pr,z_prb_prstep)—fl(y 2,z 2,
y_pr,z_pr,b_pr,step))/delta;

df2_dy=0(y 2,z 2,y pr,z_prb_prstep) (f2(y_2+delta,z 2,y prz_prb_prstep)—f2(y 2,z 2,
y_pr.z_pr,b_prstep))/delta;

df2_dz=0Q(y 2,z 2,y prz_prb_prstep) (f2(y_2,z 2+delta,y pr,z_prb_prstep)—f2(y 2,z 2,
y_pr,z_pr,b_prstep))/delta;

yt =y(1);
zt = z(1);
%newton method iteration count:
iter =zeros(1,length(domain));

for i=2:length(domain)
stop=0;
J=[dfl_dy(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i), dfl_dz(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i);
df2_dy(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i), df2_dz(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i)];
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new_aprox=J\(—[f1(ytzt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i);f2(yt, zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i) ]) +[yt; zt

while (norm(new _aprox—[yt,zt]")>ep)
%General Jacobian matrix
J=[dfl_dy(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i), dfl_dz(ytzt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i);
df2_dy(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i), df2_dz(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i)];
yt=new__aprox(1);
zt=new_ aprox(2);
newiapr]ox=J\(—[fl(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i);f2(yt,zt,y(i—1),z(i—1),b(i—1),i)])+[yt;
zt |;
iter (i)=iter(i)+1;

end

y(i) = yt;

z(i) = zt;
b(i)=phi(t0+deltax(i—1),yt,zt);

end

analytic =solution(domain);
analyticz =solutionz(domain);
erry =analytic—y;
errz=analyticz—z;

dErry=diff _2(erry, delta);

solution2 = @(t)(solution (t))."2
solutionz2 =0(t) (solutionz(t))."2;

% relative errors
err_euc=norm(erry)/norm(analytic); %in euclid norm
err_max=norm(erry,inf)/norm(analytic, inf); %in max norm
err_L2=sqrt((delta/2)x(2xerry(2:length(erry )—1)xerry(2:length(erry)—1) "...

+erry(1) ~2+-erry(length(erry)) ~2))/sqrt( quad(solution2,t0,tn)); %in L2 norm
err_Hl=sqrt((delta/2)*(2xerry(2:length(erry)—1)xerry(2:length(erry)—1)'+...

erry (1) “2+erry(length(erry)) ~2)+((delta/2)*(2«dErry(2:length(dErry) —1)«dErry(2:length(dErry)

-1)"..
+dErry(1)~2+dErry(length(dErry))~2)))/sqrt(quad(solution2,t0, tn)+quad(solutionz2,t0,tn));
%in HI1 norm

errz__euc=norm(errz)/norm(analyticz); %in euclid norm

errz_max=norm(errz,inf) /norm(analyticz, inf); %in max norm

errz_ L2=sqrt((delta/2)*(2xerrz(2:length( errz)—1)xerrz(2:length(errz)—1) ...
+errz(1)~2+errz(length(errz)) ~2)) /sqrt( quad(solutionz2,t0,tn)); %in L2 norm

if (graph==1)
hold on;
grid on;
box on;
[AX,H1,H2]=plotyy(domain, y, domain,abs(erry));
set(get(AX(1), Ylabel"), " String ", "Numerické_reseni');
set(get(AX(2),"Ylabel"), " String ", ' Chybaunumerického feseni');
xlabel (' Cas');
set(H1,  LineStyle ', —")
set(H2, LineStyle ", " ——")
legend('chyba’,'y {num}'.2);
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hold off;

end;

if (graph==2)
hold on;
grid on;
box on;
plot (domain, y, '—ks');
plot(domain, analytic, '—.k«');
plot (domain, y—analytic, '—.kx');
legend('y {num}'’y’,'Chyba’,2);
hold off;

end;

Vypis 1: newmark.m

function [ U] = newmark sys(t max, |, u_0, u_1, delta_t, beta , gamma)

%NEWMARK _SYSTEMS Solves part. diff. eq \part~2 u(t,x)/\part t*2 = \part~2 u(t,x)/\part x"2
(wave eq)

% t_max <0, t_max> — time interval

% | length of string

% u_0, u_1 initial conditions

% beta, gamma Newmark method parameters

delta_x=I/(length(u_0)—1);

x=0:delta_x:l;
t=0:delta_t:t max;

n=length(x);
tn=length(t);

%mass matrix
M=eye(n)*(2/3)+diag(ones(n—1,1),1)*(1/6)+diag(ones(n—1,1),—1)x(1/6);
M(1,1)=1/3;

M(n,n)=1/3;

M=M.xdelta x;

% rigidity matrix
A=eye(n)*2—diag(ones(n—1,1),1)—diag(ones(n—1,1),—1);
A(1,1)=1;

A(n,n)=1;

A=Axl/delta_x;

U=zeros(tn,n);

U(l,:)=u_0;

plot(x,U(1,:));

grid on;

pause(0.001);

U(2,:)=((eye(n)+delta_t~2x«betaxinv(M)*A)\(u_0'+delta txu_ 1'+delta t"2x(0.5—beta)*inv(M)x
Asu_0'))";

plot(x,U(2,:));

pause(0.001);
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for i=3:tn

b=(delta t"2%(—(Ax(0.5—2xbeta+gamma)—(2/delta t~2)xM)*U(i—1,:)'—((1/delta_t"2)xM+
Ax(0.5+beta—gamma))«U(i—2,:)"));

X=(M+delta_t"2xbetaxA);
b(1)=0; b(n)=0;
X(1,:)=zeros(1,n); X(1,1)
X(n,:)=zeros(1,n); X(n,n)
U(i,:) =X\b;
plot(x,U(i,:));
grid on;
hold on;
%analytical solution
%oplot(x,0.5.x( sin (2« pi .« x+2xpixdelta _t«i)—sin(—2«pi.xx+2«pixdelta_t«i)),'r’);
ylim([-1 1]);
pause(0.001);
hold off;

end

1
1

end

Vypis 2: newmark sys.m
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