
STATE 

Tomáš Tichý* 

Výkonnost replikace digitálních opcí při neúplném 
modelu 

Abstract /I 

Digital options are financial derivatives allowing the trader to decompose 
the payoff of more complicated derivatives. The payoff of these contracts is all or 
nothing. Therefore, contracts of this type are suitable especially to hedge exotic 
derivatives with any discontinuity in the payoff function. The paper provides the 
two most common ways to replicate the payoff of these contracts - static and 
dynamic replication. Both methods are compared in discrete environment and 

subsequently studied for the case of incomplete model. To be more exact, we 
suppose (i) stochastic volatility o( underlying asset returns and (ii) the negative 
skewness plus positive excess kurtosis of underlying returns. 

1. Úvod

Jednou z hlavních úloh finančních institucí je pi'ebírání rizika od subjektů,
které jej nejsou ochotny akceptovat. Děje se tak například prostřednictvím 
nabídky různých finančních derivátů. Je však zcela zřejmé, že i finanční instituce 
musejí přebírané riziko určitým způsobem ř'íclit. 

Jedním z aktiv, které umožňuje dekompozici mnoha sl-0žitých finančních 
derivátů s nespojitou výplatou jsou digitální opce, viz Andresen et al (2002), Carr 
a Chou (1997) nebo Carr et al (1998). Základním předpokladem úspěšného řízení 
rizika složitějších derivátů je tedy možnost dostatečně přesně replikovat výplatu 
digitálních opcí. Replikací je obecně myšleno vytvoření takového portfolia, které 
bude mít stejné charakteristiky (hodnota, výplata, riziko) jako cílená struktura. 

Za předpokladu dokonalého trhu i modelu by replikace neměla představovat 
r problém. Na reálných finančních trzích však dochází k výskytu různých 

nedokonalostí, které replikaci více či méně komplikují. Jedná se například 
o nespojitost obchodování s konečným počtem aktiv, která nejsou nekonečně
dělitelná, existenci transakčních nákladů, nedostatečné informace ohledně
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podkladov6ho procesu vとetn6 nezn貞m6 (stochastick) volatility, kter zp貢sobuje 
ne丘pinost modelu, v,skyt skok貢  apod. 

Clem tohoto と  l自nku je ov6fit vkonnost jednoduch dynamick a statick 
replikace digitdlnich opci pi diskr6tnim obchodov'ni a (i) stochastick volatilit6 
nebo (ii) odli§n6m (nezndm'm) charakteru podkladov'ho procesu. V obou 
噂padech bude jedinm znmm modelem, teむ tm, kter je mo乞n6 aplikovat 
pi replikaci, BS model (Black a Scholes, 1973). Skuteとn vvoj podkladov'ho 
procesu bude v prv6m p五pad modelov'n dle HIN modelu (Hull a White, 1987) 
a ve druh6m p斉padる  dle VG modelu (Madan et al, 1998). To zpdsobi ne丘pinost 
replikaとniho modelu. 

Postup je ndsledujici: Nejd ve je uvedeno zdkladni 亡  len6ni digitlnich opci 
vetnる  principu jejich ocen'ni v ramci BS modelu. N貞slednる  je struとn6 popsdna 
dynamick百  replikace, opるt v ramci BS modelu, a statick dekompozice. Posl6ze 
jsou definov貞ny jednotliv6 zde aplikovan6 procesy. Konkr6tn6 se jedn貞  o Brownv 
geometrick pohyb, Variance gama proces a HW model (proces stochastick 
volatility). Za配  elem srovndni obou metod je v 5. a 6. kapitole realizovdno 10 000 
nhodnch sc6n旺貢  vvoje ceny podkladov6ho aktiva. Tyto nahodn' cesty jsou 
v乞dy rozとlenるny tak, 乞  e zskAme 5 raznch typ貢  cest - s cenou m'nici se jednou 
za [h. 6h. 24h a 120h. piとem乞  je piedpoklad貞n 24 hodinovf obchodni den. 
h1VOLflOSL stuaovane opce je zD unu. 

2. Digit貞lni opce a jejich ocenとni 

Opc je obecnる  my§len finanとni derivdt nelineArnho typu, kteif umo乞huje 
ve stanovenem c ase stran6 s dlouhou pozici (vlastnik opce) jeji vyu乞iti, co乞  m龍e 
vyt spojeno s ruznymi, predem stanovenmi podminkami ovlivhujicmi vfplatni 
JunKci ( zapiaceni reallzacni ceny, dosaえeni stanoven' meze cenou podkladov6ho 
aaiiva apod.). Jestli2e je opce uplatnitelnd po celou dobu sv‘ 乞  ivotnosti, jedn' se 
O opci americkho typu. Opce evropsk6ho typu pak je uplatniteln貞  jen v dobる  
Zralosti ( pi konci sv' ivotnosti). Obecn6, opce, jeji乞  vlastnik disponuje nrvem 
KOUpit podkladove aktivum, se oznauje jako call (tj. kupni) opce. Je-li s oPc 
spojeno pravo prodeje podkladov6ho aktiva, jedn百  se o put (prodejni) opci. Once. 
jejicnz vyplatni funkce je slo乞itj喜i, jsou oznaとov貞ny jako once exotick. Z'visf-li 
vypjata na vyvoji ceny pokladovho aktiva v pr貢b'hu ivotnosti opce, a ne jen 
ceno aktualni, hovofime o PD opcich (path-dependent). 

Z貞kladni typy digit貞lnch opci 

Dritel digitdlni call opce obdr乞i vplatu v pipadる, 乞  e spotova cena $ 
podkladov6ho aktiva doshne ceny realizaとn 'K. Vplatu m龍e pedstavovat 
dohodnut と貞  stka Q, vybran6 aktivum nebo m貢営e bt urとena jinm zp貢sobem. 
Opci lze dohodnout tak, 乞  e k vplat6 dojde, pokud S dos貞hne K kdykoliv bhem 
亡asov6ho 丘  seku v (jednalo by se v podstatる  o PD opci typu knock-in), nebo jen 
POkud tato skuteとnost nastane v dobる  zralosti opce (tj. bari6ra je aktivni jen 



v okamiku T). D貢leitou charakteristikou je skute亡nost, 乞  e vyplata nez五vis na 

Mstce. o kterou hodnota S pies'hne 7'. Vplata je bud v§e, anebo nic. 一一一ー  ．  
Nejjednodu諮m piikladem digit貞ln opce je c ash・or・nothiUg call. L?rzlteli 

tto once bude vyplacena dohodnutA M stka Q, pokud v と  ase T pies自hne lioanOza 

S realizaとn cenu 7'. At u乞  bude cena podkladov6ho aktiva v dobe realizace 

jakkoliv vy醜i ne王  1', bude ve v百ech pHpadech v plata odpovidat stejnCc astce W
1' 

wPlatu can opce w dig-ca h pak mら乞eme zapsat:Vplatu call opce 

甲
d19

ca/I 	び7 X 
Q)= {Q 	jestli e

O 	jestli e :;< 1' 

Je zejm6, 乞  e vzroste-li cena podkladov6ho aktiva nad stanovenou realizaとni 
cenu v と  ase t1 = 0.74 a udr王i se zde a乞  po t2 = 0.92 a n貞sledn喜  klesne, bude 

vplata v首ech opc jejich乏  doba zralosti T E (t1 ; t2 > stejnh ve v§i Q. Oproti 

tornu opce a 7と  t2 budou mit nulovou vplatu. Pokud by se jednalo o opci 

bari6rov6ho typu knock・in, bude platit rovnost v'platy pro v§echny opce s 
Tと  t'、  = 0.74. 

Jinm phpadem digit貞ln opce je asset-or-nothing, jeji乞  vplata nen 
pevn貞 M stka Q, ale hodnota aktiva v dobb' realizace opce. Sloitj喜im p kladem 
bin貞rnfch opcf jsou tzv. gap opce, tj. opce, kter maji ve sv6 vplat mezeru, 

nkdy spojovan6 s pedchozim pipadem. Vztah mezi ノ穿“SSJ a cyq cask je 
rovn既  mo乏n6 zapsat n貞sledujici paritou, 

ィV留一直S ' (?;3，火;S)＝火・ツ才“5h化8,火；Q ＝り＋Iノ群”で;SK〕  (2) 

Oeenるn di卓thiich opc 
ーーー Digit貞lni once typu cash-or-nothing m貞  vplatu rovnu pfedem stanovefle 

気一‘一h51,,.n十nhllAp i所innき五しョとnfha」皿ota ur加na souとasnou hodno切uteto 
ぬstce Q.rrozo uuae jwji poしmAル“'"v、“」v”一  ーーーーー  ーーーー一  

Mstky v館enou pravdpodobnost, 乞  e dojde k uplatn'ni．ー  opce. 1'ri riziKove 

neutrhlnm ocenるn se bude jednat o rizikovる  neutrAln pravdpodobnost dosazeni 
realizaとn ceny 1' a diskontov貞n k poと貞tku bude probhat bezrizikovou sazbou r 

Pedstavuje-li N(d_) pravdるpodobnost, 乞  e dojde k uplatn6nf opce, tj. 乏  e S- 

dos貞hne minimlnる  stanoven6 v喜e 1', tak lze pro cenu opce ps貞t, 

ッ才Cロ効 = Q e11・ r.rN(dー）  (3) 
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~ ーー”興ー里ー‘STATE 

cenu put op
ce 4 dlQ-cash

Cenu put opce 	 lze ziskat obdobnる.る  V r貞mci BS modelu 

pfedstavuje N(d) pravdpodobnost, 乞  e n貞hodn‘ 亡f slo z N(O;l) bude men首i ne 

dー， kde 

In (8/X)+rーギlV 
、 	‘ ノ  

（丁 ‘マ7 
	

(4) 

Hodnota call opce 4留ーロssどI v と  ase t bude z貞visl' na hodnot aktivacall 

oekvan6 v と  ase 7. V podstatる  se tedy vychAzf z hodnoty p五slu言n6ho kontraktu 

futures se splatnost v 亡  ase 7 A tedy, 

(V留 - asset=S e19 「 N(d + ) 

3. Replikace digitlnich opci 

Z hlediska Doとtu revizi replikaとniho portfolia v と  ase lze rozli§it dynamickou 
a statickou replikaci. Dynamick replikace je zalozena na sestaveni repiiacnino 
portfolia H(fB, 8) ze dvou aktiv, aktiva bezrizikov6ho (bezrizikov' obligace, 

b龍nタ 6と  et apod.) a rizikov'ho (zpravidla podkladov6ho). Po, celou dobu ivotnosti 

(replikace) je nutn6 upravovat mnostvi obou aktiv v portiotlu, tan, any vzay Dylo 

mo乞n6 o亡ek貞vat, 乞  e se replikaとni portfolio bude v naslectujicim casovem use''u 

chovat stelnる  jako replikovan6 aktivum. 

V r貞mci BS modelu lze replikaとn portfolio ’ノ1 I'b,')) sestavit taxto 

7イ‘ =x t B'＋ム‘ s',p 

a 

(7) 

Dpcln灘蕪難蕪鷺鷲鷲鷲 

滋
nespojit promoc statick)rava mnostv燕蕪jev se jako vhodn aproximovat jejh aktivech. Tedy tak, aby nebyla nutnLu. 

d ー＝  

(6) 
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Uvaujme digitdlni call opci f = V "sh (v; 8, 'K; 0), piでem乞  Q = 1. 

T6to vplaty lze dos貞hnout pfi sestaveni spreadu z b6乞n,ch opci, jejich乞  
realizaとni cena se li§i o Q. Uvaujme portfolio 

残男貿I=4砦ブi/a （γ,8,X 一Dーツ認ル（γ ， 4s,X> 

Toto portfolio bude replikovat v,platu 甲認ーc4助  (r; 8, X; 0) pro v§echny 

hodnoty z intervalu 8r E (0;?' -1) v (7'; co). Pro dopl五ujci ro'mez bude 

vplata 9-t vy弱i ne乞h 可．  

Prm7 2斤）=1 

Jedn貞  se proto o superreplikaとni portfolio a jeho vchozi hodnota musi bt 
vyi. Alternativn, 

Pr(H7- た）=1, 9ィ群認I)) ＝ツ器dIJロ （ris灰）一1ノ器lJb (7i＆ワぐ＋1). (9) 

Toto portfolio je subreplikujici, jeho vchozi hodnota je ni器i a 丘  sp6喜nJ 
intervalje 'Sg- E (O;K)v(X+1;co) 

(20Komplexn
jl p

rehled opとnich replikaとnich metod
一 

 uvad napfiklad Tich
(2004). 

4. Stochastick6 procesy a jejich modelovhni 

Z貞kladni slo乞kou, kter貞  je vyu乞iv'na pi modelov貞n finannich proces貢, je 

tzv. Wiener五v proces Wd'. Ten lze zpravidia zapsat jako Wat =葛・  '/a, kde 罵  
je n貞hodnタ  prvek znormovan6ho normalniho rozlo乞eni, tj.員  EJVO1] a dt 
pfedstavuje nekoneとn6 mal‘ と  asov● u sek. Klasickm modelem, vyu乞 vanm pi 
modelovdn vvoje ceny finanとnich aktiv je Brown貢v geometrick pohyb. Vychdzi 
se z pfedpokladu, 乞  e dynamiku ceny aktiva lze zachytit pomoci n貞sledujici 
stochastick6 diferenci貞ln rovnice: 

IS ＝β ・ S ・ dt 丁・S ・ Wdj, 	 (10) 

kde S je cena finanとniho aktiva, dS je jeji pfir貢stek za と  asov interval dt, p je 
spojit v●nos ceny a c je jeho volatilita, piとem乞  p i o jsou pova乞ovAny za 
deterministick parametry. Vztah popisujici vvoj ceny aktiva v 亡  ase lze ziskat 
e§enm rovnice (10). A tedy aplikac Itovy lemy ziskme 

51+dt = S' exp臨ー子). dt+ a wdl 
Parametr o pfedstavuje volatilitu vnosu podkladov6ho aktiva, ktera je 

v ase 喜  patnる  m配itelnd a predikovatelnd. V mnoha p五padech je proto 

3日 	 ER 2 / 2口口  

i 



マー 	v 
TAT E 

od立vodnるn' pfedpokl'dat jej stochastickou podobu. Zatmco v着ak nap五klad ceny 
akcii mohou r貢st takka do nekoneとna, pro volatilitu toto neplat. Z五roveh lze 
vypozorovat tendenci n'vratu k dlouhodob6 rovnov五ze. Z と  eho乞  vyplv', 乞  e je 
vhodn6 modelovat vvoj volatility v と  ase dle nるkter6ho z mean-reversion proces. 
Vhodnm modelem je napiiklad HW model (Hull a White, 1987): 

dく丁＝ 4 ・く丁・（みーく丁）・ dt+ S ・く丁・命 dt . 	 (12) 

Zde a urとuje rychlost ndvratu volatility ok dlouhodob6' rovnov百ze b, sje 

(12) 

I卿  

vol atilita volatility a 命或 ＝ら・石L piとem営  82 E N[O;1] a 

cov(罵;2)= O 

Zauと  elem ov6feni budouciho vvoje ceny aktiva lze prov6st jeho simulaci na 
zklad6 aplikace metody Monte Carlo. Uva乞ujme proces dle vztahu (11). 
Oznaとme At jako diskr6tni zmるnu亡  asu a n jako n-t generovan sc6ndf budouciho 

vvoje z celkov'ho poとtu N n貞hodnch cest. Pak 

s監＝sIn) .sIn) exp(A3＝り＝ 8, .expルー子） dt＋び旨（"）マ司 fl=I.....N (13) 

Dopl五me, 乞  e pro zskni relevantniho odhadu musi bt N dostateとn6 velk. 
Obdobnm zp貢sobem lze zskat i vvoj stochastick volatility. Konkr6tnも  tedy dle 
Eulerovy aproximace: 

欧l=0'＋吐〕＝ α ・ 0‘ ・（1' - o-,）・△t+s く丁‘・者”）・孤i;fl = l,...,N. (14) 

Modelovni 喜  ikmosti a§ piとatosti 

V e uveden, Brown五v geometrick pohyb (11) vych貞zi z p王edpokladu, 乞  e 
vnosy cen finanとnch aktiv obecn6 vykazuji charakteristiku normlniho 
rozlo乞eni pravdるpodobnosti. Av誉ak mnoh6 klasick6 empirick prace (viz 
naphklad Fama (1965)) tento pfedpoklad vyvratily. Naopak upozornily na 
existenci dodateとn6 首  piとatosti a§ ikmosti. N貞sledkem finanとnich kriz 80. a 90. let 
a v d貢sledku postupujici globalizace do首lo k dal営imu n百r貢stu" nenormlnosti" 
vnos貢. Skupinu nるkolika model五, kter6 umo粧uji modelovat jak§ ikmost, tak 
§piとatost, lze zafadit mezi tzv. L6vyho procesy. Tyto procesy jsou zpravidla 
definov五ny jako procesy slo乞en6, a v mnoha p五padech jsou zalo乞eny na skocich, 
kter6 se vyskytuji s nekoneとnou intenzitou. 

Jednm z nejznmjich model貢, spadajicich do tto skupiny, je VG proces 
(Variance Gamma process, Madan a Seneta (1990) a Madan et al (1998)). VG 
proces s parametry {o,& v} je definov貞n jako Brown貢v geometrick pohyb H zen 

gama procesem g(t), tj. namsto klasickho と  asu t zde vystupuje ur亡it umるlJ 
gama と  as.2 Ten lze chhpat ve vztahu k frekvenci と  i intenzit obchodov貞n. 

2 VG proces lze alternativn definovat jako rozdl mezi dvma gama procesy. 

ER 2/2口ロ5 
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Pitom ラ  (t) EGE,V] a n貞hodnh slo乞ka 命g(t) E Nレ g(t);'92 .g(り］  
Potom lze VG proces s parametry {6, 9, v} definovat takto 

v(t)=e ・ g(t)+9・石面・ 63. 

Zde O piedstavuje drift procesu (a primrnる五  d き  ikmost), 9 urとuje 

volatilitu, 瓦  c N[O;1} a g(t) .je gama proces s parametry GE氷］, kde t je 

skuteとn● と  as a V primrnる  斉  d 喜  piとatost procesu. Za 丘と  elem simulov'ni 
nhodn'ho vvoje je tedy tfeba vygenerovat dvourozmるrn vektor n貞hodn,ch 

asel, ラ・g},kde ｛ラ  EG島vlgE N[0;1]},p五亡em乞 cov(ラ;pncemz 	3)=O 
Za 血と  elem zji§tn ceny pak 

S(n) =s(n) exかsにり＝81 .exdp w).dt＋ツG&],fl=1,.,N, (16) 

kdem=--Infl~eYー吉 82.82 vl zaji喜tuje, 乞  e F圏‘+"]＝正p'expいムり］  
v 、 	‘ ノ  

5. Ovるieni dynamick6 replikace 

V tto i nhsledujici M sti budeme uva営ovat jednotkovou digitlni call opci 
s t6mito parametry: 

f =1ノ留cロsみ （γ = O.1;S。  =1' =IOO;p = r = O.1;o= 015;Q =1) 
Pipomeiime, 乞  e vplata opce neni odvozena od vzd豆lenosti ceny podkladov6ho 
aktiva a realizaとni ceny, ale je v p五padる  uplatnるni konstantni pro v首echna S. 
Pfedpoklhdejme finanとni subjekt (dle Subjekt), jbho乞  cilem je replikovat vJplatu 
vystaven6 digitdlni opce f co nejefektivnji, tj. s minimdlnm potencion貞lnim 

rozdilem mezi vplatou opce f a hodnotou replikaとniho portfolior 

Varianta 1-. 〕  pin予  model 

PedpoklAdejme nejdfive, 乞  e se cena podkladov6ho aktiva vyvjf ve shod 
s BS modelem dle Brownova geometrickho procesu (13). Zvolen finanとni 
deriv貞t tedy replikujme pomoci dynamickho obchodov貞ni s podkladovJm 
aktivem na z貞klad' vztahu pro cenu opce (3) a parametr delta (6), pitom 
7イ0 = f0 = 0.5685 a A0 = 0.08 18. Vvoj ceny podkladov6ho aktiva pro 
jednotliv sc6nhie zisk貞me dle simulace Monte Carlo: 

S織＝sI") .=sI") exp仏sAlリ= 5' expしー千).dt+u 葛（万）マ司 n=1.....N 
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Zde N piedstavuje n-tou cestu n'hodn'ho vJvoje, fl = 1,... N, N = 10000. 

Oznacme M jako mnostvi interval貢
, M =%l 

Dale pfedpokl貞dejme, 乞  e v hy 

aktiv v replikaとnm portfoliu budou upravov貞ny ve と  ty王ech r心znch intervalech. 
Konkr6tnも  se jedn貞  o interval tdenni, denni, 6-hodinov a hodinov. Proto 
postupn6 M = 5, 25, 100, 600. 

Zji§tるn6 hodnoty studovanch parametr貢  pro jednotliv6 intervaly 
reoalancovani jsou zrejme z Tab. 1 a Obr. 1. Dle grafick prezentace jsou 
Jeanoulve oony rozmistny soumerne, zcela ziejm6 okolo nuly. Se zkracujicim se 
inrervaiem aocnazi i sni2ovani rozptylu. st貞le jsou v喜ak p atrnv extrmni 
vysieaay. 

Tyto zav6ry jsou potvrzeny die konkr6tnich hodnot v Tab. 1. Stiedn 
hodnota i medi貞n jsou velmi blzk nule,§ ikmost je nepatrn貞,§ piとatost pak 
nepiimo u mるrnh intervalu rebalancovani. Zatimco sm6rodatn' odchylka chyby 
vznamn' klesd s intervalem rebalancov'n, krajni hodnoty chyby z貢stvaj 
t6m6f nezm6n6ny a pohybuji se okolo jedn6. D'le je tfeba pipomenout, 乞  e jedna 
je z貞rove五  maxim'lni vplata opce. ー  

V Tab. 1 jsou rovn6乞  uvedeny kvantily pro a = 5%, 10%, 90%, 95%. 
Nap五klad pii 丘  pravる  vah v portfoliu 亡  tyikrht dennる  bude chyba s 10% 
pravdるpodobnost rovna nebo ni器i ne乞  -0.085, co乞  odpovd貞  15% z vchozi ceny 
V phpadる  obchodovhni ka乞dou hodinu to je sice asi 6 % z v,chozi ceny, ale 
vzhledem k extr6mni 営  piとatosti z貢stdv貞  pravdるpodobnost krajnich vsledk 
velmi vrazn貞. Ty jsou pibli乞nる  stejn6 jako pi m6n6 と  ast6m rebalancovani. 

Obrzek 1: Replikaどnf chybaみnamickd replikace d智itdlni ATM call opce, M=5 
25 100. 600 
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Tabulkal」 Charakteristi如 replikadni c加勿みnamic腕  replikace digitdlni ATM Tabulka 1: Charakteristiky replikačnt chyby dynamické replikace digitálnt ATM 

M min Max šikmost špičatost Pr( ) = 0.05 Pr( ) = 0.1 

týden -1.187 1.255 0.040 3.408 . -0.420 -0.327 

den -0.949 , 1.008 0.056 6.739 -0.305 -0.183 

6hodin -0.996 1.141 -0.090 14.296 -0.165 -0.085 

hodina -1.039 0.985 -0.179 35.708 -0.071 -p.035 

M cr 62 medián Pr( H> f) Pr( ) = 0.95 Pr( ) = 0.9 

týden 0.243 0.059 -0.003 0.504 0.411 0.318 

den 0.173 0.030 -0.001 0.505 0.301 0.179 

6hodin 0.126 0.016 0.000 0.504 0.175 0.090 

hodina 0.080 0.006 0.000 0.506 0.069 0.034 

Varianta 2- Stochastick volatilita 

Jako druh piipad pedpokl貞dejme opt dynamickou replikaci dle BS 

modelu (viz Varianta 1). Skuteとn了  vvoj ceny podkladov6ho aktiva v着ak bude 
modelovdn dle formulaci (13) a (14) - tj. volatilita o' neni konstantni 
deterministicky urとen parametr, nbr乞  je stochastickh. Pfedpoklddejme, 乞  e 

aktu'lni volatilita je ria貢  rovni dlouhodob'ho pr貢mもru, tj. o0 = h = 14.5% p.a・, 

rychlost a = 16% p.a. a volatilita volatilitys = 1. Tr乞ni ceny jsou v souladu s tmto 

modelem, vchozi cena pak pibli乞nる  odpovid貞  BS modelu.' 
Vsledky jsou opるt zejm6 z Obr. 2 a Tab. 2. D貢le乞it6 je zejm6na srovn貞ni 

s Variantou 1. Je zejm6, 王  e stedni hodnota i medi'n jsou opるt blzk nule ー  
strateaii lze tedy pova乞ovat za nearbitr百乞ni. Nepatrn6 vy§§i v§ak jsou krajni 
hodnoty replikaとni chyby pro v喜echny intervaly. 1ozptyl a spicatost jsou mene 
citliv6 na zkracujic se interval rebalancovan. Zatimco tedy rozptyl pro zyaenni 
interval je obdobnf pi u pinem i nelipinem modelu, pn liodinovem intervalu 
znamend stochasticka volatilita vy喜Si pravdepoc[obnost cflyby repliKace. 

Varianta 2 - Stochastická volatilita 	• 

Jako druhý připad předpokládejme opět dynamickou replikaci dle BS 

modelu (viz Varianta 1). Skutečný vývoj ceny poikladového aktiva však bude 
modelován dle formulací (13) a (14) - tj. volatifita a není konstantní 

deterministicky určeny' parametr, nýbrž je stochastická. Předpokládejme, že 

aktuální volatilita je na úrovni dlouhodobého průměru, tj. co = b = 14.5% p.a., 

rychlost a = 16% p.a. a volatilita volatility s = 1. Tržní ceny jsou v souladu s tímto 

modelem, výchozí cena pak přibližně  odpovídá BS modelu. • 
Výsledky jsou opět zřejmé z Obr. 2 a Tab. 2. Důležité je zejména srovnání 

s Variantou 1. Je zřejmé, že střední hodnota i medián jsou opět blízké nule - 
strategii lze tedy považovat za nearbitrážní. Nepatrně  vyšší však jsou krajní 
hodnoty replikační chyby pro všechny intervaly. Rozptyl a špičatost jsou méně  
citlivé na zkracujíd se interval rebalancování. Zatímco tedy rozptyl pro týdenní 
interval je obdobný při tiplném i neúplném modelu, ph hodinovém intervalu 
znamená stochastickd volatilita vyšší pravděpodobnost chyby replikace. 
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Obrzek 2: Replika6ni c加baみzamick replikace digitln' ATM call opce, M=5 
25, 10a 600 

S TAT Ě  

Obrázek 2: Replikačni chyba dynamické replikace digit-dint ATM call opce, M = 5, 
25, 100, 600 

Tabulka 2: Charakteristiky replika6ni c加りみnamic腕  replikace digitlni ATM 
call ODCe 
Tabulka 2: Charakteristiky replikačni chyby dynamické replikace digitálni ATM 
call o ce 

M min Max šikmost špičatost Pr( ) = 0.05 Pr( ) = 0.1 

týden -1.15291 1.65711 0.124 3.769 -0.439 -0.348 
den -1.55101 1.42682 0.164 6.975 -0.360 -0.228 
6hodin -1.22939 1.13906 -0.048 10.125 -0.251 -0.152 
hodina -1.338 1.337 0.005 13.926 -0.184 -0.117 

_ 	M o' U2 mean median Pr( ) = 0.95 Pr( ) = 0.9 
týden 0.258 0.067 -0.006 -0.006 0.426 0.334 
den 0.203 0.041 -0.003 -0.004 0.349 0.216 
6hodin 0.162 0.026 0.000 -0.002 0.254 0.154 
hodina 0.127 0.016 -0.001 -0.001 0.181 0.116 

Varianta 3 1 VG proces 
Jako dal営i alternativu aplikujme na vvoj ceny podkladov6ho aktiva VG 

proces s parametry (0, 9, v} =(- 0.1436, 0.12136,0.3}, co implikuje 
volatilitu procesu necelch 15%, 営  ikmost 1 0.8 a absolutni 着  piとatost 4.14 
Pfedpokladejme v喜ak, 乞  e tento model neni Subjektu k dispozici. Pi replikaci je 
tud 乞  op6t nutn' pracovat dle BS modelu. D貞le je znma tr営ni cena replikovan6 
digitdlni opce f= 0.75. Tato cena je sice v souladu s VG modelem, ne tak v§ak 
S BS modelem. Proto se Subjekt rozhodl v BS modelu kalibrovat volatilitu u tak, 

aby ツ留ル4sみ  ( ・  ' o = ?) = 0.75. Vsledkem je o = 0.045. Dal喜f postup je 

Varianta 3 - VG proces 
Jako další alternativu aplikujme na vývoj ceny podkladového aktiva VG 

proces s parametry {0, d, v}=f- 0.1436, 0.12136,0.31, což implikuje 

volatilitu procesu necelých 15%, šikmost -0.8 a absolutní špičatost 4.14. 
Předpokladejme však, že tento model není Subjektu k dispozici. Při replikad je 
tudíž opět nutné pracovat dle BS modelu. Dale je známa tržní cena replikované 
digitální opce f = 0.75. Tato cena je sice v souladu s VG modelem, ne tak však 
s BS modelem. Proto se Subjekt rozhodl v BS modelu kalibrovat volatilitu cr tak, 
aby 1/eV /cash( • , = ?)= 0.75. Výsledkem je o- = 0.045. Dalai postup je 



obdobn, jako u Varianty 1. S tm rozdilem, 乞  e namisto Brownova geometrick6ho 
pohybu je za 丘と  elem zji§t6ni cesty ceny podkladov6ho aktiva aplikov貞n VG 
proces dle (16). 

Vysledky jsou zachyceny na Obr. 3 a v Tab. 3. Pro v§echny studovan' 
intervaly jsou v了sledky vcelku obdobn6. Je zcela zejm6, 乞  e ve studovan6m 
pfipadる  neni metoda schopna postihnout vvoj ceny podkladov6ho aktiva 
Nedochazi zde sice ke vzniku pfile乞itosti arbitr脱e - stiedni hodnota chyby je 
velmi blzk貞  nule - av営ak potencionlni chyba je§ iroce rozptlena,<sm6rodatn白  
odchylka je vice desitek procent) s krajnimi hodnotami v fd du n'kolika (desitek) 
jednotek. Medidn je patrn6 zhpornタ, na 6 rovni 15 % z v了chozi ceny aktiva. 
Vzhledem k tornu, 乞  e maximdlni vタplata opce je 1, zp貢sobuje takto vysoka chyba 
nepou乞itelnost metody. 

Obrzek 3: Replikadn c加baむnamick replikace digitdlni ATM call opce, M=5, 
25, 100, 600 

obdobný jako u Varianty 1. S tím rozdílem, že namísto Brownova geometrického 
pohybu je za tičelem zjištění cesty ceny podkladového aktiva aplikován VG 

proces dle (16). 
Výsledky jsou zachyceny na Obr. 3 a v Tab, 3. Pro všechny studované 

intervaly jsou výsledky vcelku obdobné. Je zcela ziejmé, že ve studovaném 

případě  není metoda schopna postihnout vývoj ceny podkladového aktiva. 
Nedochází zde sice ke vzniku přfležitosti arbitráže - střední hodnota chyby je 
velmi blízká nule - avšak potencionální chyba je široce rozptýlenal(směrodatná 

odchylka je více desítek procent) s krajními hodnotami v řádu několika (desítek) 

jednotek. Median je patrně  záporný, na iirovni 15 % z výchozí ceny aktiva. 
Vzhledem k tomu, maximální výplata opce je 1, způsobuje takto vysoká chyba 

nepoužitelnost metody. 

Obrázek 3: Replikaění chyba dynamické replikace digital& ATM call opce, M = 5, 
25, 100, 600 

Tabulka 3: Charakteristiky replikaどni c加by むnami.c雇  replikace digitdlni ATM Tabulka 3: Charakteristiky replikační chyby dynamiché replikace digital& ATM 

M min Max šikmost špičatost Pr( ) = 0.05 Pr( ) = 0.1 

týden -12.007 4.691 -3.312 48.296 -0.679 -0.202 

den -20.601 8.832 -5.241 121.807 -0.659 -0.161 

6hodin -36.845 8.464 -15.400 541.493 -0.655 -0.162 

hodina -13.145 10.067 -2.944 60.355 -0.592 -0.160 

M 0- a2 mean medián Pr( )= 0.95 Pr( )= 0.9 

týden 0.613 0.376 -0.003 -0.067 0.896 0.572 

den ,0.700 0.490 -0.010 -0.085 0.898 0.634 

-6hodin 0.846 0.716 -0.011 -0.087 0.908 0.675 

hodina 0.631 0.398 0.010 -0.088 0.905 0.694 
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6. Ovるreni statick6 replikace 

Uva乞ujme op't jednotkovou digitlni opci se standardnる  nastaven●mi 
parametry, tj. 

f =4ノ窃lcasみ （γ ＝  O.1;S。  = K =100;p = r = O.05;o-= O.15;Q =1) 
Tuto opci replikujme pomoc statick pozice ve vanilla call soreadu 

VS = ｛ン1/ v讐Il (n. 1:lO0'99'- 'V！グh'a (0 l:1OO.10O)}. Jedna se tedy 『、  一 t’ αlIl W.'''vv'～ノ 	『どロJI W.』’'vv'‘、～刀 ’ 	てJ、～」… 	’J、J 	U、…・’ 	v 

superreplikujic portfolio. Ndsledujic dva grafy (Obr. 4) zndzoriuji rozdl hodnot 
v pr貢b6hu 乞  ivotnosti (dle BS modelu piesn, jinak pibli乞hる) a v dob' zralosti (pro 
v§echny modely). Prav graf zcela jasnる  popisuje teoretickou chybu pro dan, 
interval, S- E [99,100]. Z lev6ho grafu je ziejm6, 乞  e se rozdl se zkracujici se 

dobou do zralosti zvy§uje. 

Obrzek 4:Roz'm hodnot replikaどnho portfolia 1- a replikovan' digitln call opce f' 

Chyba pro rhzn6 doby do zralosti pi X = S (lev貞  strana); chyba pro r貢zn百  
S v dob6 zralosti (pravd strana). 
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Aplikace strategie je n貞sledujici. V と  ase nula je k dispozici vt航ek (tr乞n 
cena) z vystaven6 digitlni opce. D'le je zaujmuta dlouhd pozice v replika亡niii 

portfoliu 1イ, piとem乞  rozdl je pokryt bezrizikovou vpjとkou. Portfolio z貢stane po 

celou dobu netknuto. V koneとn'm 亡  ase T je na zdklad hodnoty Sr urとena 

replikaとni chyba, 
Chyba replikace ＝ーfT +7l7 1(f。 1'H0 ）・ exp (r ・ T) 

=-l113709' + (87 1X司）二(87 一火）＋ ー（fo .1-(0 ).exp(rr) 

Nyni je mo乞n6 vyhodnotit chybu replikace pro koneとnou cenu podkladov6ho 
aktiva, ziskanou na z貞kladる  realizov豆ni 10 000 n貞hodnch cest pro stejnd M, jako 
pi dynamick replikaci. Nastavenm pseudogeneratoru ndhodnch とi sel 
programu Mathematica dle funkce" SeedRandom[xJ" ziskme stejn6 cesty, aby 
mohl bt v,sledek srovnateln. 
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Varianta l一1〕pin model 

Dle pfedpoklad貢丘  pin6ho modelu (tj. opce jsou ocen6ny dle stejn6ho modelu, 
dle kter6ho je generov貞n nahodn, vvoj ceny podkladov6ho aktiva) je vchoz 
rozdl hodnot n貞sledujici: 

( 0 -7ち）  = (0.57-3.03+ 2.42) =1 0.04 

Je zejm6, 乏  e tento rozdl bude urとovat chybu rep1ik馴】e, jestlie 

S7 ' [99,100]. Vice konkr6tn6, 

Chyba replikace -(sr 'p9,100])=（ん11-to ）・ exp(r ・ -)a 0.041・  

Gralck znhzorn6n chyby replikace je zejm6 z Obr. 5. Vzhledem k tornu, 
乞e vkonnost statick replikace nen z百visl五  na intervalu rebalancov貞ni, je 
vsledek stejn pro v首echna M. Poznamenejme dale, 乞  e piibli乏n6 v 5 % p五pad貢  

bude Sr E [99,100], piとem乞  5 % odpovd白  500 simulovan●ch cest, a vraznる  

ovliv五uje parametry 誉  ikmost a 喜  piとatost. Oproti tornu ve vice ne乞  95 % p資pad貢  
budou hodnoty portfolia a opce toto乞n6, co乞・  znamen貞, 王  e chyba bude vych貞zet 
z poMte亡niho rozdlu hodnot. Stfedni hodnota je velmi blizkd nule, co乞  potvrzuje 
nemo乞nost arbitr航e - neplatilo-li by to, jedna z pozic iy byla upiednost五ovAna. 
Hodnoty vybranch parametr貢  jsou zachyceny v Tab. 4. 

Varianta 2 a 3- Stochastick' volatilita a VG proces 

Varianty 2 a 3 jsou aplikovdny obdobn●m zp貢sobem, piとem乞  se 
pfedpokl貞d, 乞  e tr乞ni ceny jsou v souladu se skuteとn●m modelem podkladov6ho 
aktiva. Na jejich z貞klad6 je zji§t6n vchozi rozdil hodnot replikovan' opce f a 
replika亡niho portfolia H. Ten n貞slednる  urとuje minimdln chybu i medi貞n, viz Tab 
4. Ani jedna strategie neumo殖uje arbitrd乞  - stedni hodnota je nulova. Vsledky 
za piedpokladu stochastick6 volatilit jsou v zhsadる  shodn6 s BS modelem. VG 
model pin貞§i nepatrnる  lep着i v●sledky. 

r 
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Obrzek 5: Replikadni c如ba statick replikace digitlni call opce, BS, SVa VG 
model
Obrázek 5: Replikační chyba statické replikace digitá lid call opce, BS, SV a VG 
model 
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Tabulka 4: Replikaどni chyba statick replikace digitlni call opce, BS, SVa VG 
model
Tabulka 4: Replikačnt chyba statické replikace digitálnt call opce, BS, SV a VG 
model 

Model min Max a mean median šikmost špičatost 

BS model -0.041 0.959 0.161 0.000 -0.041 4.212 20.275 
SV model -0.043 0.956 0.164 0.000 -0.043 4.070 19.097 

VG model -0.028 0.971 0.135 -0.001 -0.028 5.330 31.473 

7. Z'vとr 

Digitdln opce piedstavuji zajimav, a と  asto u乞ivan● prostedek statick6 
replikace mnoha komplikovanch derivatu. Av着ak v piipadる, 乞  e tyto finanとni 
aktiva nejsou dostupn6, je nutn6 pikroとit kjejich umるl6mu vytvofeni - replikaci. 
Pedm6tem lnku proto bylo studium a zejm6na srovn豆n dvou nejroz首仔enjich 
metod opとni replikace, metody statick a dynamick. 

Srovn'me-li v,konnost statick a dynamick strategie digitalnich opc pi 
丘pin6m modelu, je d貢le乞it pedev§im omezeni krajnch hodnot replikaとni 
chyby, zejm6na minimalnich, a ni器i smるrodatna odchylka. Vzhledem 
k superreplikujfci podob6 je ni瀦i medi五n, 営  ikmost a 着  piでatost indikuji vるti 
vzdlenost od normlniho charakteru rozlo営en chyby. Pi vykon貞v五ni dynamick 
strategie lze dos貞hnout negativni chyby s touto pravdpodobnost - 
Pr(-(7 <fjr ) = 50%. Oproti tornu u zde zvolen6 statick6 superstrategie plat, 

7. Závěr 

Digitální opce představují zajímavý a často užívaný prostředek statické 
replikace mnoha komplikovaných derivátu. Avšak v případě, že tyto finanční 
aktiva nejsou dostupné, je nutné přikročit k jejich umělému vytvoření - replikaci. 
Předmětem članku proto bylo studium a zejména srovnání dvou nejrozšířenějších 
metod opční replikace, metody statické a dynamické. 

Srovnáme-li výkonnost statické a dynamické strategie digitálních opcí při 
ůplném modelu, je důležité především omezení krajnich hodnot replikační 
chyby, zejména minimálních, a nižší směrodatná odchylka. Vzhledem 
k superreplikujíci. podobě  je nižší median, šikmost a špičatost indikují větší 
vzdalenost od normálního charakteru rozložení chyby. Při vykonfivání dynamické 
strategie lze dosdhnout negativní chyby s touto pravděpodobností - 
Pr(9-( < f7- )= 50% . Oproti tomu u zde zvolené statické superstrategie platí, 
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乞e Pr(9L1 < f)- ) = O. Toho lze dosahnout pi ndkladech odpovidajicich rozdlu 

mezi portfolii, 1-( ' - f0 . V p査padる, 乞  e by byly k dispozici opce s bli器imi 

realizaとnimi cenami ne王  uva乏ovanch 1X =1, bylo by mo乞n6 d'le sni乞it 
pipustn' rozp6t replikaとni chyby i superreplikaとni n'klady. 

Pozitiva statick strategie se zvyuji pfi ne丘pin6m modelu - tj. neni-li 
mo乞n6 opci ocenit a n貞sledn replikovat v souladu se skute亡nfm vfvojem ceny 
poajanoveno aR.tiva. vznlectem R tornu, ze staticka replikace digitalnich opci je 
,modelfree", nen potfeba zn貞t podkladov, proces - posta亡uje, kdy乞  jsou aktualni 
tr乞n ceny aktiv v souladu se skuteでnm vvojem. 

Jak bylo ukzano, zatimco v●konnost dynamick metody pii ne丘pin6m 
modelu klesla, vタkonnost statick replikace z6stala tm苛  nezm6n6na. 
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