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Resumen
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El desarrollo de inestabilidades en un flujo laminar es el primer paso en la transicién a la
turbulencia, proceso que hoy en dia aun resulta dificil de comprender en su totalidad. La
estabilidad hidrodindamica resulta un drea completa de estudio en si misma, y mediante el
analisis de sistemas dindmicos, la teoria de bifurcacién y los métodos numéricos es capaz
proporcionar algunas respuestas a este problema.

En este trabajo se trabajard con el flujo de Poiseuille dos dimensional y su estabilidad. El
objetivo concreto es determinar la curva de estabilidad de las ondas Tollmien-Schlichting,
que aparecen con la inestabilidad del flujo laminar.

En el primer capitulo se explica la motivacién de esta trabajo como una pequena intro-
duccién al tema en cuestién. En el Capitulo 2 se presenta el flujo de Poiseuille y se estudia
cudndo se produce la inestabilidad en el flujo basico laminar, que es la que da pie a la apa-
ricién de las ondas Tollmien-Schlichting, caracterizadas en el Capitulo 3. En el Capitulo 4
se estudia la estabilidad de estas 1ltimas, objetivo del presente trabajo, y en el Capitulo 5
se corroboran los resultados obtenidos mediante el método de Arnoldi. Ademas el trabajo
dispone de varios apéndices con explicaciones tedricas de los conceptos mas relevantes.

Los resultados numéricos se han obtenido en Matlab, utilizando los cédigos proporcionados
por los tutores de este trabajo, Mellibovsky y Meseguer, y Roger Ayats. Con estos cédigos
se han obtenido la mayoria de graficos, siendo otros de las referencias mencionadas en la
bibliografia o internet.

Este trabajo pretende obtener resultados y el andlisis de estos, pero no entra en el detalle
de los cédigos de Matlab proporcionados.
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Capitulo 1

Motivacion: entendiendo la turbu-
lencia de forma determinista

La turbulencia, término usado para describir la irregularidad del movimiento de un
fluido, estd presente en nuestro dia a dia desde el inicio de los tiempos. Si obser-
vamos, por ejemplo, el humo saliente de un cigarro, en seguida veremos como este
empieza a contraer formas espiraladas. Sin turbulencias, la contaminaciéon urbana
se mantendria flotando a nuestro alrededor, y los fenémenos meteorolégicos siempre
serian predecibles.

El proceso de transicién a la turbulencia es aquel mediante el cual un fluido laminar
(o regular) pasa a uno turbulento (irregular) a medida que un pardmetro de control
se modifica, normalmente el llamado nimero de Reynolds.

Entender esta transicién para poder controlarla es un problema muy importante
actualmente debido a sus numerosas aplicaciones. En campos tan diversos como
la astrofisica, meteorologia, geofisica o ingenieria este fenémeno esta presente de
una forma u otra. Un ejemplo concreto se darfa en aerodindmica, ya que evitar
la turbulencia supondria una reducciéon de la resistencia al viento, y por tanto
una reduccién en el coste del combustible. Aun asi no siempre se busca alejar la
turbulencia, sino que a veces se requiere el efecto contrario, como por ejemplo en
aparatos de combustién supersénicos.

Incluso para sistemas de flujos muy simples, el entendimiento completo de esta
transicion resulta un reto para cientificos de todas las disciplinas.

Su estudio se basa en las ecuaciones de Navier-Stokes, las ecuaciones que gobiernan
el movimiento de un fluido viscoso. Estas fueron descubiertas en la primera mitad
del siglo XIX por Navier y Stokes independientemente, y resultan ser ecuaciones
muy complicadas para resolver analiticamente, tanto que incluso hoy en dia no po-
demos afirmar unicidad para 3D. Tal como predijo von Neumann en 1949, el avance
de la tecnologia permite ahora poder hacer simulaciones de estas ecuaciones me-
diante métodos numéricos, lo cual ha supuesto un gran paso para el entendimiento
del fenémeno turbulento en un sentido cuantitativo.

Cualitativamente, el salto se produjo en 1883 gracias a Osborne Reynolds y sus
experimentos con tuberias de seccién circular de distintos diametros. Impuso el
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2 1. MOTIVACION: ENTENDIENDO LA TURBULENCIA DE FORMA DETERMINISTA

1.1. Esquema del aparato utilizado por Reynolds en sus experimentos.

gradiente de presién constante en estas e hizo pasar agua por ellas (y posteriormente
otros fluidos con distinta viscosidad), tal como se esquematiza en la Figura 1.1. En
condiciones de laminaridad, la velocidad del agua en la tuberia tiene un perfil
parabdlico, siendo esta maxima en el centro, y este régimen es conocido como flujo
de Hagen-Poiseuille. Reynolds iba aumentando el caudal y midiendo la velocidad
maxima del flujo hasta llegar a la turbulencia, detectando esta transicién mediante
el anadido de un colorante en la entrada de la tuberfa. Su gran aportacién fue
observar que la transicién a la turbulencia venia controlada por una relacién entre
tres parametros: radio de la tuberia r, velocidad maxima del flujo U y viscosidad
cinematica del fluido v. Concretamente, no son estos valores individuales los que
inciden en el paso a la turbulencia sino la cantidad adimensional rU /v, més conocida
como el niimero de Reynolds.

Anteriormente se pensaba que la turbulencia era un fenémeno aleatorio, pero ac-
tualmente se estd avanzando en su entendimiento de forma determinista. Es decir,
se estudian soluciones concretas que describen el paso de laminaridad a turbulencia,
queriendo comprender todos sus estadios intermedios. En la Figura 1.2 se muestran
de forma simplificada estos estadios intermedios para el caso de un flujo sobre una
placa plana.
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ITransition |
1 Region |

A _ B D B | F

b - = = el b

1.2. Esquema del proceso de transicién a la turbulencia sobre una
placa plana. En A se representa el flujo laminar, dando paso en F
al flujo turbulento.

Diversos factores como la rugosidad o la transferencia de calor influyen en el proceso
de transicién, pero no juegan un papel determinante. Por ello en este trabajo nos
centraremos unicamente en las ecuaciones de Navier-Stokes como medio para la
descripcién de esto proceso.

Entender bien la turbulencia en tres dimensiones es muy complicado conceptual-
mente y costoso computacionalmente. Por ello trabajaremos en dos dimensiones,
obteniendo también resultados muy relevantes. En concreto, se estudiara un primer
mecanismo bésico de transicién en un flujo muy simple: el flujo de Poiseuille.

Este mecanismo consiste en la apariciéon de ondas viajeras de amplitud constante
llamadas ondas de Tollmien-Schlichting, representadas por B en la Figura 1.2. Cabe
destacar que estas ondas son unas ondas concretas, es decir, con cierta amplitud y
velocidad, y por tanto nos alejamos de la idea de aleatoriedad en la transicién.

Este es solo un primer acercamiento al problema complejo de la turbulencia, ya que
el flujo de Poiseuille evoluciona a estados cada vez més complejos a partir de estas
ondas viajeras, pero es de gran utilidad y necesario para el avance a la solucién
completa.






Capitulo 2
Fluidos y el flujo de Poiseuille

En este capitulo se presentard la formulacion del flujo de Poiseuille en dos di-
mensiones, asi como sus caracteristicas. Previamente se daran algunas definiciones
generales y resultados ttiles de fluidos que aplicaran a nuestro problema concreto.

1. Conceptos basicos

Un fluido es una sustancia susceptible a deformaciones bajo la accién de fuerzas de
cizalla. Una vez estas fuerzas han dejado de actuar el fluido mantiene esta defor-
macién. El término engloba tanto a gases como a liquidos.

La manera de describir el flujo de un fluido es dando su velocidad euleriana

u = (u(ac,y7 Z,t),v(l‘,y, Zﬂf), w($7y7 Z,t)),

en este caso estd expresada en coordenadas cartesianas, y la presién p(z, vy, 2, t).

En este trabajo consideraremos fluidos incompresibles y newtonianos. A continua-
cién se describen brevemente estos conceptos:

s Incompresibilidad: Un fluido es incompresible si una cantidad de materia fluida
determinada mantiene su volumen cuando este se desplaza.

= Fluido newtoniano: Es aquel cuya viscosidad puede considerarse constante en
el tiempo. Si consideramos el caso de un fluido tal que u = (u(y),0,0), es
equivalente a decir que al aplicarle una tension de cizalla 7, el gradiente de la
velocidad es directamente proporcional a la tensién aplicada, con constante de
proporcionalidad p, siendo esta la viscosidad dindmica del fluido. Es decir,

(1) T:,ud—y.

Veamos como se puede expresar matematicamente la condiciéon de incompresibili-
dad. Sea S una superficie cerrada que recoge un fluido. Este fluido entrara y saldra
de esta regién V por algin lugar de S. Sea m el vector normal unitario exterior.

5



6 2. FLUIDOS Y EL FLUJO DE POISEUILLE

Asi, el flujo neto de volumen a través de esta superficie por unidad de tiempo debe

ser nulo. Es decir,
/ u-ndS = 0.

Y aplicando el teorema de la divergencia obtenemos

/V-udeO.
v

Dado que la igualdad anterior debe cumplirse YV que contenga el fluido, se deduce
la condicién de incompresibilidad

(2) V-u=0.
Dado un fluido newtoniano incompresible con densidad constante p, viscosidad

cinemdtica constante v = u/p y presién p, es conocido que su movimiento viene
regido por las ecuaciones de Navier-Stokes:

1
ou+ (u-V)u = —;Vp—l—VAu
V-u=0.

(3)

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes necesitamos afiadir condiciones ini-
ciales y de contorno. Como hemos dicho tratamos con fluidos viscosos, y esta ca-
racteristica nos ayudara a establecer las condiciones de contorno.

Trabajaremos con la condicién no-slip. Esta asume que en una frontera sélida, el
fluido tendra velocidad relativa cero con esta. En la Figura 2.1 se muestra este
concepto.

=

[T

2.1. Efecto de la capa limite sobre la velocidad del fluido

En esta capa limite es donde el efecto de la viscosidad se vuelve méas importante,
yva que aqui el gradiente de la velocidad es mucho més grande que en la mayor
parte del fluido. Asi, la tensién viscosa (1) se vuelve significativa, aunque p sea lo
suficientemente pequena como para no notar los efectos de la viscosidad en otras
partes del fluido.
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Sea L una escala caracteristica de longitud del fluido, U una velocidad tipica y v
su viscosidad cinematica. El nimero de Reynolds se define como:

Rezg.

v

Este nimero es de gran importancia para determinar el comportamiento del fluido.
Veamos por qué.

Observamos que las derivadas de las componentes de la velocidad son de orden U/ L,
y por tanto las segundas derivadas de orden U/L?. Con esto en mente podemos
obtener el orden de magnitud aproximado de dos componentes de (3):

= Término inercial:
[(u- V)u| = O(U?/L)
» Término viscoso:

|vV2u| = O(vU/L)

Por tanto,

|Término inercial|

O(Re).

|Término viscoso|

Esto indica que el nimero de Reynolds proporciona informacién sobre la magnitud
relativa entre dos términos principales de (3). Asi, si Re >> 1 la inercia predomina
mucho méas que la viscosidad y podria considerarse un fluido no viscoso. Por el
contrario, Re << 1 indica regimenes muy viscosos.

Teniendo en cuenta la definiciéon de Re, podemos adimensionalizar las ecuaciones
de Navier-Stokes (3):

1
du+ (u-V)u = —Vp—l—EAu
V-u=0.

(4)

Una vez adimensionalizadas estas ecuaciones solo dependen del parametro Re, y
esto tiene la ventaja de permitirnos inferir datos a partir de modelos hechos a escala.

2. Formulacién del flujo de Poiseuille plano esta-
cionario

Supongamos un fluido entre dos planos infinitos quietos perpendiculares al eje y
situados en y = —h e y = h, tal como se observa en la Figura 2.2. Supongamos
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ademds que este fluido se mueve a causa del movimiento de un pistén que mantiene
el caudal constante ! .

=—h

“‘hﬁ
|

2.2. Flujo de Poiseuille. Gréfico de [§]

Resolveremos el problema con las siguientes suposiciones:

= u=(u,0,0)
s J,u=0
s J,u=0
L (‘3tu:0

Es decir, resolveremos el caso estacionario suponiendo que el fluido se mueve en
direccién x a una velocidad u que solo depende de la altura y en la que se encuentre.
Este problema es conocido como el del flujo de Poiseuille.

Con estas premisas se cumple automaticamente la ecuacién de incompresibilidad
(2), vy aplicando la primera ecuacién de Navier Stokes (3) en cada una de las tres
direcciones z, y, z obtenemos lo siguiente:

d?u
0=—-0, —
Z)—~_l/¢il'z‘2
1
0=—-0yp
1
0=—-0.p.

De las dos tdltimas ecuaciones se deduce que p = p(z), y por tanto la primera
ecuacion se puede reescribir como

ldp _ d*u _
pdr dax2
con C constante, obteniendo:
d
L —k, k> 0= p(x) = —kz + po.
dx

Y por tanto:

Una variacién de este problema asume que el movimiento se debe a la imposicién del gradiente
de presion constante, y asumiendo esto los resultados numéricos presentan variaciones.
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d*u 1 k
V— = —k=>u=—— y2+Ay+Bv
dy? P 2vp
con A y B las constantes de integracién. Para determinar estas constantes debemos
usar las condiciones de contorno:

Estas condiciones se deben a la inmovilidad de los planos, y al hecho de que cuando
el flujo viscoso entra en contacto con estos su velocidad coincide: condiciones no-slip.

Con esto obtenemos la solucion al problemas:
p(x) = —kz +po

u(y) = Q—’jpw ),

(5)

con v = (u(y),0,0). Es decir, obtenemos un perfil de velocidad parabdlico que
alcanza el minimo en contacto con los planos y el maximo a mitad de camino entre
estos, en y = 0.

3. Formulacion en ¥

Para mayor comodidad estudiaremos el fluo de Poiseuille y su estabilidad mediante
la funcién de corriente, en vez de directamente trabajar sobre la velocidad, ya que
es como aparece en la literatura. Por otra parte, la justificacién de una formulacién
en dos dimensiones para posteriormente el estudio de la estabilidad viene dada por
el teorema de Squire (ver apéndice A). Este asegura que para Re menor a un cierto
Re criico las primeras ondas en inestabilizarse son necesariamente 2D.

Sea un flujo viscoso 2-dimensional con campo de velocidades u = (u(x,y), v(z,y)),
y sea ¥ = ¥(z,y) tal que u = 0, ¥ y v = —0,¥. ¥ se conoce como funcién de
corriente, y de esta manera se cumple automaticamente la ecuacién de incompre-
sibilidad (2).

Si calculamos la vorticidad w de este flujo obtenemos

w=V xu=—AUk.

La vorticidad cuantifica la rotacién de un fluido, y es la magnitud que emplearemos
mas adelante para la representacion de este.

Por otra parte, usamos la identidad

%V('zﬁ) —ux (Vxu)

para reescribir la ecuacién (3) de Navier-Stokes como

(u-V)u =

1 1
Su = —§V(u2) +ux (Vxu)— ;prt vAu.
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Aplicando el operador rotacional a ambos lados de la igualdad anterior y usando la
expresién obtenida para el rotacional, llegamos a la expresion

(6) AV = VAU + 0, V0,AV — 0,0, AV,

que se corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes en W para flujos dos dimen-

sionales incompresibles. La expresion adimensionalizada la obtenemos tomando h
como unidad de longitud (y = hy', © = ha') v h/umax como unidad de tiempo

(t="t , ¥ = U'hittynq. ). Recordamos que tenemos u = 2—(h2 —y?)&, y por
Umaz vp

kh?
tanto Uyqr = —.

2vp

h max
Adimensionalizando (6) y definiendo el nimero de Reynolds como Re = UT se
obtiene
1

(7) O, AT = EAQ\IJ + 0, VO,AV — 0,V0, AV,

donde se ha prescindido del simbolo ’ para indicar las nuevas variables para asi
simplificar la notacién.

Supongamos una solucién ¥ que cumpla ;¥ =0y 9,V = 0. Asf (7) se reduce a

1

ORe

U = U = Ay> + By? + Cy + D.

Las ecuaciones de Navier-Stokes en ¥ adimensionalizadas admiten soluciones con
una constante aditiva arbitraria. Para simplificar el problema tomamos D = 0.

Para determinar las demas constantes necesitamos imponer 3 condiciones de con-
torno. Por las condiciones no-slip obtenemos las condiciones de Neumann:

u(£1) =0 v C=-34 )
—(£1)=0 U= Ay(y® - 3).
{u&,,qp = gy Y :>{Bo = yly” —3)

Por otro lado impondremos el valor del caudal @) entre los dos planos, donde

h 3
2kh

Q= / udy = .
_n 3vp

Adimensionalizando el caudal como Q = Q’hti,,q, y usando

YT on - 3up mar g
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4
se obtiene Q' = 3 Ademads, Q' = ¥(1) — U(—1) y de estas relaciones se obtiene el

valor A = —1.
3

Es decir, la solucién bésica de Poiseuille que consideraremos como flujo base en el

resto del trabajo es
2

Wy =y(1 - %).
En la Figura 2.3 se muestra la vorticidad de esta, w = —AW¥y = 2y.

Vorticidad del flujo basico

2.3. Vorticidad w del flujo basico ¥y.

A
Observamos que d—o =uly)=1- 2, que corresponde a la pargbola obtenida en

(5) adimensionalizada.

4. Estabilidad lineal: Ecuacion de Orr-Sommerfeld

Partiendo de esta soluAcic’)n béasica hacemos el anélisis de estabilidad lineal tomando
U(z,y,t) = Yo(y)+e¥(z,y,t), para ||e]| << 1. Con este propdsito, sustituimos esta
¥ en (7):

DA(Woly) + €)= = A2(Woly) + ) + 0, (Woly) +
+e0)0, A(Wo(y) + €¥) — 8, (Vo(y) + )0 A(To(y) + €D).

Desarrollando esta expresién y agrupando los términos de orden e:

~ 1 N N N
(8) AT = EM\IJ + 0, V0,AVq — 0,V,0, AV.
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Experimentos realizados durante décadas muestran que v adquiere periodicidad en
la direccién x en forma de ondas viajeras (ver Figura 3.1). Asi, en flujos abiertos
es practica habitual considerar perturbaciones de la forma

B = Neho(y),

con A € Cy k € R. Por tanto la ecuacién (8) queda reescrita como

L

Tre (k' + ¢ — 2k%¢") — 2k — (1 — y?)ik(—k*¢ + ¢").

(9) Ak +¢") =
Esta expresién se conoce como la ecuacion de Orr-Sommerfeld, en honor al
matematico William Orr (1906) y Arnold Sommerfeld (1908) que fueron quienes la
obtuvieron de forma independiente.

Como condiciones de contorno usaremos de nuevo las condiciones no-slip en los dos
planos paralelos:

0 =wu(£l) = 0,T(+£1) N P'(£1)=0

0=uv(£l) = 8, U(£1) = ik B(£1) = 0.
La ecuacién de Orr-Sommerfeld se corresponde con problema de valores propios
generalizado A(Re, k)¢; = \jB(k)¢; con \j(k, Re) := o; + iw; un valor propio
complejo. Asi, el flujo bésico sera:

= Estable: Sio; < 0 Vj.
» Neutralmente estable: Si 0; = 0 para algun j y o; < 0 para el resto.
s Inestable: Sio; > 0 Vj.

Numéricamente el problema se ha discretizado mediante un método espectral apro-
ximando las funciones propias en serie de Legendre

$y) = anLn(y).

Mediante la sustitucion de esto en la ecuacién de Orr-Sommerfeld y haciendo uso
de la funcién intrinseca eig en Matlab, basada en el algoritmo QR, se ha obtenido
la solucién al problema (ver Mellivobsky y Meseguer [7]).

En la Figura 2.4 se muestra la parte real del valor propio dominante obtenida para
distintos pardmetros (k,Re). La zona de color marrén mds oscuro representa una
zona de inestabilidad ya que alli se alcanzan valores positivos. Lo que nos interesa
es la curva de nivel 0, ya que representa la curva de inestabilidad, y en la figura
viene marcada en negro. El minimo de esta curva corresponde a los valores criticos
(ke, Re.) =(1.02056, 5772.22). Estos valores fueron encontrados por el matematico
Steven Orszag en 1971 usando métodos de Chebychev [10], y anteriormente, en 1953,
fueron aproximados por el fisico Llewellyn Thomas mediante diferencias finitas.
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3000 . .
-0,01
8000 1
-0,02
7000 -0,03
-0,04
B000
-0,05
5000 0,06
-0,07
4000
3000 -
0.2

0.4 06 0.8 1 1.2

2.4. Parte real del valor propio dominante dado un par (k,Re). En
negro se marca la curva de nivel 0.

Para estos valores criticos encontrados, el valor propio dominante resulta ser -
0.000000003084989 - 0.269429615345017i. Si aumentamos un poco el Re a partir
de aqui, ya aparecen valores propios con parte real positiva y por tanto aparece la
inestabilidad.

Experimentalmente estos resultados fueron confirmados por Nishioka en 1975 [9],
pero solo en un primer estado lineal de la evolucién. Es decir, tenian que mantener
la fluctuacién un 0,05 % por debajo de la velocidad méxima en la direccién del
movimiento del fluido, w;,q,. Por ejemplo, observaron que para Re = 5000 existia
una fluctuacién méxima del 1% de upq, antes de que aparecieran turbulencias y
el fluido se volviera inestable.






Capitulo 3

Las ondas de Tollmien-Schlichting
(TS)

Mediante la ecuacién de Orr-Sommerfeld se determina la inestabilidad lineal del
flujo basico, pero una vez se inestabiliza, jen qué evoluciona? En este capitulo se
presentan las ondas de Tollmien Schlichting, T'S, como las ondas bidimensionales
que aparecen en una primer momento de inestabilidad.

1. Ondas TS: evidencia experimental

Diversos estudios han mostrado que el flujo laminar pasa por una primera ines-
tabilidad dos-dimensional antes de la turbulencia. A estas ondas se les denomina
Tollmien-Schlichting, en honor a sus descubridores en la década de los 30 a prin-
cipios del siglo pasado, y experimentalmente son complicadas de apreciar, ya que
se inestabilizan muy rapidamente dando paso a turbulencia. En la Figura 3.1 se
muestran estas ondas viajeras bidimensionales haciendo de conexién entre el flujo
bésico laminar y la turbulencia.

Linear and nonlinear instabilities of the laminar boundary layer

From H.Werlé (ONERA)

3.1. Estados de transicién sobre una placa plana: de laminar a
turbulento. En rojo se senalan las ondas T-S. Imagen extraida de

[2].
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Tollmien y Schlichting teorizaron sobre estas pero no fueron capaces de apreciarlas
en los tuneles de vient contemporaneos. Hasta 1943, con Schubauer y Skramstad,
no se cred un tinel de viento capaz de amortiguar las vibraciones mecéanicas y soni-
dos que podian afectar al estudio del fluido, consiguiendo asi la primera evidencia
experimental de estas ondas.

2. Evolucion no lineal de las TS

Para determinar estas ondas necesitamos hacer un andlisis mds exhaustivo que el

anterior sobre las ecuaciones de Navier-Stokes. Para ello volvemos a la ecuacién para

la vorticiad (7), y suponemos una solucién del tipo U (z,y,t) = Uo(y) + ¥(z,y,t),
2

con ¥y =y(l— %) y \f/(x, y, t) una perturbacién finita, y sustituimos en la ecuacién

sin despreciar los términos no lineales. Asi se obtiene

(10) AV = éa%’tf — 20,V + 0, 90,AV — (1 — y*)d, AV — 9,¥9,AV,

con condiciones de contorno homogéneas de Dirichlet y de Neumann en las paredes:
TZJ(LL‘,il,t) = mz/;(x, +1,t) = y1/;(x, +1,t). Estas dos tltimas condiciones corres-
ponden a las condiciones no-slip, y la primera surge de la imposiciéon del caudal
constante, tal como se procedié anteriormente.

La ecuacién (10) se puede reescribir diferenciando los términos lineales de los que
no lo son como

(11) 0iAY = Lge(¥) + N(¥),

A 1 A N A
Lp.(V) = R—AQ\II — 20,V — (1 —4?)0,A¥
e
N(¥) = 9,¥9,A¥ — 9,00, AT.
Para resolver el sistema numéricamente en un dominio Q = {(z,y) € [0, A] x[-1,1]}

y encontrar las ondas viajeras bidimensionales, se aproxima la funciéon mediante una
expansion espectral de Fourier-Legendre

R L M
(12) Uip(@,yt) = D > am(t)Wim(z,y),

l=—L m=0

donde Wi (2,y) = ™ (y), dm(y) = (1 —y*)?Lim(y) y @ =< ain > representa
el vector de estado (amplitud), con k = 27 /A el ndmero de onda en la direccién del
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fluido y L,,(y) el m-ésimo polinomio de Legendre. Asi, por como se define ¢,,(y),
se cumplen las condiciones de contorno en Wy ;.

Se define el producto hermitiano interno entre dos campos periédicos en la direccion
del fluido, n1(x,y) y n2(z,y), en el dominio 2 como

A 1
< 71,72 >=/ / m nedydz.
0 —1

Con este se puede formular la forma débil de (11) mediante el método de Galerkin
para obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para los
coeficientes ajm, (t)

(13) Al = BT aym + Npg(a),

con

Ay =< Upg, ATy, >
le;t? =< ‘I]quLRe(\Ilfl,m) >
Npg(a) =< Upg, N(Wpar) >,

donde (p,q) € [0, L] x [0, M]. Asi, el sistema (13) se resuelve numéricamente en el
tiempo mediante el método de diferencias finitas hacia atrds, implicito y de cuarto
orden. El paso de tiempo utilizado en todo el trabajo ha sido At =0.01. Por otra
parte, el nimero de modos de Fourier M y de Legendre L variard dependiendo
del orden del parametro Re en el que nos movamos. Como valores habituales en la
literatura para Re no muy grandes encontramos M = 50 y L = 15.

3. Determinacion estacionaria de las TS: Método
de Newton-Krylov

Las ondas viajeras, como las TS, se caracterizan por su velocidad ¢ y el namero de
onda fundamental kg. Asi, la dependencia en el tiempo del vector de estado a se
simplifica a a, (t) = alj;nwe_ilkoct, va que las TS mantienen la amplitud constante.
A través de la sustitucién formal de esta expresion en (13) se obtiene un sistema
no lineal de ecuaciones para c y ™ = {a] W},

(14) (BUm + ikoleAb™MYal W + Npg(a™) =0,

m

del tipo

F(a™:k, Re) =0,
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para aTW = aTW (k, Re)'.

Los sistemas (13) y (14) son los que utilizaremos en adelante para el célculo de las
ondas TS y el estudio de su estabilidad, Mellibovsky y Meseguer [7].

En la Figura 3.2 se muestran las ondas T'S para distintos valores de los parametros.
El primer grifico muestra esqueméaticamente el lugar geométrico de las TS en el
espacio ||a|| — Re — k. Aunque los valores numéricos indicados no concuerden con
los que nosotros obtenemos, ya que se han calculado mediante la suposicion del
gradiente de presion constante, el grafico es bastante ttil para poder interpretar los
dos siguientes como cortes en esta especie de paraboloide.

En el grafico superior derecho observamos que las TS aparecen como soluciones
desconectadas del flujo base para Re < Re., y fijado el Re existen en un rango
determinado del pardmetro k.

El gréfico inferior muestra algunas TS en el plano Re — ||al|, y ha sido calcula-
do mediante un algoritmo de continuacién sobre el sistema (14) y un método de
Newton-Krylov. Este método es mucho més rapido que la integracion temporal y
ademads permite encontrar tanto puntos de equilibrio estables como inestables. La
idea es realizar un método de Newton pero calculando la direccién de descenso con
un método de Krylov. Es decir, para resolver F(a)=0, dado un punto inicial ag, se
tendréd que

DFkAak = 7Fk
ap+1 = a + sAay

donde el primer sistema se resolverd mediante un método de Krylov (ver apéndice
D.2) para obtener Aay, la direccién de Newton, habiendo aproximado la jacobiana
DF. Una vez obtenida se usa un método de tipo line search para encontrar el
maximo decrecimiento de ||F|| en el segmento [ax, ax + Aag] y encontrar asi el paso
s. Para esto se ha usado el cédigo comercial nsoli de Kelley [5].

W

Ipor comodidad, en adelante nos referiremos a a simplemente como a
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3.2. El grafico superior izquierdo, de Mannevilla [3], esquematiza
las TS existentes en € — Re — k, con € = ||a||. El grafico superior
derecho, de Mellibovsky y Meseguer [7], muestra las TS en el plano
k — ||a||. El gréfico inferior muestra las TS en el plano Re — ||a]|.






Capitulo 4
Estabilidad de las ondas TS

Es conocido que las TS tienen un punto de bifurcacién del tipo saddle-node que
hace de separacién entre lo que llamamos rama inferior (siempre inestable) y rama
superior (inicialmente estable), tal como se observa en la Figura 4.4. En este capitulo
nos centraremos en la obtencién de los puntos de cambio de inestabilidad de la rama
superior, objetivo principal de este trabajo.

1. Curva de estabilidad

A continuacién se encontraran los valores de Re a partir de los cuales la rama
superior de la TS, fijada una k €[0.8,1.8], se vuelve inestable. El proceso se explicara
con detalle desde la obtencién de las TS hasta su estabilidad.

Los pasos que se han seguido son los siguientes:

a) Partiendo de una solucién a Re = 5000 para cierta k, mediante una continuacién
en Re se obtiene la solucién correspondiente a Re = 10000
b) Se estudian los valores de M y L necesarios aqui para asegurar una buena
precision en los resultados.
¢) Para estos valores y la solucién encontrada en a) se realiza una continuacién en
el pardmetro k €[0.8, 1.8].
d) Con un método directo, como el QR, se calcula la estabilidad de estos puntos.
e) Se fijan valores concretos de k sobre los cuales encontrar el Re critico a partir
del cual la solucion es inestable.
f) Para estos valores, si el punto calculado en d) es:
= FEstable = Se realiza una continuaciéon en Re a partir de este punto para
valores mas altos de este parametro.
s Inestable = Se realiza una continuacién en Re a partir de este punto para
valores més bajos de este parametro.
g) Se calcula la estabilidad de los puntos anteriores mediante un método directo.
h) El Re més bajo para cada k a partir del cual la solucién es inestable es el valor
buscado.

21
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1.1. Obtencién del primer punto y analisis de M y L. El proceso parte de
una solucién de la rama superior convergida a Re = 5000 para cierta k, en concreto
para k =1.2. Esta solucién ha sido proporcionada por los tutores del trabajo, y se
podria obtener mediante integracién temporal del sistema (13), ya que resulta ser
una solucién estable. Mediante una continuacién sobre el numero de Reynolds a
partir de esta, se ha obtenido la solucién a Re = 10000.

Por otra parte, para determinar el nimero de modos de Fourier M y de Legendre
L en b), se ha partido de los valores M = 50 y L = 15 y se ha hecho un andlisis de
las soluciones para Re = 10000 y k =1.5 (ya que es un punto estable). En concreto,
tomando como una solucién mas exacta la proporcionada por M =80y L = 21, en
las Figuras 1.1 y 1.1 se muestran los resultados obtenidos para distintos valores de
M y Ly su error relativo e, (en %) respecto a esta solucién considerada correcta.
Los valores que nos interesa comparar son ||a|| y ¢, que son los que identifican a
la TS, y los valores propios de mayor parte real ya que seran los que determinen
la estabilidad. En la tabla se muestra solo el valor propio de mayor parte real y
distinto a 0, pero el andlisis se ha hecho igual para los nueve siguientes. Asi, se han
determinado los valores M = 50 y L = 19, ya que no muestran variaciones mayores
a un 1% respecto a la mejor solucién.

Las distintas soluciones obtenidas por variacion de los pardmetros M y L se han
obtenido mediante un método de Newton Krylov sobre (14).

M A error

50 -0.00200436961 210308 0.002673451538779
60 -0.002000024107186 0.000506533947911
70 -0.001998945983848 0.000032538763929
80 -0.001999011027079

M HE!] error

50 0.646902560514669 3.084143169660436e-04
60 0.647231375849808 2.040101817302187e-05
70 0.647219377378172 8.402546537000788e-06
80 0.647210974831635

M C error

50 0.533817123381035 1.020581411339538e-04
60 0.533918152338243 1.02518392557128%e-06
70 0.533919049304619 1.322175500195755e-07
80 0.533919181522169

4.1. Comparativa de los valores obtenidos para L=15, Re=10000 y k=1.5
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L A error

11 -0.00192883393240651 10.4314436331326
15 -0.00200436961210308 6.92382088192459
17 -0.00205485522679699 4.57943884391999
19 -0.00213785869965245 0.725036911128979
21 -0.00215347216773945

L HE! error

11 0.648029114170793 0.002135383694083
15 0.646902560514669 0.001008830037959
17 0.646192326607111 2.985961304011742e-04
19 0.646255617386416 3.618869097062882e-04
21 0.645893730476710

L C error

11 0.533985380016196 3.331971669799927e-04
15 0.533817123381035 1.649405318184805e-04
17 0.533453041707500 1.991411417161526e-04
19 0.533477014516667 1.751683325497133e-04
21 0.533652182849216

4.2. Comparativa de los valores obtenidos para M=50, Re=10000

y k=1.5

Estabilidad de la Tollmien a Re=10000

0.8

[all

4.3. Continuacién en k para Re=10000. En rojo las soluciones ines-

tables, en azul las estables.

23
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4.4. Continuacién en Re para varios valores de k. En rojo las so-
luciones inestables, en azul las estables. El punto redondo negro
indica una bifurcacién de Hopf, y el cuadrado un saddle-node.

1.2. Continuacion en k y estabilidad. De la misma manera que en el paso
anterior, la continuacién sobre el pardametro se ha realizado mediante una conti-
nuacion en pseudoarco, definida en el apéndice D.3. En concreto, se ha obtenido la
solucién para Re = 10000 y valores de k comprendidos entre 0.8 y 1.8. Se ha cal-
culado la estabilidad de estas soluciones mediante el calculo de los valores propios
a través de la funciéon de Matlab eig, basada en el método QR, y los resultados se
muestran en la Figura 4.3.

1.3. Continuaciéon en Re y curva de estabilidad. Seleccionamos valores de
k =0.8,0.9,...,1.8 aproximados. Para estos, y siguiendo el criterio descrito en f), se
realiza una continuacion en Re y se calcula la estabilidad sobre esta para encontrar el
punto de bifurcacion. Estos valores indican cuando una TS, una onda viajera cuyos
coeficientes a;,, mantienen el médulo constante, pasa a ser una onda modulada.

Cabe remarcar que en el calculo de los valores propios para cualquier punto solucién
aparece un valor propio igual a 0. Este valor neutro se corresponde al de la direccién
de la propia érbita de la T'S. Mediante el teorema de Liouville se puede interpretar
de la siguiente manera: un elemento de volumen V tangente a la propio érbita en
un punto no se expande ni se contrae al cabo de un periodo, ya que forma parte de
una solucién periddica.
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Estabilidad de la Tollmien y el flujo basico para k=1
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4.5. Estabilidad de la Tollmien para k=1, igual que en la Figura
4.4, y del flujo basico marcado en verde, donde la linea discontinua
representa su inestabilidad.

En la Figura 4.4 se muestra a modo de ejemplo la continuacién en Re en ambos
sentidos para visualizar una curva méas completa para ciertas k.

Como se puede observar, el paso de una solucién estable a una inestable se produce
mediante bifurcaciones de Hopf o saddle-node. Nuestro objetivo es determinar la
curva de estabilidad de la rama superior de soluciones, y esta viene dada por los
puntos marcados con cuadrados negros en la Figura 4.4, ya que a partir de estos si
aumentamos el nimero de Reyolds la solucién se mantendra inestable.

Veamos con detalle la estabilidad para una k concreta partiendo del grafico anterior.
En la Figura 4.5 se muestra la continuacién en Re mostrada anteriormente para
k = 1, con varias zonas marcadas A-E que se corresponden con un espectro de
valores propios distintos. En la Figura 4.6 se representa una parte de este espectro
para los distintos casos.

Para Re ~ 5800 se observa una bifurcacién para el flujo basico (||a|| = 0), que pasa
de ser estable a inestable mediante la aparicién de un par de valores propios conju-
gados con parte real positiva. Este valor coincide con el calculado anteriormente en
la Figura 2.4, y representa una bifurcacién de Hopf subcritica, tal como se observa
en analogia con la Figura B.3 del apéndice B, dando paso a su vez a una bifurcacién
del tipo saddle-node marcada con una redonda negra, que separa la rama superior
de la TS de la inferior. Esta tltima bifurcacién viene determinada por la aparicién
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4.6. Parte del espectro de valores propios en el plano complejo
para las distintas zonas marcadas en la Figura 4.5.

del valor propio 0, que se corresponde como ya se ha mencionado al de la propia
TS, 6rbita periddica de la aplicacién de Poincaré.

Por otra parte, la bifurcacién que nos interesa, la que separa las zonas B y A, se
corresponde con una bifurcacién de Hopf supercritica. Viene dada por dos valores
propios conjugados con parte real positiva que dan paso a una nueva rama de
soluciones que se corresponden con una onda modulada estable, como se establece
en la siguiente seccion.

A partir de estos iltimos puntos de bifurcacién obtenidos mediante la continuacién
en Re para distintas k se obtiene la curva de estabilidad mostrada en la Figura
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4.7. Para el célculo de estos puntos para k& mayor a 1.5, como Re aqui es mayor
a 15000 se ha vuelto a hacer un andlisis para los valores de M y L, ya que los
obtenidos anteriormente para Re = 10000 no obtienen la precisién deseada. Asi, se
ha concluido que M =70 y L = 19 son los valores adecuados en esta franja.

2. Mas alla de la bifurcacion: onda modulada

En la Figura 4.7 se muestran los valores a partir de los cuales la T'S deja de ser una
solucién estable. Estos puntos de bifurcacién vienen marcados por la aparicién de
un par de valores propios conjugados A = p=+iw con p > 0, y w marca la frecuencia
a partir de la cual oscila la onda modulada nacida en este punto.
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4.7. Curva de establidad de la Tollmien-Schlichting para la rama superior.

Veamos en concreto el caso k =1.2. Para este valor tenfamos el valor propio critico
A =0.0000122476901254-0.611870437361093i, y su conjugado. Es decir, w ~ 0.61187.
Comprobemos si la frecuencia de la onda modulada coincide con este valor.
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Mediante evolucién temporal sobre (13) calculamos la solucién del sistema partien-
do de la solucién encontrada para el punto de bifurcacién, alejandonos un poco de
esta (de Re. = 6030 a Re = 6430) para asegurar inestabilidad en un tiempo no
muy largo y dando una pequena perturbacién inicial. En la Figura 4.8 se muestran
los resultados obtenidos después de 10000 unidades de tiempo, y en 4.9 se muestra
el gréfico ampliado en la zona en que la onda modulada esta convergida.

En la Figura 4.8 se observa como primero la solucién converge a la TS inestable
con ||a|| ~0.37865, ya que a pesar de su inestabilidad hay una gran cantidad de
valores propios muy negativos que atraen a la solucién a esta. A partir de t = 5000
la solucién se aleja y converge a la onda modulada, cuya amplitud oscila entre
0.37703 y 0.37723 aproximadamente. En la Figura 4.10 se observa cémo también
a partir de ¢ = 5000 la norma de los modos de Fourier oscila con una misma
frecuencia.

04 De Tollmien-Schlichting a onda modulada
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4.8. Evolucién temporal de la solucién para Re=6430 y k=1.2.

A simple vista el periodo parece ser ' = 5 (unidades de tiempo entre dos puntos
con la misma amplitud consecutivos), y por tanto la frecuencia correspondiente

2
serfa w = g =1.25664, aproximadamente el doble del resultado que esperabamos

encontrar, dado por la parte imaginaria del valor propio mencionado anteriormente.
Esto es debido a la simetria de reflexién que posee esta onda modulada, tal como se
aprecia en la Figura 4.11. Por tanto, en realidad el periodo es T' = 10 y la frecuencia
w =0.62832.
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De Tollmien-Schlichting a onda modulada
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4.9. Evolucién temporal de la solucién para Re=6430 y k=1.2.
Imagen ampliada.

Mediante un algoritmo FFT (ver apéndice D.4) se puede calcular la transformada
discreta de Fourier y asi saber exactamente el valor de la frecuencia. En la Figura
4.12 se muestran los resultados obtenidos. Se puede observar la frecuencia funda-
mental de 1.25 y su segundo arménico. La frecuencia 0 aparece como resultado del
FFT ya que este algoritmo toma la muestra inicial entera como periédica, y por
tanto toma un modo como no oscilatorio.

En la Figura 4.13 se muestra la onda modulada convergida para Re = 6230 y Re =
6330. Con esto se observa que contra méas nos alejamos del punto de bifurcacién, a
Re = 6030, mas pronunciada es la oscilacién y mayor és su amplitud.

En concreto, volviendo a la Figura 4.5, se puede buscar la onda modulada mediante
un algoritmo de continuacién y dibujarla junto con la TS, tal como se muestra en
la Figura 4.14. En este caso se observa un comportamiento muy similar entre la TS
inestable y la onda modulada, aunque esta ltima siempre se mantiene por debajo
en amplitud.

Ademas, dada la estabilidad inicial de esta onda modulada, en la Figura 4.15 se
muestra dibujado el fenémeno de histéresis producido a partir de la bifurcaciéon de
Hopf subcritica, marcada en verde claro. Este fenémeno es habitual en este tipo
de bifurcaciones, y define el hecho de que una vez pasas la bifurcaciéon en Rey, al
intentar seguir la solucién para Re < Rey cuando vuelves al flujo basico lo haces
por detras de este parametro, es decir, no recuperas el punto de partida. Esto no



30 4. ESTABILIDAD DE LAS ONDAS TS

Norma de los modos de Fourier
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4.10. Norma de los modos de Fourier en la direccién del fluido
para k =1.2 y Re = 6430, con ||a;]| = \/Z%:0|alm|. El ndmero al
final de cada linea indica la [ concreta de la que se trata.

4.11. Onda modulada para k=1, Re=6430 y distintos instantes.
En la esquina superior izquierda es para ¢ = 8560, en la superior
derecha para t = 8565, en la inferior izquierda para t = 8570 y en
la inferior derecha para ¢t = 8575.

sucede para bifurcaciones de Hopf supercriticas, ya que con estas no hay problema
para recuperar el punto inicial.
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4.12. La imagen superior muestra la onda modulada sobre la cual
se aplica el algoritmo FFT, obteniendo las frecuencias mostradas
en la imagen inferior.
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4.13. Evolucién temporal de la onda modulada para k=1.2 y dis-
tintos Re.
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4.14. TS y onda modulada (en negro) para k=1 a partir del punto
de bifurcaciéon de Hopf supercritica.
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4.15. Fenémeno de histéresis para k=1 dado por la bifurcacién de
Hopf subcritica.



Capitulo 5

Estabilidad de las TS mediante el
método de Arnoldi

En el capitulo anterior se ha mostrado una onda TS como una estructura rigida,
una solucién periddica cuyos coeficientes a;, (12) tienen mdédulo constante. Esta
onda se ha visto que da paso a una onda modulada mediante una bifurcacién de
Hopf, siendo esta onda una érbita periédica relativa.

Para estas 6rbitas el método natural de andlisis es el de Poincaré (ver apéndice
C), y los exponentes de Floquet proporcionan su estabilidad. Estos valores te los
proporciona de manera natural el método de Arnoldi (ver apéndice D.1).

A través de este método solo se calculan los 10 valores propios de mayor médulo, a
diferencia del método QR que los calcula todos, y el mayor de estos es el que interesa
para determinar la estabilidad. Este método sobretodo es considerablemente més
rapido que el directo para dominios muy largos y réplicas de las Tollmien, aunque
no es nuestro caso.

Primero debe obtenerse una solucién del sistema mediante un Newton dindmico,
para luego calcular los valores propios en este punto. La idea de este algoritmo reside
en la aplicaciéon de Poincaré. Es decir, mediante Newton se busca un punto fijo de
P(a) (un a solucién de P(a) — a = 0), siendo P(a) la aplicacién de Poincaré y a el
vector de estado L x M dimensional. En realidad, en nuestro caso buscamos un ciclo
limite peculiar, ya que la T'S es una solucién periédica de coeficientes constantes en
moédulo. Este hecho permite simplificar el problema, ya que haciendo evolucionar
la solucién un tiempo concreto es suficiente para determinar si es o no una TS, es
decir, no es necesario esperar a que esta vuelva a cruzar con la seccién transversal
>~ (ver apéndice C). Por tanto, en realidad estamos resolviendo ¢(T,a) — a = 0,
para cierta T con ¢(t,a) el integrador temporal del sistema. En la practica hemos
calculado con T' = 5.

Una vez encontrado el punto ag tal que ¢(T, ap) —ag = 0, es decir, una vez conver-
gida la TS, pasamos a estudiar su estabilidad mediante el método de Arnoldi (ver
apéndice D.1). Para ello necesitamos calcular DP(ag), y esta matriz la aproxima-
mos mediante evolucién temporal, ya que sus coeficientes pueden expresarse como

33



34 5. ESTABILIDAD DE LAS TS MEDIANTE EL METODO DE ARNOLDI

&(T, a0+ 9) — ag

, con § una perturbacién. Se ha usada la funcién de Matlab eigs

para la aplicacién de este método.

Los valores propios obtenidos mediante el método de Arnoldi, conocidos como mul-
tiplicadores caracteristicos, son de la forma pu = e, con A los valores propios del
sistema (13), también conocidos como exponentes de FLoquet. Dado un sistema
a = f(a) con f(ag) = 0, aplicando Taylor de primer orden se obtiene que el sistema
que determina §(t), con a = ag + §(t), es de la forma

6(t) = D f(ao)d(t)

Por tanto, formalmente al solucién del sistema se corresponde con la exponencial de
la jacobiana. En una dimensién tendriamos que 6(t) = e dy. Y precisamente esto
es lo que calculamos con la aplicacién de Poincaré, la expansién o contracciéon de la
perturbacién en el tiempo. En [6] se puede encontrar una demostracién rigurosa de
este hecho. Por ultimo, una vez calculados los p se calculan los A correspondientes
para poder compararlos con los resultados obtenidos anteriormente.

k Re A directo
0.8 6978 0.000116106967578 - 0.262073063766874i
0.9 6983 0.000049166117349 - 0.347710314166721i
1 5564 0.000025853220865 - 0.438542551885315i
11 5219 0.000013163379996 - 0.534767548490172i
1.2 6030 0.000010943145611 - 0.611868835158578i
1.3 7469 0.000007692161609 - 0.684527356759576i
1.4 9376 0.000005718771029 - 0.722707878695545i
k Re A Arnoldi error
0.8 6978 0.000116136845577 - 0.262073036373547i 0.000015467073185
0.9 6983 0.000049130354905 - 0.347710357501248i 0.000016158768898
1 5564 0.000025955338655 - 0.438542587820955i 0.000024685458283
1.1 5219 0.000012869181336 - 0.534768810396840i 0.000242301050234
1.2 6030 0.000003557237572 - 0.611850330125220i 0.003256344167612
1.3 7469 0.000002677357775 - 0.572092939071249i 16.425116787926026
1.4 9376 0.000001754727512 - 0.533929470370404i| 26.120983861638063

5.1. Comparacién de los primeros valores propios inestables para
la rama superior de la TS, calculados mediante un método directo
y el método de Arnoldi.

En la Figura 5.1 se muestra el valor propio que da paso a la inestabilidad, teniendo
lugar en el mismo Re antes calculado y por tanto siendo un resultado satisfactorio, y
el error relativo (en %) respecto a los calculados anteriormente mediante el método
directo. No se han mostrado los calculos para k >1.4 ya que en este caso el Re excede
de 10000 y los resultados obtenidos por el método de Arnoldi son poco precisos con
los pardmetros de tiempo y discretizacion utilizados. Tal como se observa, el error
relativo cometido por Arnoldi en comparacion a los calculos del método directo va
creciendo a medida que lo hace la k, siendo mayor de un 1% a partir de k =1.3.



Capitulo 6
Conclusiones y cuestiones abiertas

En este trabajo se ha pretendido hacer un acercamiento a la comprensién de la
cuestiéon aun abierta sobre bajo qué caracteristicas se produce la transiciéon a la
turbulencia y los detalles de esta.

El flujo de Poiseuille, aun siendo siendo uno de los problemas més simples en méca-
nica de fluidos, ya presenta complejidades en este proceso y atraviesa varios estados
para pasar de flujo laminar a turbulento.

En concreto, en un primer estado de inestabilidad aparecen las llamadas ondas
de Tollmien-Schlichting (ver Figura 3.1), las cuales han sido el principal objeto de
estudio en estas paginas.

Estas ondas han sido caracterizadas de forma determinista a través de métodos
numéricos operando sobre las ecuaciones de Navier-Stokes, y en concreto se ha
determinado la curva de estabilidad neutral de estas (ver Figura 4.7).

Esta curva muestra los puntos a partir de los cuales las ondas TS se inestabilizan,
dando paso a ondas moduladas, y se ha calculado mediante un método directo y
comprobado con el método de Arnoldi.

El método de Arnoldi ha resultado ser satisfactorio para el calculo de estos puntos
(ver Figura 5.1) para valores de Re menores a 10000 unidades. Un siguiente objetivo
serfa revisar los pardmetros que utiliza Arnoldi en sus cédlculos, como el paso de
tiempo o el tiempo de evolucién, para asegurar la precisién en valores de Re mayores
y obtener los resultados deseados.

Los buenos resultados de este método permiten utilizarlo para encontrar los valores
propios dominantes mucho més rapido que mediante un método directo en dominios
muy largos, en réplicas del dominio original. Arnoldi es muy 1til ya que reduce
considerablemente la memoria computacional frente a un método directo, ya que
solo calcula el nimero de valores propios deseado, y su efectividad empieza a hacerse
notable al trabajar con el dominio original replicado 3 veces.

Asi, el siguiente paso seria utilizar este método para el estudio de varias réplicas,
acercandonos mas asi a la longitud original de los dominios en experimentos fisicos
reales, que por ejemplo simulan el ala de un avién.
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Por otra parte, la apariciéon de las ondas moduladas también supone la pregunta
sobre su estabilidad, y los mas importante, sobre qué hay maés alla de su inestabi-
lidad.

Estas y otras cuestiones permiten el avance en este gran reto de la turbulencia, que
a través de simulaciones numéricas estamos cada vez mas cerca de comprender en
su totalidad, y por tanto también de controlar.
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Apéndice A
Transformacion de Squire

En este trabajo se estudia un fluido en dos dimensiones como un simplificacion del
tridimensional. ;Los resultados obtenidos seran validos al pensar en un fluido real
en 3D?

Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes adimensionalizadas (4) para un fluido
de velocidad U. En el capitulo 2 vemos que podemos tomar como solucién bésica
Uy = (U(y),0,0) con U(y) = 1 — y?, a la cual le corresponde una determinada
PO (J?)

Para estudiar la estabilidad del flujo base, descomponemos U(x, y, z,t) y P(z,y, 2, t)
de la siguiente manera:

(15) U(z,y,z,t) =Up+u(z,y,2,t)
P(Z,y,Z,t) = PO +p(£L‘,y,Z,t),

donde u = (u,v,w) y p representan una perturbacién del flujo base. Sustituyendo
(15) en (4) (ver [3]) se obtiene el sistema linerizado

16) V-u=0
16 ) P , 1
(825 +U(y )%)u—FU(y)vem =-Vp+ ﬁAu.

Se observa que el problema es invariante para translaciones en tiempo y en las
direcciones z y z. Por tanto, se buscan soluciones en modos normales del tipo

(17) {’U/(I,y7z,t) %(ﬁ(y)el (kpx+k.z— wt))

p(fr,y,Z,t) (p(y)el (kgz+k.z— wt))

donde 4 (y) = (a(y), 0(y), w(y)) y p(y) son funciones desconocidas que caracterizan
el flujo en la direccién perpendicular a su propagacién. Ademds, k = (k,,0,k.)
real es el vector de onda, cuya norma indica el nimero de onda y cuya direcciéon
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su propagacién®, y w = w, + iw; la frecuencia, donde w; es el ratio de crecimiento
temporal de las perturbaciones.

Sustituyendo (17) en (16) e introduciendo la velocidad de fase compleja

(18) c=

&le

se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ikt + ik, w + Z—Z =0

" ik, [U(y) — i+ U’C(Zg{)ﬁ :1 1k;215+ Re(j; — k2 —kHa
ke [U(y) = o =~ o+ o (g — K= k)
V() — i = ik (o K~ K,

ia(—h) = a(h) =0
o(—h) = (h) =0
w(—h) = w(h) = 0.

El sistema anterior define un problema de valores propios. Para poder tener solucién
no trivial se necesita que k y w cumplan una relacion, llamada de dispersion, escrita
formalmente como

D(k,w; Re) = 0.

En definitiva esta relacion se corresponde con la curva de estabilidad neutral, que
separa la zona estable de la inestable.

A través del cambio de variables de Squire (1933)

ENtiaeh

Re

I

k. Re,

LEn nuestro caso particular tendremos k, = 0, ya que asumieremos un fluido unidireccional, y nos
referiremos a kg simplemente como k.
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podemos reducir el sistema tridimensional para el estudio de la estabilidad lineal
(19) a su equivalente bidimensional

ikit + — =0
dy ,
iE[U (y) — i+ U (y)o = —ikp + %<% )i
- o dp 1A o,
k[U(y) —clv = & E(Tgﬂ —k?)
5(~h) = 5(h) =0
i(—h) = a(h) =0,

con su asociada relacion de dispersion bidimensional

D(k,w; Re) = 0.

Teniendo en cuenta (18) y el cambio de variables de Squire podemos expresar w de
la siguiente manera:

~ ~ k2 + k2
G=hi=hl = Viath,
ks ke
Y lo mismo para Re
~ k. ke
Re = —Re =

%R
i NCET R

Asi, si la relacion de dispersion bidimensional D es conocida, se puede obtener su
analoga tridimensional D facilmente,

- V k2 + k2 k
D(k,w; Re) = D(\/k2 + k2, L Zw, Y Re)=0.
(ko fte) = Dly AN

Se deduce que las propiedades de los modos tridimensionales (k,w) con un ratio
de crecimiento temporal w; a cierto Reynolds Re, se corresponden con las de los
modos bidimensionales (k,w) con w; > w; y Re < Re.

Sea Re. un valor critico del niimero de Reynolds Re a partir del cual para Re
mayores a este el flujo base es inestable. Como consecuencia de la relacién anterior,
para este valor Re. la onda que primero se volverd inestable es necesariamente
bidimensional. Si no fuera asi, por la transformacién de Squire se podria obtener
una onda bidimensional amplificada a un Re menor, lo que contradice la definicién
de Re.

Hay que senalar que para valores de Re mayores al critico, la onda més amplificada
no tiene porqué ser bidimensional.






Apéndice B
Bifurcacion de Poincaré-Andronov-
Hopf

Sea el sistema auténomo

(20) i=f(x,B), xeR"

con B € R un pardmetro.

Supongamos que para |3| suficientemente pequenia el sistema (20) tiene una fa-
milia de puntos de equilibrio z%(8). Ademas asumimos que su matriz jacobiana
f2(2°(B), B) tiene un par de valores propios complejos conjugados

A2 = pu(B) £iw(B)

que se vuelven puramente imaginarios para S = 0, y el resto de valores propios
tienen parte real negativa. Entonces, en general, cuando el parametro pasa por
B =0, 2(B) cambia su estabilidad y aparece un tnico ciclo limite. Este tipo de
bifurcacién se conoce como bifurcacién de Andronov-Hopf, y sera supercritica
o subcritica dependiendo de si el ciclo limite es estable o inestable respectivamente.

Para entender esta bifurcacién veamos con detalle un ejemplo en el plano para un
Hopf supercritica.

Sea el sistema

(21) {y'l = Byr —y2 — 1 (3 +v3)

Yo =y + By2 — y2(y7 + y3).

Observamos que tiene un tnico punto de equilibrio en (y1,y2) = (0,0). Calculando
la matriz jacobiana del sistema y evaluandola en este punto se obtienen los valores
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V£ Yo Yz

B.1. Bifurcacién de Hopf supercritica en el plano. Gréfico de [6]

propios A2 =  £1i, y por tanto nos encontramos en la situacién descrita ante-
riormente. La Figura B.1 muestra el comportamiento de la solucién para distintos
valores del parametro.

En coordenadas polares (r,0), el sistema (21) toma la forma

(22) {; _ fT e

De aqui se observa que todas las érbitas giran a velocidad constante 1 en sentido
contrario a las agujas del reloj. Ademds, imponiendo 7 = F(r) = 0 se obtienen los
puntos tales que 7 = 0 y r = /B (se excluye r = —/B ya que representa un radio
y se considera 8 > 0). Por tanto, como

D,F(0) = §
D,D(vB) = -28 <0,

se tiene que el origen es estable solo para § < 0, y ademas aparece un ciclo limite
estable para 3 > 0 con radio /B, tal como se muestra en la Figura B.1. Por
tanto, esta bifucarcién se corresponde con una bifurcacién de hopf supercritica.
En la Figura B.2 se muestra esta bifurcacién, siendo » = 0 estable para § < 0y
sino inestable (marcado con linea discontinua) por la aparicién de un ciclo limite

r=+/B.

Para una bifurcaciéon de Hopf subcritica el cambio de estabilidad se produciria a la
inversa. Es decir, para 8 < 0 se tendria un ciclo limite inestable con el origen un
punto estable, y este ciclo desapareceria para 8 > 0 dando lugar a inestabilidad del
origen. Veamos un ejemplo.

Supongamos el sistema
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Bifurcacion de Hopf supercritica

[ TR T < & Y o T T o T s T o

-100 -50 0 50 100

B.2. Diagrama de bifurcacién de hopf supercritica.

(23)

F=pr+r—rd
0 =1.

Del mismo modo que para el sistema estudiado anteriormente, buscamos las solu-
ciones de 7 = F(r) = 0 y encontramos como ciclos limite aquellos con r = 0 (Cp),

r=\1-V4B+1/vV2 (C1) yr = /1 +4B8+1/v2 (Cy), asumiendo B en el

dominio propio de estos dos ultimos. Como

D, F(/T—VABF1/VE) = ~2(1 — VAT FI)? + V31— VA + 1+
D,F(r=+/1+ a3+ 1V2) = —g(l +VABF 1?2+ V2y/1+ VAB+ 1+ 8,

se tiene que el origen Cj es estable solo para § < 0, Cs es siempre estable en

su dominio, S > 7 y, en cambio, el ciclo limite C; es siempre inestable, con
1

—— < B <.
1 B

Es decir, cuando el pardmetro S cruz por 3 = 0, el ciclo inestable C; que convivia
con el origen estable desaparece, y provoca la inestabilidad en Cj. Este es el caso
de una bifurcacién de Hopf subcritica. En las Figuras B.3 y B.4 se muestra el
comportamiento descrito.

1
En 8 = —- se observa una bifurcacion del tipo saddle-node, ya que a medida que
el pardmetro se modifica se pasa de no tener ciclos limite a tener dos, uno estable
y otro inestable. Esta bifucacion se caracteriza por la aparicién del valor propio 0
en el sistema.
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10 Bifurcacion de Hopf subcritica

B.3. Diagrama de bifurcacién de hopf subcritica. Gréfico de [6]

B.4. Bifurcacién de Hopf subcritica en el plano. A la izquierda,

1
para — < < 0. A la derecha, para 5 > 0.



Apéndice C
Aplicacion de Poincaré

Sea el sistema dindmico

(24) = f(z,a), TR

Asumimos que (24) tiene una érbita peridédica Lg. Sean zg € Lo un punto de la
6rbita y > la seccién transversal al ciclo en este punto, de codimensién 1.

El ciclo Ly es una érbita que empieza en zg € Lo y vuelve a Y en exactamente el
mismo punto después de un cierto tiempo T'. Por continuidad, 6rbitas con un punto
inicial cercano a xg también intersecardn ) transversalmente. Asi, se construye la
aplicaciéon de Poincaré P como

C.1. Aplicacién de Poincaré asociada a un ciclo. Gréfico de [6]

47



48 C. APLICACION DE POINCARE

\g

pP. Y —
[ —

>

= P(x).

Introduciendo coordenadas locales £ = (£1,...,&,—1) en Y tal que £ = 0 se corres-
ponde con xg, la aplicaciéon de Poincaré se caracteriza localmente por

pP: vl 5 Rel
& — =P
El origen £ = 0 de 7! es un punto fijo de la aplicacién. La estabilidad del ciclo

Ly equivale a la estabilidad del punto fijo £, = 0 de P. La matriz jacobiana de P
en este punto,

P
A= d— ,
d¢ =0

juega un papel fundamental en el andlisis de estabilidad. Consideremos un punto
& =¢&)+4, con ||0]| — 0. El comportamiento de la perturbacién § bajo la accién de
P viene dado por

P(& +6) = P(&o) + Ad,

despreciando los términos O(42). Repitiendo el proceso para ver los efectos lineales
sobre J se obtiene

P@(& +6) = P(& + Ad) = & + A%
Por tanto, después de m periodos completos se tiene que la perturbacién se trans-
forma mediante

6 — A™0.

Asi, la evolucién geométrica del vector § vendra condicionada por los valores propios
de la matriz A, los llamados multiplicadores caracteristicos, i1, ..., jbn—1. La teoria de
Floquet establece que la 6rbita periddica serd estable si los multiplicadores cumplen
w <1, Vi=1,...n—1



Apéndice D
Métodos numéricos

1. Método de Arnoldi

El método de Arnoldi es un algoritmo creado en 1950 por el ingeniero W.E. Arnoldi,
cuyo objetivo es el calculo de los valores propios de mayor moédulo de un cierto
operador lineal de grandes dimensiones.

La idea del método es parecida a la del método de la potencia, mediante el cual
se calcula el valor propio de mayor médulo de una matriz A a través de sucesivas
iteraciones de esta matriz por un vector inicial ¢, ya que el vector A’q tiende al
vector propio dominante a medida que j aumenta. La diferencia es que el método de
Arnoldi utiliza a su vez las iteraciones anteriores con A un operador lineal, pudiendo
extraer asi mas informacion y sin la necesidad de disponer de la matriz explicita
de A. Es decir, el algoritmo de Arnoldi en la k-ésima iteraciéon dispondrd de los
valores q, Aq, A%q, ..., A¥q, y buscard una aproximacién del vector propio dentro
del subespacio de Krylov Ky 1(A,q) = span < q, Aq, ..., A7 1q >.

El j-ésimo subespacio de Krylov dada una matrizA € C"*™ y un vector no nulo
x € C" se corresponde con el subespacio generado por los vectores z, Az, A%z, ...,
Al g,

Los vectores que forman el subespacio son altamente no ortogonales. Por este motivo
el método de Arnoldi trata de irlos ortogonalizando a través del proceso de Gram-
Schmidt (generalizado o con reortogonalizacién para disminuir el error de redondeo
y asegurar cierta precision).

A grandes rasgos, el método encuentra una base ortonormal de Kj1(A4,q),
q1,---, qx+1 de la siguiente manera:

1. Inicializacion: ¢; = 4
llqll
En cada paso:
2. Ortogonalizacion : §xy1 = Agqx — Z;‘f:l gihin  con by =< Agy,q; >
3. Stop: Si hgy1,r = 0 el algoritmo finaliza
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Q1 _ ket
gkl Prgik

4. Normalizacion: qx4+1 =

Por los procesos de ortogonalizacién (2) y normalizacién (4) descritos anteriormente,
se deduce que para k =1,2,3...

k1
(25) Aqy, = Zthjlc-
=1

Esto puede reesribirse en forma matricial usando la notacién siguiente :

Qu=1In 2 - qn] €C™
y

(hi1 hiza -+ him—1 him ]

ha1 hao -+ hom— ham
0 h h3 h

Hm+1 - 3,2 3,m—1 3.,m c C(m+l)><m.

0 hm,mfl hm,m

0 0 -0 hpgim]

Como @, estd formada por columnas ortonormales, es una isometria. Por otra
b

parte, Hy,41,m es una matriz de Hessenberg superior no cuadrada con entradas

estrictamente positivas en la subdiagonal. Con esta notacién, por (25) se obtiene

AQm = Qm—i—l Hm-i—l,m-

Se considera H,, a la matriz de Hessenberg superior cuadrada obtenida al quitar la
ultima fila de Hyyq1,m. Ademds se separa la dltima columna de Q41 y la dltima
fila de Hy,41,m del producto matricial. Con esto se obtiene

(26) AQm = QmHm + qm+1hm+le£7

con e,, el m-ésimo vector de la base candnica en ™.

Si ¢, Aq, ..., A™q son linelamente dependienes entonces Ayt1,m = 0, y por (26) se
obtiene AQ,, = Q.. H,,. Esta tltima expresion indica que las columnas de @Q,,, son
invariantes por A, y ademds que los valores propios de H,, coinciden con los de A.

En el caso en que m = n tendriamos por tanto que AQ, = Q,.H,, es decir,
H, = Q,'AQ, vy por tanto H,, y A serfan matrices semejantes. Asi, calculando los
valores propios de la matriz de Hessenberg superior H,, tendriamos los de A.
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En general, para una n muy grande el proceso debe pararse varias iteraciones antes
de llegar a n, debido a problemas de memoria computacional. En este caso se
puede interpretar que A se reduce parcialmente a una forma de Hessenberg, que la
transformacién de similaridad es parcial.

La eleccién del vector inicial ¢ suele ser aleatoria debido a la falta de informacién,
y por tanto dificilmente se llegue a h,,41,,» = 0. Para solucionar este problema, y
ademsds el de la falta de memoria, se suelen usar variantes como el método de Arnoldi
con reinicio implicito, en la cual un vector obtenido con una primera iteracién del
método de Arnoldi se usa como vector inicial para una segunda.

Matlab dispone de la funcién eigs basada en esta variante y esta funciéon es la
que se utiliza en este trabajo. Mediante opciones como la tolerancia o el ntimero
méaximo de iteraciones se impone la convergencia del método, pero no entraremos
aqui en los detalles sobre esta rutina.

En conclusién, el método de Arnoldi reduce el problema a encontrar los valores
propios de una matriz de Hessenberg superior, lo cual es mucho maés réapido y
sencillo que hacerlo de toda una matriz entera de grandes dimensiones.

Como se ha comentado, el método va encontrando los valores propios de mayor
moédulo, y por lo tanto es un método 1til para discutir la estabilidad de sistemas
pero no lo es si el objetivo es encontrarlos todos.

2. Meétodos de Krylov

Supongamos el sistema lineal Ax = b, con A € C™*", b € C™. Los métodos iterativos
de Krylov buscan soluciones aproximadas de este sistema de la forma

k—1

v =30+ Y AT,
=0

con rg = b — Axg. En general se suele tomar xg = 0, y mds en nuestro problema
concreto en el que esta xy representa una direccién de Newton sobre la cual no
tenemos informacién pero esperamos que sea pequenia. Por esto motivo asumiremos
en lo que sigue que x¢ = 0. Es decir, zy, € Ki(A,b), el k-ésimo subespacio de Krylov.

LY por qué K, es un buen espacio para construir una solucién aproximada? Veamos
esta idea para el caso en que A es no singular, que es el que nos atane. Para mayor
detalle ver [4].

El polinomio minimo ¢(t) de A es el tnico polinomio ménico de grado minimo
tal que ¢(A) = 0.

Sean Ap,...,Aq los valores propios de A con indices m; (el tamafio del mayor bloque
de Jordan asociado a cada A;). Entonces se puede ver que
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d
(27) q(t) = [Tt =)™

j=1

Si definimos m como la suma de los m; y escribimos el polinomio minimo de la
forma

d

por (27) se obtiene que ap = [[;_,

no singular.

(—A;)™, y por tanto es diferente de 0 si A es

Ademés, como

0=q(A) =apl + A+ .. +a,A™,

se tiene que

1 m—1
AT == Y oA,
Qo ©
7=0

Y por tanto, como z = A~'b, se tiene que la solucién del sistema pertenece de
forma natural al subespacio de Krylov. Asi, si ¢(t) tiene grado m < n, entonces
la soluciéon pertenecera al espacio K,,. Por tanto, la dimensién de este espacio
estd limitada por n. Para una dimensién n muy grande, no es préactico ejecutar n
iteraciones hasta encontrar este subespacio, y los métodos de Krylov se usan de
forma iterativa parando antes de llegar a este punto.

Para facilitar que el método proporcione una buena solucién en un ntimero pequeno
de iteraciones se suele utilizar un precondicionador. Es decir, se busca una matriz
no singular M tal que M A sea diagonalizable con pocos valores propios distintos.
Asi se espera encontrar una soluciéon de M Az = Mb en un subespacio de Krylov
de menor dimensién.

Esta idea es la que comparten los métodos de este tipo, aunque cada uno procede
de manera muy distinta para construir la iteracion en Kj. Por ejemplo, el método
GMRES (Generalized Minimal Residual) resuelve en cada iteracién el problema de
minimos cuadrados

min ||b— Az||.
2€K} (A,b)

En general, estos métodos son muy ttiles cuando se tiene un sistema de grandes
dimensiones y disperso. Ademds pueden servir si no se tiene acceso directo a la
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matriz A, ya que puede que esta solo aparezca en una subrutina que, dado un
vector v, devuelve Awv.

3. Meétodos de continuacion

Supongamos el siguiente sistema dependiente de un pardmetro o € R:

(28) &= flz,a), veR™

Sus puntos de equilibrio satisfacen

f(x’a) =0,

un sistema de n ecuaciones en R”*!. La curva M en R™*! descrita por este, la
curva de equilibrio, muestra la dependencia del equilibrio de (28) con el pardmetro
Q.

El célculo de esta curva M es un problema de continuacion. Es decir, tomando
y = (7, ), se quiere encontrar en R"*! la curva definida por las n ecuaciones

F(y)=0, F:R"" = g™

Asumiendo que el rango de la matriz jacobiana del sistema, F},, es n en un punto
y°, es decir, asumiendo regularidad, por el teorema de la funcién implicita se tiene
la existencia local de la cuva M pasando por 3.

Numéricamente, esta curva se construye a partir una secuencia y', 42, ... de valores
aproximados calculados a partir de un punto inicial y° = (2°,a?), siendo »° un

equilibrio del sistema (28).

Los algoritmos de continuacién siguen los siguientes pasos, siendo acorde con [6]:

1. Prediccién
2. Correccién
3. Control de la magnitud del paso

= Prediccién
Supongamos encontrados dos puntos '~ y y/ de la secuencia. Entonces, el
siguiente punto puede encontrarse mediante la prediccion por la secante como

(29) gj-&-l _ yj + hjvj,
donde h es el paso (pequeio) y

i yi=1 g
ly? =t —ya||
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y/ !

D.1. Método de prediccién mediante la secante. Grafico de [6]

Notamos que este método requiere conocer los dos puntos anteriores, y es el
método que usa el codigo usado en este trabajo partiendo de dos puntos inicia-
les proximos. Por tanto, no especificaremos aqui otros métodos como el de la
tangente que parten de un inico punto inicial ya que no nos es necesario.
Correccion

Dado el punto §7t! presuntamente cercano a la curva, el siguiente paso es
encontrar a partir de este el punto yj *1 exactamente en la curva o muy cercano
a esta dada una precision. Esto se lleva a cabo mediante un método de Newton
sobre el sistema

donde ¢’(y) es una condicién escalar extra que permite obtener un sistema
completo al cual aplicar Newton. Geométricamente, equivale a buscar la inter-
seccién de la curva M con una superficie que contiene al punto 7711,

Hay distintas maneras de definir esta funcién ¢7, y en este trabajo se ha usado
la continuacion en pseudoarco, que implica que

g y)=<y—9yT v >.

Es decir, la solucién del sistema (3) equivale a la interseccién entre el hiper-
plano ortogonal a v7 por el punto §7*! y la curva buscada. La eleccién de este
hiperplano evita problemas de convergencia en puntos limite.

Control de la magnitud del paso

Para controlar el paso en cada iteracién simplemente nos fijaremos en la depen-
dencia entre este y la convergencia. Es decir, disminuiremos el paso y repetire-
mos la correccién si después de un nimero fijado de iteraciones de Newton no
se ha llegado a convergencia; lo aumentaremos si hay convergencia muy rapida
y lo mantendremos igual, h’t! = h7 si converge en un nimero moderado de
iteraciones.
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D.2. Método de correccién. Gréfico de [6]

4. FFT

Dada una funcién en el dominio del tiempo, para obtenerla en el dominio de fre-
cuencias se usa una transformada de Fourier. En este caso nos centraremos en una
transformada discreta, es decir, dada una funcién continua periédica en un cierto
intervalo de tiempo, se generarda un muestreo para obtener finitos valores a par-
tir de los cuales encontrar la transformada de la funcién inicial y asi conocer sus
frecuencias asociadas. Estos valores pueden ser tanto complejos como reales.

La transformada discreta de Fourier (DFT) de una senal = se define como

N—-1 N—-1
(30)  X(wp)= > a(n)e in =" p(n)e 2N | =0,1,2..N -1
n=0 n=0

x(n) : amplitud de la senal de entrada en el tiempo ¢, (segundos)
t, : n-ésimo instante muestral (¢, = nT, segundos)
T : intervalo muestral, indica cada cudnto tiempo se toma una muestra (segundos)

wy, : k-ésima frecuencia muestral (wy, = k{2, radianes/segundo)

™
——, radianes/segundo
NT /segundo)
fs : ratio muestral, indica el nimero de muestras por unidad de tiempo (Herzt)

Q) : intervalo muestral de frecuencia (Q =

N : Numero de muestras

Asi, X (wy,) representa el coeficiente de la proyeccién de la sefial x en el sinusoide
complejo e Wkln = cos(wyt,) + isin(wgt,), y por tanto se interpreta como una
medicién de la amplitud y fase de este sinusoide en la senal de entrada x a esta
frecuencia, ver Smith[12]. Veamoslo con mds detalle.
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Se define el producto interno entre dos N-vectores complejos como

<u,v>= Z_ u(n)v(n)*.

Este producto escalar es hermitico e induce a la norma ||u|| de la siguiente manera:

(31) Cuus= Y umu(n) = 3 Juln)? = [ul?.
n=0 n=0

Definiendo s} := e 12mkn/N para n = 0,1...N — 1 como el k-ésimo sinusoidal com-

plejo para k = 0,1,...N — 1, vemos que (30) se corresponde con el producto escalar
entre r y si. Ademads estos sinusoides son ortogonales ya que

N-1 N-1 /N 1 — ei2m(k=0)
<Sk,$l>:2$k$7:Zelﬂ—(i)n/ :WZO Slk%l.
n=0 n=0

Y para [ = k se obtiene que

N-1
< Sk, S >= Z el2m(k=F)n/N — N,

n=0
Es decir, ||sg|| = N.

La proyeccion del vector u en el vector v nombrados anteriormente se define como

<u,v >
Py(u) = ——"v
: ol
<u,v > . .y
con W como coeficiente de la proyeccion.

Volviendo a (30), claramente por lo mencionado anteriormente se tiene que X (wy,)
es N veces el coeficiente de la proyeccién de x en si. Es decir, la DFT es proporcional
a los coeficientes de la proyeccién en la base sinusoidal. Asi, X (wy) representa la
amplitud y fase de la componente sinusoidal de frecuencia wy de la senal de entrada,
representadas por N veces el mdédulo y por la fase de X (wg) respectivamente.

La ortogonalidad de s; permite definir la inversa de la DFT entendiéndola como la
reconstruccién de la senal original a partir de la superposicién de sus proyecciones
sinusoidales. Esta inversa se escribe como

1 =
N X (wy)e2m™ /N =0,1...N — 1.

k=0

[

z(n) =
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En el &mbito numérico, el calculo de la DFT es bastante rapido usando el algoritmo
FFT (Fast Fourier Transform), que reduce el ntimero de operaciones de O(N?) a
O(NlogN).

Notamos que (30) puede escribirse de manera matricial como

X = SNZB,
donde X [k] = X (wy), Sn[k,n] = ¢?™*/N v x[k] = x(k), para k,n =0,1,.., N — 1.

Por tanto, para el cdlculo de la DFT se necesitan 0(IN?) operaciones. Sin embargo,
a simple vista ya se ve que el numero de operaciones se puede reducir, ya que la
primera fila de la matriz Sy es todo e = 1, y por tanto puede simplificarse el
producto de estos por el vector @, por ejemplo.

Los algoritmos FFT usan las propiedades de los elementos de la matriz, como
la periodicidad, para factorizarla y hacer los calculos més eficientes, por ejemplo
usando recursividad. Ademads, para el caso en que x sea real, se tiene que X [N —k| =
X*[k], lo cual reduce el nimero de elementos a calcular ahorrando asf en tiempo y
memoria.



