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Resumen

RESUMEN

Este trabajo tiene por objetivo desarrollar una estrategia orientada a resolver de forma
computacional el equilibrio estatico de las obras pétreas formadas por elementos
unidimensionales empleando la analogia clasica de los modelos antifuniculares. Dicha
técnica combina los fundamentos de la teoria de la plasticidad, el concepto de redes
antifuniculares y técnicas de optimizacion para definir una metodologia que resuelva el
calculo estructural de obras de fébrica.

La técnica que Se presenta se orienta de manera que sea aplicable en la practica. Esta es
una caracteristica general que marca el desarrollo de los diversos elementos que
intervienen en su implementacién computacional.

El primer elemento que se desarrolla es una herramienta que permite la simulacién de
redes tridimensionales de lineas de presiones. El desarrollo de dicha herramienta abarca
tanto la formulacion analitica como la implementacion numérica de un nuevo elemento
de cable permitiendo la simulacion de redes complejas de cables de una forma estable y
eficiente.

La segunda herramienta incluida en el presente trabajo e implementada numéricamente
facilita la automatizacion de busqueda de redes de lineas de presion que permitan
establecer la estabilidad de una estructura de obra de fabrica, basada en los principios
del analisis limite. Dicho proceso se realiza mediante la definicion de un problema de
optimacion no lineal con restricciones que se abordarda mediante la adaptacién de
algoritmos clasicos de optimizacion para el caso se estudia.

La técnica desarrollada se aplicara en el estudio de diversos ejemplos como son el
puente de Bridgemill, la Catedral de Mallorca, las Torres de la fachada de la Catedral de
Barcelona y la Catedral de Girona. La mayoria de ejemplos realizados ya han sido
estudiados por otros autores con lo que ha sido posible comparar los resultados
obtenidos y asi determinar el grado de aproximacion que se obtiene con la técnica
presentada.

Finalmente de expondran diversas lineas de estudio y desarrollo que el presente trabajo
deja abiertas. Dichas lineas de investigacion pasan tanto por el estudio de la
aplicabilidad del nuevo elemento de cable desarrollado en el estudio de diversos tipos
estructurales que nada tienen que ver con las estructuras de obra de fabrica como la
profundizacion del estudio de la estabilidad de estructuras de obra de fabrica no
esqueléticas.






Summary

SUMMARY

This study aims to develop a computational method focused on achieving the static
equilibrium of masonry structures made up of one-dimensional elements by using the
standard analogy of antifunicular modeling. The method combines the basics of the
theory of plasticity, the concept of antifunicular nets and a series of optimization
techniques, in order to define a methodology for solving the structural calculation of
masonry structures.

The method presented is designed to have a practical implementation. This is a general
feature shared by the development of the various elements taking part in its
computational implementation.

The first element developed is a tool allowing three-dimensional nets simulation for
pressure lines. Both an analytical formulation and a numerical implementation for a new
cable element are covered by the development of this tool, so that the simulation of
complex cable nets by a steady and efficient way is allowed.

The second tool included in this study and numerically implemented helps on
automating the search of pressure line nets which allow to establishing the equilibrium
in @ masonry structure, based on limit analysis principles. This process is carried out by
defining a non-linear optimization problem with restrictions, that will be tackled by
adapting standard optimization algorithms to the case studied.

The method that has been developed will be applied to different examples such as
Bridgemill Bridge, Mallorca Cathedral, the towers in the facade of Barcelona Cathedral
and Girona Cathedral. Most of the examples executed were studied previously by other
authors; thus, it was possible to compare the results achieved and to determine the
accuracy degree obtained whit the method shown.

Finally, the present study will set out different research and development lines which
will be left opened. This research lines involve both studying the applicability for the
new cable element developed by the study of different structure types which have
nothing to do with masonry structures, and going into the study of the equilibrium of
non-skeleton masonry structures.
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Capitulo 1 Introduccion

Capitulo 1

Introducciodn

1.1 Generalidades

Las estructuras de obra de fabrica, entendiendo éstas como estructuras construidas con
elementos pétreos de pequefias dimensiones que pueden ensamblarse entre si directamente
con las llamadas juntas secas o mediante juntas de mortero de escasa 0 nula resistencia a
traccion, constituyen una parte fundamental del legado histérico de la humanidad en forma
de edificios religiosos, arquitectura o ingenieria civil. Esto es asi, porque hasta no hace mas
de 150 afios, en la construccion de estructuras durables, la mayoria de materiales disponibles
han sido los que genéricamente se denominan de mamposteria. La caracteristica principal de
estos materiales consiste en su nula capacidad para transmitir esfuerzos de traccién de una
manera eficaz y esto determina de manera decisiva tanto los sistemas constructivos como las
formas peculiares de las estructuras resultantes.

La antigledad de estas estructuras hace que su conservacion se vuelva crucial en nuestros
dias. Procesos externos como la degradacion por la polucién ambiental o internos como la
fluencia de los propios materiales de la construccion, incluso modificaciones llevadas a cabo
con posterioridad a su construccion, hacen que dichas estructuras precisen de nuestra
atencion para asegurar su resistencia al paso del tiempo y continten siendo uno de los
principales legados histdricos de la humanidad.

A la hora de abordar el anélisis de una construccion histérica se nos presentan una serie de
dificultades de orden préactico o conceptual que limitan la posibilidad de abordar su analisis
estructural a partir de criterios ideados para analizar las modernas estructuras de hormigén o
acero (Roca et al., 2000).

Entre las dificultades de caracter practico nos encontramos con la imposibilidad de obtener
un conocimiento detallado de las propiedades de los materiales y de los diferentes detalles
constructivos. Asi por ejemplo, algunos de los materiales que las forman son rellenos de
mamposteria, silleria, que son en general muy heterogéneos y variables en sus propiedades.
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Como dificultades de caracter mas conceptual nos encontramos con que dichas
construcciones han sido objeto de una dilatada evolucién temporal, producto de un proceso
que generalmente se ha prolongado durante siglos y en mayor o menor intensidad nunca se
ha detenido, hasta llegar a sus estado actual. Es evidente que estas construcciones histéricas
son producto de procesos constructivos muy diferentes a los de la actualidad, cuyo principal
objetivo es tanto la minimizacién del periodo de construccion como en definitiva la
reduccion de las horas de personal empleadas, ya que éste factor es uno de los costes mas
influyentes en el presupuesto final de una obra.

La dilatacion temporal entre el inicio y finalizacién de una construccion historica le han
conferido cualidades dificilmente evaluables tanto experimental como numéricamente.
También la evolucién intrinseca de los materiales con el tiempo o las diversas acciones a las
que ha tenido que hacer frente durante el paso de los afios son aspectos dificilmente tenidos
en cuenta mediante los criterios de comprobacion estructural convencionales.

Para intentar abarcar la complejidad que conlleva el estudio de dichas construcciones se han
concebido diversas técnicas numéricas muy complejas cuyo inconveniente radica en la
necesidad de conocer multitud de informacion para poder llevar a cabo el calculo estructural
(Cervera, 1998; Crisfield, 1991; Choo, 1991; Laurenco, 1994). Ademas dichas técnicas
numéricas precisan de un proceso de calibracion imprescindible para interpretar los
resultados que ofrecen (Roca, 2000).

Precisamente la obtencion de los pardametros que definen el comportamiento estructural
puede depender del modelo aplicado, incluso pueden ser parametros cuya significacion
fisica no esté muy clara. La complejidad que implica la aplicacion de estos métodos
numéricos en el analisis estructural son motivo de fuente de problemas, no porque la técnica
en si sea erronea, sino porque el modelado y el calibrado exigen un analisis de gran
complejidad ofreciendo un volumen de informacion enorme y de dificil interpretacion, con
lo que aumenta la probabilidad de errar en el analisis de la construccion.

En contraposicion de la utilizacion de técnicas numéricas complejas, puede ser ventajoso
trabajar con técnicas mas sencillas que a priori requieran menos informacion y que a su vez
ofrezcan menor volumen de resultados, pero mas significativos. El estudio que se quiere
llevar a cabo pretende desarrollar una herramienta de este tipo, que permita realizar el
analisis de estabilidad de una estructura de obra de fabrica de una forma muy directa y sin
necesidad de llevar a cabo una compleja modelizacién geométrica 0 mecanica, pero sin
perder precision en los resultados (Heyman, 1995, Huerta, 1990; Lopez G., 2001; Maynou,
2002).

1.2 Breve introduccién historica

Cuando el ser humano, en cualquier época de la Historia, ha querido construir una
estructura, con el objetivo de lograr un espacio interior mas o menos resguardado de la
intemperie, se ha encontrado con la necesidad de solucionar el problema motivado por la
aparicion de las tracciones que se originan por el efecto de la flexion en los elementos
empleados para cubrir las distancias entre apoyos. La solucion puede pasar por la
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utilizacion de elementos que soporten tracciones y a su vez dispongan de unas dimensiones
suficientes que permitan cubrir la luz entre apoyos, como pueden ser entre los otros perfiles
metalicos, las vigas de hormigon armado o pretensado o las vigas de madera. También
existe otra solucién que permite realizar construcciones a partir de elementos con
dimensiones mucho menores a la dimension que se pretende cubrir. En este caso deberan
ser ensamblados entre si y tendran que disponer una forma adecuada para permitir la
transmision de las cargas a los cimientos. Como ejemplo se pueden mencionar tanto
estructuras de celosia, donde existen elementos comprimidos y traccionados, o también
estructuras de arcos donde todos sus elementos estan sometidos a esfuerzos de compresion,
propiedad que permitird realizar construcciones constituidas por elementos pétreos
altamente durables por lo que se han mantenido en pie hasta la actualidad.

Cabe mencionar que los materiales modernos de construccion aparecen a mediados del
siglo XIX y se empiezan a utilizar de manera masiva e industrial a finales del mismo
(Serra, 1996). El primer puente metélico se construy6 sobre el rio Severn, en Inglaterra,
entre 1777 y 1779 por Abraham Darby, con forma de arco de medio punto, véase figuras
1.1y 1.2, una longitud de 30 metros y 387 toneladas de hierro fundido, aiin no de acero, por
lo que el material con el que estd formado no soporta bien las tracciones y en consecuencia
dicho puente debe tener una forma adecuada para minimizar la apariciéon de las mismas tal
como sucede con los puentes de mamposteria.

Figura 1.1. Primer puente metalico de la Historia (1777-1779), obra de Abraham Darby
(http://www.virtual-shropshire.co.uk)

Las estructuras metalicas que trabajan como tal, es decir absorbiendo las tracciones originas
por la flexion, comenzaron a desarrollarse a gran escala en la segunda mitad del siglo XIX,
gracias al desarrollo de la siderurgia, (Bessemer en 1855 perfecciona sistemas de afino y en
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1865 se pone a punto el procedimiento de afino en hornos Martin-Siemens) y a la
popularidad alcanzada por la Torre Eiffel, edificada con motivo de la Exposicion Universal
celebrada en Paris en 1889 (Ensidesa, 1993).

Figura 1.2. Vista inferior del primer puente metalico de la Historia.
(http://lwww.virtual-shropshire.co.uk)

Por otro lado, si bien el hormigon ya se utilizaba desde la época de los romanos, su
desarrollo, en su concepcién moderna, se inicio en 1824 cuando J. Aspdin inventd el
cemento artificial Portland. Pero no serd hasta la aparicion del hormigén armado que no se
podré aplicar en la construccidn de estructuras. EI hormigon armado, el otro material de
construccion por excelencia, tiene su precursor en un jardinero francés, Monier pues éste
en 1867 empezd a construir sus macetas de hormigon armado con alambres. No serd hasta
gue se disponga de acero en suficiente cantidad y que soporte bien las tracciones, cuando se
empleé este nuevo material en la construccion de manera intensiva. Las primeras
aplicaciones a gran escala, en el campo de la construccién, se realizarian en 1890 (E.L.
Ransome en EE.UU y F. Hennembique en Francia).

Por tanto, se puede decir que hasta mediados-finales del siglo XIX no se construye con
elementos durables que soporten bien las tracciones, a excepcion de la madera. No obstante
este material tiene una escasa durabilidad que no le permite sobrevivir al paso los siglos.

Pero la humanidad ha construido desde antiguo estructuras con obra de fabrica que por sus
dimensiones todavia hoy nos siguen fascinando (Por ejemplo y por citar algunos casos de
especial renombre: Pantedn o el Coliseo de Roma, Acueducto de Segovia, o las diferentes
Catedrales géticas por citar algunas la de Mallorca o Girona). Si los constructores antiguos
no han dispuesto de materiales durables capaces de absorber tracciones, no les ha quedado
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otro remedio que adaptar la forma de sus construcciones con el objetivo de reducir la
aparicion de las mismas en las estructuras para evitar la rotura de los elementos que las
forman. Por esta razon, a lo largo de la historia de la construccién con obra de fabrica, uno
de los principales objetivos que se ha abordado es el de la minimizacion de los esfuerzos de
traccion que aparecen las construccionesy que mejor forma de solucionar dicho problema
sino evitando que aparezcan. Dichas estructuras estan formadas por elementos pétreos de
dimensiones reducidas que se ensamblan entre si para formar elementos mayores pdiendo
dar lugar a construcciones de gran envergadura. Si el material, en si mismo, solamente tiene
capacidad de transmitir compresiones, serd la geometria de la estructura resultante la que
permita transmitir de forma segura las cargas desde su punto de aplicacion hasta la
cimentacion. Como ejemplo de esta manera de construir podemos citar las catedrales
Gaéticas y Romanicas y mas modernamente, algunas de las construcciones enclavadas en el
estilo Modernista cuyo méaximo exponente es el arquitecto Antoni Gaudi (Gonzalez et al.
2002; Joslow, 2002; Réfols, 1929; Roca, 2002).

También es necesario comentar que los conocimientos cientificos, basados en la mecanica
y el método cientifico, se empiezan a introducir en el mundo de la construccién con el
articulo de Poleni sobre la estabilidad de la cipula de San Pedro en 1748 (Huerta, 1996,
2001; Lopez G., 2001). Si bien bastante anteriormente, otros grandes sabios y eruditos
como Leonardo da Vinci (1452-1519) ya empezaron a vislumbrar explicaciones basadas en
métodos cientificos a problemas planteados por la construccion. Los métodos para crear
modelos matematicos y verificarlos mediante experimentos fueron adoptados por Francis
Bacon (1561-1626) y Galileo Galilei (1564-1642).

Particularmente Galileo realiza el primer estudio que se conoce para determinar la posicion
de la fibra neutra en una seccion sometida a flexion. Este realiza unas hipotesis erréneas
que le conducen a determinar un valor del momento flector tres veces superior al real. En la
figura 1.3 se aprecia una reproduccion del grafico empleado por Galileo en su estudio de la
flexion de las vigas.

Figura 1.3. Esquema de Galileo del libro “Dialogos sobre dos nuevas ciencias” (Galilei, 1638)
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Debido a esta falta de estudios cientificos, las construcciones hasta el siglo XVIII eran
concebidas y disefiadas sin conocimientos de mecanica racional ni de resistencia de
materiales, aunque los constructores si tenian a su alcance amplios conocimientos de
geometria gracias al amplio legado greco-romano.

A pesar de los inconvenientes mencionados, carencia de materiales con suficiente
resistencia a traccion y desconocimientos de nociones cientificas de mecanica, los
constructores de todas las épocas han construido estructuras de gran envergadura, muchas
de las cuales han sido a lo largo de la Historia referencia para la arquitectura e ingenieria,
incluso actualmente nos sorprenden por su osadia y grado de optimizacion en el empleo de
materiales.

Por tanto, el éxito de dichas construcciones en gran medida radica en su forma. Es la forma
donde se acumula el ingenio de los constructores para garantizar la estabilidad de la
estructura. Por tanto es la Geometria la Ciencia que en un primer estadio historico, colabora
decisivamente a levantar grandes construcciones.

Uno de los métodos utilizados desde finales del siglo XVII para encontrar formas que
permitan modelar las estructuras en las que no aparezcan tracciones son los modelos
antifuniculares (Huerta, 1990, 1996, 2001). Dichos modelos se basan en la analogia entre
modelos funiculares, o sea modelos cuya forma permite que los elementos que forman la
estructura solo estén sometidos a esfuerzos a traccion (estructuras formadas por hilos) y las
lineas de empujes en las estructuras de obras de fabrica.

El primer paso para elaborar y formular dichos modelos se encuentra en el estudio de la
forma que adopta un hilo sin resistencia a flexion suspendido por sus dos extremos. Galileo
en 1638, ya habia concluido erréneamente que la curva era un arco de circunferencia. Otros
matematicos que abordaron el problema supusieron equivocadamente que la curva era una
pardbola. En 1691, en respuesta a un reto de Jacob Bernoulli , los mateméticos Leibnitz,
Johann Bernoulli y Huygens, este ultimo por métodos geométricos, encontraron la ecuacion
que describe el trazado de la curva que cumple el enunciado del problema planteado por
Jacob Bernoulli. Leibnitz emplea la reciente teoria del calculo infinitesimal, descubierta de
forma independientemente por él y Newton, para encontrar la ecuacion de dicha curva. En
la figura 1.4 se puede observar la reproduccion del grabado original de la publicacion de
Bernoulli “Acta Eruditorum™ de Junio de 1691 donde describe como Leibniz encuentra la
expresion analitica de la ecuacion de la catenaria.
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Figura 1.4. Reproduccién del grabado original de la curva catenaria obtenida por Leibniz en 1691.

El primero en introducir la analogia de los modelos antifuniculares fue el cientifico inglés
Robert Hooke (Irvine, 1981; Lopez G. 2001). Este en 1675 propone en un anagrama
criptico y por primera vez en términos cientificos, que la forma ideal para un arco es la
forma de una catenaria invertida. Gregory en 1695, de forma independiente a Hooke, pues
su anagrama no fue descifrado hasta 1705, formula también el mismo principio de Hooke
exponiendo la condicién de equilibrio de un arco. Pero fue Stirling, en su obra Lineae Tertii
Ordinis (Lépez G., 2001) de 1717 quien, a través del estudio del equilibrio mediante
poligonos de fuerzas de arcos compuestos por esferas, establece con mayor claridad la
relacion entre la forma invertida de una catenaria y la de un arco.

Esta relacion entre la forma de la curva que traza una catenaria y la forma de los arcos es
explotada al mé&ximo en el celebre articulo de Poleni (1748) sobre la estabilidad de la
clpula de San Pedro de Roma. A través de un acertado modelo antifunicular analdgico,
Poleni demuestra que las lineas de empuje se encuentran en el interior de la clpula
concluyendo que la forma de la misma permite su estabilidad.

Ya a finales del siglo XIX el arquitecto catalan Antoni Gaudi (Rafols ,1929) empleo
profusamente la analogia del modelo antifunicular para disefiar sus celebres edificios
caracteristicos de la arquitectura modernista. Un claro ejemplo de esta forma de disefiar
edificios es el modelo antifunicular de la iglesia de la Colonia Guell donde no solo se
utiliza el modelo analdgico antifunicular para disefiar arcos, sino que lo utiliza para disefiar
complicadas estructuras tridimensionales. En la figura 1.5 se puede apreciar la fotografia de
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una maqueta antifunicular que Gaudi empled en sus estudios previos del proyecto de la
iglesia de la Colonia Guell de Santa Coloma de Cervelld, (Rafols 1929).

Figura 1.5. Maqueta antifunicular (polifunicula seglin Réafols) utilizada por Gaudi (Réfols, 1929)

Actualmente el gran desarrollo de los equipos informéticos esta permitiendo la aplicacion
de nuevas técnicas numéricas orientadas al estudio de estructuras de obra de fabrica. Dichas
técnicas numéricas se basan principalmente en la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no-lineales por el método de los elementos finitos. Esta
técnica esté orientada a determinar el campo de deformaciones y tensiones que experimenta
una estructura. Como se ha descrito en la introduccion estas técnicas se enfrentan a unas
dificultades de orden conceptual o practico que pueden dificultar su aplicabilidad real.

En contraposicidn a estas técnicas computacionales modernas se propone utilizar, actualizar
y ampliar una técnica utilizada desde antiguo, la analogia antifunicular para determinar la
estabilidad de estructuras de obra de fabrica. Dicha técnica se ha llevado a cabo mediante
modelos analdgicos, es decir, maquetas colgantes, también llamadas estereostaticas o
polifuniculares, algunas de ellas extraordinariamente laboriosas. M&s modernamente se ha
ampliado su aplicabilidad al disefio de estructuras bidimensionales mediante modelos
termo-plésticos (Andrés et al., 1993).

También existen aplicaciones de esta metodologia en su vertiente computacional, como por
ejemplo la modelizacién de la maqueta colgante de la iglesia de la Colonia Giiell realizada
por Serrallonga, (2003) aplicando un modelo computacional que simula el comportamiento
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de redes de cables. No obstante dicha aplicacion puede verse limitada por el propio
comportamiento de los elementos tipo barra para simular elementos de cable.

1.3 Objetivo de la Tesis Doctoral
1.3.1 Objetivo general

Para recuperar y potenciar la viabilidad actual de la técnica basada en la analogia
antifunicular para determinar la estabilidad de estructuras de obra de fabrica se propone
desarrollar, en el contexto de la presente tesis doctoral, una formulacién analitica que
permita la simulacién numérica mediante ordenador de modelos funiculares complejos y
estudiar su aplicacion en el analisis de la estabilidad de construcciones de obra de fabrica
mediante el empleo de la teoria del andlisis limite. También el disefio de estructuras de obra
de fabrica se puede considerar como aplicacion directa de la técnica que se pretende
desarrollar.

1.3.2 Objetivos especificos

Los objetivos especificos a tratar en el desarrollo de la tesis doctoral necesarios para cubrir
el objetivo general son:

1. Analizar el estado del conocimiento sobre metodologias de célculo y andlisis tanto
de construcciones de obra de fabrica como de estructuras funiculares. En el estudio
del estado del conocimiento referente a los métodos de célculo y modelizacion de
las estructuras de obra de fabrica se realizara una revision historica para contemplar
los métodos de calculo usados en la era preinformatica. Asi mismo se investigaran
las aplicaciones de los modelos analdgicos funiculares llevadas a cabo con
anterioridad. El estudio del estado del conocimiento sobre la modelizacion vy
calculo de estructuras funiculares se dividira en tres partes.

e Estudio de diferentes tipos de elementos de cable encontrados en la
bibliografia.

e Estudio de diferentes estrategias para abordar el analisis de redes,
entendiendo redes como un conjunto interconectado de elementos de cables.

e Estudio de estructuras compuestas por elementos tipo cable y viga.

2. Formular un nuevo elemento de cable valido para modelizar estructuras de obra de
fabrica mediante el método funicular. Este desarrollo se centrara en la obtencion de
expresiones analiticas que permita aumentar su eficiencia a la hora de ser
implementado numéricamente mediante un programa de ordenador. Se deberan
analizar los problemas numeéricos que se puedan generar de cara a establecer
técnicas que permitan dotar de estabilidad a los algoritmos numéricos que
impliquen a los elementos de cable desarrollados. Puesto que la metodologia a
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desarrollar tiene por objetivo su aplicacion practica en modelizaciones complejas la
formulacién del elemento de cable debera contemplar también el desarrollo de la
matriz tangente asociada a dicho elemento para aumentar la rapidez y estabilidad en
la convergencia de los sistemas no lineales resultantes.

3. Implementar la formulacion analitica en un programa de ordenador mediante
algoritmos numéricos que permitan el calculo de redes complejas. Ello incluye el
analisis de las cualidades numéricas del algoritmo implementado con el fin de ser
utilizado en estudio de casos complejos. Dicha implementacion debe contemplar:

e Desarrollo de un método altamente convergente para establecer una relacion
entre fuerzas y desplazamientos en extremos de los nudos del elemento de
cable.

e Establecimiento de una estrategia numérica capaz de implementar de una
manera estable y eficiente la formulacion desarrollada para el calculo de
estructuras funiculares (redes) modeladas a partir de los elementos de cables
desarrollados.

e Desarrollo de algoritmos eficientes de almacenaje de datos, asi como
implementar métodos numéricos eficientes para lograr que la aplicacién de
la metodologia de calculo a casos reales no represente un uso prohibitiva de
recursos informaticos. Es un objetivo poder utilizar medios informaticos
convencionales (ordenadores personales) como herramientas para el estudio
de la mayoria de estructuras reales por compleja que sea su geometria. En
especial se estudiara el comportamiento de métodos directos e iterativos para
la solucion de sistemas lineales implicados en el algoritmo desarrollado.

e Utilizacidn de una estrategia de optimizacion para automatizar el proceso de
busqueda de soluciones, de cara a la comprobacién de la estabilidad de
estructuras de obra de fabrica. Esto implicara definir una serie de pardmetros
variables, establecer las restricciones oportunas y definir una funcion
objetivo, asi como una estrategia de minimizacion.

4. Validacion del buen comportamiento de la metodologia desarrollada asi como la
bondad de los resultados. Para lograr este objetivo se modelaran estructuras
ensayadas experimentalmente y se compararan los resultados obtenidos
numéricamente con los obtenidos en los ensayos. También se realizaran
comparativas con otros modelos numericos o estudios de estructuras reales de otros
autores para poder extraer conclusiones sobre la aplicabilidad del método
desarrollado.

5. Comprobacion de la validez de la metodologia formulada para estudiar estructuras
de gran complejidad geométrica.

10
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6. Empleo de un preprocesador y postprocesador grafico, tanto para facilitar el trabajo
de la modelizacion como y representar de una manera comoda los resultados de los
calculos, para asi poderlos interpretar de una manera mas directa.

7. Estudio de otras posibles aplicaciones de la formulacién desarrollada en otros
campos de la fisica o de la técnica como la creacion de superficies minimas a partir
de un contorno fijado para su aplicacion en modelos de CAD vy el andlisis de
estructuras hinchables, el disefio de formas estructurales antifuniculares, el célculo
de estructuras postesadas o el calculo de estructuras a traccion.

1.4 Contenido de este documento

Con el objetivo de mostrar con mayor claridad los temas desarrollados el presente trabajo se
ha dividido en tres partes fundamentales. La primera parte comprendera los capitulos
segundo, tercero y cuarto y presentara una formulacion para el calculo de redes de cables.
Esta parte también comprendera el desarrollo y comparacion de un nuevo elemento de cable.
La metodologia de calculo de redes de cables mostrada ofrece multiples aplicaciones que se
expondran de forma general en el capitulo noveno. Méas concretamente en la segunda parte
del presente trabajo que comprende los capitulos quinto, sexto y séptimo, se desarrollara en
profundidad la aplicacion al calculo de estructuras de obra de fabrica mediante la aplicacion
de la teoria del analisis limite, empleando la formulacion presentada en la primera parte del
trabajo para encontrar redes complejas de lineas de presiones. Finalmente en la tercera parte
del trabajo, que comprende los capitulos octavo y noveno, se presentan otras aplicaciones
dela metodologia desarrollada, conclusiones y lineas futuras de investigacion.

En el segundo capitulo se revisaran los diferentes elementos de cables encontradas en la
bibliografia y se repasaran las diferentes técnicas empleadas en la solucion de estructuras
funiculares, también llamadas estructuras de cables. Finalmente, se extraeran conclusiones
acerca de los aspectos sobre los que se debe profundizar y que permitan lograr los objetivos
de la presente investigacion. Este capitulo finalizard& con un compendio de ejemplos
particulares relacionados con las estructuras de cables.

En el tercer capitulo se desarrollard un nuevo elemento de cable que sera empleado en la
simulacion de las lineas de presiones. Dicho desarrollo comprendera tanto la deduccion de
las expresiones cinematicas del elemento como la deduccién de su matriz tangente. Asi
mismo, se describird la metodologia, tanto analitica como numérica necesaria para resolver
redes de cables formadas por un nimero arbitrario de elementos de cable. Se mostrara
especial interés en desarrollar estrategias numéricas altamente estables con el objetivo de
obtener una convergencia rapida, pero sobre todo estable, del problema no lineal planteado.

En el cuarto capitulo se compararén de las caracteristicas del nuevo elemento frente a otros
descritos en la bibliografia, dicha comparativa comprendera tanto el grado de aproximacion
respecto resultados experimentales como su comportamiento desde el punto de vista
numérico.

11
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En el quinto capitulo se presenta una revision del estado actual del conocimiento del area
estructural que nos ocupa. En él se exponen los aspectos fundamentales sobre la
modelizacion mediante diferentes técnicas del comportamiento de estructuras de obra de
fabrica. Basicamente las diferentes técnicas de analisis que se mostraran se pueden dividir en
tres grandes grupos:

e Técnicas basadas en el empleo de modelos analdgicos.
e Técnicas basadas en modelos analiticos.
e Técnicas basadas en modelos numéricos.

Concretamente se realizara una exhaustiva revision de la teoria del analisis limite empleada
en el estudio de la estabilidad de las estructuras de obra de fabrica. Dicha revision
comprendera también los conceptos de mecéanica clasica que profusamente se emplean en el
analisis limite. Se realizara una aproximacion a la evolucion historica del andlisis de las
estructuras de obra de fabrica para fundamentar la metodologia del analisis mediante
modelos analdgicos antifuniculares, base del presente trabajo.

En el sexto capitulo se desarrollara la estrategia para abordar mediante técnicas numéricas el
analisis de las estructuras de obra de fabrica empleando los modelos anal6gicos-numéricos
desarrollados en el capitulo tercero. También se desarrollara una técnica basada en la
optimizacion no lineal que permitira automatizar la busqueda de soluciones que muestren la
estabilidad de las estructuras analizadas. Se realizaran también diversos ejemplos en 2y 3
dimensiones que permitirdn mostrar la bondad de la estrategia de optimizacion desarrollada
mediante la simulacion de estructuras simples.

En el séptimo capitulo se describird la modelizacion de estructuras reales de cierta
complejidad geométrica analizadas mediante la técnicas descritas en el presente documento.
En el primer caso se realizara un ejemplo caracteristico en el estudio de estructuras de obra
de fabrica, la determinacion de a carga Ultima del puente Bridge Mill, ensayado hasta la
rotura y utilizado como caso test por diferentes autores. En el segundo caso se analizard una
estructura bidimensional, el portico tipo de la catedral de Mallorca. Este caso permitira
comparar los resultados ofrecidos por la técnica desarrollada, con otros, obtenidos a lo largo
de la historia mediante técnicas completamente diferentes. El tercer ejemplo consistira en el
analisis de una estructura tridimensional de una complejidad geométrica moderada, la aguja
de la Catedral de Barcelona. Dicho ejemplo mostrara tanto la potencia del método a la hora
de analizar estructuras complejas, como las limitaciones de la técnica del analisis limite.
Finalmente se estudiara de forma simplificada la estabilidad de la nave central de la catedral
de Girona, analizando de forma cualitativa la forma de sus bovedas comprandolas con el
contorno de un esquema funicular equivalente.

El octavo capitulo expondra brevemente diferentes aplicaciones de investigacion que se
pueden derivar de la formulacion desarrollada. Dichas perspectivas se introduciran mediante
ejemplos desarrollados en el contexto del presente trabajo.

El noveno capitulo expone y resume las conclusiones que ofrece el presente trabajo. Se
realizard tanto un resumen de las aportaciones tanto en el campo del analisis de las
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estructuras de obra de fabrica como del calculo de estructuras funiculares o de cables.
Finalmente se expondran las lineas de investigacion que quedan abiertas y se derivan de la
presente investigacion.
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Capitulo 2

Estado del conocimiento sobre el
calculo de modelos funiculares

2.1 Introduccién.

El estado del conocimiento de las técnicas de calculo de redes de cables describird no solo
técnicas para tratar problemas con multiples grados de libertad (redes) sino que tendré que
hacer referencia al andlisis y modelizacion del comportamiento tanto de un elemento de
cable aislado como de su combinacion con otros elementos tipo barra. Dicha combinacion
permitird mejorar la modelizacién de las estructuras de obra de fabrica que tengan
incorporados elementos como zunchos o tirantes que trabajen a traccion, asi el modelo
antifunicular podra modelar dichos elementos mediante barras que trabajen a compresion.
Se describiradn formulaciones estéticas y dinamicas asi como las simplificaciones realizadas
que permiten una formulacion matematica mas sencilla.

2.2 Elementos de Cable.
2.2.1 Introduccioén.

Actualmente en la mayoria de campos de ingenieria orientada al analisis estructural existe
una gran variedad de elementos finitos que permiten modelar el comportamiento fisico de
los diferentes tipos estructurales. En el campo de la modelizacion de estructuras de cables
existen diversos tipos de elementos finitos pero particularmente, en esta tipologia
estructural, nos encontramos con una buena coleccion de elementos de caracter analitico.
Muchos nacen a partir de la solucién directa del problema de equilibrio y compatibilidad
que se plantea a partir de la fisica del problema, sin tener que recurrir a aproximaciones de
tipo numérico.

El desarrollo que se presentard a continuacion se centrara en la descripcion de los diferentes
elementos de cable existentes en la bibliografia. También se realizard una breve exposicion
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de aplicaciones especificas de los mismos. Se agruparan los elementos de cable
dependiendo de su origen, es decir, segun si han sido desarrollados a partir de deducciones
analiticas o mediante formulaciones de elementos finitos u otro tipo de aproximaciones.

2.2.2 Soluciones analiticas del elemento de cable.
2.2.2.1 Elemento de catenaria inextensible.

Se define un elemento de catenaria como la curva que adopta un cable formado con
material inexteensible, con rigidez a flexion despreciable, suspendido por sus extremos y
bajo el efecto de la gravedad.

La expresion analitica para este caso se conoce desde muy antiguo. En 1691, en respuesta a
un reto planteado por Jacob Bernoulli, los cientificos Leibnitz, Huygens y Johann Bernoulli
encontraron la ecuacion para el caso de la catenaria inelastica. Particularmente Leibnitz
empled la reciente teoria del célculo infinitesimal, descubierta independientemente por él y
Newton, para deducir la ecuacién de dicha curva (Tibert, 1999).

Aqui se expondran las expresiones tal como se presentan en Tibert (1999). En la figura 2.1
se muestra un elemento de catenaria suspendido por sus nodos extremos. El peso por
unidad de longitud de cuerda es denominado ¢, la fuerza horizontal aplicada en los
extremos de nudo H y la longitud de la catenaria L .

X

H
=
¥
1

Figura 2.1. Catenaria inextensible

Para profundizar en la deduccion se puede consultar en Tibert (1999) donde se muestra de
una manera muy clara la obtencién de la expresion analitica de la catenaria y el
planteamiento de la ecuacién diferencial de la que se deriva. Para el segmento de cable
mostrado en la figura 2.2, tomando como condiciones de contorno (xi, y1)= (0, 0) y (X2,y2)
= (I, h) la expresion que relaciona la posicién de la coordenada y en funcién de la ordenada
x toma la siguiente forma.
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y = H[1+ cosh[?_:( n gj - cosh(g)} 2.1)
q
siendo:
. h
S T . L 2.2
°=s (ZHsinh(a))j “ (22)
donde:
gl
=t 2.3
“=oH (23)

La longitud de la catenaria podra ser calculada a partir de la siguiente expresion:

2
L2 :I—zsinhz(a))—h2 (2.4)
[

La expresion anterior se puede transformar, expresandose en forma de ecuaciones
paramétricas, segun el parametro arco de la curva s; relacionando la posicién de los nudos
extremos con las fuerzas aplicadas en estos. El pardmetro arco s mide la distancia sobre la
cuerda del nudo 1 al nudo 2 . Dicha expresidn que se muestra a continuacion serd deducida
en el capitulo 3.

Nodo 1:( Xl! Yl, Zl)

F Nodo 2=( X, Y, Zy)
node 1 bl

S parametro arco de Nodo 1 a Nodo 2

F12

Figura 2.2. Catenaria inelastica 3D sometida a la fuerza de la gravedad G

Las expresiones para el caso 3D, segun la base de referencia mostrada en la figura 2.2, son
las siguientes:
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X, =X, +:.(\/ij + Fz2 +(P+Fx,) —JFy? + Fz2 + (Fx, +q(L—s))2)

Fy P+ Fx Fx, +q(L-s) (2.5)
Y, =Y, +—2.| arcshnh| ——=2— | — arcsnh| ————~
g JFy; +Fz; JVFY; +Fz;
Z =7 + Fz, . arcsnh PP | arcsnh FX, +a(L —s)

g JFY: + Fz? JFY: + Fz;

donde g representa el peso por unidad de longitud, L es la longitud inicial del elemento, s es
el parametro arco y P el peso total del elemento.

Estas expresiones muestran la relacion altamente no lineal entre la posicion de las
coordenadas de los nodos extremos y las fuerzas aplicadas en éstos. Las expresiones
definen el elemento de catenaria inextensible, pudiéndose éstas emplear en un esquema
convencional de rigidez para proceder al calculo de redes formadas por dichos elementos.

Se puede observar de las expresiones anteriores que el elemento de catenaria descrito es
explicito desde un punto de vista de flexibilidad. Dado que dichas expresiones no son
invertibles no se dispone de la expresion de rigidez explicita. Para obtener los valores de las
fuerzas a partir de la posicion de los nudos, se debera resolver el correspondiente sistema
no lineal.

La utilizacién de este elemento inextensible para modelar redes de cables es poco
recomendable dada la alta inestabilidad que confiere al problema mateméatico aunque
fisicamente el resultado de dicha modelizacion sea correcto. La propia condicién de
inextensibilidad del elemento implica la existencia de comportamientos asintéticos que
dificultan extraordinariamente la convergencia del problema numérico resultante. Esta
cuestion se puede solventar dotando de cierta extensibilidad al material que forma el
elemento de catenaria. Incorporando dicha variacion se mejora extraordinariamente el
comportamiento numérico del problema ya que en el caso de la catenaria elastica se
substituye el comportamiento asintotico por un comportamiento de tipo lineal.

En el punto 3.2.2 del capitulo 3 se expone ampliamente la problematica que presenta dicho
elemento inextensible y se planteara un nuevo elemento de cable que permita superar los
problemas numéricos que plantea el cable inextensible.

A modo introductorio se muestra a continuacién un ejemplo donde se compara el
comportamiento de un elemento de cable inextensible con otro elastico. En la figura 2.3 se
puede ver el esquema del ejemplo planteado. La longitud (L) del cable es de 15m y la
rigidez del elemento elastico sera de EA=1e5 kN. El ejemplo consiste en ir separando los
apoyos de manera que el elemento se vaya tensando y observar el comportamiento que
experimenta la reaccion horizontal en funcion de la separacion de los apoyos.
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D= distancia entre apoyos

Figura 2.3. Elemento de cable suspendido por los nodos extremos

El grafico de la figura 2.4 compara la relacion entre la distancia entre apoyos y la reaccion
horizontal que se obtiene empleando un elemento inextensible y otro elastico. Se puede ver
como para situaciones en el que el cable estd poco tenso el comportamiento es muy
parecido para los dos tipos de elementos.

La diferencia en el comportamiento se produce cuando la separacion entre nodos es
proxima a la longitud de la cuerda. En esta situacion para el caso inextensible aparece una
rama asintdtica que se transforma en el caso elastico lineal en una relacion lineal entre
desplazamientos y tensién con la pendiente igual a la rigidez del cable.

En definitiva en el caso inextensible se aprecia claramente el comportamiento asintético de
la catenaria inelastica que como es logico se situa para una distancia entre apoyos de 15m.

20 -

15 4
Distancia entre (

apoyos [m] 10 4 —  Catenaria inextensible
5 —  Catenaria elastica
0 , , | |
0 200 400 600 800

Reaccién horizontal TkNT1

Figura 2.4. Comportamiento mecénico de una catenaria elastica e inelastica

En el caso elastico la rigidez del cable cuando estd completamente tenso es equivalente a la
de una barra traccionada es decir igual a EA/L, de aqui la profusion del empleo del
elemento convencional de barra para simular el comportamiento de estructuras a traccion,
ya que en situaciones donde los elementos estén suficientemente traccionados su
comportamiento mecanico es muy similar al de un cable, ofreciendo ventajas de tipo
numerico en su resolucién computacional.
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2.2.2.2 Elemento de catenaria elastico.

Se define un elemento el&stico de catenaria como la curva que adopta un cable formado con
material perfectamente elastico lineal, que cumple la ley de Hooke, con rigidez a flexion
despreciable, suspendido por sus extremos y sometido al efecto de la gravedad.

La expresion de la catenaria formada por material elastico lineal fue obtenida por Routh en
1891, (Irvine, 1981). Dicha expresion exhibe una complicacion formal que dificulta su
aplicacion practica. Aqui se mostrara la expresion ofrecida por Irvine (1981) para el caso
bidimensional por su mayor claridad .

[ I |

Figura 2.5. Catenaria elastica

Cabe decir que para la deduccion de las siguientes expresiones se realiza la hipotesis de
pequefios desplazamientos, estableciendo el equilibrio de fuerzas en la configuracion sin
deformar. Dicha hipdtesis es perfectamente valida para cables formados por materiales
suficientemente rigidos. Tomando como condiciones de contorno (X1, y1)= (0, 0) y (X2,y2) =
(I, h) se obtiene la siguiente expresion paramétrica en funcién del pardmetro arco s, que
tiene su origen en el nodo 1:

X,(s)= :: + HL, [arcsnh@_/'j - arcsnh(v_?_'S/LOB
q

Vo) =B (Vs | AL Ju(vjz_ 1+[V‘QS’L°)2
T EAlg 2L, ) q H H

La expresion anterior (2.6) estd referida seguin los ejes definidos en la figura 2.5. La
variable V es la fuerza vertical aplicada en el nodo 2, E es el médulo de Young del material
que forma el cable y A la seccién del mismo. Dado que en este caso la catenaria es
extensible se tiene que matizar que Ly es la longitud inicial del cable, aln sin cargar.

(2.6)
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Para s=L, se obtiene la relacion entre fuerzas y coordenadas de los nodos extremos, muy

util para determinar la expresion de la matriz de rigidez tangente del elemento.

HL,

j-HL  HL arcsnh(vj - arcsnh(v_qj
EA g H H

h:q—l"J v_ 1 +HL°- \/1+(
EA\Q 2) ¢ H

Las ecuaciones anteriores se pueden rescribir de la siguiente manera:

I = f(H,V)
h=g(HV)

Por tanto, diferenciando las expresiones anteriores:

dl = ﬁdH + ﬂdV
oH ov
dh= %9 gn + 9 gv
oH oV

La anterior expresion puede rescribirse como:
dH dl
=K
dv dh

K=F_1=|: f22 _f12
- le f11

donde:

siendo:

J |

j| f22f

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

En la referencia (Irvine, 1981) se pueden encontrar las expresiones anteriores de forma

explicita.

Karoumi (1998), muestra un estudio sobre la aplicabilidad de este tipo de elemento para
modelar tirantes de puentes de gran longitud. Compara los resultados con elementos de
barra convencional y con elementos de barra con la rigidez ficticia deducida por Ernst
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(1965). Las graficas expuestas en la figura 2.6 son tomadas de Karoumi (1998) y muestran,
como es de esperar, que el elemento de catenaria elastico tiene un mayor grado de precision
que los elementos de barra. Ademas se pone de manifiesto que el uso de los elementos de
barra convencionales requiere mayor capacidad de recursos informaticos para un nivel de

precision aceptable.

) o 304.8 m

Longitud cable =312.7m
E=1.31e11 N/m®
A=5.48e-4 m*

Peso propio = 46.11 N/m

100

x100

1 Elem. catenaria elastico-analitico
""" 20 Elementos de barra, 1=1e-5

20 Elementos de barra, I=1e-4
—— 1 Elemento de Ernst

Flecha

Longitud haorizontal

Desplazamierto extremos de nodo « 100
Longitud Horizontal
in

80+

6.0 +

40 1

(b}

1 Elemento de catenaria elastico
—— analitico
. 20 Elementos de barra, I=1e-5
20 Elementos de barra, I=1e-4

Figura 2.6. Comparativas realizadas por Karoumi (1998)

La formulacion del elemento de cable elastico mostrada anteriormente también es utilizado
por Vinasithamby et al. (2001) para modelar estructuras expandibles proyectadas para
misiones espaciales. La modelizacion se realiza combinando elementos de viga
convencional y elementos de cable obteniendo muy buenos resultados.

2.2.3 Elementos de cable aproximados.

2.2.3.1 Elemento de barra.

Este es de los elementos mas usados para modelizar estructuras de cables a pesar de las
limitaciones y problemaéticas inherentes a él. De hecho, se han desarrollado métodos
exclusivos de resolucion de problemas de redes de cables utilizando este tipo de elemento
(Tibert, 1999; Gil A. 2001). Como se ha dicho anteriormente, para casos donde los
elementos se encuentran traccionados la aproximacion que ofrece este elemento es
suficiente. Los inconvenientes son debidos a la existencia de elementos poco o nada
traccionados, con lo que para simular correctamente el comportamiento es necesario el
empleo de multitud de elementos, con el coste computacional que ello conlleva.
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En la figura 2.7 se puede observar un elemento de barra situado en el espacio que servira
para deducir las expresiones cinematicas y la matriz de rigidez tangente del elemento.

F

Nodo 1=( le er Zl)
Nodo 2=( Xz, Yz, Zz)

72

Figura 2.7. Elemento de barra

Utilizando una formulacién lagrangiana la expresion cinematica analitica de este elemento
es la siguiente:

0 f

FXFEA(X,XZ)[Il_Ilj

0 f

Fy, = EA(Y, —YZ)U 1 } (2.13)

Fz —EAZ, - ZZ)[ll - |1J

0 f

Fx,=-Fx, Fy,=-Fy, Fz,=-Fz,

1

siendo

= (X, = X,)2 + (Y, = Y,)? +(Z, - Z,)° (2.14)

E médulo de young del material, A seccion de la barray |, la longitud inicial de la barra.

La matriz tangente asociada a este elemento puede ser deducida como:

oF |K™y K%
a= K33, K¥3, (2.15)
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siendo

F =(Fx,,Fy, ,Fz,,Fx,,Fy,,Fz,) (2.16)
IZZ(XI’Yl Z ’Xz’Yz’Zz) (2.17)

Se deduce facilmente que:

K 21— K 22
K =Ky, (2.18)
K11 K22

La siguiente submatriz de rigidez tangente puede escribirse como:

aux, +aux,-a®>  —aux,-a-b —aux,-a-c
Ky = aux, +aux,-b>  —aux -b-c (2.19)
SIM aux, + aux, - ¢

siendo las variables auxiliares :

a=X,-X,;b=Y,-Y,; c:Zl—ZZ;auxl:iA; auxzz(/liA/) (2.20)
f 0 f

Este elemento fue el primero que se utilizé para calcular tenso-estructuras. Hay que hacer
especial mencién al disefio de la cubierta del estadio Olimpico de Munich (Argyris et al.
1974), una de las primeras aplicaciones de las tenso estructuras, para el cual se utilizaron
elementos de barra para representar los cables de dicha cubierta.

Como se ha comentado, uno de los principales inconvenientes que conlleva la utilizacién de
estoes elementos es la necesidad de discretizaciones que involucren gran cantidad de grados
de libertad para simular cables poco tensados. Como muestra la figura 2.6 en los resultados
obtenidos en Karoumi (1998), hacen falta 20 elementos conectados uno tras de otro para
aproximar el comportamiento de un elemento de catenaria elastico analitico. Para mejorar
el comportamiento de dicho elemento se han desarrollado estrategias como la de Ernst
(1965) gue se muestran a continuacion.

2.2.3.2 Aproximacion de Ernst.

El comportamiento real de un cable es altamente dependiente de la tensién del mismo y
esta caracteristica lo diferencia del comportamiento de una barra rigida. Se han desarrollado
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aproximaciones que proporcionan una rigidez ficticia relacionada con el grado de tension
de la barra para simular la perdida de rigidez del cable cuando éste esta poco traccionado,
emulando su comportamiento cinematico real. Ernst (1965) resuelve el problema
introduciendo un modulo elastico equivalente definido como:

E E (2.21)

120

siendo A la seccion del cable, y peso por unidad de longitud, | la longitud del cable en
proyeccion horizontal, E el mddulo de young real y E¢q el modulo equivalente en funcion
de la tension del cable o

Como se puede observar en la expresion propuesta para el moédulo de elasticidad
equivalente, en el caso que la tension tienda a un valor alto, el mddulo equivalente tendera a
igualarse con el modulo eléstico del material, ofreciendo la misma rigidez como si de una
barra rigida se tratase. En cambio cuando la tension tienda a cero, la rigidez del médulo
equivalente tendera también a cero.

En la figura 2.8, obtenida de Pao-Hsii et al. (2001), se puede ver una grafica que relaciona
la rigidez aparente con la tension de un cable de acero y su longitud. Se hace evidente el
grado de no linealidad del comportamiento de un cable elastico, dicho comportamiento no
lineal se acentla para cables mas largos. Para cables cortos para una traccion baja, la
rigidez equivalente es muy parecida a la de una barra.

1.0
0.8 4
0.6 - E=1.85x10" KNim®
m ¥=78.5 KMN/m’
hr E
1 Fa (yey
041 12a”
L
0.2 4 -
— —
0.0 .

50 100 180 200 250 300 350 400 450 500 550

G (X T0KN/m? )
Figura 2.8. Variacion del modulo equivalente con la tension, tomado de Pao-Hsii et al. (2001)
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Pao-Hsii et al. (2001) utiliza dicha aproximacion para calcular el comportamiento de
puentes atirantados obteniendo unos resultados satisfactorios. Disefia un elemento de barra
con una rigidez definida a tramos, calculada como

EernstA b i d
KA={"7 caso barra traccionada (2.22)

0 caso barra comprimida

Este autor realiza una simulacion de estructuras de puentes atirantados mediante modelos
que combinan este elemento de cable y elementos de viga. Para simular las pilas emplea
elementos especiales de barra para tener en cuenta los efectos de segundo orden. Realiza
simulaciones orientadas a determinar el comportamiento estatico y dinamico de las
estructuras atirantadas reales obteniendo un buen grado de aproximacion.

2.2.3.3 Aproximacion del elemento de cable mediante funciones polindmicas.

Es usual aproximar la geometria de una catenaria por la de un polinomio de 2° grado. De
hecho la parébola es la antifunicular de una carga distribuida horizontal. Por tanto, para
cables con una pequefia curvatura la aproximacién puede ser aceptable.

La expresion de la parabola que aproxima el trazado de una catenaria es:

ol ()

Donde:

= % (2.24)

y las variables tienen el mismo significado que en el apartado de donde se describe la
catenaria inextensible (expresiones 2.1-2.4) . El sistema de referencia también es el
mostrado en la figura 2.1.

El elemento parabdlico definido en (2.23) es inextensible, es decir, no se le atribuye
elasticidad al material que forma el cable. También se han desarrollado elementos elasticos
parabolicos para modelar elementos de cable extensibles. Esta aproximacion sera valida
para casos en los que el elemento tenga poca curvatura. La formulacion completa de dichos
elementos se puede encontrar en las referencias en Tibert (1999); Ahmadi-Kashani (1983);
K. Mgllmann, (1974).
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Las ventajas de la utilizacion de dichos elementos consisten en la mayor sencillez de las
expresiones cinematicas y de las matrices de rigidez tangentes respecto la formulacion
exacta de la curva catenaria. Por ello es de esperar una mayor rapidez en el célculo de las
simulaciones que involucren estos elementos aunque la convergencia de los procesos
iterativos de resolucion seran menos estables.

Por otro lado estos elementos estdn limitados a la hora de simular correctamente el
comportamiento de cables poco tensos o lo que es lo mismo, con una curvatura apreciable,
En definitiva su utilizacion esta limitada a unos casos determinados y obligan a la revision
de los resultados obtenidos para validar su aplicabilidad en cada caso en concreto.

En la figura 2.9 se puede apreciar la comparativa entre el perfil de una catenaria (azul) y
una parabola. Se puede apreciar el error cometido si se utiliza la parabola como
aproximacion a una catenaria con una curvatura apreciable

Figura 2.9. Comparativa entre el perfil de una catenaria (azul) y una parabola.

Existen formulaciones que usan polinomios de mayor grado para aproximar el perfil y
comportamiento de la catenaria. En Leonard, J. W. (1988) se pueden encontrar elementos
basados en aproximaciones polinomiales de cuatro nodos. Estos elementos aproximan con
suficiente precision cables con poca flecha pero como ocurria en el caso de los elementos
tipo barra, para simular cables con una curvatura apreciable hara falta una discretizacion
que emplee varios elementos. La evaluacién tanto de las fuerzas en extremos de nodo como
de la matriz tangente requiere integraciones numéricas dado que las expresiones analiticas
son muy complejas de obtener.
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2.2.4 Elementos de cable especiales.
2.2.4.1 Elemento asociado de catenaria.

Este es un elemento que relaciona la carga distribuida aplicada sobre €él y la elongacion del
mismo. En este caso la carga aplicada sobre el cable se tiene que entender como una
presion aplicada por unidad de longitud. Es decir, en la formulacién del elemento se tiene
en cuenta que el incremento de longitud del cable repercute en una mayor carga distribuida
en el mismo. En Tibert (1999) se puede encontrar el desarrollo completo tanto de las
expresiones cinematicas del elemento como de la matriz de rigidez tangente.

Este elemento no representa correctamente el problema que se pretende abordar en el
presente trabajo puesto en la modelizacion de lineas de presiones mediante elementos
antifuniculares la carga en un dato de partida y constante. Precisamente la elongacién del
cable no tiene que influir en la carga del mismo ya que esto falsearia los resultados
incorporando artificialmente una carga que no existe al modelo funicular.

2.2.4.2 Otros elementos encontrados en la bibliografia.

Vinlay y Rogers (1992) y Peregrino (1993) realizan un estudio de redes de cables
modelandolos como elementos de barra, pero descomponiendo los movimientos segln su
naturaleza que experimenta dicho elemento. Por un lado se consideran los movimientos
asociados al cambio de las fuerzas internas del elemento (extension del elemento) y por
otro los movimientos de sélido rigido, los cuales no generan esfuerzos internos sino
traslacion de los elementos. Se proponen aproximaciones lineales para modelar los
movimientos de sélido rigido que a efectos practicos, ya aproximan suficientemente el
comportamiento de las redes de cables.

Esta linea de trabajo también es seguida por Kwan (1998), quien utiliza la aproximacion
clasica consistente en considerar el cable como un elemento de barra, pero utiliza
desarrollos de Taylor para aproximar las diferentes funciones no lineales que aparecen en la
formulacion del elemento. Todo ello para obtener un nuevo elemento que se comporte
mejor delante de la alta no linealidad geométrica de las estructuras de cables.

Mitsugi (1992) desarrolla un elemento de cable que se comporta como un elemento
convencional de barra pero con la peculiaridad que permite modelar elementos intercalados
entre las barras como poleas y elementos de conexion que permiten rotaciones en los nudos
que conectan los elementos. Dicho desarrollo se realiza para aplicarlo a estructuras
desplegables como antenas y otros elementos en el contexto de la industria aeroespacial. El
elemento desarrollado lo denomina hipercable.

Shan y Zhai (1998) han disefiado un macro-elemento formado por elementos de barra,
elementos de viga y elementos de catenaria inelastica para modelar el comportamiento
dindmico de catenaria de ferrocarril. Los autores aprovechan el hecho que el tendido
eléctrico utilizado en la ingenieria ferroviaria estd compuesto por la repeticion del mismo
tipo estructural. EI analisis mediante subestructuras es utilizado por los autores y para ello
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crean un elemento que modela el comportamiento de la estructura que forma la unidad
basica de la catenaria ferroviaria.

Zhou, Accorsi y Leonard (2004) han desarrollado un elemento de cable de unas
caracteristicas similares a los de un elemento de barra convencional, con la peculiaridad de
afnadir la posibilidad de modelar nodos deslizantes. Es decir, dentro de un elemento de
cable afiaden un nodo especial para simular el deslizamiento con otros cables. Aplican este
elemento de cable en la simulacién dindmica de la abertura de paracaidas. Emplean el
principio de los trabajos virtuales y una formulacion lagrangiana para desarrollar este nuevo
elemento. Se puede ver un ejemplo de aplicacion en las figuras 2.10y 2.11.

Figura 2.10. Paracaidas modelado por B. Zhou et Figura 2.11. Detalle del elemento deslizante. Zhou,
al. Donde se aprecia el efecto del elemento Accorsi y Leonard, 2004
deslizante. Zhou, Accorsi y Leonard, 2004

Kim y Hae Sung (2001) desarrollan un elemento de cable orientado al estudio de
estructuras de puentes colgantes afadiendo el factor de la incertidumbre de la longitud
inicial de los mismos. Utilizan la formulacion del elemento de catenaria eléstico clésico
(Irvine, 1981). El estudio esté orientado a la determinacion de longitud optima de los cables
que forman la estructura de suspension de puentes atirantados o colgantes, antes de entrar
en tension.

2.3 Técnicas para calcular estructuras formadas por elementos de cables.

2.3.1 Introduccion.

En un gran ndmero de célculos estructurales, dada la naturaleza del problema, se puede
aplicar la hipotesis de pequefias deformaciones permitiendo establecer el equilibrio de

fuerzas en la geometria inicial sin deformar. Esta permite simplificar enormemente el
problema matematico resultante aunque estrictamente nunca se cumple dado que no existen

28



Capitulo 2 Estado del conocimiento sobre el calculo de modelos funiculares

cuerpos infinitamente rigidos por lo que siempre sufren alguna deformacion y por tanto la
solucion correcta deberia establecer el equilibrio en la configuracién deformada. No
obstante lo anterior y a efectos practicos dicha aproximacién es perfectamente valida para
modelar la mayoria de estructuras que aparecen en los casos convencionales de la
ingenieria estructural.

En el caso de las estructuras de cables esto no es asi. Las estructuras formadas por estos
elementos tienen la peculiaridad de que el equilibrio lo alcanzan cuando han sufrido
grandes movimiento. Es por ello que el alto grado de no linealidad geométrica caracteriza
el comportamiento de este tipo de estructuras. Este hecho pone de manifiesto la necesidad
de disponer de herramientas y procesos numéricos capaces de resolver el problema que
plantea su modelizacion mediante el calculo del problema matematico planteado.

Como se ha comentado en apartados anteriores, antes de disponer de los recursos
informaticos actuales y como en otras ramas de la técnica, se han empleado modelos
analégicos mediante maquetas para aproximar el comportamiento de las estructuras a
escala natural. Un ejemplo emblematico en el empleo de dichas técnicas es el de Frei Otto
(Tibert 1999; Gil, 2001) que realiz6 un riguroso estudio orientado a la modelizacion de
membranas a escala a partir de peliculas de jabdn, maquetas textiles, etc.

El objetivo de este apartado sera el de describir suficientemente las diversas técnicas
numéricas utilizadas para modelar estructuras de cables.

2.3.2 Metodo de la relajacion dinamica.

Este método fue inicialmente desarrollado por Otter (1964) en el contexto de una
investigacion de estructuras de hormigon pretensado destinadas a la contencion de reactores
nucleares. Posteriormente dicha técnica ha sido aplicada numerosos problemas estructurales
y en concreto al calculo de redes de cables y membranas. Particularmente, la primera
aplicacion de esta técnica en el campo de las estructuras de cables es debida a Day y Bunce
(1970).

La relajacion dinamica presenta en si misma una atractiva aproximacion a la modelizacion
de estructuras de cables dado que utiliza una técnica relativamente simple que permite
Ilevar a cabo tanto el analisis como la bdsqueda de las formas de equilibrio de una red de
cables.

La técnica estd basada en un seudo-andlisis dindmico que parte de una configuracion en
desequilibrio estatico y utiliza la expresion de D’Alambert para buscar la posicion de
equilibrio mediante una integracion explicita en el dominio temporal. La ecuacién que rige
el proceso es:

p(t) =M d+Cd+ Kd (2.25)
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Donde p(t) es un vector de cargas exteriores dependientes del tiempo, M es una matriz de
masa ficticia, C es la matriz viscosa también ficticia, K es la matriz de rigidez y d es el
vector de desplazamientos.

Los términos de inercia y viscoso
Md+Cd (2.25a)

representan las fuerzas residuales que son minimizadas iterativamente por efecto de las
propias fuerzas viscosas, hasta un valor aceptable, permitiendo considerar que se ha llegado
a un equilibrio estético.

La matriz K es singular por la naturaleza del problema, pues representa una estructura
formada por barras que es un mecanismo. Los términos dindmicos de la ecuacién eliminan
la singularidad del problema estatico, pues lo transforma en un seudo problema-dindmico
que permite ser resuelto a través del parametro tiempo.

Este algoritmo numérico basicamente es utilizado en combinacion con el elemento de barra
convencional aungue hay autores que lo han combinado con elementos mas complejos
(Kwan, 1998).

Aqui se ha presentado el método de una forma general pero existen diversos desarrollos que
aportan matices al algoritmo y aumentan su estabilidad y velocidad de convergencia. Es
evidente que este algoritmo utiliza multitud de parametros que realmente no reflejan una
fisica concreta del problema, como son los parametros que forman las matrices de masa y
viscosas 0 el propio intervalo de tiempo para realizar la integracion. Es por ello que se
pueden encontrar diversas propuestas para fijar dichos valores en Barnes (1974), Alwar et
al. (1975), Lewis (1982), Lewis y Rushton (1984) y Lewis y Shan (1987)

2.3.3 Meétodo de matriz de rigidez.

El método de la matriz de rigidez consiste en resolver directamente el sistema no lineal que
se deriva del planteamiento de las ecuaciones de equilibrio en una red de cables.

Partiendo del sistema obtenido a partir de la sumatoria de fuerzas (tanto internas como
externas) aplicadas en cada grado de libertad, se puede establecer un esquema incremental-
iterativo del tipo Newton-Rapson que permite encontrar el punto de equilibrio.

Sea el sistema no linal

F(d)=f (2.26)

ext

donde F es la funcidn que representa la resultante de fuerzas internas en cada grado de
libertad, obtenida a partir del ensamblaje de las expresiones cinematicas de cada elemento,
d es el vector posicién de la red objeto del calculoy f_. es el vector de cargas exteriores.

ext
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El proceso iterativo se basa en la siguiente expresion de recurrencia:

_a _[%F ). 2.27
=4, -5 @) -F@) 227)

Donde :
oF (d.) (2.28)
od

se obtiene por el ensamblaje de las matrices tangentes de cada elemento evaluadas en d;.

Para disminuir el tiempo de computacion, evitando la necesidad de invertir la matriz
tangente global (2.28), se substituira el calculo siguiente producto

oF )
2 -F(d (2.29)
(F@)] Fa)
por la resolucion del sistema lineal siguiente
oF
=(d) X, =F(d. (2.30)
(E@x-Fa)

siendo X, el avance de cada iteracion
d,, =d - X, (2.31)

La metodologia descrita tiene la ventaja que su formulacién es independiente del elemento
empleado y puede combinar diferentes tipos de elemento dentro de una misma simulacion,
lo cual le dota de una gran versatilidad. Este algoritmo serd comentado mas ampliamente en
capitulos posteriores pues sera implementado y utilizado para resolver el equilibrio de redes
planteado en esta Tesis.

Este método es descrito ampliamente por Krishna (1978) e Irvine (1981) y es utilizado por
Vinasihamb y Ragavan (2001). Estos ultimos autores han realizado un programa de
ordenador orientado a la modelizacion del comportamiento de estructuras expandibles
destinadas a misiones espaciales. Realizan la modelizacién combinando elementos de viga
y elementos de cable elastico clasico. Los autores descartan tratar el problema mediante
elementos de cable a modo de barras a traccién por su elevado coste computacional y bajo
grado de precision.
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2.3.4 Método del minimo de energia del sistema.

En este caso se utiliza el método clésico del principio de la minima energia de un sistema
para determinar el equilibrio estatico que presenta un sistema estructural.

Se define el funcional de energia potencial asociado a un esquema estructural de la
siguiente manera:

W=U-V (2.32)

Siendo W el potencial total, U la energia interior del sistema y V el trabajo realizado por las
fuerzas seguidoras aplicadas sobre el sistema.

Concretando esta expresion para un sistema discreto se tiene que:
M N
W=>U_ ->xf (2.33)
m=1 n=1

donde M es el nimero total de elementos, N el nimero total de fuerzas aplicadas en el
sistema, X, es el desplazamiento para cada grado de libertad con una fuerza aplicada en
él f, y U, la energia mecanica en cada uno de los elementos que forman la estructura.

Minimizando la expresién anterior respecto el campo de movimientos d se puede encontrar
el punto de equilibrio de la estructura,

W _ 0 (2.34)
ad

Dependiendo del elemento de cable empleado en la modelizacion de la estructura, el
problema de minimizacion tiene mayor o menor grado de linealidad. En el caso de
considerar elementos de barra para modelar los cables del sistema, la funcion potencial
adopta una forma cuadratica pudiéndose en este caso emplear el algoritmo de los gradientes
conjugados, especialmente adaptado por Stefanou et al. (1993) que ha mostrado un alto
grado de eficiencia para problemas de gran nimero de grados de libertad.

Si se utilizan otros elementos que aportan un mayor grado de no linealidad al funcional
energético pueden emplearse otros metodos de minimizacion mas generales como los
mostrados por Coyette y Gisset (1988) que utilizan el método de la minimizacion del
gradiente o Sufian & Templeman (1992) que utilizan métodos quasi-Newton

2.3.5 Métodos lineales aproximados.
Estos métodos establecen que los efectos que produce una carga en una red de cables

pueden ser descompuestos en dos: Uno causante de esfuerzos de traccion y otra causante de
movimientos de solido rigido. Pellegrino (1993), tras comprobaciones experimentales
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establece que para una red pretensada los efectos del segundo tipo son pequefios y establece
un procedimiento aproximado que ofrece buenos resultados. Vilnay y Rogers (1992)
aproximan el problema de una manera parecida.

2.3.6 Método de los elementos finitos.

La técnica de los elementos finitos también es empleada en la resolucion de estructuras de
redes de cables. Cabe decir que los elementos de cable desarrollados mediante esta técnica
no ofrecen el grado de exactitud que puedan ofrecer los elementos de cable analiticos, a
pesar de ello su empleo esta bastante difundido. Particularmente Leonhard (1988) realiza
un profundo analisis del empleo de esta técnica.

Gambhir y Batchelor (1977) formulan elementos finitos de cables curvos para estructuras
de cables y membranas. Como se ha comentado, Mitsugi (1994) desarrolla el elemento
finito del denominado Hipercable, que consiste en un elemento de cable con elementos
extensibles intercalados. Antonio Gil (2001) describe diversos métodos numeéricos para
abordar el andlisis de membranas y redes de cables desde la perspectiva de los elementos
finitos.

2.3.7 Métodos aproximados: la densidad de fuerzasy la red.
2.3.7.1 Introduccion.

La aproximacion de un elemento de cable mediante elementos de barra, es posiblemente la
metodologia més utilizada para modelar las estructuras traccionadas. El desarrollo de
técnicas aproximadas que emplean especificamente este elemento y que simplificaban el
problema matematico, intrinsicamente no lineal, simplificandolo a otro de lineal, permitié
ser de los primeros que se utilizé para aproximar el comportamiento de dichas estructuras.
Las técnicas més utilizados son el método de densidad de fuerza y el metodo de la red. A
continuacion se presentaran tal como se encuentra en Tibert (1999).

2.3.7.2 Método de la densidad de fuerzas

Para una red formada por elementos de cables se debe verificar la siguiente expresion de
equilibrio:

>N -cos6) =P} k=1,3; V nodos (2.35)
j=Lj#i
Siendo:
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i, jnodos de un mismo elemento;

n, total elementosconectados alnodoi

0; coseno director elementoi, jsegun direccion k
P, fuerza exterior sobre nodo i seguin direccion k
N” Axil en el elementoi, j

El termino de la izquierda representan las fuerzas internas y el de la derecha fuerzas
externas aplicadas en el nodo i. Teniendo en cuenta que la expresidn del coseno director es:

ooX =x/
cos 6, :% (2.36)
siendo XL , ij las componentes (k=1,2,3) de los nodos i, j y que la expresion de la longitud

L" de un elemento es:

L' = JO¢ = x))? + (X, = /)2 + (X, —x!)? ¥ elementos (2.37)

Si no consideramos cargas exteriores e introducimos las relaciones anteriores la expresion
de equilibrio anterior se transforma en:

n; - [V
> N* X =% _ 0 v nodos (2.38)
J=1 i I_IJ

El problema de bdsqueda de la configuracion de equilibrio pasa por la resolucion del
sistema anterior, una vez impuestas las condiciones de contorno y teniendo en cuenta las
relaciones que imponen las ecuaciones de compatibilidad del elemento. Es evidente, la no
linealidad del sistema (2.38).

Para simplificar la resolucion, en vez de considerar las expresiones de compatibilidad, este
método de resolucion se basa en la imposicion arbitraria de un cociente llamado densidad
de fuerza que consiste en fijar el valor de

ij
NL—J =c, (2.39)

denominado densidad de fuerza, con lo que aparte de afiadir las ecuaciones que faltan para

que el sistema sea determinado, se linealiza su expresion.

Este método tiene el inconveniente que el resultado no representa de manera realista la
distribucion de fuerzas en la estructura por la simplificacion mostrada anteriormente. Para
corregir este inconveniente se han desarrollado diversas técnicas iterativas que corrigen este
defecto como muestran Griindig y Bahndorf (1988), Tibert (1999), y Gil (2001).
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2.3.7.3 El método de la red

El método de la red ha sido el método pionero en la técnica para resolver el problema del
calculo de redes o membranas y ha sido desarrollado especificamente para redes
ortogonales por Siev y Eidelmann (1964).

Figura 2.12. Esquema del método simplificado de la red (Tibert, 1999)

Parte de una configuracion de cables formada por células ortogonales ( ver figura 2.12) y
realiza la hipétesis que considera que la deformada seguira teniendo la misma proyeccion
en planta que la geometria sin deformar. Esto permite simplificar el anterior sistema de
ecuaciones (2.35) limitando las incognitas a los desplazamientos verticales de los nudos
aunque ofrece una fiabilidad bastante baja (Tibert, 1999; Gil, 2001).

2.4 Algunas aplicaciones especificas del elemento de cable.

Existen diversas aplicaciones que combinan el empleo de elementos de cable, en algunas de
sus versiones, con otros elementos tipo viga o barra. A continuacién mostraremos algunas
aplicaciones que muestran las posibilidades del empleo del elemento de cable.

Lewis (1998) analiza el comportamiento de cubiertas textiles para coches descapotables.
Estudian las tensiones que se generan al pretensar las cubiertas y las formas que adoptan,
asi como el comportamiento acoplado con la presion del viento de cara a obtener el
comportamiento aerodinamico del vehiculo mediante el método de la relajacion dindmica.
Para encontrar el perfil pretensado inicial utilizan un método de minimizacion del potencial
energético. Realizan ensayos que se comparan con resultados numericos obteniendo un
buen grado de aproximacion.
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Shan et al. (1999) realiza un estudio sobre estructuras de cables y barras. Los cables son
modelizados como barras a traccion y las barras pueden trabajar a compresion-flexion. Se
estudia especificamente la interaccion entre cables y barras analizando la influencia de
dicha interaccién en el resultado final. Se apuntan aplicaciones a estructuras tipo tensegrity.

Talvik (2001) analiza el problema de estructuras de cables pretensados anclados en
bastidores rigidos. En la solucion del problema combina elementos de cables con elementos
de viga. Encuentra resultados para problemas estaticos y dinamicos mediante algoritmos
basados en la técnica de los elementos finitos. Trabaja con un elemento de cable tipo barra
que trabaja solo axialmente a traccion.
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Capitulo 3

Descripcion del modelo propuesto
para el analisis de redes de cables

3.1. Introduccion.

En el presente capitulo se desarrolla un nuevo elemento de cable que sera empleado en
la simulacién de las lineas de presiones. Dicho desarrollo comprendera tanto la
deduccion de las expresiones cinematicas del elemento como la deduccion de su matriz
tangente. Asi mismo se describira la metodologia, tanto analitica como numérica
necesaria para resolver redes de cables formadas por un numero arbitrario de elementos
de cable. Se enfatizara el desarroll6 de estrategias numéricas altamente estables con el
objetivo de obtener una convergencia rapida del problema no lineal planteado.

3.2 Elemento de cable inextensible.

3.2.1 Deduccion de las ecuaciones paramétricas de un elemento de cable
inextensible.

La expresion de la curva catenaria inelastica encontrada en la bibliografia y que se
muestra en el punto 2.2.2.1 del capitulo 2, encuentra la ecuacién que define el lugar
geométrico en el plano de los puntos que cumplen la condicion para definir el trazado
de una cura catenaria. Como se puede ver en la expresion (2.1) del capitulo anterior
relaciona las coordenadas de un punto en el plano, es decir las coordenadas x e y segun
el sistema de referencia mostrado en la figura 2.2, el peso repartido por unidad de
longitud, la fuerza horizontal aplicada en el extremo del elemento y la longitud de la
cuerda.

Para desarrollar el elemento de cable que se propone en el presente trabajo serad
necesario deducir la expresion paramétrica de la ecuacion de la curva catenaria, es decir
se encontraran las expresiones que relacionaran de forma explicita las coordenadas x e
y de un punto cualquiera contenido en la curva catenaria en funcién de las fuerzas
aplicadas en el extremo del elemento. En términos de mecanica computacional dichas
expresiones no son mas que las ecuaciones cinematicas del elemento de catenaria
inextensible expresadas en términos de flexibilidad.
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Para deducir dichas expresiones paramétricas en funcion del pardmetro arco se partira
de un sistema discreto de masas en equilibrio estatico. Dicho sistema se transformara
posteriormente en uno de continuo que permita obtener las expresiones paramétricas
buscadas.

En la figura 3.1 se muestra un sistema discreto formado por un nimero n de pesos m
iguales entre si y vinculados por elementos inextensibles a modo de eslabones de igual
longitud | que permiten el libre giro de las masas entre si. Dicho sistema se haya sujeto
en su extremo superior a un punto fijo, mientras que en el extremo opuesto es libre y
tiene aplicada una fuerza vertical F, y otra horizontal Fy. Todo el sistema esta sujeto al
efecto de la gravedad G. Este sistema discreto esta referenciado al sistema de referencia
T,U, tal como se muestra en la siguiente figura.

Cng

Figura 3.1. Esquema de un sistema discreto de masas vinculadas entre si.

Se pueden encontrar facilmente la expresiones explicitas que relacionan la posicién de
equilibrio de la masa k-ésima, dando las coordenadas(Ux ,Tk) en funcién de las fuerzas
aplicadas en el sistema. Dichas expresiones son:

U, =jZ:k:Icos(aj)
j=0

_ (3.2)
ik
T, :lem(aj)
j=0
donde:
a; = arctg Fh (3.2

Fv
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Fv, =(n— j)m+Fv (3.3)

Cabe mencionar que el peso m tiene unidades de fuerza puesto se considera que es el
producto de la masa considerada por la gravedad.

Una vez encontradas las expresiones de las ecuaciones que describen el equilibrio del
sistema discreto se formulara dicho problema como uno de continuo haciendo tender la
longitud de separacién de las masas a cero. Es decir, la separacién entre masas sera un
diferencial de longitud, mientras que el nimero de masas n a tendera a infinito. Estas
transformaciones imponen que la longitud del sistema y su peso se mantengan
invariables.

Las trasformaciones descritas anteriormente se pueden describir matematicamente como
sigue:

| > ds

n—oo

0 (3.4)

n-l=I,
m-n=I,-p,=P

donde se ha llamado Iy a la suma total de longitudes de los eslabones y P es el peso total
del sistema. Cabe mencionar que los resultados del productos n-1 y n-m son
indeterminados puesto multiplican cantidades que tienden a infinito y a cero
respectivamente. Esta indeterminacion queda resuelta al imponer que la longitud y peso
del sistema quede invariante he igual a sus valores iniciales lp y P.

Esta transformacion hace aparecer una nueva variable p, que no es mas que el peso por
unidad de longitud de la catenaria y se expresa como:

Py = (3.5)

lo

Los indices de los sumatorios del problema discreto jy k se transforman en variables
continuas sy So ¢e la siguiente manera

(3.6)

Si se transforman los contadores discretos j,k en la variable continua s, s, y se integran
las expresiones desde el punto de partida s=0 hasta s=s, que es el punto donde se

quieren obtener las coordenadas respecto el sistema de referencia <U ,T> se encontraran
las expresiones paramétricas buscadas.
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De acuerdo con lo anterior, substituyendo las expresiones (3.4-3.6) en las ecuaciones
(3.1), se transformara el problema discreto en uno continuo obteniendo las siguientes
expresiones integrales:

)= ool el o

- Te{oel o

Integrando dichas expresiones se obtendran las ecuaciones paramétricas explicitas de la
curva catenaria formada por un material inextensible. Cabe decir que por construccion

S, €S parémetro arco.

(3.7)

:(‘/th +(P+FvZ)—Fh? +(Fv+ (I, - 5,)p,))° )
(3.8)
T(s,)= Fh (arcsnh((lomlz—;':v)j _ arcsnh((l‘) —S,)p, + FvD

P, Fh

Como se puede deducir de las expresiones anteriores la catenaria es plana al estar
contenida en un plano vertical local (u,T) formado por el vector gravedad y el vector

fuerza aplicado en el extremo de la misma. A continuacion se transformaran dichas
expresiones para encontrar las expresiones paramétricas en el espacio tridimensional.
En la siguiente figura se puede observar la transformacion que parte de un espacio 2D
segln los ejes de referencia (U, T) a otro 3D segun los ejes de referencia (X,v,z) .

Figura 3.2. Catenaria inextensible en un espacio 3D
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La transformacion se formula como sigue:

Fh=\/Fy; + Fz;

Fv=Fx,
X(s,)=Us,) 9
Y(s,)=——2_T(s,)

VFY: + Fz2

Fz,

—2__TI(s
VFYS + Fz}

Valorando la expresion para el extremo de la catenaria s, =1, y usando la notacion que

se define en la figura 3.2 se obtienen finalmente las siguientes ecuaciones ya expresadas
de forma genérica en un espacio tridimensional:

Z(s,)=

X, = xlqui-waz2 +F22 +(P+Fx, ) —\Fy? + Fz? +Fx22j
p

0

Fy P+ Fx FX
Y, =Y, +—%.| arcsnh| ———=%— |- arcshh| —2%2— (3.10)
N p, JFY: +Fz2 JFy: +Fz2
Fz P+ Fx FX
Z,=27,+—=2.| arcsnh| ——=2— |- arcsnh| ——%2—
© g JFY: +Fz2 JFY: +Fz)
que de forma simplificada se pueden escribir:
X'=f(F) (3.11)
donde
Xi(xj’yj’zj’xkiyk’zk) j!k=112 (312)

F'(Fx;,Fy;,Fz,,Fx,,Fy,,Fz,) j k=12

Las expresiones cinematicas encontradas formulan el problema en términos de
flexibilidad, es decir, ofrecen explicitamente la posicion de los extremos del elemento
en funcién de las fuerzas aplicadas en ellos. Dado que la resolucion de un sistema
genérico de elementos ensamblados entre si se aborda usualmente en términos de
rigidez, sera necesario encontrar las expresiones cinematicas inversas u obtener un
algoritmo numérico capaz de realizar su inversion numéricamente de forma estable,
para obtener de forma directa los esfuerzos en funcion de la posicion de los extremos
del elemento.
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3.2.2 Comportamiento de un elemento de catenaria inextensible.

Como exige la formulacion desarrollada, la longitud del elemento, al considerarse que
estd formado por un material inextensible, es invariante y no depende de las fuerzas
aplicadas en los nudos. En consecuencia se deberd cumplir en todo momento que la
distancia medida en linea recta entre los nudos extremos del elemento debe ser menor
que la longitud del elemento (figura 3.3). Esta condicion influird muy negativamente en
el comportamiento de los algoritmos numéricos de inversion de las ecuaciones
cinematicas (3.10) en la resolucion de redes complejas mediante una estrategia de
rigidez.

Figura 3.3. En un elemento inextensible a distancia AB < long cuerda AB

Para analizar la repercusion numérica de dicha caracteristica se realizara un ejemplo
simple pero que ilustra la problemética que aparece en los algoritmos numéricos de
inversion.

En la figura 3.4 se muestra un elemento de cable suspendido entre dos apoyos libres. En
dichos apoyos actlan sendas fuerzas horizontales que mantienen el sistema en
equilibrio. EI ejemplo consiste en encontrar la grafica que relaciona la fuerza aplicada
en los extremos libres del elemento y la separacion entre si.

El material que forma el cable tiene una capacidad nula para estirarse y su longitud es
de 5 metros. Dicho elemento esta cargado uniformemente con una carga de 10N/m.

Empleando las expresiones cinematicas paramétricas de un elemento de cable
inextensible (3.10), se encontrara la relacion entre la fuerza aplicada y la separacién de
los extremos del cable inextensible.

A continuacion se muestra un esquema donde se representa el problema a resolver.

. Fh
!

S
)

&

1
N

)’
Distancia entre nodos

Figura 3.4. Catenaria inextensible

En la figura 3.5 se observan diferentes trazados del cable en equilibrio segun las
diferentes fuerzas horizontales aplicadas en su extremo. Se puede ver que a partir de
cierto valor de la carga horizontal el trazado apenas varia.
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[m]

Fh=5000N Fh=2000N
7 Fh=1000N

-0.1

0.2

Fh=5%

0.3

0.4

Fh=1 ODN//

0.5

/

Fh=50N /

-0.6

0.7

0.5

-0.9

Fh=30N

5m

Figura 3.5. Trazados dela catenaria en funcion de la fuerza aplicada en extremos de nudos

Si se grafica la separacion entre los nodos en funcion de la fuerza horizontal aplicada en
los nudos extremos se obtiene la funcion que se observa en la figura 3.6.

Distancia entre nudos 1-3 [M]

5
4.95 -
49
485 -
48 -
475 -

-

1000

2000 3000 4000 5000
Fh [M]

Figura 3.6. Relacion entre la distancia entre nudos y la fuerza horizontal aplicada
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Se puede observar el acentuado comportamiento asintotico de la funcion obtenida.
Dicha funcién representa claramente la fisica del problema, es decir para fuerzas muy
elevadas la variacion de la separacion entre los nudos extremos es minima. Ademas
como se ha comentado, la separacion entre nudos esta limitada por la distancia de la
cuerda del elemento.

Este comportamiento dificulta enormemente la resolucion de redes formadas por
elementos de cables inextensibles. En la resolucion del sistema no lineal que se obtiene
bajo un esquema de rigidez, se adopta como vector de variables incognitas las
posiciones de los nudos de la estructura y en el proceso de iteracion se varia al vector de
variables incognitas X, mediante un vector de avance d, que las va modificando

sucesivamente en funcion de las fuerzas aplicadas en los nudos. El esquema se resume
en la siguiente expresion

Xy =X +d.(F) (3.12)

La problematica con el comportamiento del elemento de cable inextensible se produce
por dos razones.

Como se ha expuesto anteriormente, en un esquema de rigidez se debe disponer de las
expresiones que relacionen explicitamente las fuerzas en extremos de nudos con la
posicion de éstos. En el presente caso, se dispone precisamente de la expresion inversa
por lo que serd necesario invertir el sistema no lineal obtenido (3.10) para cada
elemento. ElI comportamiento asintético de dichas expresiones hace que, en la rama
asintética, para pequefias variaciones en la posicion de los nudos se originen grandes
variaciones en el valor de las fuerzas aplicadas en extremos del elemento, es por ello
que en el proceso de inversion de las expresiones mostradas en (3.10) cualquier error
numérico en la zona asintética puede inestabilizar irremisiblemente el proceso numérico
de inversion.

La segunda razon que provoca el mal comportamiento numérico esta relacionada con el
propio esquema iterativo (3.12) descrito anteriormente. Puesto que en el caso de que en
una iteracion, por la razon que sea, se obtenga un vector x,,, de manera que la distancia

entre dos nudos sea superior a la distancia de la cuerda del elemento que los une, sera
imposible seguir avanzando en el proceso iterativo dado que las fuerzas que apareceran
en extremo de los nudos de dicho elemento seran indeterminadas produciendo un “over-
flow”, que desestabiliza irremisiblemente la resolucion del sistema no lineal.

Se han probado diferentes técnicas de estabilizacién, como la de acotar el vector de
avance d, de forma que siempre se obtenga un vector X, que cumpla la condicion

basica mostrada en la figura 3.3, mediante una acotacion arbitraria del vector x;,,.

Dicha técnica so6lo soluciona parcialmente el problema no permitiendo abordar la
resolucion de redes complejas. Para superar esta cuestion se ha considerado necesario
desarrollar un elemento especifico, cuya inversion tenga un comportamiento mas
estable y no tenga un espacio acotado en las variables que lo definen. En el siguiente
apartado se plantea la formulacién de las expresiones cinematicas del elemento de cable
elastico desarrollado.
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3.3. Formulacién de un elemento de cable elastico.
3.3.1 Introduccidn.

Para la deduccion de la expresion cinematica del elemento de catenaria propuesto, se
realizaran tres hipétesis basicas:

1. Conservacion de la masa. En la configuracion deformada el peso propio se repartira
uniformemente a lo largo del elemento, compensando el incremento de longitud de
manera que el peso total del elemento se conserve.

2. Hipétesis de pequefias deformaciones. Para encontrar el incremento de longitud del
elemento se integra a lo largo de la configuracion en equilibrio sin deformar.

3. Funicularidad del elemento deformado. El elemento de catenaria una vez
deformado adopta una configuracion funicular de equilibrio de las cargas, con una
nueva longitud debido al estiramiento experimentado y una nueva carga repartida,
para compensar este incremento de longitud mediante una disminucion de la carga
repartida.

El desarrollo de un nuevo elemento de cable esta orientado a poder simular
adecuadamente las lineas de presiones en un analisis antifunicular de una estructura de
obra de fabrica. Es por ello que para modelizar adecuadamente un elemento estructural
sera imprescindible que el peso del elemento de cable que modeliza el correspondiente
elemento estructural no varie, con independencia del estiramiento que experimente.

Por otra banda, la elasticidad del elemento es el factor que le atribuye una mayor
estabilidad numérica en los procesos de inversion de las expresiones cinematicas. Pero
dicho estiramiento modificara levemente la equivalencia estatica entre el modelo de
cables y la estructura original. Es por ello que para minimizar esa variacion se ha optado
por redistribuir uniformemente el peso del elemento entre la longitud final. De esta
manera se obtendra un nuevo peso repartido coherente con la nueva longitud del cable y
con el elemento estructural de obra de fabrica que modelice (figura 3.7).

. Contorno ,
Elemento original estruchura Elemento estirado
//‘ Lo ) o S .7
T —» T
| ‘/— 1‘/’—"
Peso elemento estructural Peso elemento estructural
po= pf=
Lo Lf

Figura 3.7. Influencia de la variacién de la longitud en la distribucion del peso propio del elemento

45



Capitulo 3 Descripcion del modelo propuesto para el andlisis de redes de cables

La tercera hipdtesis exige el equilibrio funicular del elemento de cable una vez estirado
y con la nueva carga aplicada en €l, obtenida mediante la segunda hipotesis.

Las anteriores tres hipotesis que se imponen para el desarrollo del nuevo elemento de
cable le aseguran unas cualidades que le permitiran simular adecuadamente el peso de la
pieza de obra de fabrica que represente, con independencia del estiramiento que sufra
dicho elemento cable.

3.3.2 Desarrollo del nuevo elemento de cable.
En la figura 3.8 se puede observar un elemento de catenaria en el espacio 3D. El

parametro arco es representado por sy p, representa el peso del cable por unidad de
longitud medida en parametro arco, en la configuracién inicial sin deformar.

node 1 =(X1 )
node 2=(%; .¥5.25 )

Fz2
node 2

Figura 3.8. Catenaria en el espacio 3D

Las coordenadas y fuerzas aplicadas en los nudos representados respecto el sistema
global de referencia son:

XG0 Y02 %0 Yo Z) T k=12

_ _ (3.13)
F'(Fx;,Fy; Fz;,Fx,Fy,,Fz,) j k=12

En el caso de tratar una catenaria inelastica la expresion cinematica seria la obtenida en
(3.10) y el peso repartido y la longitud del elemento no varian en la configuracion final.

Para el elemento de catenaria propuesto, la carga repartida aplicada en el elemento varia
entre la configuracioén inicial y final pero dado que seguira siendo un elemento que
adopta la antifunicular (hipotesis 3°) de las cargas, la expresion cinematica del elemento
deformado seguira siendo la de una catenaria inelastica (3.10) pero con un peso
repartido desconocido. La expresion por tanto sera:
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X, = x1+i-WFy§+ F22 + (P +Fx,) —\/Fy§+Fz§+Fx22)
p

f

Fy P+ Fx FX
Y, =Y, +—%.| arcsnh| ———=2— |- arcsnh| ——2%2— (3.14)
Lt p [N/Fy§+Fz§J [,/Fy§+Fz§J

Z,=2 +i- arcsnh PP —arcsnh P
oy JFy2 +Fz? VFy: +Fz;

En la expresion anterior pr es una incognita. Para determinar el valor de p; se debera
emplear la 1° hipdtesis consistente por un lado en establecer la conservacion de la masa
entre la configuracion original y la deformada y por otro en considerar la distribucién
uniforme del peso del elemento en la configuracién deformada. Esta hip6tesis se traduce
en la siguiente ecuacion que permitira despejar ps-

|0p0=P=|fpf

I, =1, +Al (3.15)
D, = P, _ P

ol +Al (I, +AD)

Donde el incremento de longitud Al se deducira empleando la 2° hipdétesis, es decir
integrando la deformacion a lo largo de la configuracion sin deformar. Se empleara
ademas la hipotesis adicional referente al cumplimiento de la ley de Hooke para calcular
el alargamiento del cable Al integrando la deformacion g(s) a lo largo del parametro

arco s, segun:
Iy
Al = [ (s)ds (3.16)
0

De acuerdo con la teoria de la elasticidad, la deformacion del cable sera:

g(s)=% (3.17)

donde N(s)representa el esfuerzo axil para cada punto s del cable y E es el médulo de
elasticidad del material y A sus seccion transversal. N(s) puede calcularse como:

N(s)= \/Fyzz +Fz2+((1, -s)p, +Fx, ) (3.18)

Al integrar la expresion (3.16) resulta:

t=Fx,

B ) 2 2
Al —1 Y Fy2 + Fz2 +12 +Fy2J2rF22>< In(t+ Fy2 + Fz} +t2)} (3.19)

P, EA| 2 t=Ip+Fx,
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Sustituyendo los valores se obtiene:

2 2
o X(FX29+U|n(FX2+9)—(P+FX2)w—7]|n(FX2+P+60)] (3.20)
RbEA | 2 2 2 2

Donde las variables auxiliares son:

©=|Fy? +F22 +(P+Fx, )
0 = [Fy2 + Fz + Fx,’ (3.21)

n=-Fy; +Fz;

Por lo tanto, después de la deformacion, el cable tendra una longitud final I, tal que

I, =1, +Al (3.22)

Con lo que substituyendo en las ecuaciones 14 yl15 se obtienen las expresiones
cinematicas explicitas del elemento de cable i, en términos de flexibilidad que de forma
simplificada se puede escribir

X'=f(F') (3.23)

3.3.3 Comparativa entre el elemento elastico desarrollado y el elemento elastico
convencional.

Seréa interesante analizar la diferencia entre los comportamientos del elemento obtenido
y del elemento elastico convencional mostrado en Irvine (1981).

Se realiza dicha comparativa mediante el analisis del comportamiento de un ejemplo
muy simple pero que ilustra la diferencia entre ambos elementos. La figura 3.9 muestra
el ejemplo a resolver. Consiste en un elemento de cable de 20 metros de longitud
suspendido entre sus nodos extremos separados entre si 10 metros. Dichos nodos se han
fijado constituyendo los apoyos de cable.

1 Uﬂl L L=2I3Im
T p=1kN/m

Figura 3.9. Comparativa de comportamiento entre elementos elasticos

A continuacion, empleando las ecuaciones cinematicas desarrolladas anteriormente
(3.14) y la desarrollada por Irvine se obtendra la grafica que relaciona las reacciones
horizontales en los apoyos en funcion de las diferentes rigidezes del cable.
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La figura 3.10 muestra los resultados del calculo de la estructura de la figura 3.9 en
funcién de las diferentes rigideces adoptadas. Se puede ver que a partir de cierto valor
de la rigidez el trazado apenas varia, correspondiendo dicho trazado al de la catenaria
inextensible, siendo independiente de las caracteristicas mecanicas del cable por lo que
queda definido por consideraciones geométricas.

EA=le4-TN 'Y

EA=1e2N

EA=1elN

Figura 3.10. Contornos para diferentes rigideces

Las gréaficas siguientes muestran el comportamiento de los dos tipos de elementos. Se
puede comprobar que para rigideces altas el comportamiento es, como era de esperar,
muy similar entre si, convergiendo al de un elemento inextensible. En cambio se
observa un comportamiento diferenciado para rigideces relativamente bajas,
obteniéndose variaciones de hasta el 100% en su valor .

Reaccidn horizontal [N]

25 -

20 ~

15 -

10 ~

= Elemento convencional, Irvine (1981)

= Elemento propuesto

1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07

Rigidez del cable, EA [N]

Figura 3.11. Comparativa entre la reaccion horizontal obtenida con el elemento de cable convencional y el

desarrollado en el presente trabajo.
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Como se puede apreciar en la grafica de la figura 3.12 para altas deformaciones, la
influencia de la actualizacion del peso propio que ofrece la formulacién del nuevo
elemento de cable se hace evidente y lo diferencia del elemento de catenaria elastica
convencional.

120 -
100 -
80 -

60 -

Diferencia porcentual

20

0 ‘ ‘ ‘ ‘
1.E+00 1.E+02 1.E+04 1.E+06 1.E+08
Rigidez del cable, EA [N]

Figura 3.12. Diferencia porcentual del valor de las reacciones

3.3.4 Formulacion de rigidez de la expresion cinematica del elemento de cable.

La expresion cinemética (3.14) relaciona explicitamente la posicion de nodos en funcion
de las fuerzas aplicadas en ellos, corresponde pues a un esquema de flexibilidad. La
estrategia adoptada para resolver redes esta basada en una formulacién de rigidez, por lo
que serd necesario disponer de la expresion inversa que permita encontrar de forma
directa las fuerzas aplicadas en los nodos en funcién de sus coordenadas. Como no ha
sido posible obtener dicha expresion inversa analiticamente se ha recurrido a estrategias
numeéricas iterativas siempre convergentes para solucionar el sistema no lineal (3.23) y
para obtener numéricamente los esfuerzos en extremo de nodo en funcion de su
posicion (3.24). La expresion cinematica implicita del elemento en términos de rigidez
tiene la siguiente forma:

F'=g(x') (3.24)

Para facilitar la resolucion numérica del sistema (3.14) se simplificara el problema
trasformandolo de tres a dos dimensiones disminuyendo substancialmente el coste
computacional necesario para realizar dicha inversion. Para realizar dicha simplificacion
se aprovechara la cualidad que tiene la curva catenaria consistente en que esta contenida
en un plano vertical.
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Figura 3.13. Reduccion de ecuaciones mediante el abatimiento del plano que contiene la catenaria

Empleando la notacion mostrada en la figura 3.13 tomando como eje de giro el eje
vertical la transformacion geométrica se expresa como sigue:

d=4(Y,-Y,)*+(Z,-2,)°
sinflee) =(Z,-2,)/d
cos(a) =(Y,-Y,)/d

h,=d

v, =X, - X,

h, =0

v, =0

(3.25)

En cuanto los esfuerzos en los nudos se transforman como sigue:

Fh, =+/Fy,” + Fz,’

Fv, =FX,
Fh, =—Fh,
Fv,=-Fv, - P (3.26)

La transformacion inversa de los esfuerzos, es decir para pasar del plano 2D al espacio
3D respecto los ejes globales se tiene:
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Fx,=-Fv,-P
Fy, =—Fh, - cos(a)
Fz, =—Fh, -sin(a)

Fx, =Fv,
Fy, = Fh, - cos(«)
FZ2 = th 'Sin(a) (327)

Substituyendo las expresiones anteriores en (3.14) se obtiene la expresion cinematica
respecto el sistema de referencia H, V mostrado en la figura 3.13 contenido en el plano
de la catenaria, dicha expresion toma la siguiente expresion:

v, =R P, — e
f

Fh P+Fv Fv
h, =—=-| arcsnh 2 |—arcsnh| —2
P, Fh, Fh, (3.28)

siendo P: y Al los valores mostrados en (3.15) y (3.20).

El sistema se reduce a dos ecuaciones con dos incégnitas en lugar de las tres anteriores.
Las incdgnitas son Fh, y Fv, y serdn encontradas mediante el siguiente proceso
iterativo.

3.3.5 Inversion del sistema derivado

Para invertir el sistema (3.28) sera necesario emplear un algoritmo siempre convergente
para garantizar la estabilidad del proceso iterativo que primara sobre la velocidad de
convergencia. Por ello se usara el método de la biseccion, pues aunque sea uno de los
mas lentos también es uno de los que ofrece una mayor estabilidad. Se ha empleado el
método Regula Falsi, en teoria también siempre convergente y de mayor velocidad de
convergencia que el método de la biseccion, aunque en la practica se han observado
divergencias en algunos casos. En el presente trabajo se ha empleado el método Regula
Falsi en las primeras iteraciones para continuar el proceso de iterativo con el método de
la biseccion, cosa que ha mejorado substancialmente el tiempo de convergencia. El
algoritmo se define a continuacion:

Se definen las funciones f y g de la siguiente manera:

f(Fh,Fv,) = (Jth +(P+Fv, ) —[FhZ + FV2 )—v2
p

f

Fh P+Fv Fv
Fh,,Fv,) = —2.| arcsnh 2 |—arcsnh| —2 ||—h 3.29
T 3 L I

f 2 2
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Dados v, y h, se buscaran los valores de Fv, y Fh; tales que:

f (Fh,, Fv,) =0
(Fhy, Fv,) (3.30)
g(Fh,,Fv,) =0

Para ello se define el siguiente algoritmo que es una ampliacién para el caso de sistemas
de ecuaciones con dos incognitas del conocido método de la biseccion en ecuaciones
con una incognita:

Se parte de:

Fh,,Fv, V f(Fh;,Fv;)=0y g(Fh;,Fv,)>0

Fh;,Fv: Vv f(Fh;,Fv;)=0yg(Fh; Fv;)<0
i=2

Fv, = (Fv,' + Fv;?)/2

'

[Fvglev;;Fhil=Fh; ] f(Fh;,Fv;) =0=> Fh, |

Fv,” =Fv,;Fh,* =Fh, ] [ Fh!, Fv! son solucién ]

FIN

Figura 3.14. Diagrama de flujo del algoritmo de inversion del sistema (3.30)

Para encontrar los Fh;, Fv}, FhZ, Fv: de partida se puede emplear un sencillo algoritmo
descrito a continuacion:
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Inicio
Fh)=0;j=0

Fh) = Fh) +10"*;Fv, v f (Fh/,Fv])=0
Fh' = Fh? —10"*;Fv}' V f (Fh%, Fv}?) =0

v

E— g(Fh),Fv))-g(Fh’,Fv,’) <0

[ Fh),Fv!,Fh)’,Fh)’ variablesde partida ]

FIN

Figura 3.15. Diagrama de flujo del algoritmo para obtener los valores iniciales del algoritmo de
inversion anterior.

Los valores encontrados FhJ),Fh,’ Fv),Fv,) seran los valores de partida
Fhi,FhZ,Fv;,Fv. y segin el signo que tome la funcion g se identificaran de la
siguiente manera:

g(Fh),Fv)) > 0=> Fh; = Fh),Fv; = Fv},Fh; = Fh,’,Fv] = Fv,’

_ _ _ _ . o (3.31)
g(Fh),Fv)) <0=> Fh? = Fh),Fv? = Fv),Fh; = Fh,', Fv; = Fv}’

Una vez obtenidos los esfuerzos Fv, y Fh,, expresados segun el sistema de referencia

local de cada elemento de catenaria, se deberan transformar para expresarlos segun los

ejes globales X, Y, Z. Dicha transformacion se realizara de forma directa mediante la

expresion (3.27).

3.3.6 Comportamiento numerico del algoritmo implementado.

El algoritmo desarrollado permite solucionar las ecuaciones cinematicas del elemento
de una forma muy estable. EI método de la biseccion es muy adecuado para conferir
dicha cualidad y se puede afirmar que es casi siempre convergente y sélo en muy raras
ocasiones diverge. Dicha estabilidad en el proceso de convergencia tiene una
contrapartida dado que la velocidad de convergencia no es demasiado alta por tratarse
de un algoritmo de bdsqueda de orden cero. Para mejorar este aspecto se ha
implementado un algoritmo tipo Regula Falsi en las tres primeras iteraciones, lo que
mejora la velocidad de convergencia. Se ha observado que si se emplea este método, en
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todo el proceso de convergencia, se obtiene un alto grado de inestabilidad, atribuido a
gue el cociente que aparece en este método tiende rapidamente a cero por lo que los
errores de redondeo distorsionan el proceso de convergencia restandole estabilidad.

A continuacion se presenta un simple ejemplo que permite ilustrar el comportamiento
del algoritmo de inversion descrito en el aparado anterior. En la figura 3.16 se muestra
un elemento de cable suspendido por sus extremos que se hallan separados entre si una
distancia de 10 metros. El cable tiene una rigidez a traccién de 10000N/m?, la carga
distribuida vale 0.5N/my la longitud del elemento es de 20m.

10m

Figura 3.16 Elemento de catenaria.

La figura 3.17 representa la distribucion de axiles en el elemento asi como las
reacciones que aparecen en los apoyos. La reaccion horizontal adopta un valor de
1.1476N mientras que la reaccion vertical vale 5N.

I [
\ / [N]
5.1z
I4.5a:f5
4,245
£ 3,8025
 3,3601

- 2.9176
-2.4731

2.0326
1.5001
11476

Figura 3.17 Resultado del calculo

El proceso converge con una tolerancia de 10e-15 en 28 iteraciones. Se puede observar
que la convergencia del residuo tiene una tendencia lineal, como era de esperar dado
que el algoritmo aplicado es de orden cero, aungue rapidamente tiende a valores muy
pequefos. El valor de la reaccion horizontal se estabiliza a partir de la interaccién i=14.
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Como se ha comentado anteriormente el metodo se muestra altamente estable aunque su
velocidad de convergencia es la caracteristica de métodos de orden cero y por lo tanto
se obtiene la convergencia con un nimero de iteraciones considerable.

Las siguientes graficas muestran la convergencia del proceso iterativo descrito en el
diagrama de flujo mostrado en la figura 3.14.

Evolucion del residuo Convergencia reaccion horizontal

1000
01/
0.1 -

0.001 A

1E-05 -

1E-07 A

1E-09 -

1E-11 A

1E-13 -

1E-15

0 20 30

Was

10 20 30

valor del residuo
reaccion horizontal

S OA O N PR O RN

n° iteraciones n° iteraciones

Figura 3.18. Evolucion del residuo Figura 3.19. Convergencia del valor de la reaccion
horizontal

3.4 Matriz tangente del elemento de catenaria propuesto
3.4.1 Desarrollo de la matriz tangente

Dada la alta no linealidad existente entre las coordenadas de los nodos de un elemento y
las fuerzas aplicadas e ellos, sera necesario adoptar estrategias adecuadas que permitan
la resolucion del sistema no lineal global que se generara al calcular redes de cables
complejas. Para dotar el algoritmo de resolucién de mayor robustez se considera
necesario obtener la matriz tangente del elemento a partir de las expresiones cinematicas
(3.14). Como posteriormente se explicard, el ensamblaje de dichas matrices elementales
permitiran formar la matriz jacobina del sistema no lineal planteado en términos de
rigidez.

Para la deduccién de la matriz del elemento de catenaria propuesto se partird de las
expresiones cinematicas del elemento que como se ha comentado estan expresadas en
términos de flexibilidad. La matriz tangente buscada se expresara en términos de rigidez
y se construird como sigue.

Las expresiones cinematicas expresadas en (3.14) se pueden rescribir de la siguiente
manera, donde las variables se expresan segln las expresiones siguientes:
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x2=x1+£-(\/Fy§+Fz§+(P+ Fx, ) —\/ij+sz+sz2)

0

Fx

Y =Y +A-Fy2' arcsnh PP —arcsnh| ——22
7 P, JFY: + Fz) JFY: + Fz) (3.32)

+ FZZ- arcsnh i —arcsnh L
B JFY; + Fz; JVFY; + Fz;

(i

donde Al es:
2 2
Al=_—1 x( 0., 7_In(Fx, + 49)—w L in(Fx, + P+ a))j (3.33)
p,EA 2 2 2 2
siendo:
w=\Fy? +F22 +(P+Fx,) O0=+Fy?+Fz2+Fx, n=1[Fy’+Fz
(3.34)
con las siguientes expresiones auxiliares:
B= P+ FX, y = FX,
\FyZ +Fz; \Fy: + Fz;
a = arcsnh(f) —arcsnh(y)
a=w-0 b=Fy,a c=Fz,a (3.35)
B +L ro Vyi+1
YR T

E =In(Fx, +0) H=In(Fx, + @+ P)

Se puede verificar que las expresiones anteriores cumplen las siguientes relaciones.

rono, 0 (W_—FJZ(LEJ (3.36)

n o 0

Se podran simplificar las expresiones cinematicas (3.34) expresandolas de la siguiente
manera:

x2=x1+ﬁa (3.37a)
Po
A

Y,= Y, +—b (3.37 b)
Po
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z,-7,+2¢ (3.37¢)

Po
Por otro lado, las expresiones de equilibrio que se deducen de la figura 3.8 son:

Fx, +Fx, +P =0
Fy,+Fy, =0 (3.38)
Fz, +Fz,=0

A partir de las expresiones anteriores se puede deducir la expresion de la matriz
tangente en términos de rigidez.

Con los siguientes vectores F y y definidos en la expresion (3.12), la expresion de la
matriz tangente sera.

[OFx, OFx, oFx, 0oFx, OFx, oFx,

%y % 0z, X, %, oz,
oFy, oFy, oFy, oFy, OFy, OFy,

o Oy, e X, W, o
oFz, oFz, oFz, oFz, oOFz, OFz,

oF _| 0% oy, 0z, OX, oy, 0z, (3.39)
oy |OFX, OFx, OFx, OJFx, OFx, dFX, '

x oy, o o oy, o
oFy, oFy, oFy, oFy, oFy, OFy,

0%, N 0z, X, Y, az,
oFz, oFz, oFz, oFz, oFz, OFz,

0%, oy, oz, ox, oy, 0z,

Que simplificadamente se puede expresar como una matriz formada por cuatro
submatrices K; i =13 ;j =13 que se distribuyen de la siguiente manera

oF _ {Kn Kn} (3.40)
aZ KZl K22

Para simplificar el célculo de las componentes K; anteriores se aprovechara las
simetrias que aparecen al derivar las expresiones de equilibrio (3.38) obteniendo:
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OFx,  OFX, _ 0 oFy, N oFy, _ 0 oFz, N oFz, _ 0
X, o, X,  OX ox,  OX
oFx, OFX, 0 oFy, N oFy, 0 oFz, N oFz, ~0
ox,  OX, oX,  OX, oX,  OX,
OFX, , OFx, _o OFy,  OFy, . OFz,  0Fz, (3.41)
ayl 8yl ayl ayl ayl 8yl
oFX, N oFx, _ 0 oFy, N ory, _ 0 oFz, N oFz, _ 0
ayz ayZ ayz 6y2 ayz ayz
oFX, N oFx, 0 oFy, N oFy, 0 oFz, N oFz, _0
oz, o1 oz, 0z oz, 0z,
OFx, OFx, _ 0 oFy, . ory, _ 0 oFz, 4 oFz, -0
oz, oz oz, oz oz, oz

2 2

Derivando las expresiones cinematicas (3.14) se obtiene:

OFX, oFx, OoFx, oFx, OoFx,  OFX,

x o oy, oy, o,

oFy, __ oFy, oFy, __ oFy, dFy, __ oFy, (3_42)
o ox, oy oy, o o

oFz, oFz, oFz,  OFz, OFz, = OFz,

24 X, % %Y, 0z, az,

De las igualdades anteriores se desprende que.

21
12

A XA

Kz
K,, (3.43)
un= Ky

Las expresiones (3.41, 3.42) simplifican enormemente el calculo de la matiz tangente
elemental puesto las Unicas expresiones que se deben encontrar seran las componentes
de Ky, es decir las parciales de Fx,, Fy, , Fz, respecto x2, Y2, Zo.

Dado que las expresiones de partida son las relaciones cinematicas explicitas en funcion
de X2, Y2 , Zo. se deberd aplicar el teorema de la funcion implicita para obtener las
expresiones buscadas.

Primeramente se encontraran las siguientes expresiones oFx, OFY, 9Fz, para ello de
ox,  Ox,  ox

derivarén las expresiones cinematicas (3.14) respecto x, obteniendo las siguientes
igualdades.

2 2
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oA OA oa

— = —a+A—
0X, 0X, 0X,
0X, 0X, oX,
0X, 0X, 0X,
donde :

Al
A= [l— + 1}
Desarrollando la primera expresion se obtiene:

2
0,56 0 _o (B +Pf nt)oPx
2 20 20 2 20 20 | ox,
oA 1 Fx,Fy, n°Fy,  (Fx, +P)Fy, n?Fy, oFy, | (3.49)
—=— + + Fy,E + - -Fy,H- +
o, PEA 20 20(Fx, +0) 20 20(Fx, + P +)) ox,
2 2
PP g, TP (Fx, +PJFz, FoH oFz,
20 26(Fx, +0) 20 20(Fx, +P +)) ox,

Derivando los términos a, b, ¢ respecto x, resulta:

6a:[P+Fx2 ~ szjﬁsz | Fyz(l_l)aFy2 . F22£1—1JGFZZ
oX, @ 6 ) ox, o 0) 0X, o 6) 0x,

_ _ _ 3.46
(;Lb: Fyz(y/ rJ aanz +(0{ N Fyg(n:x2 (P + Fx, )D oFy, | FZZFyz[rsz w(P + Fx, )j oFz, (3.46)
X, n

% 773 X, 773 0OX,
o _ F2, w-T\oFx, F2,Fy, T'Fx, —1//(3P +Fx, ) ) oFy, asF T'Fx, —y/(SP +Fx,)))oFz,
X, n Xy n OX, n X,

Ya se esta en condiciones de definir un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
: . oFx, oFy, oFz
para encontrar las derivadas parciales buscadas 2 Y —=.

oX, OX, OX,
El sistema sera.
Mv, =d, (3.47)
Donde la matriz M del sistema es:
2’ +A(M_m] Lb+A[m_mj £+A(E_zj
PEA ® 0 PEA o 0 PEA o 0 (3.48)
2
M = ab +A(m_mj b +A[a+ Fyz{rsz —1//(3P + FXz)jj be +A(F22Fy2(ﬂ:x2 —1//(3P + FXz)jj
PEA 0 6 PEA n PEA n
2
ac +A[&_Z) bc +A[Fzz Fy{FFXZ ﬂ//gP + FxZ)D ¢, A(a . FZ?(FFX2 fy/(3P + FXZ)D
| PEA 0w 0 PEA n PEA n |
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y por simple inspeccion se comprueba su simetria.

El término independiente del sistema y el vector incognita serén respectivamente:

d,=|0 (3.49)

[ OFX, |
0X,
vV, = Fy, (3.50)
oX,
oFz,

| OX, |

cuya solucidn se obtiene directamente y vale
v, =M7d, (3.51)

oFx, oFy, oOFz, en

La expresion anterior permite obtener explicitamente los valores ,
oX, OX, OX,

2 2

funcion de Fx,,Fy,,Fz,.

Repitiendo exactamente el proceso anterior derivando las expresiones (3.37) respecto y,
obtendremos la segunda columna de la matriz Ky, , la formada por:

oFx ,

ay,

oFy ,
oY,
oFz ,

ay,

En definitiva el sistema resultante de ecuaciones sera:

Mv, =d (3.53)

d, =| p, (3.54)
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De nuevo la solucién se obtiene directamente,
-1
v, =M dy (3.55)

La expresion anterior permite obtener explicitamente los valores buscados en funcion de
Fx,,Fy,, Fz,

Se repetira finalmente el proceso derivando las expresiones (3.37) respecto z,
obteniendo la ultima columna de la matriz Ky, , formada por:

23

v, =| F¥ (3.56)

El sistema de ecuaciones sera:
Mv, =d (3.57)

Siendo el vector independiente
d,=/0 (3.58)

La siguiente expresion permite obtener explicitamente los valores buscados en funcion
de Fx,,Fy,, Fz,:

v,=M™d, (3.59)

Ahora ya se dispone de la expresion explicita de K,, construida con los vectores
obtenidos anteriormente.

Ky=lv, v, v,] (3.60)

Y aplicando las igualdades definidas anteriormente (3.43) obtenemos la matriz de
rigidez tangente elemental (3.40).

Por la naturaleza del problema mecanico, sometido Unicamente al efecto de la gravedad
y dado que las cargas aplicadas son seguidoras, es posible aplicar el Teorema de Green
por lo que la matriz tangente encontrada serd simétrica y definida positiva, cualidades
requeridas para el empleo de métodos especificos de resolucion de sistemas lineales
como el de Cholesky, permitiendo minimizar la cantidad de tiempo empleado en la
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resolucion de los sistemas lineales generados a partir del ensamblaje de las matrices
elementales encontradas (3.60).

3.4.2 Casos de indeterminacion de la matriz tangente.

3.4.2.1 Elementos verticales

Cuando las fuerzas aplicadas en el extremo de nudo tiendan a ser verticales o lo que es
lo mismo Fy,=>0 F, =>0, aparecen una serie de indeterminaciones que inestabilizan
el proceso numérico. Por ello es conveniente obtener las expresiones analiticas

anteriores para este caso concreto.

Las variables auxiliares definidas en (3.35) toman los siguientes valores:

o =P+ FX,
0 = Fx,
n=0
p =inf
y =inf
a = Ln(P + Fx,) - Ln(Fx,)
a=P (3.61)
b=0
c=0
v =0
'=0
E = In(Fx, + 6)
H =In(Fx, + @ +Ip)
Y la expresion del incremento de longitud vale:
Al = ZF;)JI'EA-(FXZZ ~(P+Fx,)) (3.62)
La matriz M adoptard la siguiente forma:
% 0 O
M=| 0 Aa O (3.63)
0 0 A«

63



Capitulo 3 Descripcion del modelo propuesto para el andlisis de redes de cables

3.4.2.2 Elementos sin peso propio

Este es el caso caracteristico de las membranas, donde las fuerzas en los extremos del
elemento son muy superiores al valor del peso propio de éste. En este caso la matriz
tangente se puede simplificar substancialmente, aportando estabilidad al proceso
numérico. Evidentemente para el caso que P=0 las expresiones de equilibrio adoptan la
siguiente forma:

Fx, +Fx, =0
Fy,+Fy, =0 (3.64)
Fz, +Fz,=0

y la matriz K5, se simplifica como sigue:

(=% f EA N (X, =% ), -¥, ) EA (X, =X, )Z,-2,) EA
Mod PR Mod I Mod I
K. = (Yz _Y1 sz—xl)'ﬁ (Yz _Yl)z.g_‘_ﬁ (Yz _Yl Xzz_zl).g (3.65)
22 Mod I, Mod I, I, Mod I,
(Zz —Z sz —Xl).E (Zz —Z XYZ -V )E (Zz ~Z, )2 E+ﬂ
I Mod I Mod I Mod PR |
donde

2

Mod =/(X, X, P+ (¥, =Y, Y +(z,-2,)

N =Fy2 + Fz2 + Fx,? (3.66)
I, =1+Al
Al Nt

EA

3.4.3 Comportamiento de la matriz tangente.
3.4.3.1 Introduccion.

Para observar el comportamiento de la matriz tangente obtenida (3.48) y (3.65) se
realizaran dos sencillos ejemplos. El primero en analizara la variacion de los diferentes
términos de la matriz tangente de un elemento de cable en funcion de diferentes grados
de tesado. El segundo analizara la influencia del peso propio y se compararan la matriz
tangente general (3.48) y la simplificada (3.65).

3.4.3.2 Ejemplo 1.
En la figura 3.20 se presenta un ejemplo que tiene por finalidad analizar la influencia de

la tension del cable en la matriz tangente. Se trata de un cable que se modeliza mediante
un sélo elemento que se encuentra suspendido por sus extremos. La distancia entre los
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apoyos es de un metro. La rigidez del cable es de EA=1e6kN y esta sometido a una
carga distribuida de p=0.1kN/cm.

Figura 3.20 Elemento en la posicion inicial. Ejemplo 1

Para analizar la influencia del grado de tesado del cable en las componentes de la matriz
tangente se definira el factor F como cociente entre la longitud inicial de la catenaria y
la distancia entre los apoyos del elemento que es un dato invariante dado que los puntos
Ay B son fijos en el espacio. Se realizaran diferentes calculos para valores de F= 1.5,
1.1,1.01,0.9,0.5,0.1.

Como es previsible, a medida que el grado de tesado aumenta, el trazado del cable se
va volviendo horizontal hasta volverse casi un segmento de linea recta. En la siguiente

figura se puede apreciar la evolucion de la forma del cable en funcion del grado de
tesado.

Figura 3.21 Trazados segun el grado de tension [N]
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Figura 3.21b Trazados segun el grado de tensién [N]

Las respectivas submatrices K,, adoptan los siguientes coeficientes expresados en
[N/m]:

F=1.5 F=1.1
0.360226 6.22E-06 6.22E-06 0.704671 6.81E-05 6.81E-05
6.22E-06 0.341364 | 0.136028 6.81E-05 2.16071 1.56773
6.22E-06 0.136028 | 0.341364 6.81E-05 1.56773 2.16071
F=1.01 F=0.9
1.89678 | 0.00069405 | 0.00069405 111.121 |0.00016699 | 0.00016699
0.00069405| 38.1761 36.323 0.00016699| 611.111 499.991
0.00069405| 36.323 38.1761 0.00016699 | 499.991 611.111
F=0.5 F=0.1
1000.05 1.86E-05 1.86E-05 9000.47 2.06E-06 2.06E-06
1.86E-05 1500.08 500.026 2.06E-06 9500.5 500.026
1.86E-05 500.026 1500.08 2.06E-06 500.026 9500.5

Tabla 3.1. Submatrices K, segun el grado de tesado.

Se observa claramente la tendencia a volverse diagonalmente dominante a medida que
la tension en el cable aumenta. Si evaluamos el caso de F=0.1 mediante la aproximacion
de la matriz Ky, mostrada en (3.65) obtenemos:

9000.46 0.0039 0.0039
0.0039 9500.49 500.026
0.0039 500.026 9500.49

Tabla 3.2. Caso para F=0.1 evaluada con la aproximacion mostrada en (3.65)

Definiendo el error relativo como
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Z a'bs(ki?proximada _ ki;}xacta) O 029
error = x100= "> %100 =9.99-5 (3.67)
it
D ke 29001.52
ij

ij

se obtiene un error de 9.99e-5 quedando de manifiesto que para casos donde las
tensiones son altas, el comportamiento de la catenaria pasa a ser el de un cable tesado;
donde la influencia del peso propio en su estado tensional es minima por lo que la
expresion limite de la matriz tangente se torna plenamente operativa y fiable.

3.3.3.3 Ejemplo 2.

A continuacion se estudiarad la influencia del peso propio en el comportamiento de la
matriz tangente desarrollada. El elemento de cable que servird de ejemplo tiene 10
metros de longitud y se encuentra suspendido por uno de sus extremos (A) mientras el
otro (B) se haya cargado por las siguientes fuerzas F,=100kN; Fy=100kN; F,=100 kN.
La rigidez del cable es de EA=1e6kN y los pesos propios considerados han sido de p=1,
0.1, 0.01, 0.00001kN/cm. En la figura 3.22 se muestra el ejemplo planteado.

i
__'___'_,_,..,—'—_"’-

r—"_Fd_F =]} }-E
%Mh% P _-Ph ¥
e X /
= JE,

K\ /

'\._\_\._\_\H __.#J.f"

Figura 3.22. Esquema ejemplo 2

Para diferentes pesos propios obtenemos las siguientes resultados:

p=1kN/cm Traccion [KIN] p=0.1kN/cm Traccion [kIN]
17321 / 17321
/ I 169,67 I 172.59
166,14 17197
- 16261 -171.35
- 159,08 - 170,73
t 155,55 - 170,11
._// L 152,02 | 169,49
148,48 / I 16867
14495 168,25
141,42 167.63

Figura 3.23 Trazados resultantes en funcion del peso propio considerado

67



Capitulo 3 Descripcion del modelo propuesto para el andlisis de redes de cables

p=0.01kN/cm Traccién [kN]
p=0.00001kN’em  Traccidn [kN]
/ 173.21
l 173.14 173.21
173.08 I 173.21
-173.01 173.21

F 17255 - 17321
- 172,89 | 17301

[ 172.82 - 17321

/ Il?’E-?”5 - 17321
172.69 17321

172,63 I 173.21

173.21

Figura 3.24 Trazados resultantes en funcion del peso propio considerado

Las respectivas submatrices K, adoptan los siguientes coeficientes expresados en
[N/m]:

p=1kN/m p=0.1kN /m
Aprox. | 5210.293 | 3525.498 | 3525.498 Aprox. | 3563.994 | 3378.154 | 3378.154
3525.498 | 2421.185 | 2396.741 3378.154 | 3236.038 | 3218.153
3525.498 | 2396.741 | 2421.185 3378.154 | 3218.153 | 3236.038
Exacta| 908.447 615.513 615.513 Exacta| 3244.569 | 3074.97 | 3074.97
615.513 447.301 426.84 3074.97 | 2947.702 | 2930.119
615.513 426.84 447.301 3074.97 | 2930.119 | 2947.702
p=0.01 kN /m p=0.00001 kN /m
Aprox. | 3367.061 | 3333.057 | 3333.057 Aprox. | 3344.883 | 3327.575 | 3327.575
3333.057 | 3333.832 | 3316.484 3327.575 | 3344.849 | 3327.559
3333.057 | 3316.484 | 3333.832 3327.575 | 3327.559 | 3344.849
Exacta| 3363.466 | 3329.518 | 3329.518 Exacta| 3344.883 | 3327.575 | 3327.575
3329.518 | 3330.291 | 3312.971 3327.575 | 3344.849 | 3327.559
3329.518 | 3312.971 | 3330.291 3327.575 | 3327.559 | 3344.849

Tabla 3.3. Comparativa de matrices tangentes en funcion del peso distribuido

Con este ejemplo se pone de manifiesto que para casos donde los esfuerzos de traccion
en el cable debidos al peso propio sean irrelevantes frente a los esfuerzos originados por
las cargas en los nudos, es decir, cuando el efecto del peso propio sea despreciable, el
limite de la expresion de la matriz tangente encontrada (3.65) es muy satisfactorio y
evita la aparicién de indeterminaciones numeéricas originadas por los pesos propios muy
pequefios en comparacion con los esfuerzos axiles que aparecen en el elemento.
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3.5 Célculo de redes de cables
3.5.1 Introduccién

Hasta ahora se han deducido tanto la expresion cinematica de elementos de catenaria
aislados como la expresion correspondiente de la matriz tangente que se deriva de
dichas expresiones. En este apartado, el objetivo es plantear el método que permita
obtener de forma automatica el sistema de ecuaciones que relacionen un conjunto de
elementos que estan conectados entre si, para poder simular el comportamiento de una
red compleja de cables.

Basicamente, el método empleado aqui consistira en establecer las ecuaciones de
equilibrio en cada nudo para posteriormente aplicar las ecuaciones cinematicas
mediante un esquema de rigidez convencional para determinar las posiciones de
equilibrio de un sistema.

En el presente capitulo se describirdn también las estrategias ideadas para estabilizar los
procesos de convergencia ya que el problema planteado es altamente no lineal y por
tanto sera tan importante determinar una metodologia que tedricamente determina la
posicion de equilibrio de un sistema de cables, como establecer estrategias numéricas
para implementar de manera eficiente los algoritmos necesarios para solucionar el
problema planteado.

3.5.2 Descripcion del método empleado

Como se ha mostrado, para cada elemento aislado se puede establecer el equilibrio entre
las fuerzas actuantes en sus nodos extremos y su peso propio mediante las ecuaciones
de equilibrio estatico (3.38). Ademas se pueden establecer las relaciones entre la
posicion de los nudos de un elemento y las fuerzas aplicadas en éstos mediante las
expresiones cinematicas, tanto en términos de flexibilidad (3.14) como en términos de
rigid

Figura 3.25. Red de cuatro elementos conectados entre si en el nudo o.
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Asimismo, en una red formada por elementos interconectados entre si a través de un
nodo por ejemplo como la mostrada en la figura 3.25, se podra encontrar la resultante de
las fuerzas internas para el nodo i (Rx,,Ry,,Rz, )ocasionadas por los elementos que
convergen en dicho nudo (3.69). Evidentemente, también se exigird la compatibilidad
de movimientos de los extremos de nodo de los elementos que convergen en un nodo
determinado.

Zn: Fx, =RX
iFyi =Ry (3.69)
Zn: Fz, =Rz,

n =elementos que convergen en el nodo i

Para obtener el equilibrio de fuerzas en cada nodo del sistema debera exigirse que el
sistema de referencia sea el mismo en todos los elementos que confluyen en dicho nodo.
Para simplificar el proceso de ensamblaje de fuerzas se ha tomado el sistema de
referencia global. En la figura 3.26. siguiendo con el ejemplo mostrado en la figura 3.25
se muestra en azul el sistema de referencia adobado y en rojo las fuerzas en los
extremos de los elementos que confluyen en el nodo. Se puede ver que dichas fuerzas se
expresan segun el sistema de referencia adobado.

Figura 3.26. Sistema de referencia en cada nudo de la red

Por consiguiente, se debera resolver el sistema no lineal resultante del ensamblaje de las
fuerzas en cada nodo para que se cumplan las ecuaciones (3.69) para todos los nodos de
la red. Como se ha visto las fuerzas interiores de los elementos son funcion de su
posicion (3.14) por lo que se podra definir una funcién que relacione cada grado de
libertad con la fuerza resultante asociada a dicho grado de libertad y para obtener el
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equilibrio del sistema de elementos se debera exigir el equilibrio global de fuerzas
internas y externas o lo que es lo mismo que las resultantes de las fuerzas internas en
cada nodo sean iguales a las fuerzas externas aplicadas (3.70). El sistema podra
expresarse como:

F'(X")="f", (3.70)

Donde X’ representa el vector que agrupa las coordenadas de los nodos, F’(X’) las
fuerzas resultantes para cada nodo Y f’e; las fuerzas externas aplicadas.

A esta funcion de le deberan eliminar las componentes que describen los grados fijados
con lo que se obtiene un vector de grados de libertad X(x1 , Xi..Xn) Y un vector de fuerzas
externas fex: que se relaciona mediante la funcién F que impone el equilibrio de fuerzas
interiores y exteriores. Dicha relacion se expresard matematicamente mediante un
sistema no lineal cuya solucion describira la posicion de equilibrio del sistema (3.71).

F(X)=f, (3.72)

En definitiva se trata de un esquema de rigidez idéntico al formulado en la teoria
matricial de estructuras pero con una relacion entre esfuerzos y desplazamientos no
lineal por lo que consecuentemente se acaba obteniendo un sistema de ecuaciones no
lineal que refleja dicha relacion. Se adoptara un esquema incremental iterativo en
cargas, donde se aplicara el método Newton-Raphson para solucionar en cada intervalo
el sistema no lineal resultante. El esquema basico que define el algoritmo Newton-
Raphson en el siguiente:

i+1

—x —[aF(X)T F(x) (3.72)
OX i

X=X

Por tanto se pone de manifiesto la necesidad de encontrar la jacobiana de F . Dicha
matriz se obtendra mediante el ensamblaje de las matrices tangentes elementales,

evaluadas en el punto x;.
. F(X
i) = [a()} (373)
OX

Evidentemente en cada iteracion no se realizara la inversion de la matriz jacobina sino
que se resolvera el siguiente sistema aprovechando las cualidades de simetria y
definicion positiva de J .

{8F(X)} D = F(X) (3.74)
ox . '

=X

Como se ha mostrado anteriormente, las matrices tangentes son funcion de las fuerzas
en extremo de nudo, es por ello que previamente a su evaluacion se debera invertir las
respectivas expresiones cinematicas para obtener los esfuerzos en extremo de elemento
para evaluar cada matriz tangente. El proceso para evaluar la matriz tangente del
elemento i es el siguiente:
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x' dado
(coordenad as de los nodos 1,2 del elemento i)

v

[Obtener F 'mediante  la inversion expresion (3.14) y (3.38) )

v

(M "(F',x") (evaluaci6 n matiz tangente del elemento i) )

v

( ensamblaje  de M ' en la matriz jacobiana J )

Figura 3.27. Evaluacion de la matriz tangente del elemento i

Este algoritmo se repite para todos los elementos y permite obtener la matriz jacobiana
que se debe actualizar para iteracion. La solucion directa del sistema 3.71 se realizaria
mediante el siguiente algoritmo:

[j = 0; X, (posicion inicial de los nudos) ]

v

/ bucle para todos los elementos \

1< i< N °elementos

v

(Obtener F 'mediante  la inversion expresion  (3.14) y(3.38))

v

(M}(Fj',x'j) (célculo matriz tangente del elemento i) )

v

K( ensamblaje  de M | en la matriz jacobiana J ]/

ensamblaje  de cargas exteriores en F

v

(imposicién de la condicion de contorno en J y F )
[ X ,=X,-J3"F(X)) )
cumple control de tolerancia

Figura 3.28. Solucion directa del sistema 3.71.

X ., s solucion )
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Para aumentar las estabilidad del proceso se puede emplear un esquema incremental
iterativo en las cargas y a su vez se puede combinar con un esquema de control del
proceso similar al método denominado relajacion dinamica (Day et al. 1970), muy
empleado por diversos autores para mejorar comportamiento en la convergencia de
problemas como los que se tratan en el presente trabajo.

3.5.3 Algoritmos empleados para mejorar el proceso de convergencia.

Se han implementado dos estrategias numéricas con el objetivo de mejorar el proceso de
convergencia del proceso iterativo. La utilizacion de las siguientes estrategias es usual
en la resoluciéon de problemas no lineales especialmente en el caso que se aborda
(3.71). Las estrategias adoptadas persiguen aproximar el vector solucién al vector
inicial, éste es un procedimiento clasico para resolver ecuaciones o sistemas de
ecuaciones no-lineales (Ralston, 1986).

Las estrategias se combinaran de la siguiente manera: inicialmente se resolvera el
problema considerando que esta sometido exclusivamente a la accién de la gravedad,
actuando el procedimiento de relajacion, posteriormente si existen cargas externas
aplicadas se iniciara sobre la geometria encontrada anteriormente un proceso
incremental de carga hasta encontrar el sistema en equilibrio con el 100% de las cargas
aplicadas. A continuacion se describen los procedimientos con mayor detalle.

1. Procedimiento de relajacion

Este procedimiento se basa en ir encontrando sistemas no lineales con la solucion
proxima a la semilla considerada. Se ha denominado relajacion de reacciones ficticias y
consiste en fijar a priori todos los grados de libertad que no estén coartados, obteniendo
cada una de las reacciones. Dichas reacciones “ficticias” se aplican a sus
correspondientes grados de libertad como si se tratasen de fuerzas exteriores. A
continuacion se liberan todas las coacciones ficticias, dejando libres los grados de
libertad que no estén coartados a modo de apoyos. Progresivamente se disminuye el
valor de dichas reacciones ficticias, resolviendo el sistema resultante, obteniendo
diferentes posiciones de los grados de libertad. Como es natural se toma la posicién de
los nodos en el paso i como semilla para el paso i+1.

Como se ha comentado la solucion se obtendra cuando las cargas ficticias se anulen,
encontrando el equilibrio para la situacion realmente existente, es decir que solamente
actué el peso propio.

En la figura 3.29 se muestra un ejemplo cualitativo en el que describe el proceso de
relajacion en una malla de dos elementos. Se puede ver que en el primer paso se fija el
unico grado de libertad obteniendo la reaccion Ro. Para obtener dicha reaccion solo
hace falta realizar el ensamblaje de las fuerzas en extremos de nudo, para lo cual se
emplean las expresiones cinematicas mostradas anteriormente. En el siguiente paso i=1,
se aplica un decremento de dicha reaccion ficticia, con lo que se logra que la posicion
de equilibrio no diste mucho de la posicion anterior, estabilizando la resolucion del
sistema no lineal generado. Este proceso se repite hasta anular las reacciones ficticias
obteniendo la configuracién en equilibrio estatico.
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Cabe mencionar que dicho procedimiento estabiliza considerablemente el proceso de
convergencia del problema.

Figura 3.29. Proceso de relajacion de las cargas ficticias

2. Proceso incremental de cargas

Es un procedimiento tipico en la resolucion de sistemas no lineales derivados de
problemas estructurales sometidos a cargas externas. Consiste simplemente en dividir el
proceso de carga en una serie de incrementos y aplicar el proceso de solucion descrito
anteriormente pero en vez de disminuir la carga en cada iteracion se ird sumando, de
esta manera el vector solucién parcial se aproximara recursivamente a la solucion final
con toda la carga aplicada. Como es natural se toma el resultado del paso i como semilla
para el paso i+1.

El esquema conjunto se puede ver en el diagrama de flujo siguiente:
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@tos inciales \

N, = namero de incrementos de carga exterior
N. =numero de decrementos de reacciones auxiliares R
= posicon inicial nodos de la malla

j=0

N /
(

R

v

Coaccidn de todos los grados de libertad ]

Se encuentra el vector de reacciones auxiliares R

j++

Resolucion del sistema no lineal considerando verctor de cargas = R(N,, — j)/N,
obtencionde X,

Resolucion del sistema no lineal considerando verctor de cargas = F(i/N_,,)
obtencionde X,

[ solucion XNCJ

Figura 3.30. Algoritmo incremental iterativo de resolucion del problema no lineal 3.71.
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Capitulo 4

Validacion del elemento de cable
propuesto

4.1 Introduccioén

Se considera imprescindible comparar los resultados que ofrece el elemento de cable
formulado frente otros encontrados en la bibliografia. Es por ello que en el presente
capitulo se realizaran una serie de ejemplos que ya han sido abordados por diferentes
autores para testar la bondad y verificar el grado de exactitud de los diferentes
elementos desarrollados.

4.2 Ejemplo 1. Comparativa de soluciones analiticas y numéricas.
El siguiente ejemplo se ha extraido de Vanderplaats (1984) y consiste en obtener el

punto de equilibrio de una estructura formada por dos muelles anclados entre si , con un
nudo libre. Dicho nudo se carga como se indica en la figura 4.1.

Ly Ky 3%
s

y | .
L’ Xeg
X

Figura 4.1. Esquema ejemplo 1, (Vanderplaats, 1984)
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Los datos del problema son:

Ki=8 N/cm; L;=10cm; K,=1N/cm; L,=10cm; Fx=5N; Fy=5N; No se contempla el
peso distribuido de los elementos. Las incognitas del problema son las posiciones de
equilibrio del nudo, es decir Xeq , Yeq.-

Para resolver el problema se puede formular analiticamente la expresion que describe el
potencial del sistema en funcion de las variables Xeq, Yeq CON €l objetivo de obtener
analiticamente el minimo de dicha funcion, encontrando asi la posicion de equilibrio y
en consecuencia las coordenadas buscadas. La funcidén potencial tiene la siguiente
forma:

PE(x,y):;Kl( x2+(y—Ll)2—L1)+;K2( x2+(L2+y)2—L2)—x-Fx—y-Fy (4.1)

minimizando la expresion anterior anulando el gradiente:

VPE(x,y) =0 (4.2)
se obtiene X¢q=8.631cm ; Yeq=4.533cm.
A continuacion resolveremos el problema mediante el algoritmo desarrollado
empleando la matriz tangente exacta (3.60). Para poder emplearla se asignara un valor
cuasi cero al valor del peso distribuido para evitar divisiones por cero. En la estrategia

de resolucion se tomaran diferentes incrementos de carga y de relajacion.

El criterio de parada detiene el proceso iterativo cuando uno de los dos criterios de
convergencia siguientes se cumple.

Para el residuo de fuerzas se ha considerado la siguiente expresion:

> R?<10° (4.3)

i=1

Para los incrementos en las variables se ha considerado la siguiente expresion

D Ad? <10° (4.4)

i=1

La siguiente tabla muestra los diferentes resultados obtenidos.

Incr. de carga | Decr. de relajacion Xeq Yeq Total iteraciones
1 1 8.6321 | 4.5319 5
3 1 8.6321 | 4.5319 14
1 3 8.6321 | 4.5319 5
3 3 8.6321 | 4.5319 14

Tabla 4.1 Resultados ejemplo 1
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Se puede comprobar que el error producido respecto Xeq €s del 0.012% y respecto Yeq €s
del 0.024%. Se puede apreciar también que el hecho de incrementar el nimero de
incrementos de carga o de relajacion no afecta al resultado, realizando simplemente mas
iteraciones en los casos que se aumentan los pasos de carga. Generalmente para casos
simples no se requieren muchos incrementos de carga o relajacion para tener un buen
comportamiento en la convergencia del sistema.

La siguiente figura muestra la posicion del sistema en equilibrio, se puede observar el
gran desplazamiento experimentado por las variables del sistema.

Figura 4.2. Configuracion final en equilibrio

Se graficara el proceso de resolucion en el que sélo se ha empleado un intervalo de
cargas y un intervalo de relajacion. Se puede apreciar la estabilidad del proceso de
convergencia y la similitud entre ambas gréaficas.

1000 -
100 |
100 -
1 T T 1 o
[e] —
2 om 2 4 6 e 2 4 6
2 ' 2 011
[hd
0.0001 - 001 |
0.000001 - 0.001 J

iteraciones madulo vector avance

Figura 4.3. Evolucion del residuo Figura 4.4. Evolucién del médulo del avance

A continuacion la tabla 4.2 muestra el resultado del calculo empleando el elemento de
barra convencional para solucionar el ejemplo planteado. Se puede ver que se requiere
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un esfuerzo computacional mucho mayor en comparacion con el empleo del elemento
de catenaria desarrollado aplicado en el caso anterior.

Incr. de carga | Decr. de relajacion Xeq Yeq Total iteraciones

1 1 8.63204 | 4.5319 256

Tabla 4.2. Resultados empleando elemento de barra convencional

En las figuras 4.5 y 4.6 se aprecian las graficas de convergencia que muestran un
proceso estable pero que requieren un gran numero de iteraciones para lograr la
convergencia del problema. Se hace evidente la menor capacidad frente al elemento de
catenaria desarrollado y que se ha aplicado anteriormente.

10 +

1 \ T T 1 1 : : !
o D Q0 200 300 019 100 200 300
g 0.1 - @ L
4 3 0.01 -
S 001 g
3 = 0.001 -
3 0.001 - g
g ¢ 8 0.0001 -
0.0001 - = 0.00001 -
©
N
0.00001 - £ 0.000001 -
iteraciones lteraciones
Figura 4.5 Evolucion del residuo empleando el Figura 4.6 Evolucion del avance empleando el elemento
elemento de barra de barra

Finalmente se empleara la matriz tangente (3.65) desarrollada para el caso de peso
propio nulo para evaluar su comportamiento frente los anteriores resultados. En este
caso se obtiene un comportamiento en la convergencia parecido al caso del empleo de
barras elasticas pero con un menor esfuerzo computacional, ain asi también se muestra
menos competitivo que en el primer caso (tabla 4.3).

Incr. de carga | Decr. de relajacion Xeq Yeq Total iteraciones
1 1 8.63208 | 4.5319 109

Tabla 4.3. Resultados usando la matriz tangente para el caso de pesos propio nulo

En las figuras 4.7 y 4.8 se aprecian las gréficas de convergencia, que muestran un
proceso estable pero que, como en el caso anterior, requiere un gran numero de
iteraciones para lograr la convergencia del problema.
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100 -
g lO \ 1 T T 1
s 1 | | . 019 50 100 150
[ (&)
= D 100 150 % 0.01 -
g 0.1 >
©
° o 0.001
3 o001 2
3 g 0.0001 A
(&)
0.001 ~ % 0.00001 -
0.0001 - S 0.000001 -
. . O
iteraciones € iteraciones
Figura 4.7. Evolucion del residuo empleando el Figura 4.8. Evolucion del avance empleando el
elemento de barra elemento de barra

En definitiva, a la vista de los resultados se puede decir que por una banda, el elemento
de cable desarrollado ofrece una gran exactitud en los resultados asi como el
comportamiento de la matriz tangente completa es muy satisfactorio a la hora de
obtener una convergencia rapida y segura, cosa que se puede comprobar en la siguiente
gréfica donde se comparan los tres proceso de convergencia en funcion del elemento y
matriz tangente empleada. En la figura 4.9 se muestra una grafica comparativa de los
tres procesos.

100 +
Modulo del 10 4
residuo 1 XT‘\\ fteraciones
01 2 10 180
0.01 1
0.001 4
0.0001 4
0.00001 4 — Elemento de cable
’ Elemento de barra
0.000001 - Elemento de cable

(matriz tangente limite)

Figura 4.9.Gréfica de convergencia funcion del elemento y matriz tangente empleada

4.3 Ejemplo 2. Comparacion de las prestaciones de la matriz tangente obtenida
analitica o numéricamente.

En el presente ejemplo se compararan los comportamientos numéricos del proceso de

convergencia para el caso de evaluar la matriz tangente del sistema mediante las
expresiones analiticas desarrolladas en los apartados anteriores (3.60) o encontrando
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dicha matriz mediante evaluaciones numéricas mediante el empleo de la técnica
diferencias finitas.

La evaluacion numérica de la matriz tangente mediante la técnica de las diferencias
finitas consiste en aplicar directamente la definicion de la derivada en un punto de
forma discreta

f(X, X AN X )= F (X0 Xy X))
Kij = J Ah J (4.5)

En la expresion (4.5) fi representa la componente i-essima de la funcion F(X) definida
en (3.71), Ahes el incremento empleado para evaluar la derivada numericamente, X;
representa el grado de libertad i-essimo y n el ndmero total de grados de libertad.
Empleando un Ah suficientemente pequefio se puede aproximar de forma correcta la
matriz de rigidez del sistema.

Se ha comprobado que para Ahmenores de 1e-6 el proceso diverge desde un principio.
Dado que para encontrar el valor de cada f, se debe proceder a la solucion iterativa de

las expresiones cinematicas de cada elemento (3.14), se produce una acumulacién de
errores por truncamiento que acaban por falsear la diferencia que se encuentra en el
denominador de (4.5) y al dividir por Ah dicho error numérico se amplia
distorsionando absolutamente el valor de Kj; Con lo que se obtiene una matriz tangente
no simétrica y defectuosa que produce la divergencia del proceso de convergencia.

Para valores de Ahadecuados se puede obtener la solucién en algunos casos sencillos,
pero en general el proceso numérico es altamente inestable y mucho méas lento que
utilizar las expresiones analiticas.

A continuacion se mostrard mediante un ejemplo el comportamiento numérico del
proceso tanto para el caso de emplear una matriz aproximada numéricamente o
encontrada mediante las expresiones analiticas (3.60). El ejemplo consiste en encontrar
el equilibrio de un cable que inicialmente esta suspendido por sus dos extremos y
posteriormente uno de ellos se deja libre. Evidentemente la posicion final del cable sera
la vertical.

En este caso con sélo un elemento se modeliza la geometria del problema. Las

caracteristica geométricas y mecanicas son: L=10m; EA=100N; po=5N/m. Se puede er
un esquema del ejemplo en la figura 4.10.
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Figura 4.10 Geometria inicial

La configuracion final es vertical, produciéndose un estiramiento debido al peso propio
de 2.5m.

Figura 4.11. Geometria final

El criterio de parada es el definido en (4.3) y (4.4). Se comprueba que utilizando la
matriz de rigidez tangente del elemento se obtiene la convergencia en 8 iteraciones, para
el caso de la evaluacion numérica de la misma se necesitan 31.

Se puede ver el comportamiento del proceso en las figuras 4.12 y 4.13 segun se emplee
la evaluacién numérica o analitica de la matriz tangente. Para el caso en el que se
emplea la matriz tangente analitica, el comportamiento del proceso de convergencia es
claramente satisfactorio, caracterizandose por su regularidad y estabilidad. En cambio
para el caso de utilizacion de la matriz tangente numérica, el proceso de convergencia
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presenta una serie de irregularidades que en este caso solo han afectado a la velocidad
de convergencia, pero para casos de una complejidad mayor produce efectos totalmente
negativos impidiendo la convergencia del proceso iterativo. En definitiva se pone de
manifiesto la mejora substancial en el comportamiento numérico en el caso de
utilizacion de la matriz tangente analitica frente a la obtenida numéricamente.

60 - = matiz tangente analitica . -
=) g = matiz tangente analitica
% 40 - matriz tangente namerica § 10
= © matriz tangente nimerica
© < g
'c'; k]
£ 201 g 5
s} S
zZ L zZ

0 T O | N\ ‘
0 20 0 20
iteraciones iteraciones
Figura 4.12. Evolucion del residuo Figura 4.13. Evolucién del avance

Este hecho es comentado por Kwan (1998) quien afirma que en los casos estudiados
por él, no tan solo no observa inestabilidad en el proceso de convergencia originado
empleando de la matriz tangente numérica en la resolucion de redes de cables sino que
se obtiene un comportamiento satisfactorio.

Se ha considerado interesante reproducir dicho ejemplo para comparar los
comportamientos de ambos procesos de convergencia. También servird para comparar
los resultados con diversos autores que han empleado el mismo ejemplo para estudiar la
bondad de los diferentes elementos desarrollados.

4.4 Ejemplo 3. Comparacién con ensayo real.

A continuacion se presenta un ejemplo que presenta especial interés dado que se
dispone de los resultados experimentales de un ensayo real realizado por Lewis et al.
(1984) y empleado por diversos autores como modelo test para analizar la bondad de
diferentes métodos de resolucién. Es por ello que se resolverd el problema con la
formulacién desarrollada permitiendo comparar los resultados obtenidos con los
ofrecidos por la bibliografia.

La estructura consiste en una malla cuya geometria se asemeja a la de un paraboloide
hiperbdlico formado por 31 segmentos de cable con una rigidez de AE=100.72KN y
cargada tal como se muestra en la siguiente figura con fuerzas de 157N. Los cables
estan pretensados con una carga de 200N. En la figura 4.14 se puede apreciar la
geometria del ejemplo.
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Figura 4.14. Configuracion inicial, (Kwan, 1998)

El criterio de parada detiene el proceso iterativo es el definido en (4.3, 4.4). Se ha
obtenido la convergencia empleando solo un paso de carga y de relajacion, haciendo
falta seis iteraciones para converger que equivalen a 2 segundos en tiempo de
computacion.

A continuacién, en la tabla 4.4 se muestra la comparativa con los desplazamientos
obtenidos (en mm) por diferentes autores y por la presente investigacion. También se
comparan tiempos de CPU ( en segundos) en el caso de Kwan .

Experimental Mgt_riz de Ml’nirp_o R(_elafjac_ién Re_zla’ja(;i()n Aproximapién Presente
Nodo Lewis. 1984 _ rigidez energético d|nam|ca dinamica por series método
! Krishna, 1978 | Sufian, 1992 | Lewis, 1984 | Kwan, 1998 Kwan, 1998

5 19.5 19.6 19.3 19.3 19.38 19.52 19.51
6 25.3 25.9 25.5 25.3 25.62 25.35 25.65
7 22.8 23.7 23.1 23.0 22.95 23.31 23.37
10 25.4 25.3 25.8 25.9 25.57 25.86 25.87
11 33.6 33.0 34.0 33.8 33.79 34.05 34.14
12 28.8 28.2 29.4 29.4 29.32 29.49 29.65
16 25.2 25.8 25.7 26.4 25.43 25.79 25.86
17 30.6 31.3 31.2 31.7 31.11 31.31 31.47
18 21.0 21.4 21.1 21.9 21.28 21.42 21.57
21 21.0 22.0 21.1 21.9 21.16 21.48 21.62
22 19.8 21.1 19.9 20.5 19.79 20.00 20.15
23 14.2 15.7 14.3 14.8 14.29 14.40 14.55
CPU 150 s. 120 s. 2s.(%)

Tabla 4.4. Comparativa de resultados, desplazamientos en [mm]
(*) CPU Pentium 11, 233Mhz.

La comparativa demuestra la buena aproximacion entre los resultados numéricos
obtenidos mediante el empleo de la técnica presentada en este trabajo y los resultados
experimentales mostrados por Lewis. No obstante se observa una clara mejora del
presente método respecto los anteriores en cuanto al tiempo de computacion
mostrandose claramente mas competitivo. Dicha mejora no se atribuye tanto al
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elemento de cable desarrollado sino al empleo de la matriz tangente analitica. Kwan
emplea tanto su metodologia propia, aproximacion por series, invirtiendo 120s, como la
relajacion dinamica convencional, invirtiendo en este caso 150s. Cabe destacar que
Kwan evalla la matriz tangente numeéricamente mediante el empleo de la técnica de las
diferencias finitas (4.5), cosa que hace aumentar en dos ordenes de magnitud el tiempo
empleado en la resolucion respecto la metodologia desarrollada en el presente trabajo.

La figura 4.15 muestra los esfuerzos de traccion en N.

Figura 4.15. Resultados obtenidos N.

La figura 4.16 muestra la grafica del proceso de convergencia.

10000 -
1000 +
100

10 +

0.01 +
0.001 +
0.0001 -

Maodulo del residuo

Tiempo de computacién (segundos cpu)
Figura 4.16. Evolucidn de la convergencia

El ejemplo realizado pone de manifiesto tanto la bondad del método numérico como su
potencia para resolver redes de cables.
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4.5 Ejemplo 4. Comparacién con elementos de barra.

Este ejemplo ha sido reproducido de la monografia realizada por Gil. A (2001), que a su
vez fue tomado de Buchholdt, (1985).

La planta de la estructura a calcular se muestra en la figura 4.17, donde los nudos 2 y 3
se pueden mover libremente y el resto se encuentran totalmente coartados. Todos los
elementos tienen una seccion de 2mm?, e inicialmente estan sometidos a un pretensado
de Fpe= 500N. Se ha adoptado un Unico material para todos los elementos con un
médulo de elasticidad E = 110000 N/mm?.

La estructura se carga con dos fuerzas puntuales descendentes en los nodos 2 y 3 de
valor 200N cada una.

Figura 4.17. Geometria inicial

Dada la naturaleza de estructura de cables pretensados los autores emplean elementos de
barra convencional para resolver el problema. En nuestro caso se emplea el elemento de
cable desarrollado y se ha resuelto mediante un proceso incremental iterativo de cinco
intervalos de relajacion y cuatro incrementos de carga, empleando una tolerancia tanto
en el vector de avance como en el residuo de fuerzas de 1e-007. En la figura 4.18 se
muestra la geometria deformada.
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Figura 4.18. Geometria resultante

En la siguiente tabla se pueden comparar los desplazamientos en mm obtenidos por
diversos autores que emplean elementos de barra convencionales, comparandose con los
resultados del actual estudio.

Nodo 2 Desplazamiento X Desplazamiento Y Desplazamiento Z
Buchholdt (1985) 0.000 3.289 -199.431
Gil (2001) 0.000 3.296 -199.636
Método propuesto 0.000 3.300 -199.626

Nodo 3 Desplazamiento X Desplazamiento Y Desplazamiento Z
Buchholdt (1985) 0.000 -3.289 -199.431
Gil (2001) 0.000 -3.296 -199.636
Método propuesto 0.000 -3.300 -199.626

Tabla 4.5. Comparativa de resultados. Desplazamientos en [mm]

Se puede observar la gran similitud entre los resultados.

4.6 Ejemplo 5. Comparativa de comportamiento entre diferentes elementos de
cable.

El siguiente caso ha sido tomado de Tibert (1999) y es un ejemplo clasico para
comparar resultados entre diferentes implementaciones realizadas. EIl primero en utilizar
dicho ejemplo fue Michalos y Birnstiel (1960) y posteriormente ha sido empleado por
O’Brien y Francis (1964), Saafan (1970), Jayaraman y Knudson (1981) y por el propio
Tibert (1999). La configuracion inicial y los datos de partida para este ejemplo se
pueden encontrar en la figura 4.19 y tabla 4.6 respectivamente. En la tabla 4.7 se puede
ver la tabla comparativa entre los diferentes resultados.

36.288N

12192 m
152.40m

304.80 m

Figura 4.19. Configuracion inicial
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Los datos del ejemplo se muestran en la tabla 4.6.

Descripcion Magnitud
Seccién del cable 5.4842cm’
Médulo de elasticidad 13357.7kN/cm”
Peso propio del cable 47kN/m
Longitud inicial del cable Segmento 1-2 125.88m
Segmento 2-3 186.85m

Tabla 4.6 Caracteristicas geométricas y mecanicas

La geometria resultante adopta la siguiente forma:

Cable cargado con peso
ropio y carga puntual 5
S — propio y carga p - _,d/f/“%

S
Cable cargado con
peso propio

Figura 4.20. Geometria resultante

Se puede observar en la tabla 4.7 la gran similitud que existe entre los resultados
obtenidos con la formulacién propuesta y los resultados del elemento de catenaria
elastica convencional. El hecho que el cable sea muy rigido hace que se deforme poco
por lo que la diferencia en la formulacion de los elementos influye muy poco. También
es interesante observar el error que se produce al modelar la estructura con elementos de
barra. Dada la baja curvatura en los elementos resultantes, en el caso del elemento de la
parébola eléstica se obtienen buenos resultados.

Investigador Tipo elemento Desp. Vertical Desp. Horizontal
Saafan, 1970 Barra elastica -5.472 -0.846
O’Brien & Francis, 1964 Catenaria elastica -5.627 -0.860
Michalos & Birnstiel, 1960 Barra elastica -5.472 -0.845
Jayaraman & Knudson, 1981 Barra elastica -5.471 -0.845
Jayaraman & Knudson, 1981 Catenaria elastica -5.626 -0.859
Tibert, 1999 Parabola elastica -5.601 -0.866
Tibert, 1999 Catenaria elastica -5.626 -0.859
Tibert, 1999 Catenaria asociada -5.656 -0.860
Elemento propuesto Catenaria elastica -5.626 -0.860

Tabla 4.7. Comparativa de resultados. Desplazamientos en metros.
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4.7 Ejemplo 6. Calculo de una malla simple.

A continuacion se reproduce un ejemplo realizado por Kwan (1998) y por Lewis (1987).
En este ejemplo que Kwan toma de Lewis (1987), combina la formulacion de su
elemento con un algoritmo de resolucion basado en la resolucion directa del sistema de
ecuaciones de equilibrio (método de la matriz de rigidez). Lewis aborda el problema
usando elementos de barra convencionales y usa técnicas de resolucién basadas en el
método de relajacion y el propio método de la matriz de rigidez).

El ejemplo consiste en una malla 3x3 formada por celdas cuadrangulares de 400mm de
lado, ver figura 4.21. Los cables tienen una rigidez de 97.97kN y cuentan con un
pretensado inicial de 200N. Los extremos de la malla se consideran apoyos fijos y los
nudos centrales estdn cargados segin se muestra en la figura 4.21. No se considera el
peso propio. (En Kwan (1998) existe una errata en el valor de las cargas consideradas,
pone 150N cuando quiere decir 15N).

s Apovo

Figura 4.21. Esquema del ejemplo 6, cotas en [mm].

Los resultados obtenidos por Kwan y Lewis se muestran e la figura 4.22.
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22797 (Kwan) - i
228.00 (Lewis) 219.19 (Rwan)
227 98 (Kwan) PRRTEe 22801 (Kwan)
227.80 (L)
i ) || 21915 (Kwan)
227.94 (Kovan) 219.10 (Lewis)
219.15 (K)
7 T
219.19 (Kwan) 219.08 (Kwan)

219.00 (Lewis)

228.01 (Kwan) 219.08 (Kwan)
L

z = I

Figura 4.22. Tensiones obtenidas por Kwan (1998) y Lewis (1987). Tensién en [N].

Para abordar este problema se empleard la matriz tangente analitica (expresiones 3.48-
3.60) donde aparece la variable del peso propio. Para minimizar su efecto en los
resultados, ya que en este ejemplo el peso propio se considera nulo, se considerara el
peso repartido en el cable 0.01 (con independencia de las unidades empleadas) y se
escalaran las dimensiones el problema multiplicando por 1le-5, de esta manera el efecto
peso propio se minimiza y no afecta a los resultados. La figura 4.23 muestra los
esfuerzos de traccion obtenidos.
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225.11 219.34
228.11] 227 95 228 141
227 .98 219.22]
219 34] 21927 219151
22814 219.15
L
25 ¥

Figura 4.23. Tensiones obtenidas, en rojo los elementos mas traccionados. Tension en [N].

En la figura 4.24 se compararan los desplazamientos obtenidos en los nudos libres.
Dada la geometria, condiciones de contorno y cargas del problema los resultados
obtenidos, tanto desplazamientos como esfuerzos, deberan ser simétricos respecto el eje
“ab”. Cabe destacar que la metodologia propuesta respeta absolutamente dicha
condicion.

Kwan | Lewis |Propuesta Kwan | Lewis [Propuesta
X[-0.08] 01 -0.071 # ] 0.05 0 0.042
¥ 008 | 01 0.071 Y| 0.08 ] 04 0.078
Z[1247] 122 | 1216 Z|-1118) -11.2 | 1147

a
b

Kwan | Lewis | Propuesta Kwan | Lewis [Propuesta
¥ -0.04 0 -0.042 £ 1-0.04 0 -0.039
Y|-008] 01 | 0071 Y Y|o04] o | 0039
Z|-1ag[ -2 -11a7 A . Z|-559] 56 -5.59

Figura 4.24. Comparacion de los desplazamientos [mm] obtenidos.
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Se ha adoptado por una resolucién directa, sin emplear esquemas de relajacion o
procesos incrementales de carga. Las graficas de convergencia se muestran en las
figuras 4.25. los criterios de convergencia utilizados han sido los descritos en (4.3, 4.4).
En este caso el criterio que ha detenido el proceso ha sido el de desplazamientos,
obteniendo la convergencia en tan solo 4 iteraciones. Teniendo en cuenta que se ha
resuelto un sistema no lineal de 12 incdgnitas se pone de manifiesto la eficiencia de la
metodologia desarrollada.

10 -
1 |
8 D 5
e 0.1 4
g
@© 0.01
3
ot 0.001 -
e
) 0.0001 -
c
0.00001 -
0.000001 -

Iteraciones
Figura 4.25. Evolucion del residuo del avance.

4.8 Ejemplo 7. Célculo de una red de moderada complejidad.

Los ejemplos realizados anteriormente han tenido por objetivo estudiar el
comportamiento del elemento de cable desarrollado comparando los resultados
obtenidos con los de otros autores. Es conveniente para poder realizar un estudio
comparativo realizar ejemplos simples en los que influyan pocas variables para permitir
un andlisis claro de los resultados obtenidos.

A continuacién se tratara un caso de una mayor complejidad con dos objetivos: el
primero mostrar la capacidad del algoritmo desarrollado en situaciones que exijan una
cierta eficiencia en la estrategia y el calculo para poder ser abordados. El segundo es el
de ofrecer un caso gque no se encuentra en la bibliografia para que pueda ser empleado
como ejemplo de comparacion por otros autores.

En la figura 4.26 se muestra una red de cables contenida en un plano horizontal en la
cota Z=0, formada por una cuadricula de 82x41 celdas rectangulares de 2x1m cada una.
Dicha malla es cruzada diagonalmente por otra serie de cables. Todas las intersecciones
entre cables son solidarias, es decir, todos los elementos que convergen en una union se
transmiten los esfuerzos entre si a traves del nodo comun a ellos.
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indica movimiento coaccionado y 0 indica

41 x2m

movimiento libre)

41 x Im

Figura 4.26.Condiciones de contorno y geometria inicial. (1
situados sobre estas lineas tienen el desplazamiento perpendicular al plano vertical que

pasa por ellos coaccionado. Los puntos b,c y d, debido a que estan en la interseccion de
dos planos de simetria verticales s6lo podran moverse en vertical. El punto a esta fijo y
todos los otros nodos situados en el interior del contorno pueden moverse libremente.
Tras imponer las condiciones de contorno problema consta de 5123 grados de libertad

que ha activado la parada ha sido la del residuo de la norma de los desplazamientos. En
la figura 4.27 se muestra la malla obtenida. El descenso vertical en el punto b ha sido de

habiendo realizado 9 iteraciones para obtener la convergencia, en este caso el criterio
29.5775m, en el punto d ha sido 43.7936m y en el punto ¢ ha sido 52.5924m.

Las lineas ab, bc, cd y da son planos de simetria verticales, por lo que los nodos
Se ha empleado el criterio de convergencia mostrado en (4.3, 4.4). El ejemplo ha sido
calculado de forma directa, sin haber tenido que emplear ningun esquema de relajacion,

Los cables tienen una rigidez de 100kN, y tienen un peso propio aplicado de 50N/m.
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Figura 4.27. Malla deformada.
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Aprovechando las condiciones de contorno impuestas en las lineas bc y cd se ha
realizado una construccion que representa una malla rectangular suspendida por sus
esquinas. En las figuras 4.28 y 4.29 se aprecian una vista lateral y frontal
respectivamente de la malla reconstruida.

Y

T A i

A O N S Y A S S

A I O A A A A A A |

M T I rfrrrrrrrrrrrryr B 7

T

N
|
i
I
I
b
I

c

Figura 4.28. Vista lateral de la malla.

C
Figura 4.29. Vista frontal.

En la figura 4.30 se puede ver la forma y las tensiones resultantes. EI perfil obtenido
recuerda la de una béveda de cruceria. De hecho Heyman (1995) reproduce la forma de
una bdveda de estas caracteristicas empleando la analogia de un modelo colgante.
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Figura 4.30 Malla sometida a peso propio y suspendida por sus extremos.

En la figura 4.31 se representa el mapa de tracciones obtenido por simetria del modelo
inicial. Como es logico los esfuerzos se acumulan en las esquinas, puesto son los Unicos
puntos que pueden transmitir la carga de peso propio a los apoyos

Traccién [N]

1.0343e+05

I 97562

as608
- 73833
.............. - 61968
"""""""""""" | 50103
38239
H H 26374
5 14500
£ 2644.6

y

: N

Figura 4.31. Mapa de tensiones del modelo formado aprovechando las simetrias del modelo inicial

En la figura 4.32 se muestra una mapa de tracciones acotado inferiormente, de manera
que se pueden ver con mayor claridad los elementos mas cargados. No se aprecian en la
parte central de la malla los elementos ya que estdn muy descargados y su traccion es
menor a la minima que aparece en la leyenda. Se observa que a medida que los cables se
alejan del centro se traccionan mas los que se apoyan sobre las diagonales, siendo estos
responsables de transmitir la carga de los elementos menos traccionados hacia las
diagonales, canalizando estas finalmente la carga global hacia los apoyos. En cambio en
la zona cercana a los apoyos se observa que la transmision de la carga se bifurca
buscando los cables del contorno que a su vez se dirigen directamente la zona del
apoyo.
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Figura 4.32. Mapeado de tracciones acotado inferiormente
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Figura 4.33. reacciones en el modelo generado por simetria del inicial.

En la figura 4.34 se pueden ver las reacciones horizontales de la malla original seg

ejes X e Y. Se aprecia que se concentran basicamen

obteniendo un valor max
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Figura 4.34. Reacciones horizontales. Se observa su concentracién en el punto de apoyo a.

Finalmente se presenta la grafica del proceso de convergencia en la figura 4.35. Se
aprecia que el comportamiento es de 2° orden, como era de esperar puesto en la
resolucion del sistema no lineal se emplea el método Newton-Rapson con la evaluacion
explicita de la jacobiana. Empleando un ordenador portétil dotado de un procesador
Mobile Intel penium 4A de 3.06GHz, con una velocidad de lectura en memoria RAM
de1353 Mb/s y un velocidad de escritura en RAM de 535Mb/s, se han necesitado 12

segundos en correr este ejemplo.

1000000 -+
100000 -
10000 +
1000 +
100 -

10 +

1

019

0.01 +
0.001 +
0.0001 -
0.00001 -

10

norma del avance

iteraciones

Figura 4.35. Gréfica de convergencia.

4.9 Conclusiones obtenidas a partir de los ejemplos realizados
De los ejemplos desarrollados se desprenden diversas conclusiones que se enumeran a

continuacion:
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Los resultados que ofrecen los diferentes casos analizados permiten concluir
que el grado de precision y exactitud en la modelizacion de estructuras
formadas por cables mediante la técnica implementada es muy satisfactoria.
El comportamiento de un cable elastico puede ser perfectamente modelado
por el elemento propuesto sin limitaciones ni aproximaciones. La
comparativa con otros ejemplos encontrados en la bibliografia muestra el
alto grado de aproximacién en los modelos comparados.

El comportamiento numérico los diferentes algoritmos implementados para
simular redes complejas de cables es muy satisfactorio, tanto en la inversion
de las expresiones cineméticas como del algoritmo global de resolucion. La
estabilidad en la resolucion del problema consistente en encontrar la
posicion de equilibrio de redes de cables tiene la cualidad de ser casi
siempre convergente. Se ha obtenido un equilibrio entre la velocidad de
convergencia y la estabilidad mediante la combinacion de algoritmos
siempre convergentes para la resolucion del sistema de ecuaciones originado
por la inversion de las expresiones cineméticas de los elementos y de
métodos de segundo orden para solucionar el sistema global de ecuaciones
generado.

El empleo de la matriz tangente analitica desarrollada en el presente trabajo
aumenta de forma decisiva la estabilidad y velocidad del proceso de
convergencia, especialmente si comparamos dicho comportamiento con el
obtenido si se emplea la matriz tangente evaluada numéricamente.

Se ha obtenido una elevada eficiencia respecto la inversion de tiempo de
CPU necesaria para resolver los problemas planteados. Se ha comprobado
que el factor limitante en cuanto obtener mejoras en el tiempo de
computacion ha sido la resolucion del sistema lineal en cada iteracion. Se ha
empleado un esquema de almacenamiento simétrico Sky-Line acoplado a un
esquema Cholesky de resolucion apropiado a las propiedad de la matriz
obtenida, simétrica y definida positiva. La optimizacion de dicho proceso se
escapa al contexto del presente trabajo.
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Capitulo 5

Estado del conocimiento sobre el
calculo de obra de fabrica

5.1 Introduccioén

El presente capitulo describe el estado del conocimiento sobre técnicas tanto para la
modelizacién del comportamiento de las construcciones de obra de fabrica a nivel
estructural como para la modelizacién de estructuras de cables.

Dentro del bloque que describe el estado del conocimiento de las técnicas utilizadas
para la modelizacion del comportamiento de la obra de fabrica a escala estructural se
incluyen propuestas previamente efectuadas en relacion con la modelizacion y analisis
de estructuras de obra de fabrica de tipo esquelético. Puesto que el método que se
pretende desarrollar surge de la revisidén de técnicas histéricas, basadas en modelos
analdgicos y graficos, se estudiaran detenidamente los procedimientos cientificos
utilizadas en el pasado para estudiar y verificar de la estabilidad de obras de fabrica.

El estado del conocimiento de las técnicas de calculo de redes de cables describird no
solo técnicas para tratar problemas de mdltiples grados de libertad (redes) sino que
tendra que hacer referencia al analisis y modelizacion del comportamiento tanto de un
elemento de cable aislado como de su combinacion con otros elementos tipo barra.
Dicha combinacion permitira mejorar la modelizacion de las estructuras de obra de
fabrica que tengan incorporados elementos como zunchos o tirantes que trabajen a
traccion, asi el modelo antifunicular podra modelar dichos elementos mediante barras
que trabajen a compresion. Se describiran formulaciones estaticas y dinamicas asi como
las simplificaciones realizadas que permiten una formulacién matematica mas sencilla.

5.2 Modelizacion del comportamiento de la obra de fabrica mediante modelos
analogicos.
5.2.1 Modelos antifuniculares.

Uno de los primeros métodos para comprobar de manera cientifica la estabilidad de una
construccion de obra de fabrica ha sido el método de la antifunicular de las cargas, es
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decir realizar un modelo funicular de hilos, con una distribucion de cargas semejante a
la construccion a analizar y comprobar que la inversa del modelo funicular permanezca
en el interior del contorno de la construccion. Precursor de este método fue Simon
Stevin quien en 1586 inicio el estudio de poligonos fuiculares de fuerzas, véase figura
5.1.

Las primeras aplicaciones de este método se concentraron en el disefio de arcos de
fabrica para la construccién de puentes (Huerta, 1996; Irvine, 1981; Lépez G., 2001).
Robert Hooke en 1675 ya hacia publica, aunque de manera criptica a través de un
anagrama, la relacién entre la forma de una catenaria y la forma de la rosca de un
puente, afirmando que ese era el contorno mas apropiado para la construccion de arcos
de obra de fabrica. Posteriormente Gregory (1698) formula de manera independiente el
principio bajo el cual se puede utilizar el principio de la antifunicular para verificar o
disefiar arcos de obra de fabrica, incluso establece la analogia entre esfuerzos de
traccion en el modelo funicular y la reaccién en estribos de un arco.

Figura 5.1. Poligonos funiculares empleados por Stevin en 1586 (Serrallonga, 2003)

Es Stirling en 1717 quien demuestra por métodos geométricos la relacion entre la
estabilidad de un arco de obra de fabrica y el perfil que define una catenaria. Estos
descubrimientos son aplicados por cientificos de la época para disefiar construcciones o
verificar su estabilidad. Por ejemplo Wren aplica el principio descrito por Hooke para
disefiar la clpula de San Pablo en Londres y Poleni aplica el mismo principio, pero
referenciando a Stirling, en su famoso dictamen sobre la estabilidad de la cupula de San
Pedro en el Vaticano. Tal como indica Huerta (1990) en su tesis doctoral, Perronet
también aplica el principio de la antifunicular para encontrar la forma del arco del
puente de Neuilly y probablemente Rondelet también lo emplea para definir la ctpula
de Santa Genoveva.

En el siglo XIX nos encontramos con aplicaciones a gran escala del método de la
antifunicular (Huerta, 1990). Hubsch desarrolla el método y lo aplica en el disefio de las
bovedas y contrafuertes de la iglesia de Bulach y catedral de Rottenburg en
Wurttemberg. EI tratado de Hubsch es recogido por el tratado de arquitectura de
Breyman. Por otro lado Heinzerling rigoriza el método de la antifunicular en su
publicacion de 1869.

100



Capitulo 5 Estado del conocimiento sobre el clculo de estructuras de obra de fabrica.

La potencia del método a la hora de elaborar modelos estructurales acertados y su
capacidad de lograr formas estéticamente aceptadas por los arquitectos hace que éste
determine las formas tanto en la arquitectura expresionista de Rudolf Steiner como en el
modernismo de Antoni Gaudi (Huerta, 1990; Rafols, 1929; Roca, 2002). En la figura
5.2 se muestra una fotografia de la maqueta realizada por Gaudi para realizar el
proyecto de la Iglesia de la Ccolonia Giell. En ella Gaudi empled cuerdas y telas para
dotar a la estructura resultante del trazado antifunicular de las cargas que en la maqueta
se consideraban mediante la aplicacacion de pesos a escala mediante bolsitas rellenas de
balines colgadas de la maqueta, tal como se aprecia e la siguente figura.

Figura 5.2. Maqueta antifunicular de la Colonia Giiell

Existen aplicaciones de esta metodologia en su vertiente computacional, como por
ejemplo la modelizacion de la maqueta colgante de un estudio previo de la iglesia de la
Colonia Guell, mostrada en la figura 1.5, realizada por Serrallonga (2003) mediante el
empleo de modelos computacionales que emplean elementos de barra para simular el
comportamiento de los hilos. EI modelo realizado consta de 834 nodos, 1003 barras y
en su resolucion se emple6 més de una hora y media de tiempo de computacion de
ordenador dotado de un procesador Pentium IV a 1.7GHz. En la figura 5.3 se puede
apreciar el modelo resultante. Cabe destacar el alto grado de aproximacion del modelo
numérico respecto la maqueta real realizada por Jos Tomlow.
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Figura 5.3. Modelo computacional de la maqueta funicular mostrada en la figura 1.5.

Frei Otto fue un arquitecto pionero en el disefio y construccidon de estructuras que
trabajan a traccion. Entre sus trabajos destaca el proyecto de las cubiertas del Estadio
Olimpico de Munich. En 1969, dada la limitacion computacional que existia en la época
para analizar complejos problemas numéricos que requerian el analisis y estudio del
perfil de las superficies minimas, realizo diversos modelos analdgicos de dichas
superficies mediante peliculas jabonosas para asi producir los disefios de las cubiertas
como la mostrada en la figura 5.4.

& : = ATy

Figura 5.4. Cubiertas del Estadio Olimpico de Munich, reproducida de (Tibert, 1999).

Andrés y Ortega (1993) realizan una generalizacion y actualizacion de la técnica que
empleo Gaudi. Dicha actualizacién consiste en realizar modelos analdgicos de dos
dimensiones empleando placas de un material termo-plastico. El proceso consiste en
calentar dichas placas con lo que el médulo elastico del material baja, perdiendo toda
rigidez a flexion, comportandose como un chicle de manera que adopta formas
antifuniculares de las cargas aplicadas.
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5.2.2 Modelos basados en la fotoelasticidad

Robert Mark (1982) en los afios setenta llevd a cabo un estudio mediante modelos
reducidos fotoelasticos de las secciones transversales de una serie de catedrales géticas
como Amiens, Beauvais, Bourges, Chartres y Palma de Mallorca. éste fue el primer
intento de modelizar de forma génerica las edificaciones goticas, aportando luz sobre el
comportamiento de estas construcciones frente diversas acciones y analizando el papel
que jugaban los diferentes elementos constructivos utilizados (pilares, arbotantes,
contrafuertes...) y comparando diferentes disefios entre si. En la figura 5.5 se puede
observar el resultado de un analisis fotoelastico de el portico central de la Catedral de
Mallorca.

Figura 5.5. Modelo fotoelastico de la nave central de la Catedral de Mallorca(Mark, 1982)

5.2.3 Modelos a escala reducida

Los modelos a escala reducida han sido utilizados desde la antigliedad, las primeras
referencias proceden de la época griega aunque posiblemente fueron anteriores.

La carencia de métodos basados en la mecéanica racional no fueron obstaculo para que
los constructores de la Edad Media erigiesen las fabulosas catedrales goticas. La
realizacion de modelos a escala reducida sirvié para que los constructores dedujesen
aspectos que luego llevaron a la practica a escala real consiguiendo un alto grado de
perfeccionamiento estructural. Construcciones como la Catedral de Palma de Mallorca
parecen haber sido disefiadas a partir de modelos a escala reducida, cosa que explicaria
su elevado grado de optimizacion.

Rondelet describe sus experiencias con modelos de bovedas y arcos a escala reducida.
Su objetivo era establecer reglas empiricas para facilitar el disefio de arcos y bovedas.

Santiago Huerta (1990) describe un método muy simple que permite evaluar la
estabilidad de estructuras que puedan ser analizadas a partir de su seccién transversal. El
método consiste en realizar un modelo a escala reducida de las piezas que componen la
estructura y ensamblarlas entre si en un plano horizontal. Luego este plano se va
levantando progresivamente hasta que el modelo se apoya en si mismo, de la misma
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manera que lo hace el modelo real. Este simple modelo ha permitido a Huerta describir
los diferentes modos de colapso en arcos.

Frei Otto como dice Huerta (1990) utiliza también modelos a escala reducida para
determinar el grado de seguridad de construcciones de obra de fabrica frente acciones
horizontales. EI método consiste basicamente en construir un modelo semejante a la
construccion original sobre un plano inclinado. La inclinacion maxima que permita el
modelo establecera su grado de estabilidad frente acciones horizontales. Frei Otto
especula sobre la posibilidad que los constructores antiguos utilizasen este método para
disefiar construcciones que han sobrevivido a multiples seismos.

5.3 Modelizaciéon de construcciones mediante Modelos Analiticos.
5.3.1 Andlisis limite.
5.3.1.1 Introduccidn

Este método basado en las teorias del analisis plastico de porticos de acero pretende
establecer un método que determine una cota inferior de la carga Gltima que es capaz de
soportar una estructura.

En experimentos realizados en Inglaterra se determind la gran sensibilidad de los
resultados de los calculos elasticos a pequefias variaciones en las condiciones de
contorno. En cambio, la carga final se mantenia sensiblemente igual con independencia
de las mismas perturbaciones iniciales. Este hecho ha sido el que ha determinado la
orientacion de las investigaciones para establecer una sélida teoria plastica que permita
determinar la carga ultima de una estructura.

Kooharian fue el primero en aplicar las teorias del analisis plastico de porticos de acero
al analisis de obras de fabrica pero ha sido Jacques Heyman el principal impulsor de la
teoria del andlisis limite aplicada a obras de fabrica (Huerta, 1990).

5.3.1.2 Definicion de la linea de empujes o de presiones.
5.3.1.2.1 Planteamiento

Las principales caracteristicas del material de obra de fabrica son su baja resistencia a
traccion combinada con una apreciable resistencia a compresion. Este hecho
generalmente va unido al bajo nivel tensional al que estdn sometidas dichas estructuras,
dado lo generoso de las dimensiones de los elementos que normalmente las forman.

Los dos factores anteriores acaban determinando que la estabilidad de estas estructuras
no depende tanto de un control de las tensiones maximas que aparecen en su interior,
sino mas bien, en que la geometria de la estructura permita conducir adecuadamente las
cargas hacia los cimientos.
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Dicho proceso de “conduccion de cargas” se puede entender mediante la aplicacion del
modelo matematico de lineas de empuje, basada en el equilibrio de fuerzas internas de
un solido, es decir, de las resultantes aplicadas en una seccion arbitraria de la misma.

5.3.1.2.2 Concepto y célculo de lineas de empuje

Este concepto fue desarrollado de forma simultanea e independiente por Gerstner en
Alemania, Moseley en Inglaterra y Mery en Francia entre 1830 y 1840 precisamente
para obtener un proceso que permitiese explicar el colapso de arcos de piedra. Segun
Huerta (1996) la contribucion de Gerstner fue limitada y presenta algunas
incorrecciones. El tratamiento de Moseley es muy riguroso y altamente matematico y
constituye el primer intento con éxito de modelar matematicamente un conjunto de
bloques rigidos en contacto entre si mediante juntas secas. El trabajo de Mery esta
orientado a clarificar y rigorizar ideas, realizando multitud de ejemplos de lineas de
empuje de arcos limite, es decir arcos que dispongan de un perfil de rosca adecuado a
las cargas para prmitir la estabilidad del mismo.

Cabe decir que la linea de empujes es producto de un calculo meramente estatico y
totalmente independiente de las ecuaciones constitutivas de los materiales que forman la
estructura objeto del calculo o de los movimientos de sélido rigido que experimenten
alguna de sus partes. Este factor limita la aplicabilidad del método a estructuras poco
deformables, es decir donde la geometria deformada coincida sensiblemente con la
inicial sin deformar. Esta condicion es necesaria puesto que el calculo de las lineas de
presion se realiza partiendo de la geometria inicial y en consecuencia corresponde su
esquema estatico inicial debiendo ser éste representativo del esquema estatico final, o
sea del real, por lo que tanto en cuanto la distribucion de cargas en la configuracion
final se asemeje mas al inicial, el resultado sera mas representativo del esquema estatico
real de la estructura.

Consideremos un objeto prismatico obtenido a partir de un apilamiento de sillares
recibidos con juntas secas, por ejemplo el mostrado en la figura 5.6 extraida de (Huerta,
1996). Dicho objeto esta sometido al peso propio y a un conjunto de fuerzas exteriores.
Consideremos ahora que dicha estructura se corta segin una serie de planos que le
originan una serie de secciones. Llegados a este punto podemos obtener el equilibrio
estatico para cada una de las partes resultantes originada a partir de la division por los
planos de corte considerados. Encontrando dicho equilibrio se obtendrd la fuerza
resultante aplicada en cada seccion de corte. Por tanto, se puede definir la linea de
empujes de una estructura prismatica como el lugar geométrico formado por los puntos
de aplicacion de las fuerzas resultantes que aparecen en las secciones originadas por una
familia arbitraria de planos que cortan dicha estructura. Por tanto el trazado de dicha
curva dependera tanto de la propia geometria de la estructura como de la familia de
planos de corte considerado (Huerta, 1990).

En la figura 5.6 se observa como se obtiene la linea de presiones a partir de una familia
de planos de corte, que en este caso coinciden con las juntas entre elementos. Como se
puede observar tenemos un sélido formado por el apilamiento de una serie de sillares
independientes sefialados en la figura con las letras rojas A,B,C,D,E,F y G. Las letras en
negrita A,B,C,D y E designan las resultantes de fuerzas en cada seccion 1-2, 3-4,5-6...
siendo designadas con las letras a,b,c,d,e y f los puntos de paso de dichas fuerzas
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resultantes por dichas secciones. Entonces la linea de empujes ( 0 presiones) sera la
poligonal formada por los puntos a,b,c,d,e y f, grafiada en color azul.

Figura 5.6 Trazado de la linea de presiones ( linea azul) y linea de inclinaciones ( linea verde) en una
estructura formada por sillares (Huerta, 1996).

5.3.1.2.3 Linea de inclinacion de los empujes.

Se puede definir otra linea que caracteriza el estado estatico de una estructura y permite
analizar su estabilidad. Una vez se dispone de la linea de empujes y por tanto del
conjunto de resultantes en cada seccion se puede definir la linea de inclinacién de los
empujes como la linea envolvente de las resultantes por lo que en cada punto de dicha
linea la resultante en cada seccion sera tangente a esta. En la figura 5.6 se puede
apreciar la linea de inclinacion de empujes graficada en color verde.

La determinacion del trazado de las lineas de presion y de inclinaciones permite conocer
el estado estatico en el que se encuentra una estructura de obra de fabrica y por tanto,
combinado con los teoremas plasticos que posteriormente se expondran, permiten
determinar su nivel de estabilidad, puesto que dichas lineas aportan informacion sobre
la magnitud de la resultante, su punto de aplicacion y su orientacion.

5.3.1.2.4 Identificacion de las lineas de presion con lineas funiculares .

Robert Hooke en 1675 fue quien plante6 por primera vez la relacion entre la forma de la
catenaria y la de un arco estable. Hooke afirmo “Ut pendet continuum fexile sic stabit
contigiuum rigidum inversum” (extraido de O'Dwyer, (1999)) que traducido dice: “Del
mismo modo que cuelga un hilo flexible, asi, pero invertido se sostendra el arco rigido”.
Sin embargo Hooke no sustento dicho afirmacion con ninguna deduccion analitica o
geométrica y se supone que la hizo mas bien por su intuicion y experiencia (Huerta,
1996; Irvine, 1981; Lopez, 2001).
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Posteriormente, en 1698 Gregory formulo de forma independiente, puesto que Hooke
formulo su principio en forma de anagrama que fue descifrado en 1705, el mismo
principio que Hooke incluso va mas alla e intuye el principio del seguridad del célculo
plastico “ Sélo la catenaria es la forma correcta de un arco. Y si los arcos de otras
formas se sostienen es por que en su espesor hay contenida una catenaria”. La intuicion
de Gregory va mas alla y utiliza la analogia para determinar las fuerzas que deben
soportar los estribos de los puentes pues afirma “ La fuerza en que la cadena tira hacia
adentro en el arco empuja hacia fuera” (Huerta, 1996; Lopez , 2001).

La correspondencia entre el trazado de las lineas de presion y el trazado de un modelo
funicular estaticamente equivalente la demostr6 en 1717 Sirling mediante una
deduccion de tipo geométrico (Lopez G., 2001).

Stirling realiza la siguiente deduccion: Consideremos el conjunto de esferas en
equilibrio estatico que se muestra en la figura 5.7. Consideremos los puntos de
tangencia entre las esferas; estos son los puntos de paso de las fuerzas que acttan entre
las esferas y de acuerdo con la definicién de linea de presiones, estos puntos forman
parte de esta linea.

Consideremos que estas esferas van reduciendo su didmetro y a la vez aumentan en
namero. Siguiendo este proceso y llevandolo al limite se acabara obteniendo un trazado

de una curva que, para el caso de que el diametro de las esferas sea igual en todas ellas,
corresponde al de una catenaria, tal como se puede observar en la figura 5.7.

Figura 5.7 Equivalencia entre la linea de presiones y el trazado de una curva catenaria.
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El caso que se ha descrito corresponderia al de un arco con el peso uniformemente
repartido a lo largo de su directriz. En el caso que el peso variase a lo largo de esta se
deberia desarrollar un modelo estaticamente equivalente y siguiendo una deduccion
equivalente se llegaria a un trazado igualmente antifunicular. Esta casuistica se puede
apreciar en las figuras realizada por Tomlow (2002) donde muestra graficamente la
relacion entre diferentes modelos estructurales y sus modelos funiculares equivalentes.
La figura 5.8 muestra algunos ejemplos sencillos. Se hace evidente que la distribucion
del peso en el modelo colgante repercute directamente sobre la forma del arco que
representa.

Figura 5.8 Diferentes modelos funiculares adecuados a las estructuras que representan.

Este procedimiento fue utilizado por Poleni en su famoso estudio sobre la estabilidad de
la clpula de san Pedro de Roma. Para realizar el analisis sobre la estabilidad de la
famosa cupula, en tela de juicio por las fisuras aparecidas en ella, véase figura 5.9, se
dividid en gajos la cupula para asi obtener una serie de arcos que deberian ser estables
por si mismos. En este caso Poleni tuvo que realizar un modelo formado por una cadena
de la que se colgaban pesos proporcionales a la distribucién de masa de los gajos.
Posteriormente se compar6 dicho modelo con el perfil resistente de la cupula, para
finalmente establecer que esta era estable puesto su modelo funicular equivalente se
inscribia en el interior del perfil resistente (Poleni, 1743).

Figura 5.9 Esquema de la clpula de San Pedro donde se muestran las grietas en su tambor.
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Es interesante hacer hincapié en el concepto de “Modelo funicular equivalente” de este
ejemplo historico. Inicialmente Poleni empleo un modelo funicular compuesto por un
cable de donde se suspendian cuentas esféricas de igual tamafio, tal como se muestra en
la figura 5.10. Dicho modelo (graficado en la figura 5.10 en color azul) no representaba
la distribucion de peso propio de los arcos en que se dividio la cupula para su analisis
puesto el peso de las dovelas variaba a lo largo de los gajos disminuyendo a medida que
se acerca al centro de la cupula. Este modelo no encajaba en el perfil resistente de la
cUpula, cosa que hizo recapacitar a Poleni. Se realizo entonces un modelo (grafiado e
color rojo en la figura 5.10) estaticamente equivalente a la estructura objeto de
verificacion compuesto por diversas cuentas de diferente tamafio que reflejaban la
distribucion de peso de la estructura a verificar. Dicho modelo se situaba en el interior
del perfil resistente de la cupula con lo que Poleni aseverd que éste era el correcto para
garantizar su estabilidad.

TAVOLA. E.

FIG.XIV.

e

Figura 5.10 Analisis funicular de la ctpula de San Pedro de Roma. (Poleni, 1743).

El razonamiento expuesto por Stirling, es reproducido en términos matematicos por
Huerta (1990) donde se deduce la ecuacion general de la catenaria tomando como base
la reduccidn del grosor del canto de una béveda cualquiera hasta anularlo, concluyendo
el equilibrio estatico de esta cupula teorica, aunque éste fuese inestable debido al
fenomenno de la abolladura. Realizando este andlisis, el trazado de la linea obtenida
coincide con la antifunicular de las cargas, es decir, el trazado de una curva funicular
sometida al mismo estado de cargas al que esta sometida la estructura. Es este caso la
linea de presiones, la de pendientes y la funicular obtenida coinciden.

O’Dwyer (1999) extiende el razonamiento anterior para un caso tridimensional y afirma
que el perfil que adopta una membrana cargada, por ejemplo la mosrada en la figura
figura 5.11, definira el contorno ideal de una cupula sometida a la misma carga pero en
sentido contario, puesto soportara dicha distribucion de cargas produciendose en ella
unicamente una distribucion de esfuerzos de compresion.
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Figura 5.11 Contorno ideal de una clpula cargada arbitrariamente (O’Dwyer, 1999)

5.3.1.3 Hipotesis basicas del analisis limite.

Heyman (1969, 1982, 1983, 1995, 1998) observd los principios necesarios para poder
aplicar la teoria del andlisis limite a estructuras de fabrica, estos son:

1. La resistencia a compresion de los elementos que forman la estructura de obra de
fabrica es infinita.

2. El colapso por deslizamiento es imposible.
3. Laresistencia a traccion es nula.

La primera hipotesis implica que las tensiones en las estructuras de fabrica son muy
bajas en relacion a su resistencia, lo cual implica que el fallo estructural nunca se podra
producir por aplastamiento del material que forma la estructura. Este principio
generalmente no es restrictivo, dadas las bajas tensiones a las cuales se somete el
material

En el caso que la tension admisible a compresion del material pueda ser un factor
limitante pudiendo colapsar la estructura por aplastamiento se podra aplicar este analisis
suponiendo una distribucién pléstica de las tensiones provocadas por la resultante
aplicada en la seccién. Comparando la tensiébn maxima encontrada con la distribucién
propuesta con la admisible podré determinarse la estadidad estructura.

La segunda hip6tesis supone que el rozamiento entre dovelas es suficiente para evitar el
deslizamiento entre si. Dicha condicion implica que la inclinacién de la resultante
aplicada en una posible plano de delizamiento esta contenida en un cono recto cuyo
angulo de oberura es el doble del angulo de rozamiento interno entre planos de
deslizamiento. Ver figura 5.12.
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e

Figura 5.12 Criterio de deslizamiento entre dovelas

La tercera hip6tesis queda del lado de la seguridad, puesto que las uniones generalmente
no son secas y disponen de mortero que ofrece una pequefia resistencia a traccion.

Tomando como ciertos los tres principios anteriores se puede aplicar los teoremas del
analisis plastico al caso de estructuras de obra de fabrica. Estos son:

o Primer teorema ( de seguridad) : El colapso no se producira si en cada caso de
carga que actla sobre la estructura es posible encontrar un estado de equilibrio
estaticamente admisible.

En el caso de los arcos este teorema implica que si se puede encontrar una linea de
empujes estaticamente admisible dentro del contorno de la estructura, el arco es estable.
Con este teorema podemos determinar una cota inferior de la carga de rotura.

o Segundo teorema (de unicidad): EI colapso se producira si se encuentra una
configuracion de colapso cineméticamente admisible. Esto quiere decir que cuando se
produzcan el numero suficiente de rotulas para que la estructura se convierta en un
mecanismo, la estructura colapsara. Esto es lo mismo que afirmar que cuando se
produzca un mecanismo inestable la estructura colapsara. Se considera que se forma una
rotula cuando la linea de presiones se haga tangente o corte el contorno de la estructura.

Heyman en base a estos teoremas establece el coeficiente de seguridad geométrico
comparando el grosor real del arco con el minimo necesario para asegurar la estabilidad.

5.3.1.4 Laestabilidad y la seguridad de la obra de fabrica.

El concepto de seguridad en el caso de las estructuras de obra de fabrica es un concepto
dificil de evaluar. Cumpliendo las hipdtesis de Heyman y de acuerdo con los teoremas
de plasticidad se pueden encontrar multitud de lineas de presion en el interior del
contorno de una estructura que aseguren su estabilidad. Para establecer un criterio que
determine el grado de seguridad de la estructura, Heyman define el coeficiente de
seguridad geométrico, que consiste en comparar el grosor de una seccién con el minimo
grosor que inscribiria una linea de presion. De manera que a medida que se puedan
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encontrar lineas de presién mas proximas a la directriz (o sea alejadas del contorno), se
podra asignar un grado de seguridad mayor a la misma. Se puede considerar el
coeficiente de seguridad como el margen que separa el estado actual de cargas del
estado de colapso.

Por ejemplo en la figura 5.13 se muestra un arco cargado y una de las posibles lineas de
presiones en su interior. En este caso el nivel de seguridad que ofrece dicha linea
corresponda al nivel de separacion entre el arco minimo que contiene dicha linea y el
grosor del arco real, o dicho de otra manera se podra definir un coeficiente de seguridad
v=D/d asociado a una linea de presiones considerada, de manera que para y=1 se estaria
al borde del colapso.

Figura 5.13 Coeficiente de seguridad geométrico obtenido como la relacidn entre el grosor del arco y el
grosor del minimo arco que inscribe una linea de presiones (O’Dwyer, 1999).

5.3.2 Estatica grafica.

El origen del célculo gréafico de los arcos se remonta a La Hire quien en 1695 aplico el
poligono funicular para estudiar la estabilidad de un arco de dovelas (Huerta, 1996,
2001; Lopez G., 2001). En el siglo XIX se retoma con gran fuerza el célculo de lineas
de presion por métodos graficos. Rankine en su “Manual de mecanica aplicada” (1856)
describe con todo rigor la teoria de las lineas de empujes, relaciona el calculo analitico
con el grafico asi como el empleo de poligonos de fuerzas y funiculares. Culmann en
(1866) popularizo la estatica grafica mediante la publicacion de diversos trabajos.

Esta linea de trabajo también tiene su vertiente computacional. Destacar la aportacion
de O’Dwyer (1999), que realiza un analisis estructural utilizando los principios del
andlisis limite altimo, definiendo un poligono de fuerzas antifunicular de las cargas y
maximizando la carga Ultima mediante un proceso de optimizacion. O’Dwyer establece
un procedimiento que permite generalizar la aplicacion del analisis limite de Heyman,
para casos tridimensionales, véase figura 5.14,, pero sin demostrar la compatibilidad
cinematica entre los modelos de poligonos de fuerzas y los esquemas de rotura que se
originan.
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Figura 5.14 Modelo funicular realizado por O’Dwyer (1999).

La estatica gréfica tiene la limitacion de no poder encontrar la verdadera linea de
empujes puesto que se basa Unicamente en ecuaciones de equilibrio. De hecho la
estatica gréafica solo contribuye al analisis de la estabilidad de una estructura de obra de
fabrica si podemos aplicar el principio del analisis limite. Para solventar esta limitacion
se desarrollaron métodos analiticos donde interviene la ecuacion constitutiva del
material, siendo el analisis elastico lineal el método con mas difusion.

Recientemente Maynou (2002) se ha llevado a cabo una investigacion en la UPC, en el
contexto de elaboracion de una tesina de especialidad, en la que se a desarrollado una
metodologia informatica basada en el barrido de las variables que determinan cada
conjunto de lineas de presion con lo que se encuentran un gran nimero de las posibles
lineas de presion en la nave central de la Catedral de Mallorca, obteniendo soluciones
muy similares a las que obtuvo Rubi6 a principios de siglo XX. En la figura 5.15 se
aprecia el conjunto de soluciones encontradas que verifican el primer teorema del
anélisis limite.

Diagonal central

Diagonal lateral

i

5 metros

Figura 5.15 Conjunto de lineas de presiones encontradas por Maynou en el anlisis del pértico central de
la Catedral de Mallorca.
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5.3.3 Andlisis mediante elasticidad lineal.

En el siglo XIX se desarroll6 (Huerta, 1996) la teoria de la elasticidad y se aplico entre
otras cosas al calculo de arcos. Esta teoria se aplicaba especialmente en el calculo de
arcos metélicos donde la ecuacién constitutiva del material justificaba el empleo de
dicho modelo. En arcos de fabrica su justificacion era mas complicada y pasaba
simplemente por la inexistencia de otros modelos mas precisos que pudiesen ser
abarcados por modelos matematicos resolubles manualmente.

AUn asi, su empleo sirvid para obtener conclusiones muy acertadas. Winkler (1879) fue
el primero que propuso de manera explicita el empleo de la teoria eléstica para el
calculo de arcos mediante la determinacion analitica de la linea de empujes. Winkler era
consciente que la aplicacion de la teoria de la elasticidad es susceptible de sufrir
perturbaciones como la influencia de la deformacion de las cimbras, movimiento de los
estribos y el propio proceso constructivo. A estos efectos hay que sumarle el
comportamiento del propio material dificilmente asimilable a una ecuacion constitutiva
elastica.

Krohn y Mohr contribuyeron también a su desarrollo pero es Castigliano quien inicia la
exploracién de métodos no lineales para modelar mejor el comportamiento de la fabrica.
Castigliano introduce un modelo de analisis por tanteos para un material elastico sin
resistencia a la traccion y aplic este método para calcular el puente de Mosca de Turin.

El método elastico no se popularizé demasiado por una serie de inconvenientes que lo
hacian dificilmente aplicable. E primer lugar, la solucién de un modelo era muy sensible
a las condiciones de contorno por lo que era dificil de asegurar que los resultados del
modelo tuviesen relacién con el modelo real. También los largos y tediosos célculos
hacian muy penosa su aplicacion a problemas reales. En definitiva, la aparente precision
de los céalculos no se correspondia con la realidad de las estructuras, cosa que
arrinconaria este tipo de métodos hasta la aparicion de las computadoras y su aplicacion
en la vertiente numérica a finales del siglo XX.

5.4 Modelizacion de construcciones de obra de fabrica mediante modelos
NUMEricos.

5.4.1 Modelos basados en la aplicacion del método de los elementos finitos (MEF).
5.4.1.1 Micromodelos.

La micromodelizacion consiste en reproducir el comportamiento global de un material
compuesto mediante una discretizacion geomeétrica detallada, basada en el método de
los elementos finitos, e incorporando las leyes constitutivas no lineales de cada uno de
los componentes. En general, la aplicacion de micromodelos a materiales compuestos
como el hormigon o la obra de fabrica requiere de un enorme esfuerzo de célculo
debido a la necesidad de emplear discretizaciones densas y metodos iterativos para
resolver los sistemas de ecuaciones no lineales resultantes. Por ello, en el caso de la
obra de fabrica su aplicacion queda restringida, en general, al estudio de paneles
individuales o muros con un muy reducido nimero de aperturas y al de los efectos
locales sobre muros debidos, por ejemplo, a cargas concentradas. No obstante, la
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micromodelizacion constituye, juntamente con la experimentacion, una técnica valida
para profundizar en el comportamiento real de la obra de fabrica. En los micromodelos
se representan las piezas y el mortero de los tendeles y de las llagas por separado. En
general, para las piezas se emplean elementos finitos de tension plana mientras que para
las juntas de mortero se han empleado basicamente dos técnicas dependiendo del
compromiso entre precision y sencillez de la modelizacion.

Page (1978) fue el primer investigador en obtener resultados mediante la aplicacion de
un micromodelo al estudio de la fabrica de ladrillo. EI modelo de Page considera un
comportamiento indefinidamente elastico e isotropo para los ladrillos. La rotura se
produce cuando en los tendeles o las llagas se alcanza un cierto criterio de rotura a
traccion o a corte propuesto por el mismo autor.

Mediante este modelo, Page estudié el comportamiento de una viga de gran canto de
fabrica de ladrillo y compar6 los resultados del modelo con los de un ensayo sobre una
viga real obteniendo una buena coincidencia para las distribuciones de tensiones.

Posteriormente otros autores han ido sofisticando las modelizaciones para aproximar
mejor el comportamiento real de la obra de fabrica. Autores que han contribuido al
desarrollo de la modelizacion mediante micromodelos son: Chiostrini y Vignoli (1989),
Ali y Page (1988) y Lourenco, (1994).

5.4.1.2 Macromodelos
5.4.1.2.1 Introduccion

La macromodelizacion parte de considerar la obra de fabrica como un material continuo
con una determinada ecuacion constitutiva, incluyendo una relacion tenso-
deformacional y un criterio de rotura. En general, se distingue entre dos tipos basicos de
macromodelos: aquellos basados en modelos existentes desarrollados para el hormigén
armado y aquellos especificamente desarrollados para la obra de fabrica.

Los modelos existentes para el hormigdn armado tienen una inmediata aplicacion a la
fabrica de bloques de hormigdn, en especial si ésta se construye completamente rellena,
ya que presenta una anisotropia mucho menor que sin relleno.

5.4.1.2.2 Andlisis elastico lineal mediante MEF (Método de los Elementos Finitos).

El analisis elastico con MEF puede ofrecer resultados de gran valor ingenieril, a pesar
de sus evidentes limitaciones para el estudio de obra de fabrica, tal como se ha sefialado
en el punto 2.3. Este tipo de analisis ha sido utilizado como herramienta auxiliar para el
estudio de las condiciones mecanico-resistentes de edificios muy emblematicos, tales
como la Torre de Pisa (Macchi et al., 1993)), el Coliseo de Roma (Croci, 1998), la
Basilica de San Marco en Venecia (Mola y Vitaliani, 1997) o la Catedral Metropolitana
de México (Meli, 1997).
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5.4.1.2.3 Modelos de dafio.

En los modelos continuos de dafio, la fisuracion se trata como un efecto local cuyo
progreso con el aumento de la carga aplicada queda determinado a partir de parametros
conocidos del material y por una o més funciones que controlan su evolucion. El "dafio"
que afecta al material se reconoce mediante un pardmetro que varia entre O (material
intacto) y 1 (material totalmente agotado). Como extrapolacion, es posible definir
parametros de dafio asociados a un elemento estructural o bien a una estructura global,
ocurriendo igualmente su colapso para un valor 1.

En esencia, los modelos de dafio reproducen directamente la pérdida de rigidez asociada
a la microfisuracion. Cada punto dafiado se supone sujeto a una reduccion de rigidez
proporcional al promedio de defectos (como microfisuras o huecos) producidos o
existentes en una microregion. La pérdida de rigidez en cada punto se define mediante
los correspondientes parametros de dafio, cuya evolucion entre O y 1 se caracteriza
mediante leyes experimentales obtenidas a partir de ensayos en laboratorio.

Mediante este tipo de modelos se pretenden superar ciertas dificultades o
contradicciones tedricas producidas por los modelos de no-traccion o elésticos
perfectamente fragiles con fisuracion distribuida, y que en la practica pueden generar
serios problemas de tipo numérico. Por otra parte, un modelo de este tipo puede
incorporar todos los aspectos importantes que deben considerarse en un analisis no
lineal de estructuras de hormigén o de fabrica, incluyendo el comportamiento a
compresion y traccion, o la degradacion de la rigidez ante efectos de tipo mecanico o
fisico-quimico-bioldgico.

Una de las ventajas de tales modelos de dafio radica en la independencia del anélisis con
respecto a las direcciones de la fisuracion,es decir, estas pueden ser identificadas a
posteriori, una vez la solucién no lineal haya sido obtenida, como lugar geométrico de
puntos dafiados. Ello permite superar los problemas asociados a la mayor parte de los
métodos basados en una descripcion de la fisuracion como fendmeno distribuido en
combinacion con posibles relaciones tenso deformacionales para material fragil.

En la Universidad Politécnica de Catalufia existe un equipo de investigadores dedicados
a la formulacion de modelos de este tipo. Destacar un modelo propuesto por Ofiate et.
Al., (1995) y otro modelo propuesto por Cervera et al. (1998). La utilizacion préactica
del modelo de Cervera ha sido empleado recientemente en el calculo de los porticos tipo
de la catedral de Girona por Mendoza (2002).

5.4.1.2.4 Modelos de elasticidad no-lineal.

Durante los Gltimos afios, diversos autores han propuesto métodos para el analisis de la
obra de fabrica mediante elementos finitos unidimensionales o bidimensionales con
ecuaciones constitutivas no lineales susceptibles de aproximar el comportamiento real
de la obra de fabrica de ladrillo o de piedra. Este intento da lugar, de hecho, a soluciones
que pueden interpretarse a la luz de los conceptos basicos del analisis limite y que en
general resultan compatibles con éste. La condicion fundamental reside en la capacidad
de los métodos para simular zonas con fuertes concentraciones de curvatura que a
efectos computacionales trabajen virtualmente como rotulas.
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Crisfield y Wills (1995), fueron de los primeros en aplicar el método de los elementos
finitos al estudio de estructuras de arcos de obra de féabrica. Dichos autores han
propuesto una técnica de modelizacion basada en el uso de modelos unidimensionales o
bidimensionales en combinacién con una ecuacion constitutiva de tipo elastica-lineal
perfectamente fragil.

Loo y Yang (1991), también han utilizado elementos finitos en combinacion con un
criterio de rotura para hormigén en masa sujeto a estados biaxiales de tensiones
teniendo en cuenta la fisuracién del hormigon a traccion y su aplastamiento a
compresion. EI modelo de "no-tension" se usa en conjuncién con una ecuacion
constitutiva a compresion.

Choo et al. (1991), han basado su estrategia en una aproximacion distinta. Han utilizado
un tipo de elemento de viga de canto variable para representar el canto efectivo de la
rosca del arco. Este canto se actualiza constantemente eliminando consecutivamente las
partes fisuradas o aplastadas. En compresion, se utiliza un diagrama bilineal para
representar un comportamiento elastico-lineal con plasticidad perfecta tras cedencia.

5.4.1.2.5 Modelos combinados con juntas.

Gong et al., (1993) han propuesto un método mas sofisticado para tener en cuenta un
mayor abanico de posibles formas de rotura y mecanismos ultimos. Este método
considera el efecto de la pérdida de mortero o de ladrillos, asi como una posible
fisuracion ( o separacion) radial entre roscas superpuestas o entre la rosca y las paredes
de enjuta. Estos efectos son tratados como una separacion entre los elementos finitos
bidimensionales utilizados en forma de fisuruacion discreta. En el caso de separacion
entre roscas 0 entre rosca y paredes de enjuta, los elementos pueden deslizar
relativamente entre ellos siendo su comportamiento friccional modelado mediante una
ley de Coulomb.

En la propuesta de Hohberg (1993), las fisuras son tratadas mediante elementos de
interfaz situados en planos débiles (previamente supuestos) o en las juntas.

A pesar de los resultados obtenidos con estas propuestas, y tal como observan distintos
autores (Loo y Yang, 1991; Gong et al., 1993) los procedimientos basados en este tipo
de técnicas tienden facilmente a sufrir problemas numéricos como consecuencia de la
utilizacion de simples modelos "no-traccion™ para materiales perfectamente fragiles en
combinacion con el método de los elementos finitos formulado en desplazamientos. De
hecho, se dispone de mucha experiencia en el manejo de este tipo de problemas en el
caso de estructuras de hormigén en masa (Bazant, 1979), experiencia que en general
conduce a la necesidad de tratamientos matematicos mas sofisticados para la fisuracion.
En general, se requieren tratamientos fundamentados en teorias mas robustas desde el
punto de vista energético o termodinamico.

Loo y Yang (1991) han resuelto este problema adoptando un diagrama bilineal a
traccion que incluye una rama de reblandecimiento (“softening”) tras producirse la
fisuracion para la resistencia a traccion. A compresion utilizan, como otros autores, un
diagrama elastico-lineal combinado con plasticidad perfecta. EI modelo requiere
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proveer el dato relativo a la deformacion ultima a traccion, limite de reblandecimiento a
Cuyo respecto existe muy poca investigacion experimental. Loo (1995) ha conducido
recientemente cierta investigacion orientada a la posible definicion de este valor,
habiendo demostrado que influye de forma muy significativa en la prediccion numérica
de la capacidad portante de los arcos.

Para incorporar el efecto, en general beneficioso, de los rellenos de enjunta se han
propuesto principalmente dos técnicas. En una primera, las fuerzas laterales causadas
por el relleno se simulan mediante un conjunto de barras rectas horizontales definidas a
modo de muelle elastico, a partir de una constante de rigidez equivalente, como dicen
Crisfield y Wills (1985) y Choo et al. (1991).

En la segunda aproximacion, el relleno se discretiza como un conjunto de elementos
finitos bidimensionales integrados en la malla que modeliza la estructura y obviamente
conectados con los elementos de la rosca de arco como dicen Crisfield y Wills (1985),
Loo et al. (1995), Gong et al. (1993) y Loo et al. (1991). Las anteriores referencias
introducen vinculos especiales para permitir el control del posible deslizamiento entre la
rosca y la pared o el relleno de enjunta.

5.4.2 Modelos de barras.
5.4.2.1 Formulacién matricial clasica.

Ledn y Casati, han mostrado como, a partir de una cuidadosa modelizacion de la
seccion y de las bdvedas de la Catedral de Ledn en elementos lineales, dentro de un
calculo matricial clasico, ha sido posible llevar a cabo un estudio paramétrico sobre la
influencia de distintas variables en la respuesta resistente del edificio. El estudio ha sido
realizado para las secciones transversales principales y para las bdvedas altas de la
catedral.

5.4.2.2 Formulacion matricial generalizada.

Se basa en crear estructuras reticulares planas o espaciales mediante elementos rectos o
curvos. La formulacion matricial generalizada esta planteada en términos de flexibilidad
y se basa en el equilibrio de fuerzas externas e internas a nivel seccional. Dicha técnica
tiene incorporados modelos no lineales tipo no-taccion o elastoplasticos. Destacar
especialmente la capacidad para modelar comportamientos con grandes deformaciones
y gran concentracion de curvaturas en determinadas secciones simulando la aparicién de
rotulas plésticas de forma coherente con la teoria del analisis limite. Se atribuye este
buen comportamiento a su formulacion exacta en términos de flexibilidad. Con esta
técnica Molins y Roca (1998) han realizado multitud de andlisis de construcciones
complejas como la Catedral de Barcelona, Cripta Guell y la Casa Botines, entre otras,
con un notable éxito. El la figura 5.16 se muestra el modelo geométrico realizado de la
Casa Botines (Leon) mediante elementos de barra generalizados y en la figura 5.17 el
resultado del célculo en el que se simula un sismo incidente en la direccion
perpendicular a la fachada. Reproducido de Roca y Molins (2000).
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Figura 5.16. Aspectos del modelo de la Casa Botines Figura 5.17. Tensiones normales producidas por un
representado en volumen sismo, en rojo zonas con tracciones superiores a 1,0
MPa; en verde zonas comprimidas.
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Capitulo 6

Aplicacion del calculo de redes
funiculares en la determinacion de
|]a estabilidad de estructuras
esqueléticas de obra de fabrica

6.1 Introduccién

Como se ha visto en capitulos anteriores, el complejo comportamiento de las estructuras
de obra de fabrica y mas concretamente, las de caracter histérico, hace que su analisis
no pueda ser abordado empleando directamente técnicas usuales utilizadas para disefiar
0 comprobar estructuras modernas, generalmente constituidas por hormigén, armado o
pretensado, o por perfileria metélica, es decir por materiales perfectamente acotados
respecto sus propiedades mecanicas.

La obra de fabrica es un material con unas propiedades tenso-deformacionales
altamente no lineales y generalmente presenta una distribucion muy heterogénea en el
seno de las estructuras formadas por ella. Por ello los modelos numéricos que pretenden
aproximar su comportamiento presentan una gran complejidad tedrica y practica y
exigen conocer un numero considerable de propiedades dificilmente interpretables y
evaluables por lo que se requieren procesos de tarado que permitan evaluar la propia
bondad del analisis.

Asi pues el analisis convencional (entendiendo por convencional aquel que pretende
conocer el campo de tensiones y deformaciones de una estructura) es complejo y
dificultoso en el tipo de estructuras que nos ocupa, por lo que puede ser interesante
recurrir a otros tipos de modelizacion, empleados en el pasado, adaptados para analizar
dichas estructuras.

Como se ha dicho la obra de fabrica tiene unas caracteristicas mecéanicas que dificultan

su andlisis convencional, pero el comportamiento global de una estructura formada por
este material presenta unas cualidades, como son su alta ductilidad, escasa resistencia a
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la traccion y una cierta capacidad frente al deslizamiento de los elementos que la
componen, que permiten abordar el estudio de su estado Gltimo mediante técnicas
basadas en el analisis plastico.

Cabe destacar que el material en si mismo tiene un comportamiento fragil y en casos
como los bloques de piedra, puede presentar una elevada capacidad a traccion, pero el
comportamiento global viene controlado por la existencia de juntas secas o con un
mortero poco resistente a traccion, ofreciendo las propiedades mencionadas en el
parrafo anterior.

Como se vera el analisis plastico requiere de muy pocos datos de partida, minimizando
asi la posibilidad que se produzcan errores en la modelizacion de la estructura y a su vez
ofrece una informacion substancial sobre el estado limite Gltimo de una estructura.

En el presente capitulo se pretende desarrollar una herramienta de este tipo, basada en la
aplicacion de la teoria de analisis limite desarrollada por Heyman (1995) empleado los
modelos funiculares para obtener de forma directa las lineas de presiones que permitan
realizar analisis de estabilidad de una estructura de obra de fabrica de una forma muy
simple y sin necesidad de llevar a cabo una compleja modelizacién numérica.

6.2 Aplicacion de los modelos de redes de cables en la determinacion de las lineas
de presiones.

6.2.1 Planteamiento

La linea de presiones mostrada en la figura 5.6 del capitulo anterior se puede encontrar
mediante procesos matematicos convencionales, aplicando el equilibrio de fuerzas y
momentos y determinando asi tanto las fuerzas resultantes en cada seccién como los
puntos de aplicacion de las mismas. También se pueden emplear procesos graficos que
de hecho fueron ampliamente utilizados en el siglo XIX y principios del XX para el
calculo de numerosos tipos estructurales.

También se puede encontrar el trazado de las lineas de presion mediante la analogia de
los modelos funiculares, puesto que en cada punto de la linea de presion debe existir
equilibrio de fuerzas y evidentemente, el momento resultante de las cargas exteriores
debe ser cero. Estas dos caracteristicas son las que define un modelo funicular y por
tanto, en el caso en que éste represente correctamente, desde un punto de vista estatico,
el modelo real, el trazado de la linea de presiones coincidira con el del modelo
funicular. Es por ello que el modelo funicular debe tener la misma distribucion de pesos
gue la estructura gque se pretende modelar.

Si se emplea la analogia funicular y por tanto modelos de redes de cables para encontrar
el trazado de las lineas de presion se debera tener en cuenta que el desplazamiento
propio de el modelo de cables, al encontrar su posicién de equilibrio, hace que se
modifique la distribucion de cargas consideradas respecto el modelo inicial. Por ello se
deberé ir corrigiendo los sucesivos modelos que se originen en un el proceso de calculo
para que la configuracion final sea la que represente la distribucion de pesos de la
estructura.
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A continuacion se analizaré éste hecho para el caso de cargas de peso propio y de cargas
puntuales exteriores.

6.2.2 Variacion de la distribucién de carga entre la geometria real y el modelo
funicular.

6.2.2.1 Introduccidn

Dado que en la modelizacion de redes de cables desarrollada en el capitulo 3 las cargas
tanto interiores debidas al peso propio como exteriores, son seguidoras es decir, se
desplazan siguiendo su punto de aplicacion, el comportamiento del esquema estatico del
modelo funicular sera diferente para el caso que en el modelo se contemplen solamente
cargas de peso propio o se contemplen también cargas puntuales externas. Por esta
razén se realizaran dos ejemplos que permitirdn analizar ambas problemaéticas.

6.2.2.2 Caso de cargas de peso propio.

A continuacién de estudiara como afecta la variacion de la posicion de las cargas de
peso propio entre el modelo y la estructura. Para ello se realizard un ejemplo que
permitird analizar dicha problematica.

El ejemplo consiste en encontrar la linea de presiones del arco de canto variable
mediante el uso de la analogia antifunicular. La geometria del problema se muestra en la
figura 6.1.

10m |

Figura 6.1. Arco descompuesto en dovelas.

El primer paso para aplicar dicha analogia consistird en discretizar el arco mostrado en
la figura 6.1 en ocho dovelas de igual grosor. Los pesos de cada dovela se muestran en
la tabla 6.1.
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Dovela Peso
1 6
5.5
5
45
4
3.5
3
8 2.5

~N|o|ghlwIN

Tabla 6.1. Discretizacién del arco mostrado en la figura 6.1

Se ha de tener en cuenta que el trazado de las lineas de presion es indeterminado tanto
en cuanto se desconozca el punto de aplicacion del empuje horizontal y su valor.
Partiendo de este hecho, para calcularlo se determinan arbitrariamente unos puntos de
paso de la propia linea de presion y con ello se podra determinar su trazado. Esta
determinacion arbitraria de los puntos de paso de la linea de presion se traduce en el
esquema antifunicular mediante la fijacion arbitraria de los puntos de apoyo del modelo
funicular y la longitud del mismo.

Entonces, para encontrar el trazado de una posible linea de presion, se partira de un
modelo inicial que no es mas que un trazado de prueba en el que se aplicara la
distribucion de cargas del arco. Dicha distribucion de cargas se debera corregir
sucesivamente para minimizar el efecto de desplazamiento de las cargas, puesto que
éstas son seguidoras en dicho modelo funicular.

En la figura 6.2 se muestra un trazado de prueba sobre el que se aplica la distribucion de
cargas del arco en cuestion.

CargaenN

Contorno inicial
de prueba

Figura 6.2. Aplicacién de las cargas de peso propio sobre el modelo funicular inicial

A dicho trazado inicial se le deben aplicar las cargas de manera distribuida a lo largo de
su cuerda. Dicha distribucion de realizard acorde con la tabla 6.2.
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Tramo Longitud [m] Carga distribuida [N/m]
1 1.803 3.327
2 1.560 3.524
3 1.377 3.629
4 1.270 3.542
5 1.270 3.148
6 1.377 2.540
7 1.560 1.922
8 1.803 1.386

Tabla 6.2. Aplicacion de las cargas de las dovelas sobre cada tramo del modelo funicular
El resultado del calculo se muestra en la figura 6.3.

Centro de gravedad del
4.1356m | modelo funicular en la
I posicion de equilibrio

] ]

Figura 6.3. Resultado del calculo

Como es ldgico al alcanzar el equilibrio se altera el trazado inicial de pruebay al ser las
cargas seguidoras también se modifica la distribucion de éstas, por lo que se debera
realizar una nueva iteracion tomando como partida este nuevo trazado.

Observemos no obstante que la variacion de trazados es pequefia lo que origina que la
variacion de las cargas no sea demasiado importante. Si se compara el centro de
gravedad de las cargas originales y las del modelo veremos que varian menos de un
2.2%.

Para llevar a cabo la nueva iteracién de deberan aplicar de nuevo las cargas originales a
este nuevo trazado. Dicha redistribucion queda reflejada en la siguiente tabla.

Tramo Longitud [m] Carga distribuida [N/m]
1 3.107 1.931
2 3.504 1.570
3 3.715 1.346
4 3.577 1.258
5 3.103 1.289
6 2.499 1.401
7 1.939 1.547
8 1.478 1.691

Tabla 6.3. Nueva discretizacion de las cargas en el perfil obtenido en la primera iteracion
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Tras calcular de nuevo el modelo funicular se obtiene el siguiente trazado:

| Gx=4.227m | Centro de gravedad de las cargas

Figura 6.4. Trazado del modelo funicular en la segunda iteracién

Este trazado tiene el centro de gravedad a 4.227m del extremo izquierdo del modelo,
esto supone una variacion en la distribucion de cargas de un 0.02% respecto a la
distribucion real de la estructura.

En la figura 6.5 se puede ver las superposicion de modelos calculados.

. Iteraciones 1y 2
Perfil inicial (casi coincidentes)

L

Figura 6.5. Trazados superpuestos

.

Cabe decidir qué grado de precision cabe exigir en un analisis en relacion a este
fendmeno. Para ello se comparara el grado de variacion que experimenta la distribucion
de peso propio cuando se discretiza el mismo arco empleando la técnica de los
elementos finitos.

Para determinar un criterio se realizaran dos discretizaciones que a priori
geométricamente aceptables, la primera consiste en una malla muy fina de 8182
elementos y otra més burda con 161 elementos. Dichas mallas se muestran en las
figuras siguientes:
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A%A‘v
A"'AVM >

A A'AV
NA%MM
y

Figura 6.6. Discretizacion del arco en 8182 Figura 6.7. Discretizacion del arco en 161
elementos finitos triangulares. elementos finitos triangulares.

Comparando dichos modelos se observa que la variacién de la posicién de los centros
de gravedad entre ambos modelos es de un 0.04%. No sera éste un factor determinante
para descartar el modelo de 161 elementos. En su caso, si se descarta es por otras
razones mas bien relacionadas por la propia precision que ofrezca el célculo antes que
no por la falta de precision en la simulacién de la geometria y por tanto de la
distribucion de masas del arco.

Es por ello que una variacion entre el esquema estatico de la estructura y su modelo se
tomara como aceptable en el caso en que la distribucién real y la del modelo funicular
en equilibrio esté situada entorno a estos valores pudiéndose aceptar variaciones
superiores en funcion de cada caso.

6.2.2.3 Caso de cargas distribuidas y puntuales.

Para obtener una simulacion realista en los casos donde se apliquen cargas puntuales en
la estructura, sera necesario que una vez encontrada la posicion de equilibrio del modelo
funicular equivalente el célculo respete la posicion de las cargas exteriores. Es decir, la
posicion de las cargas puntuales viene fijada como una condicion externa del problema
a calcular.

Al modelizar la estructura real mediante un modelo funicular se le traspasan a éste todas
las cargas aplicadas sobre la estructura y por la naturaleza del modelo funicular éstas
son cargas seguidoras con lo que su posicién se trasladara junto con su punto de
aplicacion. La variacién de la posicién del punto de aplicacién se producira de forma
natural al encontrar el trazado en equilibrio del modelo inicial, por lo que se variara la
posicion de la carga y por tanto debera ser corregida iterativamente de manera que la
posicion final del punto de aplicacion coincida con la posicion de la carga en la
estructura original. Esto implicara situar la carga en un punto que inicialmente no
correspondera con el punto de aplicacion real.

Para analizar dicha problematica se realizard el siguiente ejemplo abalizandose la

influencia de las cargas puntuales exteriores en la posicion final de sus puntos de
aplicacion una vez encontrado el equilibrio.
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En el siguiente ejemplo se muestra una cable con una rigidez EA=100.000N/m?
compuesta por 2 elementos de catenaria (ab y bc). El cable esta cargado con una carga
horizontal uniformemente distribuida de un valor de 10N/m. Se tiene también una carga
puntual de 10N a 3.75m del extremo izquierdo de la cuerda. Parece claro que la
influencia de la carga puntual en la configuracion en equilibrio serd determinante.

El objetivo es que en la configuracion en equilibrio la fuerza puntual aplicada en el
modelo funicular se acabe situando a 3.75m, tal como estaba definida a priori. Para
lograrlo se debera iterar corrigiendo las longitudes y consecuentemente sus pesos
distribuidos de manera que se adapten a la carga repartida exterior.

En la figura siguiente se puede la geometria inicial.

10N
3.75m I

L=12.0287m

' 10m '

Figura 6.8. Configuracion inicial

En el primer célculo se situara el punto de aplicacion de la carga denominado “b” en la
figura 6.8 a una distancia de 3.75m del borde izquierdo, lo que implica que el tramo a-b
medird 4.74406m y el tramo b-c 7.28469m. En la configuracion de equilibrio el punto
de aplicacion de la carga se sitia a 3.51m del borde izquierdo, produciendo una
desviacion del 6.24% respecto la posicion deseada.

Para obtener la posicion del punto de aplicacion inicial tal que acabe en la posicion

deseada se realizaran sucesivas iteraciones (Figura 6.9). Se comprueba que a la tercera
iteracion el error en la posicion es de 0.001%, totalmente aceptable.
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Iteracién 1

| Dab= 3.750m |

| 3.51636m X

Iteracidn 2

Dab=4.000m

3.81723m

Iteracidn 3

Dab=3.944m

3.75006m

Figura 6.9. Diferentes posiciones obtenidas en cada iteracion

La tabla 6.4 refleja los diferentes valores de los parametros que influyen los sucesivos
calculos.

iteracion | L ab [m] | L bc [m] P ab [N/m]| P bc[N/m] |D ab inicial [m]|D ab final [m]
1 4.744 7.285 0.790 0.858 3.750 3.516
2 5.004 7.025 0.799 0.854 4.000 3.817
3 4.946 7.083 0.797 0.855 3.944 3.750

Tabla 6.4. Valores obtenidos para las diferentes iteraciones

Como conclusiones de la variacion de la distribucion de carga entre la geometria real y
la del modelo funicular equivalente se concluye que:
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1. Las cargas aplicadas, tanto puntuales como repartidas, en el modelo funicular
son seguidoras es decir, se trasladan acompafando al punto de aplicacion de las
mismas, por lo que en la situacion de equilibrio, se varia la posicion de las
cargas respecto las cargas exteriores aplicadas en la estructura real.

2. Para obtener un estado de cargas en el modelo funicular en equilibrio
representativo del estado de cargas de la estructura original a simular, se
requerird modificar inicialmente la distribucion de cargas aplicadas en el modelo
funicular para acabar obteniendo la posicién inicial .

3. Para obtener la situacion inicial de las cargas en el modelo funicular se requerira
un proceso iterativo que requiere pocas iteraciones para converger en la
distribucion de cargas adecuada.

6.3 Repaso de los teoremas del analisis limite.

Este punto ha sido tratado ampliamente en el punto 5.3.1.3 del estado del conocimiento
de la modelizacidon de estructuras de obra de fabrica. No obstante lo anterior se realizard
un breve recordatorio para a continuacion describir la esrategia adobtada en el presente
trabajo para automatizar la busqueda de soluciones que complan los principios del
analisis limite.

Los principios basicos de la teoria del andisis limite aplicada en estructuras de fabrica
son:

1. La resistencia a compresion de los elemetos que forman la estructura de obra de
fabrica es infinita.

2. El coplapso por deslizamiento es imposible.
3. La resistencia a traccion es nula.

Generalmente, las tres hipotsis anteriores se cumplen en las estructura que nos ocupan,
aunque una vez realizado el célculo se debera comprobar que la tensiébn méxima
obtenida no supere la admisible, verificandose asi de forma préactica la primera de las
hipotesis. Tambien se verificara la segunda hipotesis comprobando que la inclinacion de
la fuerza resultante no supere la del angulo de roamineto interno ente dobelas, o la del
propio material. La tercera hipétesis que del lado de la seguridad.

Tomando como ciertos los tres principios anteriores se podran aplicar los teoremas del
analisis plastico aplicados al caso de estructuras de obra de fabrica (Heyman, 1969,
1982, 1983, 1995, 1998). Estos son:

o Primer teorema (de seguridad): El colapso no se producira si en cada caso de
carga que atraviesa la estructura es posible encontrar un estado de equilibrio
estaticamente admisible.
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En el caso de los arcos, este teorema implica que si se puede encontrar una linea de
empujes estaticamente admisible dentro del contorno de la estructura este es estable.
Con este teorema podemos determinar una cota inferior de la carga de rotura.

o Segundo teorema (de unicidad): El colapso se producira si se encuentra una
configuracion de colapso cineméaticamente admisible. Esto implica que si se
produzcen el nimero suficiente de rotulas para que la estructura se convierta en
un mecanismo, ésta colapsara.

Se considera que se forma una rotula cuando la linea de presiones se hace tangente
0 corta el contorno de la estructura.

6.4 La estabilidad y la seguridad de la obra de fabrica.

Como se ha descrito en el punto anterior, una estructura de obra de fabrica seré segura si
se encuentra una linea de presiones en su interior, es por ello que a medida que la linea
encontrada se encuentre mas alejada del contorno resistente de la estructura el grado de
seguridad que ofrezca dicha linea serd mayor respecto otras que estén mas cercanas ya
que la méas alejada muestra la existencia de un mayor nimero de lineas de presion que
verifiquen el teorema de seguridad. Esta idea queda reflejada en el coeficiente de
seguridad geométrico propuesto por Heyman, que como se ha dicho en el punto 5.3.1.4
del estado del conocimiento de estructuras de obra de fabrica y tal como se muestra e la
figura 5.13, compara el contorno que inscribe una determinada linea de presiones con el
contorno real de la estructura.

Este coeficiente de seguridad geométrico se puede interpretar también en términos
tensionales. Evidentemente a medida que la resultante se separe del contorno y por tanto
se acerque al centro de gravedad de la seccion, el nivel tensional bajara alejandose de la
tension admisible del material, por lo que el grado de seguridad de la estructura
aumentara.

6.5 Optimizacion de la solucion.
6.5.1 Introduccion.

A partir del planteamiento anterior se estd en condiciones de calcular una red de
funicular en el interior de una estructura y verificar tanto el teorema de la seguridad
como, en su caso el de unicidad. No obstante, de acuerdo con este teorema de seguridad
pueden existir infinitas redes de catenarias que cumplen la condicion de equilibrio al
estar situadas en el interior del contorno resistente de la estructura objeto de
verificacion. En este trabajo se ha optado por desarrollar un procedimiento orientado a
acotar un conjunto de soluciones y que acabe por encontrar una solucion Unica que
maximice el coeficiente de seguridad geométrico de la solucion encontrada. En
consecuencia dicho proceso estard basado en la maximizacion del coeficiente de
seguridad geométrico o dicho de otra manera, de la maximizacion de la separacién
minima en la seccién donde la linea de presiones se aproxime mas al paramento
resistente.
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Como en todo proceso de optimizacion se tendran que resolver una serie de cuestiones
para abordar dicho problema. En términos generales estas cuestiones son: La
discretizacién de los modelos, la formulacion del problema de optimizacion que implica
definir una funcion objetivo con las restricciones del problema y finalmente definir una
estrategia de optimizacion.

6.5.2 Formulacion del problema de optimizacion.

Como comenta e Gil (2001) es basico a la hora de tener éxito en una estrategia de
optimizacion parametrizar adecuadamente el problema a resolver. Esta “adecuacion®
implica escoger unas variables representativas de dicho proceso, es decir, que incidan
directamente en el comportamiento de la funcion objetivo, o dicho en términos
matematicos, variables cuyo gradiente sea significativo. Es por ello que se han tomado
como variables de disefio del problema de optimizacion las longitudes de los elementos
que forman la red y las coordenadas de los apoyos de la red funicular.

Por tanto, el vector de variables X estara definido como sigue:
X:{Il"“'li’”"Inlxl’“"xj"“’Xm} (1)

Donde I, son las longitudes de n-elementos escogidos arbitrariamente de entre los
elementos que forman lared y x; las coordenadas de m-grados de libertad restringidos

escogidos arbitrariamente de entre los incluidos entre los apoyos de la red. Dichas
variables estaran acotadas dentro de un intervalo definido a priori para cada una de
ellas. La expresion matema@tica de la restriccion para cada tipo de ij-variable es:

LY <1 <L

X <x; < X§P

(2)

Donde L™, Li*, X™, X" son las cotas superior e inferior para cada variable

considerada. De cara obtener estabilidad en la convergencia del proceso de optimizacion
es muy importante acotar adecuadamente las variables de disefio ya que asi se controla
la posible divergencia del proceso.

La funcion objetivo a definir tendra que evaluar la separacion entre las lineas de presion
y el contorno resistente, de forma que al maximizar dicha distancia se tendera a separar,
de forma global, la linea de presidn respecto el paramento resistente, aumentando el
grado de seguridad de la solucién obtenida. Este proceso llevaria en el limite a una
solucion unica y Optima, dado que seria la solucion “mas segura” aunque no tendria
porque ser la verdadera linea de presiones asociada a un determinado estado de cargas.

Cabe comentar que Winkler formulé para estructuras con comportamiento elastico
lineal, un principio basado en la minimizacion de la energia de flexion de un pieza
prismética que permitia encontrar la verdadera linea de presiones asociada a una
determinada carga (Timoshenko, S., 1983; Huerta, 1996). Este dice:
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“La verdadera linea de presiones contenida en una pieza prismatica sera
aquélla que minimice el area contenida entre dicha linea de presiones y la linea
baricéntrica de la pieza”

™)

Figura 6.10. Si se considera que la linea roja como la linea baricéntica del elemento considerado Winkler
postula que para el caso en que el material sea elastico y lineal, la verdadera linea de presiones asociada la
carga P sera la que minimice la suma de areas A; y A,

Se puede ver que se estd adobando una estrategia similar a la que formula el principio
de Winkler, puesto que ambas estrategias tienden a separar las posibles lineas de
presiones del contorno resistente aunque en nuestro caso no se podra garantizar que la
linea de presion encontrada sea la real puesto que en problema abordado ni tan siquiera
se tiene en cuenta la ecuacion constitutiva del material que forma la estructura.

La funcién objetivo consistira en la evaluacion de la distancia minima de cualquier
punto de la red funicular al contorno de la estructura. Para ello serd necesario discretizar
el contorno de la estructura en una malla para poder evaluar la distancia ente los nodos
del contorno resistente de la estructura y los de la linea de presion.

La funcion objetivo se disefiara teniendo en cuenta la posibilidad de que la red funicular
pueda situarse fuera del contorno, asignandole un valor negativo a la distancia en caso
de exceder el contorno resistente y positivo en caso contrario. De esta manera el proceso
de maximizacidn, primero se forzara a que la red funicular se situé en el interior de la
estructura para posteriormente, aumentando el coeficiente de seguridad geometrico al
separarse globalmente del contorno

La definicion de la funcidn es la siguiente:

Dmin(X):{

Vi, j — i puntos contenidos en el contorno; j puntos contenidos en la linea de presion

Sila linea de presion esta en el inteior del contorno resistente; D min = minima (distancia(i, j))
Si lalinea de pesion excede el contorno resistente; D min = —max(minima (distancia(i, j)))

3
Inicialmente se buscara una linea de presiones que se situé en el interior del contorno

resistente. En la figura 6.11 se muestra una linea que excede el contorno resistente y por
tanto se evalUa la distancia m&xima de separacion a él.
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Dmin = —max(minima (distancia (i, 7))

¥i.j—> i puntos contenidos en el contorno; jpuntos contenidos enla linea de presion

Figura 6.11. Linea de presiones que excede el contorno resistente

Una vez situada la linea de presiones en el interior de la estructura se maximiza la
separacion al contorno resistente como se muestra en la figura 6.12.

Dmin = minima (distancia (7, 7))

71, j — i puntos contenidos en el contorno; jpuntos contenidos en la linea de presion

Figura 6.12. Linea de presiones en el interior del paramento resistente

Como se ha dicho, la solucidn que se obtiene al aplicar este proceso de optimizacion no
tiene porque ser la mas realista, simplemente dicho proceso se encarga de automatizar la
busqueda de una configuracion funicular que maximice el coeficiente de seguridad
geométrico, cumpliendo el teorema de la seguridad. No obstante, cuando la carga
aplicada se acerca a la carga de rotura de la estructura, la configuracion funicular
encontrada por este proceso de optimizacion reproduce el mecanismo real de rotura,
confirmando pues, el teorema de unicidad .

Cabe comentar que la funcion objetivo que sera objeto del proceso de optimizacion, es
simplemente C,, es decir, solo se asegura su continuidad pero no la de sus derivadas y
puede tener un comportamiento muy diferenciado entre los puntos donde no se pueda
definir la pendiente. Este hecho dificultara el proceso numérico de optimizacién por lo
gue cabe esperar una gran estabilidad en su convergencia.
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6.5.3 Descripcion de los algoritmo de optimizacion.

Se han implementado dos algoritmos de optimizacion, el método de méximo descenso
también denominado método del gradiente y el método del gradiente conjugado también
denominado Fletcher-Revees (Vanderplaats, 1984). Ambos métodos se engloban dentro
de los algoritmos de primer orden caracterizados por emplear valores de la funcién
objetivo y sus primeras derivadas.

El método del gradiente toma precisamente como direccién de busqueda del minimo de

la funcion objetivo el vector opuesto al gradiente, es decir si S%es la direccion de
busqueda en la iteracion g, empleando este método se toma

SY=-VF(X") 4)
El algoritmo completo tiene la siguiente forma:

1) X° punto de partida

2) X%« X°

3) S« -VF(X"Y)

4) encontrar o V min (F(X % +aS*?))
5) X « X +aS"

6) q++

7) criterio de parada cumple — STOP
8) volvera 3)

(5)

Teoricamente dicho algoritmo tiene una velocidad de convergencia relativamente baja
puesto que no utiliza la informacion de iteraciones anteriores pare acelerar la
convergencia. El siguiente algoritmo presenta alguna sofisticacion en este sentido que
permite acelerar algo la velocidad de convergencia.

El método del gradiente conjugado o Flecher-Revees emplea como vector de
busquedaS*® el vector siguiente

S9=-VF(X%)+ 5,5 (6)

donde el escalar g, es definido como sigue:

_\VF(xqﬂz

A — (7)
VF(X®)

empleando asi informacion de las iteraciones anteriores y obteniendo un algoritmo algo
mas robusto que se muestra a continuacion.
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1) X° punto de partida
8) b« VFeVF*

2) X X°
3) VF' < VF°(X") 9) p=2
a
q q
4 a, < VFTeVF 10) S* « —VF* + 45° ®)
q q

6) encontrar a Vmin(F (X" +aS*")) 12) S®eVF®* >0irab5)

7) si 0‘1:0 STOP 13) encontrar & V min (F(X ® +a5%))
q+ q q
8) X™ « X"+aS 14) criterio de parada cumple — STOP

6) a4+~ 15) ir a6)
7) VE® « VF(X")

Es este caso el vector de avance S° tiene la direccion conjugada del gradiente. De hecho
si la funcion fuese cuadrética se encontraria el minimo en un méximo de n iteraciones.
En la realidad esto no se produce puesto los errores de redondeo y propios de
truncamiento en los procesos de minimizacion unidimensional distorsionan el proceso.
Cabe mencionar que el comportamiento observado de ambos métodos es muy similar,
no ofreciendo ventajas sustanciales de uno sobre el otro.

6.5.4 Tratamiento de las restricciones el problema de optimizacion

Como ya se ha dicho se han tomado como variables de disefio del problema de
optimizacion las longitudes de los elementos que forman la red y las coordenadas de los
apoyos de la red funicular. Por tanto, el vector de variables X estara definido como
sigue:

X:{Il"“’li"“’In’xl"“’xj’“"Xm} (9)

Donde [; son las longitudes de los n-elementos que forman lared y X; las coordenadas

de los m-grados de libertad restringidos. Dichas variables estaran acotadas dentro de un
intervalo definido a priori para cada una de ellas. La expresion matematica de la
restriccion para cada tipo de ij-variable es:

L <l <L

(10)

X <X, < X§P
Dichas restricciones no reflejan méas que las propias limitaciones que impone la fisica
del problema. Si estudiamos las restricciones respecto las variables que representan las
coordenadas de la posicion de los apoyos del modelo funicular éstas deberan estar
siempre situadas dentro del contorno resistente de la estructura. Respecto las longitudes
de las cuerdas no hay que olvidar que se debe mantener una correspondencia estatica
entre el modelo y la estructura, en consecuencia para controlar dicha correspondencia
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sera conveniente restringir dichas longitudes para evitar la obtencion de modelos muy
dispares respecto el original.

Para favorecer la estabilidad del proceso de convergencia del problema se han limitado
las restricciones a las del tipo ortogonal, es decir las variables solo pueden ser
restringida por una cota superior e inferior. Este tipo de restricciones tienen el
inconveniente que no permiten actuar sobre dominios que sean funcion de la variable
restringidas, lo que influira en el caso de pilares con seccion no rectangular. Esto se
podra solventar mediante aproximaciones sucesivas, modificando cada vez el dominio
de busqueda adecuandolo al contorno resistente de la seccion.

A continuacion se muestra un ejemplo cualitativo donde se muestra el procedimiento a
seguir para el caso que las variables de disefio estén acotadas por restricciones no
ortogonales.

El ejemplo consiste en verificar un arco de seccion eliptica. Se parte de un modelo
funicular representado por la linea roja situada toda ella en el interior del arco. A dicho
modelo funicular se le podran imponer una serie de limitaciones entre las que debera
figurar la necesidad que la linea de presiones esté situada en el interior de la estructura,
lo que exigira que los apoyos del modelo funicular que simula la linea de presion estén
contenidos en las secciones de arranque del arco.

En la siguiente figura se puede ver el esquema del problema que servira de ejemplo.
Como se ha comentado una de las variables del problema podra ser la posicion de los
apoyos del modelo funicular, en la figura 6.13 se observa el detalle del apoyo izquierdo,
denominado P, donde las variables de disefio seran sus coordenadas x, y. Dichas
variables tendran que cumplir con las condiciones del problema por lo que deberan estar
contenidas en la seccion de arranque, sombreada en gris.

Figura 6.13. Tratamiento de las restricciones en contornos no ortogonales

Para emplear las restricciones ortogonales realizaremos una serie de aproximaciones
sucesivas. Inicialmente tomaremos un dominio D1. Llegados a este punto pueden
ocurrir dos situaciones, que el punto dptimo estuviese situado en el interior de D10 no.
En el primer caso el proceso de optimizacion no estaria influenciado por la definicion de
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D1 y por tanto podria encontrase de forma directa el punto dptimo. En el caso que el
punto Optimo estuviese en el exterior de D1, el proceso iterativo se detendria en la
frontera del dominio D1. A continuacion se podria definir un nuevo dominio mas
concreto y cercano a la solucion y asi sucesivamente hasta acabar obteniendo una
solucién suficientemente proxima a la solucién real. Esto se detectard puesto que la
sucesion de soluciones acabara convergiendo y ya no variara, tal como se muestra en la
figura 6.14.

" Sohcién 3 ( Hipotetica sohucion exacta)
Solucién 2
Dominio 3
R 2 -Dominio 2
Solucion 1

Dominio 1

Semilla proceso iterativo

Figura 6.14. Proceso de convergencia para tratar un problema con restricciones no ortogonales

6.5.5 Transformacién de un problema con restricciones a otro sin restricciones.

Como muestra la bibliografia existen diversos métodos para transformar problemas de
optimizacion con restricciones a otros equivalentes sin restricciones. Entre las
metodologias mas usuales se encuentran los multiplicadores de Lagranje, el método del
penalti y el de las funciones frontera. Estos métodos podrian abarcar las restricciones
anteriormente descritas puesto que son métodos muy generales capaces de tratar
restricciones de mayor complejidad que las tratadas en el presente trabajo pero esta
potencia queda penalizada por la inestabilidad que pueden presentar en los procesos de
convergencia.

Para aumentar las estabilidad del proceso de optimizacion y aprovechando el tipo de
restricciones que nos ocupan, simples acotaciones superiores e inferiores de las
variables, se ha implementado una metodologia que tiene la peculiaridad de no
inestabilizar el proceso de convergencia aunque puede ralentizar el proceso iterativo.

La metodologia consiste en realizar un cambio de variable de forma que se pasa de un
espacio de variables restringidas a otro sin restricciones mediante el uso de funciones de
cambio que deberan tener las siguientes cualidades:

o Deberan ser biyectivas
o Estar definidas en todo R
o El espacio de llegada debera estar acotado superior e

inferiormente.

Se han usado funciones trigonométricas tipo como la arco tangente, que cumplen
plenamente los requisitos anteriores. A continuacion se describe la técnica empleada.
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Supongamos una aplicacion como la que sigue:

Z(x)

x—=23z7:z2eR xe Q" (12)

Donde :

Q" =X <X <XMLXMSX < XM LX< X < XM (12)

Se quiere encontrar X tal que Z(X) sea minimo, lo que define un problema de

optimizacion condicionado. Para transformarlo a un problema no condicionado se
realizard la siguiente transformacion de variables.

Considérese la siguiente trasformacion de variables

t—U 5x:1te R";xe Q" (13)
Definiendo X como sigue:
M x max _ Xmin xmax 4 Xmin
_Xl(tl)_ (%)arc.tg(altl)_k( : : )
B max ‘min ,m’ max 'min 14
X (1) | =] T aretg (at,) + () a4
V4 2
X t max __,min e max min
LXn ()] (7)(” X )arctg (antn)+(7X” X )
L V4 2

siendo ¢, una constante arbitraria y los x™, x™ , x™, x™" , x7®, x", x™, x™" los

parametros que definen el dominio restringido Q" .
La trasformacion definida es creciente, biyectiva y acotada en el dominioQ".

Empleando la transformacién anterior podemos componer la funcion objetivo z con la
aplicacion X obteniendo una nueva funcion Z = z(X(t))definida en todo Q"de una
manera que permite emplear algoritmos de optimizacion para funciones sin restricciones
puesto que el dominio restringido Q" se obtiene mediante el empleo de funciones
definidas en todo R".

De las condiciones del cambio de variables se deduce que :

SiZ,;, =z(X)esminimoen Qexiste un unicot tal que Z ;. = z(X (t)) sea minimo y (15)
SiZ,;, =z(X(t))esminimoen R" existe un unico X tal que z(X) sea minimo

lo que demuestra la equivalencia entre el problema original con restricciones y el
problema sin ellas.
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6.5.6 Parametros que controlan el cambio de variable.

Como se ha explicado la transformacion del dominio se realiza mediante la composicion
de la funcion objetivo “original” con la funcion X, que no es mas que la funcién
arcotangente aplicada a cada variable del problema.

Dado que la funcion de cambio de variable est4 acotada entre los intervalos impuestos a
las variables restringidas de la funcion objetivo. Se puede modificar el comportamiento
de dicha transformacion mediante un coeficiente «; que no es mas que la pendiente de
la funcién cambio en el punto medio del intervalo donde opera. La manipulacion de este
parametro permite influir en el comportamiento del proceso de convergencia mejorando
los resultados obtenidos.

En la figura 6.15 se pueden ver las diferentes variables que afectan al cambio de
variable propuesto.

&
Caia superior

Variables originales

Caiu inferior

Variables transformadas

Figura 6.15. Funcién de cambio de variable para transformar un problema con restricciones a otro sin
restricciones

El método empleado deberd contemplar automaticamente las situaciones donde el
minimo sea del tipo loca o global. En el primer caso el minimo de la funcién objetivo se
encontrara en el interior del dominio mientras que en el segundo caso se situard en su
frontera.

6.6 Ejemplos de aplicacion del cambio de variable
6.6.1 Introduccion

Para clarificar el procedimiento empleado se realizardn dos ejemplos unidimensionales
donde se aplicara la técnica desarrollada. En el primer ejemplo se solucionara un
problema donde el minimo se encuentra en el interior del intervalo donde se restringe la
variable del problema tratandose pues de un minimo local. En el segundo caso el
minimo local se encontraré fuera del dominio por lo que el método deberd encontrar un
minimo situado en la frontera del dominio de salida, tratindose pues de un minimo
global.
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6.6.2 Ejemplo 1. Minimizacion con restricciones. Minimo en el interior.

El primer ejemplo que se plantea es el siguiente: Dada la funcién z(x) definida como
sigue:

z(x) = 2(x* =5) —5x—30 (16)
encontrar el punto Xmin donde z(xmin) Sea minimo global considerando la siguiente
restriccion :

—2<x<7 a7

Gréaficamente el problema adopta la siguiente forma:

Figura 6.16 Grafica a minimizar

Facilmente se puede encontrar el minimo que se halla para Xmin=1.25 Zmin=-43.125.

Para resolver el problema aplicando la metodologia descrita, el primer paso consistira
en realizar el siguiente cambio de variable:

t—X0 sx ite R xeQ Q:-2<x<7

i . (18)
X (t) = «77[(2))arctg M)+ (7+7z(2)):a _1

La decision de tomar « =1 es arbitraria se podra influir en el proceso de convergencia
modificando dicho parametro.

La representacion grafica del cambio adopta la siguiente forma:
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x{t)

Figura 6.17. Funcion de cambio de variable.

Y componiendo la funcién original con dicho cambio se obtendra la funcién
Z =z(X(t)) definida en todo Rpara la que ya se podrd aplicar un algoritmo de

optimizacion sin restricciones. El aspecto que tiene la funcion compuesta se puede ver
en la siguiente figura:

zft)

-40

-EQ -

Figura 6.18. Funcion original transformada

Donde el minimo se encuentra en el punto tyin=-0.466 y deshaciendo el cambio se
obtiene Xmin=1.25 y zmin=-43.125, que se corresponde exactamente con el minimo
buscado.

6.6.3 Ejemplo 2. Minimizacion con restricciones. Minimo en la frontera.

El segundo ejemplo consiste en resolver el mismo problema empleando un domino
donde no este contenido el minimo local de la funcion, como por ejemplo 3< x <8, por
lo que se deberd encontrar un minimo global de la funcion.. Por simple inspeccion se
puede apreciar en la siguiente figura que en este caso el minimo de la funcion z(x) en el
domino planteado es global alcanzandose para el extremo Xmin=3 Y Zmin=-37.
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zfx)

100 ~
80 -
60 -
40 1
20 1

[4 =]

20 0,

Figura 6.19. Grafica con las restricciones adoptadas

En este caso el cambio de variable para transformar el problema de optimizacion
restringido a uno sin restricciones adopta la siguiente forma:

t—X0 sx :te R xeQ O:3<x<8

) (19)
X (t) = ((8ﬂ3)arctg )+ (8;3);a _1

Donde su representacion grafica se puede apreciar en la siguiente figura:

Figura 6.20. Funcién de cambio de variable

Y componiendo la funcién original con dicho cambio se obtendra la funcién
Z =z(X(t)) definida en todo Rpara la que ya se podrd aplicar un algoritmo de

optimizacion sin restricciones. El aspecto que tiene la funcion compuesta se puede ver
en la siguiente figura:
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Figura 6.21. Funcion original transformada

Donde como era de esperar no aparece ningun minimo local, y el minimo global se
encuentra en una asintota inferior por lo que el algoritmo de optimizacion no convergera
por un criterio de parada basado en el avance las ordenadas, sino que se detendra por la
convergencia del avance de las abcisas. Es por ello que se debera dotar de un doble
criterio de parada para poder tratar tanto los casos en que se encuentra tanto un minimo
local como uno de global. En este caso el minimo se encuentra para t=- e por lo que
deshaciendo el cambio encontramos el minimo buscado Xmin=3 Yy Zmin= -37

En el caso que en un mismo intervalo se encontrasen minimos locales y globales, el
algoritmo de optimizacion encontraria uno u otro dependiendo de la semilla utilizada
para arrancar el proceso iterativo.

6.7 Comportamiento de los algoritmos de optimizacion empleados

Para analizar el comportamiento del algoritmo de optimizacién implementado se
realizardn diversos ejemplos de casos sencillos consistentes en estructuras de arcos en
dos y tres dimensiones, sometidos a diversos estados de carga.

6.7.1 Ejemplo 1. Comprobacién estabilidad de un arco simétrico 2D.

A continuacion se describira un ejemplo donde se muestra la aplicacion del proceso de
optimizacion destinado a encontrar la posicion “Optima” de la linea de presiones para un
arco simétrico cargado a peso propio, simulada a mediante una estructura funicular.

El problema consistira en, partiendo de una linea funicular alejada de la solucion incluso
situada en su exterior, encontrar una linea en el interior del contorno resistente que
maximice el coeficiente de seguridad geométrico y por tanto ,mediante la aplicacion del
primer teorema de Heyman, se pueda justificar que el arco es estable. De esta manera se
podra comprobar la capacidad del algoritmo de optimizacion para encontrar un trazado
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que maximice el coeficiente de seguridad geométrico partiendo de una semilla
totalmente alejada de la solucion final.

La geometria del arco consiste en un trazado parabdlico de 1m de grosor, 7.34m de luz
y de 2 metros de flecha en la clave. En este caso se considerara que la densidad es

uniforme en todo el arco y que tiene una profundidad de un metro. En la figura 6.22 se
puede apreciar la geometria de la estructura a calcular.

Figura 6.22. Configuracion inicial

En la siguiente figura se puede apreciar en azul la inversion del contorno resistente del
arco y en verde la linea funicular propuesta inicialmente. Como puede comprobase a
simple vista dicha linea de presiones no verifica el primer principio de Heyman,
situandose fuera del contorno resistente.

A7 X

Figura 6.23. Modelo funicular de partida

Se tomaran como variables de disefio las componentes horizontales de los puntos de
apoyo Xi, X, asi como la propia longitud del elemento funicular L. La posicion de los
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apoyos se ha restringido de manera que permanezcan en el interior del contorno de los
arrangues del arco.

Las variables iniciales tienen los siguientes valores:
X1= 0.0666163m
X2=9.9333837m
L=18m

La carga repartida que se atribuye al modelo funicular equivalente sera:
P=—— (20)

Donde A corresponde al area del arco y D la densidad del material que la forma que Pg
acaba tomando el valor de 10kN/m. Recordemos que la profundidad del arco es unitaria.

Una vez sometido el problema a un proceso de optimizacidon se obtiene el trazado
mostrado en la figura 6.24 para el elemento funicular que representa la linea de
presiones:

Linea baricéntrica

Liea de presion resultante

Figura 6.24. Modelo funicular resultante

Se puede apreciar la bondad de la solucion obtenida puesto que se obtiene una linea de
presiones alejada del paramento resistente casi centrada con el perfil de la linea
baricéntrica de la pieza y manteniendo la simetria del trazado. El algoritmo tiende a
alejar globalmente la linea de presiones, maximizando el coeficiente de seguridad
geométrico. Las variables finales toman los siguientes valores:

X1=0.576178m
Xo=9.41088m
L=10,41m

El peso por unidad de longitud en el modelo funicular acabara siendo de 17.2911kN/m,
manteniendo la carga de la estructura original.
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Una vez finalizado el proceso de optimizacion, el punto de la linea de presién mas
cercano al paramento resistente se encuentra a 0.426m de éste, garantizando la
estabilidad del arco.

Teniendo en cuenta que inicialmente el punto de la linea de presion méas alejado del
paramento resistente se encontraba a 3,82m por fuera del perfil resistente, es evidente la
fuerte variacion que ha supuesto dicho proceso de optimizacion. La figura 6.25 muestra
la distribucion de fuerzas de la correspondiente linea de presiones.

Compresion
X10kN

11,763
I 11.29
+10.816
- 10,342
- 9.8685
- 9.3948
- 8.9211

8.4474
70737
7.5

Figura 6.25. Fuerza de compresion en el modelo funicular resultante

La grafica del proceso de convergencia se puede apreciar en la figura 6.26:

valor funcién objetivo
N
L

0 \C : :

iteracion

we
O
[é)]

Figura 6.26 Convergencia obtenida

Del aspecto de la grafica de convergencia del proceso se desprende que dicho algoritmo
actua basicamente en la primera iteracion, mejorando levemente el valor de la funcion
objetivo en las iteraciones siguientes. Este es un comportamiento bastante tipico en
diversos procesos de optimizacion (Gil, 2001).

6.7.2 Ejemplo 2. Comprobacién estabilidad de un arco no simétrico 2D.
A continuacién se describird un ejemplo donde se repite el analisis del anterior ejemplo

pero con una distribucidn de pesos no simétrica. El problema consistira en, partiendo de
una linea funicular alejada de la solucion, encontrar una linea en el interior del contorno
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resistente y por tanto, mediante la aplicacion del primer teorema de Heyman, justificar
que el arco es estable.

Como en le caso anterior la geometria del arco consiste en un trazado parabdlico de 1m
de grosor, 7.34m de luz y de 2 metros de flecha en la clave. En este caso se considerara
que la densidad es uniforme en cada una de las partes a uno y otro lado del eje vertical
de simetria y de valor tres veces superior en la parte derecha respecto la izquierda. En la
figura 6.27 se puede apreciar la geometria y distribucion de cargas de la estructura a
calcular.

Figura 6.27 Configuracion inicial

Para encontrar una linea de presiones que maximice el coeficiente de seguridad
geométrico se partird de un unico elemento funicular que excede ampliamente del
contorno resistente del arco. En la figura 6.28 se puede apreciar en azul la inversion del
contorno resistente del arco y en verde la linea de funicular propuesta inicialmente. Se
tomaran como variables de disefio las componentes horizontales de los puntos de apoyo
X1, X2 asi como la propia longitud del elemento funicular L. La posicion de los apoyos
se ha restringido de manera que permanezcan en el interior del contorno de los
arranques del arco.

Las variables iniciales tienen los siguientes valores:

X1=0.666163 m
X2= 9.33384 m
L= 18m, dividida en dos tramos iguales. (Longitud inicial del elemento de catenaria)

Como es logico, dicha linea funicular tiene que representar fielmente la distribucion de
pesos de la estructura original, por lo que se asignaran dos densidades correspondientes
a cada una las partes en que se divide la estructura original.

Al2-D,
18

o1 AI2-D,

P? =
0 18 0

(21)
Donde A corresponde al area del arco y D1, D, son las densidades de los materiales que
la forman. Las cargas distribuidas Pol, PO2 acaban tomando el valor de 10kN/m y

30kN/m respectivamente. Recordemos que la profundidad del arco es unitaria.
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Figura 6.28. Modelo funicular de partida

Debido a la distribucion de cargas la linea se desplazara hacia el lado méas pesado,
ofreciendo el aspecto asimétrico que se muestra en la figura 6.28.

Una vez sometido el problema a un proceso de optimizacién se obtiene el siguiente
trazado.

Figura 6.29. Trazado obtenido

Las variables toman los siguientes valores:

X1=0.572672m
X2=9.376870m
L=10.436435m

Obteniendo una distancia minima al paramento resistente de 0.22m. Teniendo en cuenta
que inicialmente el punto de la linea de presién méas alejado al paramento resistente se
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encontraba a 4.43m por fuera del perfil resistente, es evidente la fuerte variaciéon que ha
supuesto dicho proceso de optimizacion.

La grafica de convergencia del proceso de optimizacion se puede apreciar en la figura
6.30.

4 _
3.5 ¢
3 4
2.5+
2 4
1.5 A
1 4
0.5 -
0
-0590

valor funcién objetivo

Bk &
N@-
W
»O
al

iteracion
Figura 6.30. Convergencia obtenida

Del aspecto de la grafica de convergencia del proceso se desprende que dicho algoritmo
actua basicamente en la primera iteracion, mejorando levemente el valor de la funcién
objetivo en las iteraciones siguientes.

Cabe comprobar ahora el grado de equivalencia estatica entre el modelo real y el
modelo funicular resultante. El arco tiene situado el centro de gravedad a 6.17m del
extremo izquierdo mientras el modelo funicular lo tiene situado a 6.31m, lo que ofrece
una desviacion del 2.26% que se considera excesiva.

Para corregir este error bastara trasladar el modelo resultante 0.15m hacia la derecha
obteniendo la correspondencia estatica con el arco real incluso mejorando la solucion
puesto que en este caso la distancia minima es de 0.27m.

La figura 6.31 muestra la distribucién de fuerzas de la correspondiente linea de
presiones.

Compresion
X10kN

27773

I 26,076

£ 24.379
- 22.682
- 20,985

19,268
- 17.591
I 15.594

14,197
125

Figura 6.31. Fuerza de compresion en el modelo funicular resultante
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A la vista de los resultados se puede considerar el proceso de optimizacion como una
herramienta que permite mejorar los esquemas funiculares mediante la maximizacion
del coeficiente de seguridad geométrico, aunque finalmente la manipulacion directa de
los parametros de control del problema puede mejorar los resultados obtenidos como
ocurre en el presente caso.

6.7.3 Ejemplo 3. Comprobacion estabilidad de un arco 3D.

Hasta ahora se han realizado dos ejemplos que se han podido modelizar en 2D. A
continuacion se describird un ejemplo donde se muestra la aplicacion del proceso de
optimizacion destinado a encontrar una solucion “optima” para una estructura
tridimensional formada por dos arcos que se cruzan en su clave. Como en los casos
anteriores el problema consistira en, partiendo de una linea funicular alejada de la
solucion, encontrar una linea en el interior del contorno resistente y por tanto, mediante
la aplicacion del primer teorema de Heyman, justificar que la estructura es estable.

En la figura 6.32 se puede apreciar la geometria del problema. El trazado de los arcos
consiste en sendos perfiles parabdlicos de 2 metros de flecha en la clave. La densidad
del material que los forma se toma uniforme.

Figura 6.32. Configuracion inicial

150



Capitulo 6 Aplicacion del calculo de redes funiculares en la determinacion de la estabilidad de
estructuras esqueléticas de obra de fabrica.

Para encontrar una linea de presiones que maximice el coeficiente de seguridad
geomeétrico se partira de cuatro elementos funiculares conectados entre si que exceden
ampliamente el contorno resistente del arco. Se considerardn como variables del
problema las longitudes de los elementos asi como la posicién de los apoyos del modelo
funicular, imponiendo que permanezcan en el interior de los arranques de la estructura.

Las variables iniciales tienen los siguientes valores:

Apoyo X Y

1 0.067 -0.500
2 5.500 4.330
3 9.933 -0.500
4 5.500 -4.334

Tabla 6.5. Posicién apoyos del modelo funicular inicial

La longitud inicial en todos los elementos es de 7m, adoptando una carga por unidad de
longitud de 10kN/m

En la figura 6.33 se puede apreciar en verde el contorno resistente la estructura y en azul
las lineas antifuniculares iniciales. Como puede comprobase a simple vista dichas linea
de presiones no verifica el primer principio de Heyman, situandose fuera del contorno
resistente.

Figura 6.33. Modelo funicular inicial

Una vez sometido el problema a un proceso de optimizacidn se obtiene el siguiente
modelo funicular que se ha comprobado que estaticamente se corresponde a la
estructura original. Se grafican en color azul las lineas funiculares originales y en rosa el
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esquema funicular optimizado, situdndose todo él en el interior del contorno resistente
de la estructura a una distancia en el lugar méas desfavorable de 0.16m

Figura 6.34. Modelo funicular final ( lineas en color morado) modelo funicular inicial en azul.

Las variables finales toman los siguientes valores:

En cuanto a la posicién de los apoyos del modelo funicular

Apoyo X Y

1 0.677 -0.503
2 5.307 4.197
3 9.352 -0.504
4 5.503 -4.376

Tabla 6.6. Posicién final de los apoyos del modelo funicular

En cuanto a la longitud de los elementos

L1=5.31956 m
L2=5.07208 m
L3=4.92414 m
L4=5.72257T m

En el siguiente esquema muestra la variacion en la posicion de los apoyos del modelo
funicular. El proceso iterativo no ha conseguido centrarla posicion del apoyo n°2, que a
priori parece la mejor posicion de para maximizar la funcion objetivo.
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IPd

Elemento 2
Elemento 3
P1 - L _%_ T . P3
Elemento 4 |
Elemento 1 | —  — Elementos funiculares
| +  Posicion inicial
. o Posicion final
¥ P2 |° J

X

Figura 6.35. Posicion de los apoyos del modelo funicular optimizado respecto el inicial

En la figura 6.36 se observa la distribucién de compresiones en las lineas funiculares
obtenidas, se puede apreciar la forma en que se distribuyen las cargas, puesto que uno
de los arcos se apoya en el otro.

Compresion
X10kN

 10.047
l 9.3901
8.7336

- 8.0772

-7.4207
- B.7642
-6.1077

5.4512
4.7948
4.1383

Figura 6.36. Fuerza de compresion en el modelo funicular resultante
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estructuras esqueléticas de obra de fabrica.

Finalmente se puede apreciar en la figura 6.37 la grafica del proceso de convergencia.
Del aspecto de la grafica de convergencia del proceso se desprende que dicho algoritmo
actua basicamente en la primera iteracion, mejorando levemente el valor de la funcién
objetivo en las iteraciones siguientes.

1.6 4
1.4 -
1.2

0.8
0.6
0.4

valor funcién objetivc

0.2 9 1 5
04

iteracion

Figura 6.37. Convergencia obtenida

6.8 Conclusiones obtenidas a partir de los ejemplos realizados.

Se han realizado una serie de ejemplos simples para determinar la capacidad
y aplicabilidad de las estrategias orientadas a encontrar modelos funiculares
de estructuras reales en dos y tres dimensiones, obtenido unos resultados
satisfactorios.

Por un lado se puede ver que la estrategia de basada en demostrar la
estabilidad la estabilidad de estructuras de obra de fabrica mediante la
simulacion antifunicular es préctica y eficiente si se dispone de una
herramienta que permita encontrar complejas redes de lineas de presion que
permitan simular estructuras esqueléticas de cierta complejidad.

El elemento de catenaria especificamente desarrollado y el algoritmo de
resolucién implementado ha permitido obtener de manera sencilla y rapida la
posicién de equilibrio de redes de cable que simulan adecuadamente las
lineas de presidn en estructuras de obra de fabrica.

Los procesos de optimizacion orientados a maximizar el coeficiente de
seguridad geometrico permiten automatizar la busqueda de configuraciones
funiculares mas eficientes desde el punto de vista resistente, aumentando el
coeficiente de seguridad para unas cargas determinadas.
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e No obstante lo anterior y en general, los procesos de busqueda de disefios o
configuraciones optimas, basadas en la maximizacién de una funcién
objetivo y sometiendo el espacio de variables de disefio a unas restricciones
determinadas, no puede ser automatizado absolutamente, es decir no puede
ser considerado como un proceso que no requiera una cierta manipulacion o
seguimiento por parte del proyectista o investigador que actué sobre las
variables en determinadas ocasiones, permitiendo asi la continuacion de un
proceso de optimizacion.

e Concretamente en el caso presentado, el proceso de optimizacion es
altamente no lineal, tanto por la naturaleza de la propia funcién objetivo,
Unicamente CO, como por las restricciones a las que se someten la variables.
En estos casos el proceso de convergencia puede ser irregular y dificultoso.
En los ejemplos realizados se observa que el algoritmo de optimizacion
permite mejorar de forma automaética los disefios iniciales aunque el proceso
de optimizacidon se concentre en las primeras iteraciones. Este hecho podra
requerir que en determinados casos sea conveniente la intervencién mediante
la manipulacion directa de las variables de disefio para permitir continuar
con el proceso de optimizacion.
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Capitulo 7

Ejemplos de aplicacion

7.1 Introduccién

En el presente capitulo se muestra la aplicacion de las técnicas descritas en los capitulos
anteriores mediante el andlisis de cuatro estructuras de obra de fabrica de diferente
complejidad geométrica.

El primer caso presentado consiste en un arco simple, ensayado en la realidad hasta
rotura y que se puede considerar como un caso de referencia empleado como tal por los
diferentes autores para poder contrastar los resultados que ofrecen las diferentes
técnicas empleadas en el analisis de estructuras de obra de fabrica.

El segundo ejemplo verifica la estabilidad de una estructura bidimensional de obra de
fabrica formada por diversos elementos. Dicho ejemplo también ha sido analizado por
diversos autores, permitiendo una cierta comparativa entre los resultados.

El tercer ejemplo presenta un ejemplo de elevada complejidad geométrica, siendo sélo
analizable mediante el empleo de un modelo tridimensional. La resolucion de este
ejemplo desea mostrar la aplicabilidad del método en el andlisis de estructuras de
elevada complejidad geométrica.

Finalmente se presenta el calculo del portico central de la catedral de Girona. Los
resultados obtenidos seran comparados con otros encontrados en la bibliografia.

7.2 Analisis del puente de BridgeMiill.

El primer ejemplo que se presentara constituye un clasico en el mundo del analisis
computacional de estructuras de obra de fabrica. Se trata de un puente real situado en
Girvan, Scotland (U.K.), que fue experimentado hasta la rotura por Hendry et al.
(Molins, 1998) hasta la rotura. El citado puente estaba compuesto por una rosca
formada por bloques de arenisca y un relleno compuesto por una mezcla de arena y
arcilla. El perfil de la rosca es parabdlico y se puede expresar mediante la expresion
z(x)= -0.033958x%+0.621104x.
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En la tabla 7.1 se pueden ver los valores de los parametros que definen la geometria del
problema. En la figura 7.1 se haya un esquema del mismo. Una descripcion més precisa
estd en (Molins, 1998).

Luz libre 18300mm "—

Cantodelarosca |711mm & {203 mm

Altura punto medio | 2840mm m——

Profundidad 203mm _ .

minima del relleno | [ 750 mm

Densidad relleno | 2100Kg/m’ | |

Densidad rosca 2160Kg/m° . 18220 me -
Tabla 7.1 Datos de La estructura Figura 7.1 Definicion del problema

Dado que se trata de un ensayo a escala real proporciona un resultado de referencia
adecuado para evaluar el grado de exactitud de la carga Gltima encontrada con las
herramientas de calculo formuladas por diferentes autores.

En el presente ejemplo se modelizard la estructura mediante un modelo funicular y
aplicando los principios de la teoria del anélisis limite encontrara el valor de la carga
ultima de la estructura. De acuerdo con las hipotesis de Heyman (1969, 1982, 1983,
1995, 1998) el mecanismo de colapso se producira cuando la linea de presion
encontrada mediante la analogia con el modelo funicular se haga tangente al contorno
del arco formandose cuatro rotulas plasticas.

Como se ha comentado la estructura consta de una rosca que constituye la parte
resistente de la estructura y un relleno que transmite la carga desde la zona de aplicacion
en la parte superficial del puente a la superficie de contacto entre la rosca y el relleno.
Por tanto para verificar la estabilidad del puente primeramente se deberad aproximar la
distribucion de la carga sobre la rosca. Dicha distribucion se obtendrd mediante un
analisis simplificado suponiendo que el relleno se comporta como un medio elastico y la
rosca es infinitamente rigida (ver figuras 7.2 y 7.3). De esta manera se pasard de una
distribucion consistente en una faja de 75cm aplicada a un cuarto de la luz, a una
distribucion que se puede apreciar en la figura 7.4.

Figura 7.2 Modelo para obtener la distribucién de presiones sobre el contorno del arco
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Carga exterior P

ﬁi 75cm

b=205cm

b2 b3 b3
0.244P 0.244P

0.610P

Figura 7.3. Bulbo de tensiones obtenido Figura 7.4. Distribucién de
tensiones considerada sobre
la rosca

Por otro lado como la geometria de la seccion varia longitudinalmente la distribucion
del peso propio no es homogénea a lo largo del puente; por lo tanto, la catenaria se ha
discretizado en tramos de carga uniformemente distribuida de manera que se refleja el
peso propio de la estructura. La distribucion de la carga finalmente aplicada se puede
ver en la figura 7.5 y consiste en la suma del peso propio y la distribucion de la
sobrecarga considerada.

Elementos donde se aplica la carga externa

Figura 7.5 Discretizacion de la estructura

Como a priori se conoce cualitativamente la forma del trazado de la linea de presion
critica se han fijado los extremos de la estructura funicular simplificando el proceso de
busqueda. El apoyo derecho se ha situado en la parte superior de la rosca y en la parte
izquierda en la parte inferior. Para encontrar de forma automatica el trazado del modelo
funicular que maximice la carga de rotura se ha dejado como variable la longitud de la
catenaria.

Para encontrar la carga maxima se han ido probando diferentes cargas y para cada una
de ellas se ha sometido el modelo funicular resultante a un proceso de optimizacion que
ha consistido en maximizar la distancia del modelo al contorno resistente. Entonces para
aquella carga en que el modelo funicular una vez sometido al proceso de optimizacion
sea tangente al contorno resistente se habra encontrado la carga ultima que ha resultado
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ser de 2.905kN. Se puede comparar el resultado con el obtenido por otros autores en la
tabla 7.2.

Método Carga
Ensayo hasta rotura( Henry et al.,1985) 3.100 kN
Mecanismo tipo. (Page,1993) 2.780 kN
Mecanismo tipo arco (Page,1993) 2.170 kN
Mecanismo (Crisfield et. Al. 1987) 2.830 kN
Mecanismo tipo (Molins et al. 1998) 2.760 kN
Mexe/Pippard minipoint (Page,1993) 2.450 kN
FEM-MAFEA (Page,1993) 2.190 kN
FEM (Crisfield et al.,1985) 2.880-3.200 kN
FEM (Choo et al.,1991) 2.930 kN
Método de la Energia 2.700 kN
Formulacion matriz generalizada. Se considera comportamiento no lineal del 2690 kN

material si considerar contribucion del relleno (Molins,1998)

Formulacién matriz generalizada. Se considera comportamiento no lineal

geométrico y material si considerar contribucion del relleno (Molins,1998) 1.870kN

Formulacion matriz generalizada. Se considera comportamiento no lineal
geomeétrico y material y ademas se considera contribucién del relleno 2.800 kN
(Molins,1998)

Método antifunicular (presente método) 2.905 kN

Tabla 7.2 Cargas Ultimas obtenidas por diversos autores, a partir de (Molins C.,1998).

La distribucion de compresiones por metro de profundidad que aparecen en la rosca se
puede apreciar en la figura 7.6. Se han dibujado la posicion de las rétulas que aparecen
en los puntos de tangencia con el contorno resistente en rotura. Es interesante observar
que el trazado obtenido corresponde al mecanismo de rotura real de la estructura,
corroborando el primer teorema del anlisis plastico.

102.45
93.3
- 94335
= 30.279
- 86.223
- 821687

7811
I 74.056
70

I 1065 %10kI/m

Figura 7.6 Ley de compresiones en la rosca (por metro de profundidad)
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Cabe comentar que la carga de rotura ha sido obtenida imponiendo la tangencia de la
linea de presiones, modelizada mediante un elemento funicular, con el contorno
resistente de la rosca. Se ha asumido por tanto la capacidad de plastificacion del
material y por tanto se considera que se forman las correspondientes rotulas plasticas
caracteristicas en el estado de rotura cumpliendo asi una de las premisas que exige el
analisis limite. Este hecho, que no tiene en cuenta la limitacion que ofrece la capacidad
a compresion del material, parece que tenga que situar el andlisis del lado de la
inseguridad pero en cambio la carga de rotura obtenida experimentalmente es superior a
la tedrica, confirmando que las hipotesis realizadas quedan del lado de la seguridad.

También se tiene que tener en cuenta la contribucién del propio del relleno en la
resistencia a la compresion, ya que éste puede permitir que las lineas de presion
pudiesen se salgan levemente de la rosca, contribuyendo asi al aumento de la carga
ultima del arco.

7.3 Aplicacion al andlisis bidimensional de estructuras. Estudio del portico de la
Catedral de Mallorca.

7.3.1 Introduccioén.

El presente ejemplo tiene un especial interés no sélo por las excepcionales dimensiones
que presenta la propia construccion, sino también porque permitird comparar los
resultados obtenidos con los analisis realizados por diversos autores empleado técnicas
completamente diferentes .

7.3.2 Breve introduccién historica.

La Catedral de Mallorca (ver figura 7.8) es una de las construcciones que presentan una
mayor diafanidad en la Edad Media. Iniciada en 1350 constituye una osada y magnifica
construccion gobtica como muestran las esbeltas proporciones de los elementos
resistentes que la forman y la amplitud de sus espacios libres. Los 44m de altura, s6lo
superada por el coro de la Catedral de Beauvais y el de la Catedral de Colonia y unos
arcos principales con una luz de 17.8m solo son superados por la nave de la Catedral de
Girona que presentan una luz de 22m son muestras de algunas de sus excepcionales
dimensiones.

Por lo que respecta a la esbeltez de los elementos estructurales, destaca el caso de los
pilares sobre los que se apoyan los arcos de la nave central. Estos pilares tienen una
seccion transversal octogonal de 1,6 a 1,7 de didmetro circunscrito, y alcanzan una
altura de 22,6m. Entendiendo la esbeltez como la relacion entre la altura y el grueso,
ésta toma un valor de 14,1.

160



Capitulo 7 Aplicacién de la metodologia desarrollada para el célculo de estructuras de obra de fabrica

Figura 7.7 Vista de la Catedral de Mallorca

El atrevimiento del disefio de este edificio, en combinacion con el hecho que se ha
mantenido en pie durante mas de 500 afios, hace pensar que realmente se concibié un
disefio estructural optimo, entendiendo éste como aquel que permite construir una
estructura que resiste unas acciones determinadas empleando la minima cantidad de
material. A pesar de esto no se puede ignorar que algunas de sus bdvedas han sido
reconstruidas en repetidas ocasiones, ademas de haber sufrido importantes dafios a
causa de un terremoto en el siglo XIX, que derribo la fachada principal y algunas de las
bovedas adyacentes (Maynou, 2002).

Se deben tener en cuenta las alteraciones estructurales que se observan actualmente en
dicho edificio, como son las elevadas deformaciones en los pilares (figura 7.9), y las
fisuraciones verticales que se encuentran principalmente en la base de algunos de ellos
(figura 7.8) aparentemente debidas a un exceso de compresion (Roca y Lodos, 2001).
También es destacable la deformacion que afecta a algunos de sus arbotantes.
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Figura 7.8 Fisura vertical en la base de un pilar Figura 7.9 Perdida de verticalidad de un pilar

7.3.3 Estudios previos de la Catedral de Mallorca
7.3.3.1 Introduccion

Existe un importante bagaje histérico en el que se recogen diferentes estudios sobre el
comportamiento mecanico de la estructura de dicha estructura. Ya en 1912 Rubid, en el
contexto de unas obras de rehabilitacion dirigidas por Gaudi, analizdé con detalle la
estructura de la Catedral y empleo la estatica grafica para comprobar su estabilidad. Este
trabajo ha sido recientemente revisado y ampliado por Maynou (2002) y Serrallonga
(2003). También se ha empleado la técnica del analisis fotoeléstico por Mark (1984) y
modelos numéricos avanzados como el método los elementos finitos y la formulacion
matricial generalizada, ambas en su vertiente no lineal (Roca, 2001).

7.3.3.2 Andlisis de mediante la estatica grafica.

Después de realizar numerosos tanteos, Rubio pudo llegar a determinar una solucion
mediante la estatica gréafica, que permitia que todos los empujes ocasionados por los
diferentes elementos que forman la estructura discurriesen dentro del contorno resistente
del edificio. Cabe destacar la enorme dificultad que le supuso encontrar una
configuracidn de fuerzas en equilibrio que le permitiese encajar el trazado dentro de la
seccion del pilar, ya que los empujes provenientes de la nave central hacen pasar la
resultante muy cercana al paramento resistente a la altura de la coronacion del pilar,
véase la figura 7.12.

A partir de su analisis, Rubié concluye que la Catedral de Mallorca constituye un caso
extremo dentro de la construccion Gética, poniéndose de manifiesto la existencia de una
serie de artilugios ocultos dentro de la Catedral (como son enormes pesos situados en
las claves de los arcos centrales, véase figura 7.10), necesarios para poder mantener el
edificio en equilibrio estable.
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Figura 7.10 Macizos situados en las claves de las bovedas

La solucion encontrada por Rubio no es la Unica posible y él mismo sentencia en su
articulo (Rubio, 1912) “se ha conseguido un resultado que, aunque satisfactorio, como
el que se presenta, no por esto deja el espiritu satisfecho del todo, ni la solucion es tan
indiscutible que no deje lugar a dudas”. Este hecho ha sido estudiado por Maynou
(2002) quien ha desarrollado una aplicacion numérica mediante un programa de
ordenador que automatiza la busqueda de soluciones satisfactorias mediante la estatica
grafica, obteniendo un conjunto de posibles configuraciones de equilibrio (figura 7.11),
de entre las cuales se encuentra la obtenida por Rubié demostrandose que ésta
constituye una solucién muy optimizada, es decir el contorno resistente se ajusta en
gran medida al trazado de las lineas de presién, con el correspondiente de ahorro en la
cantidad de material empleado en la construccién de la Catedral.

Figura 7.11 Diversas formas de equilibrio obtenidas
computacionalmente por Maynou (2002)
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Figura 7.12 Resultado de Rubi6 (1912)

7.3.3.3 Analisis mediante foto elasticidad.

R. Mark, en la década de los 60, hizo un estudio de diferentes catedrales géticas basado
en ensayos de modelos reducidos mediante fotoelasticidad, prestando especial atencién
a la Catedral de Mallorca.

Las conclusiones que extrajo en su estudio son en algunos casos contrarias a las de
Rubid. Por ejemplo en contraposicion a la excentricidad de la carga en los pilares
centrales que obtuvo Rubio, Mark obtiene una flexion inusitadamente pequefa, en
contraste al resto de construcciones goticas estudiadas por él, atribuyendo este hecho a
un disefio estructural muy optimizado, en el sentido que se ha comentado anteriormente.
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Es discutible la bondad de la solucion de Mark dado que emplea técnicas basadas en la
elasticidad lineal, no muy apropiada para tratar la estabilidad de estructuras de obra de
fabrica. Los diversos andlisis realizados mediante el uso de diferentes técnicas, todas
ella orientadas al analisis de estructuras de obra de fabrica, muestran una fuerte
excentricidad de la carga en los pilares, cosa que se contrapone con la solucion ofrecida
por Mark.

Figura 7.13 Modelo fotoelastico de Mark

7.3.3.4 Métodos numéricos avanzados

Roca (2001) una vez calibrados diferentes modelos, procedio a realizar distintos analisis
empleando técnicas basadas en el uso de métodos numéricos avanzados.

La primera de las técnicas empleadas ha sido el calculo matricial generalizado (FMG),
aprovechando que los edificios goticos estan constituidos en gran medida por piezas
unidimensionales de geometria recta o curva y que permiten ser modelados por
elementos tipo barra curva. La FGM se basa en la extension del calculo matricial
convencional para tratar estructuras formadas por barras con geometrias arbitrarias, con
seccion y orientacion cambiantes en el espacio. Esta formulacion combinada
adecuadamente con ecuaciones constitutivas que modelen el comportamiento de la obra
de fabrica ha permitido analizar con notable éxito diversas estructuras (Molins, 1996).

En cuanto al empleo de técnicas basadas en la técnica de los elementos finitos cabe
decir que el principal problema consiste en reproducir las complejas y discontinuas
formas de rotura de la obra de fabrica mediante la mecénica del medio continuo. La
adopcion de modelos constitutivos adecuados, que reflejen los principales fenédmenos
asociados al fallo de elementos pétreos, permite reproducir los mecanismos de colapso
que se deducen de la aplicacion de la teoria del andlisis limite, es decir, se obtienen
geometrias en colapso donde se acumulan las deformaciones plasticas en determinados
puntos de la estructura (rotulas plasticas) y se producen movimientos de sélido rigido en
los elementos situados entre las rotulas plasticas. En el presente caso los autores
emplearon modelos basados en la teoria de dafio (Cervera, 1998).

Una vez tarados los modelos numéricos se procedio a cargar los modelos con un factor
multiplicador de peso propio que produjera el colapso del pdrtico. El factor alcanzado
ha variado segun el modelo entre 1.7 y 2. Este valor apunta un grado suficiente, aunque
no muy holgado, de seguridad en la estructura que nos ocupa.
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Se puede observar que en los resultados obtenidos por ambos modelos (figuras 7.14 y
7.15), que la zona donde se producen mayores compresiones son en la parte exterior de
la cabeza del pilar y en la parte interior de la base del pilar, indicando la fuerte
compresion desviada que sufre. Este hecho se reproduce también en la solucion de
Rubi6é (1912) y Maynou (2002)

Figura 7.14 Vista frontal del modelo Figura 7.15 Vista lateral del modelo

En la siguiente figura se puede apreciar la deformada ampliada 100 veces.
Concretamente se puede apreciar la deformacion del pilar y como se verd mas adelante
dicha deformacion es coherente con el trazado de la linea de presién que ofrece la
modelizacion funicular, es decir la zona comprimida en la coronacion y en la base del
pilar encontradas con éste analisis coincide con la obtenida mediante el anélisis limite.

Zona
comprimid

Zona
comprim

Figura 7.16 Deformada ampliada x100.

7.3.4 Verificacion de la estabilidad estructural mediante la técnica del analisis
funicular.

A continuacion se pasara a aplicar la técnica descrita en el presente trabajo para

verificar la estabilidad del portico central de la Catedral de Mallorca. Dicho analisis
consistira en encontrar el trazado de las lineas de presion que maximicen la separacion
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de éstas al contorno resistente mediante la aplicacion del algoritmo de optimizacién
descrito en el capitulo 6 del presente trabajo.

Dada la geometria del portico central de la Catedral se realizard una hipotesis que
simplifica el analisis. La hipdtesis simplificara la geometria real y adobara un modelo
bidimensional considerando que el pdrtico estd contenido en un plano vertical,
considerando un grosor contributivo segun el elemento considerado, es decir, para el
contrafuerte y el pilar se ha considerado todo su grosor y para el resto de los elementos
se ha considerado la mitad de cada modulo de la nave a cada lado del plano medio del
portico.

La distribucién de los pesos de la estructura se ha tomado directamente del articulo de
Rubid, y se han asignado a los diferentes tramos del modelo funicular desarrollado con
el objetivo que éste represente fielmente la estatica del problema.

La contribucion del peso del contrafuerte se ha contemplado de diferente manera a la
que realizd Rubi6 y se aproxima mas a la realizada por Maynou (2002). El elemento
funicular que representa el contrafuerte se ha cargado con la parte del miso que gravita
sobre ella. Esta manera de considerar la contribucion del peso del contrafuerte en la
estabilidad de la estructura se considera que se encuentra del lado de la seguridad puesto
que asi se elimina la posibilidad de que aparezcan tracciones en el interior del
contrafuerte. Realmente se tendria que considerar el peso de la parte del contrafuerte
situado en la parte superior de la hipotética grieta que se formaria en caso de rotura y
esta situacion ofreceria una carga mayor que la considerada para la zona del
contrafuerte y por tanto redundaria un aumento de la estabilidad del modelo.

La manera de considerar el peso del contrafuerte, asi como el propio desplazamiento
que experimenta el modelo funicular entre la posicién inicial, en base a la cual se
representa el peso de la estructura y la posicion final de equilibrio, ha obligado a realizar
dos iteraciones para actualizar la distribucion de pesos en el modelo funicular para que
éste se asemeje a la distribucion real de pesos de la estructura.

Se puede ver en las figuras 7.17, 7.18 la distribucién de peso adoptada, asi como el
modelo funicular con las correspondientes condiciones de contorno.
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L2

g
Figura 7.17 Discretizacion de la estructura. No6tese que Figura 7.18 Modelo funicular adoptado
en el peso del contrafuerte sélo se considera la parte inicialmente y variables consideradas en el
gue queda “ colgando” de la linea del modelo funicular problema de optimizacion

Se ha realizado un primer calculo y se ha obteniendo una configuracién con una
geometria sustancialmente diferente de la inicial. Como se describe en el punto 6.2.2, al
obtener esta segunda distribucion de lineas de presion, los pesos atribuidos a cada
segmento de la catenaria han dejado de ser estaticamente equivalentes a la
discretizacion de la geometria inicial, ademas de tener que asignar un peso diferente en
los elementos que representan al contrafuerte. Se ha redefinido el trazado de acuerdo a
la nueva distribucion y se ha calculado el modelo funicular. Para esta segunda iteracion
la forma del modelo ya ha variado muy poco, respetando la distribucion de pesos de la
estructura original.

Las variables consideradas en el procesos de maximizacion de la separacion entre las
lineas de presién y el contorno resistente han sido las posiciones de los puntos fijos del
modelo funicular (di, d,) asi como las diferentes longitudes de los elementos que lo
forman (Li-Lg) ,ver figura 7.18.

En la figura 7.19 se puede observar el trazado de las dos iteraciones realizadas.

168



Capitulo 7 Aplicacién de la metodologia desarrollada para el célculo de estructuras de obra de fabrica

FPrimera tteracion Segunda iteracidn

N\ \/
7

Figura 7.19 Resultados de las dos primeras iteraciones.

Hay que destacar que en la segunda iteracion se ha intercalado un nuevo elemento en la
zona de encuentro entre el arco lateral y el contrafuerte para dar mas libertad al
comportamiento del modelo. También es destacable el aumento de carga que
experimenta el modelo en la segunda iteracion dado que elemento que simula el
contrafuerte variar su posicion situandose en una posicion que hace contribuir una
mayor parte del contrafuerte (véase figura 7.21)

Con el objetivo de maximizar la separacion entre el modelo funicular y el contorno
resistente para aumentar el coeficiente de seguridad geométrico, se han realizado
diversos procesos de optimacion. Para aumentar la eficiencia del proceso de
maximizacion se han reducido el ndmero de variables consideradas empleando
finalmente las que mas influyen en el proceso de optimizacién. Esta estrategia es
empleada también en otros procesos de optimizacion por ejemplo en la optimizacion de
formas en el disefio de celosias (Gil, 2001)

Las variables finalmente adoptadas han sido las longitudes de los elementos que
representan los arcos y la coordenada horizontal del apoyo del elemento situado en el
contrafuerte. Este proceso de refinamiento final de la solucion ha afectado levemente al
trazado sin que dicha variacion haya afectado apreciablemente a la distribucion de pesos
del modelo resultante. Cabe destacar que la herramienta de optimizacién ha permitido
automatizar en gran medida la busqueda de la configuracién que maximice el
coeficiente de seguridad geométrico, sin esta ayuda la busqueda se hubiese sido
altamente tediosa.

El resultado final se pude apreciar en la figura 7.20.
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Figura 7.20 Esquema funicular resultante ( valores x 10 kN)

El resultado final verifica la estabilidad de la nave central confirmando que el disefio de
la catedral es estricto, como ya se ha concluido en los andlisis realizados por diversos
autores. En las figuras 7.21 y 7.22 se puede apreciar con mayor precision el trazado
obtenido.

Cabe insistir en lo ajustado de la solucion obtenida. Las lineas de presion se adaptan de
una forma muy ajustada al contorno residente. Esta es una muestra que el disefio
adoptado en los diferentes elementos que forman la estructura se ajustan estrictamente a
las solicitaciones de los mismos lo cual es una muestra de el grado de optimizacion
geomeétrica de dicha estructura.

x10kN
[O=00869- -
Figura 7.21 Esfuerzos obtenidos en el modelo Figura 7.22 Separaciones minimas en del modelo
funicular ( valores x 10 kN) funicular con el paramento resistente ( valores x 1000 mm)
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La solucion encontrada parece bastante mas restrictiva que la de Rubid puesto las lineas
de presiones estan mas cerca del paramento de la estructura y ofreciendo un coeficiente
de seguridad geométrico de 1,094. A la vista de este escaso margen y las elevada
compresiones en este punto e puede decir que en esta zona se forma una rotula plastica
sin que esto afecte a la estabilidad global de la estructura.

No obstante esto, la solucion encontrada muestra la estabilidad de la Catedral puesto
que el modelo funicular encontrado se inscribe en el interior de la estructura sin que se
produzca un mecanismo cinematicamente admisible. Es destacable el hecho que a
diferencia de la estatica grafica, este procedimiento de calculo no necesita de hipétesis
adicionales sobre reparto de empujes en nudos para poder establecer el equilibrio y las
correspondientes lineas de presiéon. Aqui el modelo funicular muestra el camino natural
de las cargas gravitatorias hacia la cimentacion, estableciendo el equilibrio de fuerzas
real en cada nudo del modelo funicular.

7.4 Aplicacion al andlisis tridimensional de estructuras. Célculo de las torres de la
fachada de la Catedral de Barcelona

7.4.1 Introduccion

En los siguientes apartados se realizard un anélisis de la estabilidad de las torres de la
fachada de la Catedral de Barcelona mediante el empleo de la simulacién computacional
de un modelo funicular que la represente estaticamente. Dicha simulacion permitird
encontrar el trazado de las lineas de presidon necesarias para poder aplicar los teoremas
que ofrece el andlisis limite.

Este ejemplo tiene una serie de caracteristicas que lo hacen especialmente interesante.
Uno de ellos es la propia complejidad de la geometria de la estructura. En modelos
simples y bidimensionales se pueden hallar las lineas de presién de una forma manual
sin necesidad de dispone de procedimientos informaticos que faciliten su bldsqueda. En
este caso la complejidad de a geometria a tratar exige una herramienta informatica
adecuada para poder encontrar el trazado de las lineas de presiones. También el tipo de
construccion de la estructura, compuesta por sillares y zunchos, permitira comprobar la
aplicabilidad del método antifuniclar, mostrando sus virtudes y analizando sus
limitaciones.

7.4.1 Breve introduccién historica.

Las obras de la actual catedral gotica, se iniciaron el 1 de mayo de 1298 y exceptuando
el actual cimborio y la fachada principal, la catedral se termind en ciento cincuenta
afios. En su construccién se podrian destacar tres etapas caracteristicas:

En la primera se planed todo el edificio: dos puertas laterales con estructuras arcaicas
de factura italiana, la planta de tres naves con la misma altura, un solo &bside, un
deambulatorio y 10 capillas radiales, el presbiterio con su altar mayor, la cripta y el
falso crucero.
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La segunda etapa se caracteriza por la prolongacion de las tres naves con las capillas
laterales hasta llegar a la altura del trascoro. Estas tienen una tribuna superior, con tal
disposicion que parecen dos naves mas dando la sensacion de amplitud y una
iluminacién que son propias del gético catalan.

La tercera etapa se debe fundamentalmente al obispo de Barcelona, denominado el
Patriarca Sapera (muerto en 1430); se construyd la parte inferior del cimborio, que sera
cubierto por un artesonado de madera, y a la vez se abrieron -con unos arcos mas
amplios- las capillas de la iglesia. Esta fue cerrada con un simple muro (a.1417)
esperando la construccion de la fachada definitiva.

La fachada principal es la obra mas reciente de la catedral construida entre finales del
siglo XIX y principios del XX. Esta fachada habia estado proyectada de antemano por
el maestro Carli (Carles Galtés de Ruan) el 27 de abril de 1408, segun consta en el
pergamino que actualmente se conserva en la sala denominada «de la traga» (del
trazado); Carli la disefié con 111 figuras, mas la central que representaba la Maiestas
Domini, y en el que se puede adivinar lo que después proyecto y construyo el arquitecto
José O. Mestres, gracias al mecenazgo de Jordi Girona y de sus hijos a finales del siglo
XIX. El cimborio y las dos torres laterales fueron terminadas en el afio 1913.

Figura 7.23 Vista de la fachada principal de la Catedral de Barcelona.
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7.4.2 Modelizacion de la estructura. Descripcion del modelo funicular
7.4.2.1 Introduccion

La estructura objeto del presente calculo esta formada basicamente por obra de fabrica
gue no podra asumir ninguna resistencia a traccion. No obstante hay que mencionar que
hay diversos elementos capaces de movilizar tracciones y que influyen decisivamente
en el comportamiento del conjunto estructural como son la existencia de zunchos y
recuadros que arriostran y zunchan la aguja, otorgdndole un elevado grado de
monolitismo. A priori se realizara un analisis conservador sin tener en cuenta estos
factores, por lo que el modelo que se presentard a continuacion sélo contendra
elementos de catenaria.

El modelo funicular esta constituido por una serie de cables que representan cada uno de
los elementos de la estructura, pilares y traviesas de la aguja piramidal superior, base
intermedia y base inferior (figura 7.24). Cada uno de estos elementos de cable simulara
la linea de presiones contenida en cada elemento estructural y aplicando la metodologia
descrita en apartados anteriores, permitira el estudio de la estabilidad del conjunto de la
estructura.

Figura 7.24 Esquema de la torre de la aguja.
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En la modelizacion se han obviado los elementos que no tienen influencia en el
comportamiento estructural de la torre como pueden ser la cruz superior, fornituras,
vidrieras, pinaculos, etc., pero si se han contado a la hora de atribuir el peso a los
elementos funiculares, dado que este factor puede influir decisivamente en la estabilidad
de la torre, especialmente la cruz superior y los pinaculos.

7.4.2.2 Descripcioén de los elementos de la aguja.

La aguja esta constituida por 8 pilares que convergen en la parte superior formando una
estructura conica. En la parte superior de la aguja se encuentra la cruz que actia como
un peso muerto que centra las lineas de presién que originan las cargas de peso propio
de los pilares, por lo que simplemente se contemplard como una carga puntual en la
parte superior del modelo.

Los pilares se hallan arriostrados por unos marcos rigidos de forma cuadrangular que a
su vez se hallan zunchados por unos anillos metalicos. En definitiva, la estructura que
forma la aguja se halla confinada por los zunchos formados por las traviesas
horizontales y marcos rigidos y los anillos metélicos que la rodean. La combinacién de
estos elementos ofrecen un efecto de zunchado que hace que la estructura tenga un
comportamiento netamente monolitico, pudiéndose asimilar incluso al de una estructura
reticulada. Como se ha comentado anteriormente en un primer andlisis no se considerara
este efecto y simplemente se modelaran como si de una estructura con el
comportamiento clasico de la obra de fabrica por lo que no se tendran en cuanta el
arriostamiento que ofrecen los recuadros y las anillos metalicos.

En las figuras 7.25, 7.26 y 7.27 se pueden observar el detalle del modelo geométrico
adoptado, asi como el modelo unifilar que lo representa. En la imagen se ha asignado un
color a cada elemento segun el peso contributivo que tiene en funcién de la pieza que
representa, esto es, pilares, traviesas y zona superior de los pilares con el incremento de
peso que aporta la cruz superior.
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0=0.489

Figura 7.25 Diferentes piezas  Figura 7.26 modelo funicular de  Figura 7.27 Elementos de cable
que componen la aguja la aguja segun sus propiedades materiales

7.4.2.3 Descripcion de la base intermedia (Tambor).

La estructura de la aguja se apoya sobre una base intermedia (denominada también
tambor), de transicion que transmitira las cargas de la estructura superior a la torre,
denominada base inferior. Dicha base intermedia tiene en planta forma octogonal,
siendo cada esquina la base donde apoya cada columna de la aguja. EI tambor esta
formado por piezas de mamposteria con mortero en sus juntas, zunchada también
mediante sendos anillos metalicos que le confieren mayor estabilidad.

Para modelizar dicha estructura se emplearan diferentes elementos de cable distribuidos
adecuadamente, para permitir simular adecuadamente el peso del tambor y para dar
libertad al modelo de manera que se establezca una transmision natural de cargas. Es
decir, el modelo funicular debe dispones de un nimero suficiente de grados de libertad
para poder modelar adecuadamente los trazados de las lineas de presiones de manera
gue tengan en cuentan los huecos existentes, formando los correspondientes arcos de
descarga que permitan transmitir correctamente los pesos que gravitan sobre ellos hacia
la cimentacion.

Dicho elemento estructural se ha descompuesto en tres partes para asignar su peso a los
elementos de cable que las modelan. Estas piezas son la parte superior donde se apoyan
los pilares de la aguja, los recuadros macizos y los recuadros aligerados con los huecos
en forma de arco. En las figuras 7.28, 7.29 y 7.30 se puede observar el modelo
adoptado.
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Figura 7.28 Modelo geométrico  Figura 7.29 Modelo funicular del Figura 7.30 Elementos de cable
del tambor tambor segln sus propiedades materiales

7.4.2.4 Descripcion de los elementos de la base.

El tambor es soportado por una torre coronada por cuatro pinaculos. La mision de
dichos pinaculos es la de aportar una carga vertical justo en la parte superior de la torre
donde se produce la entrega de las cargas superiores. De esta forma se logra centrar en
el interior del cuerpo de la torre los empujes horizontales que provienen de la aguja a
través del tambor.

Las cuatro esquinas de la torre son cuerpos muy masivos que hacen la funcién de
contrafuertes, es decir, verticalizan las lineas de presion aportando estabilidad al
conjunto estructural. En las figuras 7.31, 7.32 y 7.33 se puede observar el modelo

adoptado.
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Figura 7.31 Modelo de la base Figura 7.32 Modelo funicular ~ Figura 7.33 Elementos de cable

segln sus propiedades materiales
Finalmente ensamblando las tres partes de la estructura modelizadas por los esquemas

unifilares descritos, se obtiene el esquema unifilar global que sera el que se empleara
para calcular la estabilidad de la estructura bajo diferentes hipétesis de cargas. En la
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figura 7.43 se muestra el modelo funicular global con las condiciones de contorno
adoptadas. En la figura 7.35 se muestra el modelo geométrico.

& Modo libre

] Nodo coaccionado

Figura 7.35 Modelizacion geométrica

Figura 7.34 Condiciones de contorno en
de la estructura

el modelo funicular global

7.4.2.5 Propiedades de los materiales.

Determinadas propiedades de la piedra (peso especifico, resistencia a compresion
uniaxial y modulo de deformacion) se conocen, de manera aproximada, a partir de los
ensayos mecanicos sobre testimonios realizados por el Laboratori de Tecnologia
d’Estructures de la Universitat Politécnica de Catalunya (Roca et al, 2005). En la Tabla
7.4 se indica los valores medios obtenidos para los tres tipos de piedra de la fachada, de
los cuales que se han ensayado testimonios.

Es importante hacer notar que las resistencias de compresion medidas presentan una
dispersion muy importante (motivo por lo que se ha considerado conveniente mostrar el
rango de variacion en la tabla 2). En cambio el peso especifico y el mddulo de
deformabilidad han resultado muy constantes o uniformes.

A partir de la informacién obtenida y segln diversos criterios (fundamentalmente el
Eurocodigo 6), se propone adoptar los valores de calculo reflejados en la tabla 7.3. El
paso esencial estriba en estimar las propiedades medias de la obra de fabrica, como
material formado por piedra y mortero, a partir de la informacion disponible,
exclusivamente relativa a la piedra.
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Valor
Piedra tipo A Piedra tipo B Piedra tipo C medio
Rango Valor medio | Rango Valor medio | Rango Valor medio

Peso especifico
(kN/m3) 21,8 21,9 22,4 22,0
Resistencia a
Compresion (MPa) | 44,5-59,8 50,9 30,5-42,1 37,6 53,6-60,3 54,9 47,8
Médulo de
deformacion (GPa) 11,0 8,2 13,0 10,7

Tabla 7.3 Resumen de las propiedades mecénicas de la piedra medidas en laboratorio (Roca et al., 2005).

Propiedad Valor estimado
Peso especifico (KN/m3) 22
Resistencia a compresion (MPa) 8
Modulo de deformacion (GPa) 2

Tabla 7.4 Propiedades mecéanicas de la obra de fabrica propuestas para el calculo

El peso especifico de la obra de fabrica se mantiene igual al valor medio obtenido para
la piedra, debido a la limitada influencia de las juntas de mortero, muy delgadas y
porcentualmente poco voluminosa. La resistencia a compresion se ha estimado
mediante una extrapolacién realizada a partir de la formula del Eurocodigo 6, donde la
resistencia caracteristica de la obra de fabrica (f) se estima a partir de las resistencias a
compresion de los blogues de mamposteria (fp) y del mortero (f)). En el presente caso se
ha tomado la resistencia de los bloques de mamposteria partir de la resistencia de los
bloques de piedra.

f = Kf O F0% (1)

con

f <20N/mm?*, f <2f, 2)

donde K=0,6.

Para emplear la formula (1), y a partir de la informacion experimental disponible, se han
tomado valores conservadoramente bajos para las resistencias de la piedra y del
mortero. Para la piedra, vista la alta dispersion que presenta la resistencia a compresion,
se ha tomado 30 MPa. Esta resistencia corresponde al limite inferior del conjunto de las
resistencias medidas. Para el mortero se ha tomado un valor arbitrario de 5MPa, el cual
se considera conservadoramente inferior al realmente esperable dado que se trata de un
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mortero de cal endurecida largo plazo (>100 afios); conviene hacer notar que en la
formula, la influencia de la resistencia a compresion del mortero es relativamente baja
dado el exponente que lo afecta. Empleando la expresion (1) resulta un valor de 8Mpa
(Roca et al, 2005).

PIET 70 (“Prescripciones del Instituto Eduardo Torroja-Obras de Fabrica”, 1970)
propone un valor muy similar para el caso de piedra arenisca quartosa o de cal dura con
bloques de piedra de 30cm o méas de canto y otro de resistencia minima de 8 Mpa.
Concretamente, el valor resultante en términos de resistencia caracteristica (es decir sin
estar afectada por el coeficiente de seguridad) es de 7.5MPa.

Atendiendo al trato conservador aplicado, es muy posible que la resistencia real a
compresion de la obra de fabrica resulte sensiblemente superior, pudiendo Ilegar incluso
superar el valor de 10MPa.

7.4.3 Acciones de calculo

7.4.3.1 Peso propio

Las cargas debidas al peso propio se derivan directamente de las propiedades de los
materiales descritas en el punto 7.3.2.5. La densidad considerada se muestran en la tabla
7.4y se considera homogénea para el conjunto de la estructura.

7.3.3.2 Acciones de viento

La accidn del viento se ha caracterizado como una carga equivalente de acuerdo con la
norma NBE-AE-88 para unas condiciones como se describen en la tabla 7.5.

Velocidad Presion Fuerza
Situacion Altura viento dindmica distribuida
Expuesto Superior a de 30m 161 km/h 1,25 kPa 1,5 kPa

Tabla 7.5 Presién de viento.

La fuerza horizontal distribuida es el resultado de sumar la presion sobre los paramentos
expuestos con la succién sobre los paramentos de sotavento, por lo que se deberan
aplicar unos coeficientes correctores sobre la presion dindmica de 0.8 y 0.4
respectivamente, tal como se muestra en las figuras 7.37 y 7.38.
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Figura 7.36 Distribucion de la carga de vientoen la  Figura 7.37 Distribucion de la carga de viento en la base
aguja

En la zona de la aguja se han descontado los huecos que ofrecen los recuadros entre
traviesas y pilares en la superficie contributiva donde se aplica la presion dinamica del
viento, por otra banda, se ha considerado que en el interior de ésta existen también
zonas a barlovento y sotavento, intentando simular las presién que puede originar en su
interior. Se ha simplificado la aplicacion de las cargas, considerandolas totalmente
horizontales y aplicadas en la proyeccion vertical de la aguja.

La carga de viento, aplicada sobre las superficies contributivas (figura 7.39) se ha
repartido y transformado en cargas puntuales para transferirlas a los nudos del modelo
funicular. Para simular mejor los efectos de la presion del viento se han afiadido nudos
intermedios entre los elementos funiculares mas largos.

Figura 7.38 Superficies contributivas donde se aplica la carga de viento
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7.4.3.3 Acciones sismicas.

La accion del sismo ha sido determinada a partir de la norma NSCR-02. De acuerdo con
esta norma, en Barcelona corresponde una aceleracion sismica basica de 0,04g.
Teniendo en cuenta que los edificios del patrimonio arquitectonico son de una
importancia especial, cabe tomar un coeficiente de riesgo igual a 1,3. Por otra banda se
considera que el edificio se halla cimentado sobre un suelo tipo Il (granular de
compacidad media o cohesivo muy firme) de manera que el coeficiente C del terreno
vale 1,6 i el coeficiente S de amplificacion de terreno toma el valor

S= C/1,25=1,28. 3)

La aceleracion de célculo resultante es de 0.067g. Teniendo en cuenta que los periodos
propios esperables en la aguja, dada su forma y su constitucién monolitica gracias a los
zunchos y recuadros de arriostramiento, son muy reducidos e inferiores a la coordenada
Tg del espectro de respuesta, el coeficiente sismico a emplear en el célculo de las
fuerzas estaticas equivalentes sera:

$=2,5x0,067=0,17 (4)

En este célculo, de carécter simplificado, no se considera ni la ductilidad ni el factor de
distribucion. Es conveniente recordar que la norma empleada ofrece la aclaracion de
caculo referente a un periodo de retorno de 475 afos.

Para realizar el céalculo mediante el empleo del modelo funicular se inclinara la
geometria de la torre de manera que la tangente del angulo que forma con la horizontal
alcance el valor de 0.17. Para no infravalorar el peso de la estructura, se debera dividir
la gravedad por el coseno del angulo formado entre el vector gravedad y el de
aceleracion sismica. Este simple procedimiento permite analizar el comportamiento del
modelo sometido a una aceleracién horizontal. La figura 7.39 describe el procedimiento.

Figura 7.39 Esquema equivalente para simular la accidn sismica.
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7.4.3.4 Casos de carga considerados.

En el analisis de la estructura se han tenido en cuenta los siguientes hipotesis de carga :

1. Carga de peso propio.

2. Carga de peso propio mas valor mayorado de las fuerzas de viento
(coeficiente 1,5)

3. Carga gravitatoria y sismo

La hipdtesis (1) tiene como finalidad determinar si el disefio de la estructura es
adecuado, y determinar su grado de estabilidad en condiciones de carga normales. Las
hipdtesis (2,3) revisaran la estabilidad frente acciones ocasionales y de caracter
horizontal.

7.4.4 Resultados del analisis
7.4.4.1 Calculo de la estructura sometida a cargas de peso propio

Primeramente se ha estudiado el equilibrio de la estructura frente a la accion de su peso
propio. Para la resolucion del sistema de ecuaciones no lineales generado se ha
adoptado la estrategia incremental-iterativa descrita en el capitulo 111 empleando tres
incrementos de carga. Las tolerancias adoptadas tanto en el criterio de convergencia en
desplazamientos como en fuerzas ha sido de 2.92e-5, suficiente para obtener unos
resultados con una precision adecuada.
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Figura 7.40 Evolucidn del residuo Figura 7.41 Evolucién médulo del avance

En las graficas mostradas en las figuras 7.41y 7.42 se puede observar la estabilidad y el
buen comportamiento del proceso de convergencia, mostrando la eficiencia del método
desarrollado para la resolucion de modelos funiculares complejos. Se puede observar en
dichas graficas que la convergencia es cuadratica, resultado de la implementacion de
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método Newton-Rapson y que la matriz tangente analitica empleada es analitica y se
actualiza en cada iteracion.

En las figuras 7.43 y 7.44 se puede ver la forma que adopta el modelo funicular una vez
hallada su posicion de equilibrio. Se puede observar que la configuracion de la torre es
adecuada para la distribucién de su peso propio. En este caso no ha sido necesario
emplear el algoritmo de optimizacion de la solucion obtenida puesto que el resultado ya
es satisfactorio. Las diferentes lineas de presion se encuentran todas ellas en el interior
del contorno resistente de la estructura, por lo que, empleando el teorema de seguridad
de Heyman, se puede afirmar que la estructura es estable frente a las cargas
gravitatorias.

Debe recordarse que el modelo no incluye los elementos que monolitizan la estructura
por lo que los recuadros que arriostran la estructura y de las anillas metalicas que la
zunchan no son estrictamente necesarios desde el punto de vista de equilibrio del
conjunto frente a la accion del peso propio. Desde luego si lo seran para garantizar el
monolitismo de la estructura, asegurando el encaje de las diferentes piezas que la
forman. Ademas como se verd mas adelante, estructuralmente dichos anillos estan
plenamente justificados para asegurar la estabilidad frente a acciones horizontales como
el viento o el sismo.

x 10 kN
Figura 7.42 Modelo funicular Figura 7.43 Modelo funicular superpuesto a la geometria de la
resultante estructura. ( valores x 10 kN)

La zona de la estructura donde las lineas de presion se acercan mas al contorno
resistente es el de la aguja. Se puede observar en las figuras 7.45 y 7.46 la forma que
adoptan las diferentes lineas de presion, tanto en los pilares verticales como en las
traviesas.
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Figura 7.44 Modelo geométrico y funicular de la aguja.

Las secciones transversales se pueden ver con mayor detalle a continuacion (figuras
7.45-7.46).

Figura 7.46d Seccién 4 Figura 7.46e Seccién 5 Figura 7.46f Seccion 6

La distancia entre el punto méas cercano de una linea de presion al contorno resistente se
halla en la base de los pilares de la aguja en la seccion de unién con el tambor que le
sirve de soporte (ver figuras 7.46 y 7.47). La distancia es de 5.8cm y el coeficiente de
seguridad geométrico, dado que el canto de las columnas es de 50cm es de 1.13. En
dicho punto la linea de presiones produce una compresion de 23100N, lo que adoptando
un esquema de distribucién de tensiones plastico en una hipotética seccidn
cobaricéntrica se obtiene una tension en la piedra de:

23100N/0.0240m? = 0.96Mpa<8Mpa (5)

plenamente admisible.
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Contorno pilar

Figura 7.46 Seccién 7 Figura 7.47 Vista lateral, en rojo la linea de presion.

En la zona de la base octogonal intermedia las lineas de presién adoptan una geometria
diagonal descendente atravesando toda la base, transmitiendo perfectamente la carga
que le llega de los pilares de la aguja superior hacia la base masiva formada por la
estructura de la torre inferior. En este caso, tampoco serian necesarios los zunchos
metalicos puesto la composicion tridimensional de las lineas de presién sin considerar
tales elementos permite obtener solucién en el interior del tambor. VVéase figuras 7.48a 'y
7.48b.

Figura 7.48a Modelo funicular en el tambor Figura 7.48b Modelo funicular en el tambor

En la parte inferior de la estructura las lineas de presiones en la zona de la base de la
torre se adaptan perfectamente a la geometria de las clpulas y nervios que la forman. En
la figura 7.49a y 7.49b se puede ver el margen de separacion existente en la zona de los
nervios entre el contorno resistente y la linea de presiones obtenida.

Cabe destacar la verticalidad de las reacciones en la base inferior de la torre dado que la
componente vertical de la linea de presiones es de 335000N mientras que la
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composicion de fuerzas horizontales es de 14000N lo que ofrece una inclinacion de la
resultante respecto la vertical en la base de 2.45°. Dicho valor es muy inferior al &ngulo
de rozamiento entre los elementos que forman la interfase entre la torre y el elemento
portante inferior (no representado en el presente modelo), lo que asegura la capacidad
de absorcidn de dichas fuerzas horizontales por las fuerzas de rozamiento generadas.

Figura 7.49a Modelo funicular al paso por los nervios Figura 7.49b Modelo funicular al paso por los
de la ctpulas nervios de la ctpulas

Las conclusiones del calculo de la torre de la Catedral de Barcelona bajo el peso propio
se pueden resumir en los siguientes puntos:

e Laaplicacion del teorema de seguridad que ofrece la teoria del andlisis limite
no garantiza que el trazado de las lineas de presion encontradas sea el real,
no obstante como se h encontrado un trazado en el interior del contorno
resistente de la estructurase puede garantizar la estabilidad de la estructura
con un coeficiente de seguridad geométrico de 1.13.

e El disefio de la torre, tanto desde el punto de vista geométrico como de
distribucion de pesos propios es adecuado puesto que la forma adoptada por
el modelo funicular se adecua fielmente a la forma de la estructura sin salirse
en ningun punto de su contorno resistente.

e Se ha podido demostrar la estabilidad del conjunto empleando un modelo
funicular sin que se haya considerado la contribucién resistente de elementos
estructurales como zunchos metalicos y recuadros resistentes en la aguja. Se
ha considerado que la estructura esta compuesta a base de mamposteria, sin
ninguna resistencia a traccion, por lo que dicho célculo estd claramente del
lado de la seguridad, puesto que la contribucién de dichos elementos
(zunchos metalicos y recuadros resistentes) ofrecen un comportamiento
monolitico aumentando las garantias de estabilidad.

e La resolucién numérica del modelo funicular planteado ha sido plenamente
satisfactoria, obteniendo una convergencia uniforme y rapida del sistema de
ecuaciones no lineales planteado, confirmando la bondad de la formulacion
numerica desarrollada.
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7.4.4.2 Calculo de la torre bajo carga de viento.

Tratandose de una estructura de cierta altura y siendo la zona de la aguja francamente
esbelta, el andlisis frente acciones horizontales es necesario. Se empleard el mismo
modelo que se ha empleado anteriormente afiadiéndole las acciones horizontales
originadas por el viento.

Para la resolucion del sistema de ecuaciones no lineales generado se ha adoptado la
misma estrategia incremental-iterativa empleada para el caso anterior, es decir se han
realizado tres incrementos de carga. Las tolerancias adobadas tanto en el criterio de
convergencia en desplazamientos como en fuerzas ha sido de 2.92e-5, suficiente para
obtener unos resultados adecuados.

El comportamiento del algoritmo empleado en la resolucion del modelo funicular ha
sido muy similar al caso de carga de peso propio. Dicha similitud se puede apreciar en
sendas graficas de convergencia que se muestran en las figuras 7.50 y 7.51.
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Figura 7.50 Evolucidn del residuo Figura 7.51 Evolucién médulo del avance

La estabilidad y buen comportamiento del proceso de convergencia que se hacen
evidentes en las graficas anteriores y como en el caso anterior muestran la eficiencia del
método desarrollado para la resolucion de modelos funiculares.

Los resultados obtenidos muestran un modelo funicular que pierde absolutamente la
forma de la estructura original. Por lo tanto no es posible encontrar una configuracion
del modelo funicular. En el interior del contorno resistente de la estructura. Se puede
apreciar el desplazamiento horizontal provocado por la aplicacion de la carga de viento
en las figuras 7.52-7.55. El desplazamiento de las lineas de presion se hace
especialmente evidente en los elementos de la aguja.
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Figura 7.52 Vista frontal del modelo fuicular Figura 7.53 Perspectiva del modelo fuicular

Figura 7.54 Vista cenital del modelfunicular Figura 7.55 Vista inferior del modelo funicular

En este caso no es posible encajar una configuracion funicular en el interior del
contorno resistente de la estructura. En consecuencia, es preciso considerar los zunchos
metalicos si cumplen una funcion esencial en la estabilidad del conjunto, por lo que
cabe considerar un esquema estructural distinto al planteado.

A la vista de los resultados y comprobada la necesidad de arriostramiento y zunchado de
la estructura para garantizar al su monolitismo y en consecuencia permitir la estabilidad
frente a las acciones horizontales se ha realizado un modelado alternativo, de caracter
cualitativo, donde se han hecho intervenir elementos que permitan la movilizacion de
compresiones en el modelo funicular, lo que simula de forma global los efectos de
zunchado y arriostrado.

En el modelo considerado para simular la capacidad de movilizacién de tracciones en la
estructura real gracias a la existencia de zunchos metalicos y recuadros rigidos se han
incorporado bielas que forman cruces de San Andrés precisamente en las zonas donde
se ubican los recuadros situados en la aguja. Dichas bielas permitiran la simulacion de
compresiones en el modelo antifunicular. Las compresiones representan las tracciones
que aparecen en la estructura real. En las figuras 7.56, 7.57 y 7.58 se observa el modelo
inicial y el resultado del calculo .
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Figura 7.56 Modelo funicular con Figura 7.57 Modelo Figura 7.58 Superposicién de
bielas en los recuadros de la aguja arriostrado resultante modelos funiculares

Se puede observar en las figuras anteriores el diferente comportamiento que se
experimenta entre el modelo con bielas y el que s6lo dispone de elementos de catenaria.
Se aprecia que la existencia de elementos que permiten el arriostramiento y zunchado de
la estructura influyen decisivamente en el trazado de las lineas de presion, fijandolas en
el interior del contorno resistente de la estructura y garantizando por tanto su
estabilidad.

7.4.4.3 Calculo frente acciones sismicas.

La imposibilidad de modelar adecuadamente el comportamiento de la estructura original
mediante un modelo funicular sin bielas en el caso de la accién del viento permite
prever que la simulacion de la accion sismica tampoco podrd ser modelada
adecuadamente mediante un modelo puramente antifunicular. La estabilidad de la
estructura frente acciones horizontales exigira de la movilizacion de mecanismos de
flexion por lo que seria necesario introducir en el modelo elementos que permitan la
aparicion de estados traccion- compresion. A continuacion se comprobara la
imposibilidad de obtener una solucion basada Unicamente en un mecanismo
antifunicular.

Como en los dos casos anteriores, en la resolucién del sistema de ecuaciones no lineales
generado se ha adoptado una estrategia incremental-iterativa descrita en el capitulo 3,
empleado tres incrementos de carga. Las tolerancias adoptadas tanto en el criterio de
convergencia en desplazamientos como en fuerzas ha sido de 2.92e-5.
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El comportamiento del algoritmo empleado en la resolucion del modelo funicular ha
sido muy similar al caso de carga de peso propio y carga de viento. Dicha similitud se
puede apreciar en sendas graficas de convergencia que se muestran en las figuras 7.59 y
7.60.
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Figura 7.59 Evolucion del residuo Figura 7.60 Evolucién moédulo del avance

Tal como sucedia en el caso de carga horizontal debida al viento, el esquema de lineas
de presiones sale totalmente del contorno resistente de la estructura. Este resultado hace
evidente, tal como sucedia en el caso anterior, que el modelo empleado para simular el
comportamiento de la estructura no sea el adecuado, debido a que la no consideracién
de los efectos de zunchado y arriostramiento que ofrecen los recuadros y anillas, hacen
que el modelo sea excesivamente conservador, hasta tal punto que lo inhabilitan para
abordar el problema que nos ocupa.

La existencia de anillos que zunchan la estructura y de recuadros rigidos entre las
traviesas horizontales y los pilares, confiere a la torre un comportamiento monolitico
mas proximo al de una estructura reticulada que al de una estructura compuesta por obra
de fabrica.

A la vista de los resultados , ver figura 7.61, no se ha considerado someter el esquema

funicular obtenido a un proceso de optimizacion para intentar introducir el trazado de
las lineas funiculares obtenidas en el interior de la estructura.
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Figura 7.61 Resultado del calculo sismico

7.4.4.4 Conclusiones referentes al calculo de la torre bajo cargas horizontales.

El gran desplazamiento obtenido en el modelo funicular para casos de carga horizontal,
alejandose del perfil resistente de la estructura ofrece, mediante la aplicacion del
principio de seguridad de la teoria del analisis limite, la conclusion que la estructura no
es estable bajo las cargas consideradas.

Esto seria asi si la estructura tuviese el comportamiento de una estructura constituida
unicamente por obra de fabrica y no se pudiesen asumir tracciones en ningun punto de
la estructura. Realmente la estructura que nos ocupa tiene una serie de dispositivos
(tirantes que zunchan la estructura, marcos rigidos, trabas pasantes entre juntas...) que le
confieren cierta resistencia a traccién, por lo que globalmente se puede asumir que dicha
construccion tiene un comportamiento similar al de una estructura reticulada y por
tanto, se pueda considerar la aparicion de cierto grado de tracciones entre las uniones de
las piezas de la estructura.

Este hecho hace que considerar la estructura exclusivamente como de obra de fabrica,
conduzca a un analisis situado excesivamente del lado de la seguridad. Por lo que no es
posible analizar el comportamiento resistente de esta estructura bajo cargas horizontales
mediante el empleo Unicamente de modelos funiculares, es decir mediante la utilizacion
de lineas de presion.

Se concluye pues que los sistemas que le confieren cierto grado de monolitismo y
resistencia a traccion en las uniones, en definitiva transfieren a la estructura un
comportamiento ciertamente reticular y por lo tanto son imprescindibles para asegurar
la estabilidad de la construccidn frente las cargas horizontales como lo son las de viento.
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Se han realizado diferentes calculos analizando la sensibilidad del modelo funicular
frente diferentes niveles de carga de viento. En todos ellos se ha observado la
imposibilidad de encajar el modelo funicular dentro del perfil resistente de la estructura.
Es por ello que el hecho que el modelo funicular exceda ampliamente el contorno
resistente de la estructura no se atribuya a la supravaloracion de las acciones
horizontales sino a la propia modelizacion de la estructura.

La incorporacion de bielas que permiten la aparicién de compresiones en los modelos
funiculares permiten la simulacion cualitativa de efectos de zunchado y arriostrado de
las estructuras reales.

7.5 Estudio del portico central de la Catedral de Girona.
7.5.1 Introduccion.

La Catedral de Girona constituye un caso Unico dentro de la casuistica de las
construcciones goticas. Esta es la Catedral con la nave central mas ancha que se ha
construido a lo largo de la historia. La nave mide 22.98m de anchura y tiene una altura e
35.2m. Toda una muestra de osadia para los constructores de la época. De hecho el
atrevimiento se le puede atribuir al maestro constructor Bofill, que fue quien propuso en
1419 un plan para terminar la construccion de dicha Catedral que consistia en edificar
una sola nave en lugar de las tres en las que se solia dividir el espacio interior de la
catedral, para que cubriera todo el ancho de la Catedral.

Nunca hasta entonces se habia propuesto una nave de cruceria de tales dimensiones por
lo que los promotores de la obra sometieron a consulta dicha propuesta por lo que se
cred una comision de expertos que debian dictaminar sobre la viabilidad del proyecto.
El resultado de la consulta fue favorable a la tesis de Bofill por lo que se llevo a cabo
dicha construccion. La boveda se termino en 1579 y sigue en pie mas de 400 afos
después de haber cerrado dicha béveda de cruceria.

La realizacion de este ejemplo permitira la comparacion de los resultados obtenidos con
la metodologia funicular, concretamente el valor de las reacciones en los contrafuertes,
con analisis realizados con anterioridad por otros autores. Entre los analisis previos nos
encontramos el realizado por Mendoza (2002) en el contexto de una tesina de
especialidad donde se emplea un modelo tridimensional de elementos finitos y se aplica
un modelo constitutivo visco-plastico de dafio. EI mismo autor emplea una técnica
desarrollada por Heyman (1969, 1982, 1983, 1995, 1998) que permite encontrar el
empuje total que ofrece la bdveda con lo que se podrd comparar el resultado del valor
del empuje horizontal de la boveda obtenida mediante un andlisis funicular y el que
obtiene Medoza utilizando las dos técnicas expuestas anteriormente.

7.5.2 Modelo del simplificado del portico central.
Para analizar el esquema estatico del portico central mediante un modelo funicular
plano se partira de un modelo completo de la nave central de dicha catedral para

posteriormente simplificarlo eliminando los elementos que distorsionan la semejanza
con un pértico plano. Dicha transformacién queda del lado de la seguridad pues no tiene
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en cuenta los muros laterales y contrafuertes secundarios que sin duda colaboran a
centrar los empujes horizontales.

En la figura 7.62 se muestra el modelo geométrico de un pértico tipo. En la figura 7.63
se puede apreciar el modelo simplificado del portico central que permitird ser modelado
mediante un sélo elemento de catenaria con una distribucion de pesos a lo largo de su
directriz que refleje adecuadamente la distribucion de masas de la estructura.

Figura 7.62 Modelo del poértico central original Figura 7.63 Modelo del portico central simplificado

Para realizar dicho anélisis se definird el contorno resistente de la estructura. Dicho
contorno estd formado por los arcos torales de la nave y los contrafuertes. Se han
eliminado los contornos de la argamasa, que solo aportan peso, y las laminas de
mamposteria que forman la bdvedas. Se considera que el contorno propuesto queda del
lado de la seguridad puesto en las bdvedas se pueden adoptar esquemas estaticos
autoportantes que permitan su propia sustentacion formado arcos de descarga en el
espacio que se apoyen directamente en los contrafuertes.

Con la configuracion propuesta se considera que el peso de las bdvedas gravita
completamente sobre los arcos torales, cosa que hace que el calculo sea del lado de la
seguridad. En la figura 7.64 se puede apreciar el contorno propuesto.

Este arco-portico resistente se dividird en 16 tramos (ver figura 7.65) para obtener asi
una discretizacion adecuada de la distribucion del peso de la estructura para aplicarlo a
cada uno de los tramos a la catenaria que servira para obtener la correspondiente linea
de presiones. La densidad considerada es de 24KN/m® en las bévedas, arcos y
contrafuertes y de 21KN/m? en la argamasa.
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Figura 7.65 Contorno del portico simplificado con las
subdivisiones para discretizar su peso. Se aprecia también

Figura 7.64 Contorno resistente propuesto el contorno de la catenaria propuesta,

Después de adecuar la posicion de los apoyos de la catenaria para encajarla en el
contorno resistente se obtiene el trazado que se puede observar en la figura 7.66. El
punto de partida se establece a 1.7m del centro de la base del contrafuerte mayor esto se
hace para obtener una linea de presiones que ofrece mayor nivel de seguridad.

N

Figura 7.66 Contorno invertido del pértico principal (azul) y de la catenaria resultante sometida a carga
de peso propio.

También se han realizado otras dos simulaciones en las que se somete el portico central
por un lado a una carga puntual horizontal de 300KN y en otro al de una carga vertical
en el ceno de la clave de 500KN. Se puede observar en las figuras 7.67 y 7.68 el
resultado de ambos célculos donde se aprecia el desplazamiento de la linea de presion
gue se acerca al contorno resistente pero se sigue manteniendo en el su interior.
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Figura 7.67 Linea de presiones resultante al aplicar
una carga vertical puntual en el centro de la bdveda
de 500KN

Figura 7.68 Linea de presiones resultante al aplicar
una carga vertical puntual en el centro de la bdveda
de 300KN

7.5.3 Comparativa de resultados de la reacciones por diversos autores

En la siguiente tabla se comparan los valores de las reacciones en los contrafuertes
obtenidas por Mendoza, tanto empleando un analisis por MEF como por una
metodologia clasica ofrecida por Heyman, con los valores obtenidos con la simulacion
funicular.

Modelo Haerecha X 10°N | Hizguierda X 10°N | Veerecha X 10°N | Viggierda X 10°N
Funicular 106.5 106.5 1869.03 1334.2
MEF (Medoza, 2002) 109 109 1850 1850
Calculo clésico (Medoza, 2002) 114.9 114.9 1835.14 1367.85

Tabla 7.6 Comparativa de las reacciones obtenidas en el caso de cargas de peso propio.

Cabe decir que el analisis por MEF que realiza Mendoza tiene en cuenta los elementos
que se han eliminado en la simplificacion efectuada para realizar el analisis funicular.
La similitud de los resultados muestra la bondad tanto de la simplificacion confirmando
como correcta la primera hipdtesis de este trabajo consistente en la modificacion del
modelo original eliminando los muros y contrafuertes secundarios pues como se ha
comprobado su influencia es irrelevante.

Los resultados confirman la hipétesis de que el equilibro en las estructuras de fabrica

estd controlado basicamente por su geometria y en definitiva por la distribucion de las
masas en su interior.
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7.5.4 Estudio cualitativo de las bdvedas segin un modelo funicular tridimensional.

A continuacion se realizara un modelo de hilos tridimensional sometido al peso propio
de la estructura para observar la forma que adopta y compararlo con el contorno de las
bovedas construidas.

Cabe decir que este es un analisis mas cualitativo que cuantitativo puesto el estudio de
laminas de obra de fabrica mediante el analisis limite no esta resuelto. En el capitulo 9
se muestra un ejemplo en el que se establece como una linea futura de investigacion que
generalice la actual teoria del analisis limite definida s6lo en estructuras esqueléticas,
con el objetivo de poder aplicarla en el estudio de la estabilidad de elementos
superficiales.

A continuacion se muestra en las figuras 7.69 y 7.70 el esquema funicular resultante. Se
puede observar que los esfuerzos se concentran en la linea interseccion de las bovedas.

Compresion x100KN

23

I 73.857
£4.715

-55.573

- 45.43

- 37.288
- 28.145

19.003
9.8601
0.71766

Figura 7.69 Modelo funicular resultante de la béveda Figura 7.70 Modelo funicular resultante de
la béveda

En la figura 7.71 se puede comparar mejor el contorno resultante y el contorno real de la

boveda. La gran similitud entre los contornos permite percibir, a falta de un analisis méas
preciso, que su disefio es adecuado y estable.
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Figura 7.71 Comparativa de contornos, en verde el modelo funicular y en rosado el contorno real de las
bovedas. Se puede observar su gran similitud.
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Capitulo 8

Otras aplicaciones basadas en el
elemento de cable desarrollado

8.1 Introduccion

Seguidamente se presentan otras posibles aplicaciones, para cuyo desarrollo se deberian
llevar a cabo estudios especificos ya que ecceden la apicacion presentada. Entre los
principales campos de aplicabilidad cabe citar:

e Aplicacion de la tecnica desarrollada en la verificacion de la estabilidad de
estructuras de obra de fabrica de tipo no esqueletico.

e Aplicacion en el modelado de estructuras textiles.
e Combinacion del elemento desarrollado con otros elementos (barra a flexion)
e Aplicacion al calculo de estructuras tipo tensegrity
e Modelado de procesos de hinchado
e Aplicacion al disefio asistido por ordenador
e Aplicacion al disefio estructural
A continuacion se presentan a modo introductorio y mediante ejemplos préacticos y de

caracter qualitativo algunos de los campos de aplicacidbn mencionados en los puntos
anteriores.

8.2 Aplicacion de la modelizacion funicular en estructuras de obra de fabrica no
esqueléticas.
La generalizacion de la técnica desarrollada para el estudio de la estabilidad de

estructuras formadas por elementos de caracter superficial 0 masivos de obra de fabrica,
como cupulas, cubiertas o puentes con cargas no cilindricas entre otos casos, no es
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trivial dado que la aplicacion de los teoremas plasticos en los que se sustenta el analisis
limite no son de directa aplicacion en estos tipos estructurales. Para establecer una teoria
equivalente a la formulada por el analisis limite aplicable a dichas estructuras seria
necesario el estudio especifico de la cinematica de colapso de estas estructuras por lo
que seria necsaro llevar a cabo una campafa experimenal para observar como se
produce la rotura en modelos de estructuras de obra de fabrica a escala reducida.

Como se ha comentado ya existen tabajos teoricos en esta linea de investigacién como
es el caso de O’Dwyer (1999)

A continuacién se muestra un ejemplo con mero interés cualitativo que pretende aplicar
la técnica desarrollada en el estudio estructuras no esqueléticas.

El caso consiste en la determinacién de la carga ultima de un puente biempotrado cuyo
perfil es parabdlico de 0.8m de flecha y 0.20m de grosor. La luz es de 5.14m y presenta
una profundidad de 5m. La zona cargada esta constituida por una rectangulo de
0.20x0.50m? situado a 3.75m del extremo izquierdo del arco. Tratandose de un ejemplo
genérico se ha tomado una densidad arbitraria de 20000N/m?®. Ver figura 8.1.

El tipo de carga considerado obliga a realizar un andlisis tridimensional de la estructura
donde los principios del analisis limite deberian ser comprobados experimentalmente.

vy "

- | 3.75m | :|:U.2Elm

| 5.14m |

0.80m

Figura 8.1 Datos geométricos del arco a modelizar

La vista tridimensional se muestra en la figura 8.2.
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Contorno
empotrado

Figura 8.2 Imagen tridimensional del arco

Para determinar el valor de la posible carga ultima se aplicara el principio de seguridad
en la teoria del andlisis limite, por lo que se considerard que la estructura es estable
siempre que se encuentre una red de lineas de presiones contenida en el interior de la
estructura, hipotesis que como se ha comentado, no esta suficientmente justificada para
el caso que nos ocupa.

Se realizaran dos tipos de modelos funiculares para comprobar en que grado afecta la
modelizacion realizada a la carga ultima obtenida. En el primer caso se realizara una
malla formada por células cuadradas en la que se distribuye el peso propio el puente. Se
puede apreciar en la figura 8.3 la malla considerada asi como los nodos que seran
cargados para simular la zona cargada de la estructura original.

Figura 8.3 Modelo funicular constituido por celdas cuadradas

El modelo funicular adopta la forma que se aprecia en la figura 8.4 asi como las
reacciones en el contorno. Para una carga externa superior a 3500N el modelo funicular
excede el perfil considerado resistente. Se toma pues este valor como el de la carga
ultima de dicha estructura, puesto para mayores cargas no se puede encontrar un modelo
que se pueda inscribir en el interior de la estructura.
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Traccion [kN]

Figura 8.4 Resultado del célculo. Fuerzas experimentadas por los cables.

Se muestra en la figura 8.4 que con esta malla se obtiene un reparto de cargas que
diferencia claramente la zona de la red afectada por las cargas puntuales de la que sélo
esta afecta por el peso propio del arco.

En la figura 8.5 s encuentra un detalle del modelo funicular generado como si de una
tela se tratase. Se observa que el comportamiento es muy similar en toda la profundidad
del modelo, modificandose ligeramente en la zona cargada.

Figura 8.5 Detalle de la zona cargada

Seguidamente se presenta otro modelo formado por células triangulares en vez de las
cuadrangulares del caso anterior. Se puede ver en la figura 8.6 la red de partida. Se
puede apreciar también que el nimero de nodos cargados aumenta puesto la malla es
mas tupida.
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Figura 8.6 Modelo funicular constituido por celdas triangulares

El modelo funicular resultante se puede apreciar en la figura 8.7. Puede verse el
diferente comportamiento que origina una u otra malla funicular. En este caso el
comportamiento del modelo funicular reacciona frente al peso propio de una forma muy
diferente al caso anterior, tensado diferentemente diversas zonas del modelo. No
obstante esto, también para una carga externa superior a 3500N el modelo funicular no
excede el perfil resistente considerado en la figura 8.2 , adobtando ésta como la carga
ultima que ofrece el modelo funicular desarrollado, tanto en una como en otra
configuracion.

Traccion [kN]

Figura 8.7 Resultado del segundo modelo funicular. Taccién en kN.

En la figura 8.8 se puede apreciar un detalle del modelo funicular generado. El
comportamiento esta claramente controlado por los efectos esquina que tensan la tela
segun las diagonales del modelo.
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Figura 8.8 Representacion fotorealistica del modelo funicular. Puede apreciarse el diferente grado de
tension en el en diferentes zonas.

Como se puede ver se ha extrapolado el primer teorema del analisis plastico, para
determinar la carga Gltima de la estructura, hecho que se tendria que comprobar
experimentalmente dado que la teoria limite s6lo es de aplicaciéon para el caso de
estructuras esqueléticas.

8.3 Aplicacidn en el calculo de tensoestructuras.

Dada la naturaleza del elemento desarrollado cabria pensar en la posibilidad de aplicar
éste en el calculo de estructuras formadas por membranas, telas o en general elementos
textiles, combinadas o0 no con otros tipos estructurales como barras que formen celosias.

Dada que la modelizacion de las membranas se realizaria mediante su discretizacién en
elementos lineales cabria estudiar la capacidad del elemento de cable desarrollado para
modelar adecuadamente este tipo estructural.

A contiuacién se presentan algunos ejemplos de estructuras calculadas empleando el
algoritmo de célculo de redes desarrollado combinando elementos de catenaria y de
barra a compresion.

En las figuras 8.9 y 8.10 se presenta un célculo de una carpa donde se modela la
membrana superior mediante elementos tipo cable. Cabe decir que en este ejemplo se
combinan elementos tipo barra con elementos de cable obteniendo unos resultados
bastante satisfactorios. Se puede observar que la flexion en los pilares provoca las
arrugas correspondientes en la carpa superior. En el caso de modelar elementos
superficiales mediante cables es necesario profundizar en el estudio para obtener reglas
gue permitan extrapolar los resultados de esfuerzos en forma de axiles obtenidos en el
modelo de cables al corespondiente tensor de tensiones caracteristico de los elementos
bidimensionales.
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Figura 8.10 Configuracion final

Figura 8.9 Configuracion inicial

La aplicacion de la técnica desarrollada para el célculo de estructuras tipo tensigrity es
bastante directo. Dichas estructuras tienen la caracteristica de estar formada
exclusivamente por elementos tipo barra y cable, por lo que para encontrar la
configuracién de equilibrio es necesario el célculo mediante algoritmos como el
desarrollado permitiendo modelar grandes desplazamientos en los nodos que forman el
modelo.

Este tipo de estructuras se caracterizan por su gran ligereza por lo que han sido

aplicados para cubrir grandes espacios como pabellones deportivos y auditorios asi
como son empleados profusamente en la ingenieria aeroespacial (Tibert, 1999)

CORAPRESSNN RING . TEMSION Sild - WRER CABLE —

e | S - LOWER CABLE—

R LopFARATOR STRUT |

® |
L 240 - |

Figura 8.11 Esquema estructural de la cubierta del auditorio de Utica, U.S.A. (Tibert, 1999)
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Axiles en KN

Figura 8.12 Ejemplo de estructura tensigrity.

8.4 Aplicacidn en estructuras hinchables.

Finalmente mediante la implementacion de un tipo de carga que permita modelizar la
presion que puede ejercer un gas sobre la membrana sera posibleanalizar el
comportamiento de estructuras inflables. Cabe destacar la alta no linealidad de este tipo
de problemas dado que no solo el comportamiento estructural es no lineal sino que la
propia naturaleza de la carga hace aumentar de forma considerable la no linealidad el
problema ya que el termino independiente del sistema no lineal resultante es
dependiente de las variables del problema.

Cabe decir que a la jacobina del sistema se le deberd afadir una matriz proveniente
precisamente del termino de las cargas que se puede demostrar que es antisimetrica
(Palisoc, 1996), por lo que la matriz jacobiana resultante perdera algunas cualidades
como la simetria limitando el tipo de solver lineal a emplear en la resolucion de los
sistemas lineales resultantes.

También aparece la necesidad de realizar un remallado adaptativo dado que a medida
que la geometria de la estructura cambia, es necesario readaptar la malla de calculo para
poder modelar adecuadamente todo el proceso de hinchado. En la figura 8.13a, 8.13b se
muestra el proceso de hinchado de un clobo a partir de un patronaje inicial en forma de
cono. Se puede observar enla figura 8.13b la forma que adobta el globo cuando se
alcanza la presion critica, es decir, la maxima presion que puede soportar la estructura
antes de entrar en un proceso de divergenvia que llevaria a una deformacion que
creceria indefinidamente.
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Figura 8.13a Proceso de hinchado de un globo aerostatico. Traccion en los cables en kN.

Figura 8.13b Proceso de hinchado de un globo aerostatico. Traccion en los cables en kN. Estado final
Se muestran algunos ejemplos sencillos en las figuras 8.14-8.16 que han servido para

comprobar la capacidad del algoritmo desarrollado para simular paracaidas (figuras
8.14, 8.15) o modelar procesos de hinchado 8.16.
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Figura 8.14 Formaque  Fjgyra 8.15 Tensiones en un paracaidas Figura 8.16 Proceso de
adopta una paracaidas a partir hinchado de un cilindro
de un patronaje dado. neumético

Como estructura textil que es, la aplicacion orientada al calculo de velas es bastante
directa. Cabria estudiar la interaccion entre el flujo del viento y la forma que adopta la
vela. Es por ello que seria muy interesante llevar a cabo estudios especificos orientados
a acoplar el célculo flujo-dinamico y el calculo de estructuras textiles. En las figuras
8.17 y 8.18 se muestra un ejemplo.

Traccion en [Kp]

174,09
I 154.75
- 135.4
- 116.06
-96.718
- 77374
- 58.021

38.687
19.344
0.00011768

......

Figura 8.17 Tela trapezoidal sometida a presion de
viento Figura 8.18 Reacciones y tensiones

8.5. Aplicacion al disefio asistido por ordenador

Otra posible aplicacion consiste en la obtencion de superficies minimas ya que
partiendo de un contorno predeterminado es posible obtener el trazado de la superficie
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cuya area sea minima. Ya han sido empleados algoritmos basados en el célculo de
estructura solo traccion para obtener el contorno de superficies minimas (Montcrieff,
1990) pero el tiempo de resolucion empleado limitaba su aplicabilidad.

Esta aplicacion puede tener un campo de aplicacién en el disefio asistido por ordenador
dado la capacidad en obtener superficies regulares a partir de una red formada por
elementos desarrollados en el presente trabajo.

El procedimiento consistiria simplemente en hacer pasar una red de cables arbitraria por
el contorno impuesto y posteriormente tensar dicha red mediante la dismincion de la
longitud inicial de cada elemento con lo que de forma automética se determina una
superficie cuya forma es independiente del grado de pretension que se aplique en la red
y solamnete depend del contorno escogido.

Una posible linea de investigacion futura consistiria en desarrollar algoritmos que
automatizasen dicho proceso y lo independizasen de la topologia del contorno de partida
considerado.

A modo de ejemplo se presenta un ejemplo clasico, la aproximacién a la superficie de
Shreck (P.do Carmo, 1990). Consiste en hacer pasar una superficie por el contorno
formado por las aristas de un cubo, tal como se muestra en la figura 8.19. Se puede
comparar el resultado obtenido con la superficie generada mediante una Nurb, empleada
usualmente en el modelado gréfico asistido por ordenador.

Figura 8.19 Bastidor que soportard la superficie

En la figuras 8.20-8.23 se puede apreciar la mejora substancial que se puede obtener en
cuanto a la regularidad de la superficie obtenida.
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Figura 8.20 Superficie minima obtenida. El valor del ~ Figura 8.21 Superficie Nurb obtenida. El valor
area es 6271,9m? de area es 7754,17m?
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Figura 8.22 Vista de la superficie minima obtenida ~ Figura 8.23 Vista de la superficie Nurb obtenida.

8.6 Aplicacion al disefio estructural-arquitectonico.

Como se ha expuesto a lo largo del presente trabajo, la técnica antifunicular se ha
empleado a lo largo de la historia de la construccién como una herramienta para realizar
disefios estructurales. Es por ello que de forma natural se puede emplear la simulacién
computacional de redes de cables en el modelado computacional de estructuras. Ya

existen trabajos en esta linea de investigacion (Kai-Uwe, 2005)

En la figura 8.24 se presentan algunos ejemplos en los que se obtienen diferentes
geometrias para la formacion de cupulas. Es destacable la influencia de la topologia de

la malla de partida en el perfil resultante obtenido.
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Figura 8.24 Diferentes formas de una cubierta antifunicular en funcién de la configuracion de la malla

adobada.

Seria interesante desarrollar aplicaciones que facilitasen el disefio arqutectonico basadas
en la técnica antifunidular, ya que la estética de las formas obtenidas sumada con la
bondad del comportamiento estructural resultante, confieren a estos disefios cualidades

gue combinadas con técnicas constructivas apropiadas podrian favorecer

resurgimiento de la arquitectura modernista.

el

Se muestran en las figuras 8.25-8.29 otras formas antifuniculares generadas con la

aplicacion desarollada.

Figura 8.25 Malla de partida

Figura 8.26 Malla deformada
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Figura 8.27 Contorno rederizado Figura 8.28 Contorno rederizado
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Capitulo 9

Conclusiones y lineas futuras de
desarrollo

9.1 Introduccioén

El objetivo esencial de este trabajo es el estudio de la aplicacién de las técnicas basadas
en el andlisis limite para el estudio de la estabilidad de estructuras esqueléticas de obra
de fabrica mediante el empleo de la analogia de las lineas de presiones que ofrecen los
modelos funiculares consistentes en redes de cables. Por tanto el trabajo se ha dividido
basicamente en el desarrollo de una estrategia numérica de modelizacion de redes de
cables y en el estudio de su aplicacién para el analisis de estructuras de obra de fabrica.

Para poder comprobar la bondad de la metodologia desarrollada se han analizado
diferentes estructuras ya estudiadas con anterioridad permitiendo comparar los
resultados que ofrecen diferentes técnicas de analisis. También han estudiado
estructuras complejas no modelizadas anteriormente y se ha obtenido conclusiones
utiles para realizar de una forma méas acertada los trabajos de rehabilitacion de dichas
estructuras.

A continuacion las conclusiones mas relevantes extraidas de los estudios realizados
directamente relacionados con los objetivos planteados.

9.2 Conclusiones respecto la metodologia de calculo de redes desarrollada

e El elemento de cable desarrollado ofrece unos resultados altamente
satisfactorios en relaciéon a la simulacion del comportamiento de redes de
cables reales. También se ha podido establecer una estrategia numérica
altamente estable que permite abordar el problema de la inversion de las
expresiones cinematicas del elemento, expresadas en términos de
flexibilidad para transformarlas numéricamente en términos de rigidez.

e Se ha mostrado en el trabajo realizado la posibilidad de encontrar el trazado
tridimensional de lineas de presiones mediante la analogia funicular
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empleando redes de cables. El objetivo de representar dichas lineas de
presiones mediante el empleo de lineas funiculares ha justificado el
desarrollo de un nuevo elemento de cable. Dicho elemento tiene la
peculiaridad de repartir la carga distribuida inicial respecto la longitud
deformada. Esto permite representar con mayor precision la carga del
elemento estructural que representa una vez se ha variado la longitud del
cable debido a su estiramiento elastico que experimenta.

Se ha desarrollado también la expresion de la matriz tangente en términos de
rigidez lo que ha permitido el aumento substancial tanto de la estabilizacion
del proceso de convergencia como de su velocidad de resolucion. La
utilizacion de la matiz tangente desarrollada ha sido una cuestién estratégica
a la hora de poder abordar la resolucion de redes de cierta complejidad,
puesto que el empleo de aproximaciones numéricas de dicha matriz, basadas
en la técnica de las diferencias finitas, limitaba enormemente las
dimensiones y complejidad del problema a abordar.

La combinacion de algoritmos siempre convergentes de orden cero y
algoritmos de segundo orden tipo Newton-Rapson ha permitido obtener un
comportamiento equilibrado obteniendo una alta estabilidad con una
adecuada velocidad de convergencia permitiendo, abordar la resolucién de
problemas complejos invirtiendo un tiempo de CPU razonable. Los métodos
siempre convergentes se han aplicado en la resolucion de los sistemas de
ecuaciones originados por la inversion de las expresiones cinematicas,
transformado un esquema explicito de flexibilidad a otro implicito de
rigidez.

Aprovechando el desarrollo analitico de la matriz tangente local se ha
implementado un algoritmo tipo Newton—-Rapson que ha resultado altamente
eficiente, mostrandose altamente veloz y estable. Los esquemas de
almacenaje y meétodos de resolucion de los sistemas lineales generados
iterativamente han cobrado una importancia determinante para minimizar el
tiempo de CPU, puesto que al optimizar el comportamiento de todos los
procesos no lineales la influencia porcentual en el tiempo de resolucién de
los sistemas lineales ha aumentado considerablemente.

La metodologia desarrollada para la resolucion de redes de cables ha
mostrado una alta eficiencia y es claramente competitiva respecto otras con
técnicas empleadas por otros autores. Se ha mostrado capaz de abordar
simulaciones que requieren un gran numero de grados de libertad,
permitiendo incluso la resolucién de problemas fisicos que no guardan
relacion con el calculo de estructuras de obra de fabrica y en las que es
necesario el empleo de un gran nimero elementos para una correcta
simulacion, como pueden ser las estructuras textiles, estructuras inflables,
tensygrits o simplemente se puede emplear como herramienta de CAD ya
que mediante la utilizacion de la técnica desarrollada se pueden encontrar
superficies minimas apoyadas en contornos arbitrarios.
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9.3 Conclusiones respecto la aplicacion de modelos funiculares en el célculo de
estructuras de obra de fabrica.

e Los fundamentos tedricos de este trabajo nacen de la linea historica del
andlisis de estructuras de obra de fabrica y materiales pétreos donde se exige
el equilibrio estatico de los elementos resistentes. A partir del concepto de
linea de presiones como funicular de las cargas y su analogia antifunicular de
cables colgantes, se ha propuesto una formulacién que incorpora los
postulados del analisis limite de Heyman y conceptos de optimizacion para
encontrar una solucion Unica.

e A partir del andlisis limite se obtienen soluciones estatica y cinematicamente
admisibles que son cotas inferiores de la carga Gltima. Dicho analisis tiene el
inconveniente que no permite determinar la linea de presion real que provoca
una carga determinada en una estructura. Es posible asociar un grado de
seguridad a cada linea de presion en funcion del coeficiente de seguridad
geométrico de la misma. Para obtener una unica solucion que maximice el
coeficiente de seguridad geométrico se ha incluido un proceso de
optimizacion en la formulacion. La optimizacion, de tipo geométrico, fuerza
a la linea de presiones a estar lo mas alejada posible del contorno a lo largo
de todas las piezas. Este concepto asegura que el coeficiente geométrico de
Heyman es maximo en cada seccién y en consecuencia es maximo de forma
general para toda la estructura.

e EI empleo de algoritmos de optimizacion no lineal en el proceso de
maximizacion del coeficiente de seguridad geométrico ha permitido
automatizar un proceso de mejora de soluciones, aunque dada la naturaleza
propia del proceso de optimizacion es dificil imaginar que el proceso se
automatice absolutamente. Actualmente es necesario ir redirigiendo dicho
proceso una vez se obtiene la convergencia, cambiando el conjunto de
soluciones o modificando sus restricciones, de esta manera se mejora
secuencialmente la solucion obtenida.

e Las restricciones del problema de optimizacion se han abordado con una
técnica muy distinta a las que usualmente se emplean como pueden ser la
técnica del la penalizacion, funciones frontera o multiplicadores de
Lagrange. La transformacion de dominios restringidos a otros de libres
mediante un adecuado cambio de variable ha permitido solventar el
problema sin afiadir una inestabilizacion adicional al ya complicado proceso
de convergencia del problema de optimizacién. En situaciones donde las
variables restringidas sean ortogonales entre si (es decir sean independientes
entre si) la técnica empleada puede ser competitiva frente otras técnicas que
tienden a aportar una gran complejidad a la funcion objetivo y por tanto a
inestabilizar el proceso de convergencia.

e Se ha desarrollado un nuevo instrumento de calculo computacional que
permite el disefio y evaluacion de estructuras tridimensionales de obra de
fabrica. La validez de la formulacién se ha probado con ejemplos
contrastados de la literatura y se han obtenido resultados acordes a los datos
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experimentales. La carga Ultima del BridgeMill es muy cercana al valor
medido ‘in situ’. Se han encontrado resultados de la Catedral Mallorca
similares a los encontrados en la bibliografia. También se ha aplicado dicha
técnica para analizar el comportamiento de las torres de la fachada de la
Catedral de Barcelona facilitando la comprension se su adecuacién
geométrica y resistente. Finalmente se ha analizado el comportamiento de la
Catedral de Girona y se han comparado las formas obtenida con un modelo
funicular que representa sus bdvedas de cruceria obteniendo un perfil muy
similar al realmente construidas.

Se ha comprobado mediante la modelizacion de las agujas de la Catedral de
Barcelona que la simulacion frente a cargas horizontales mediante modelos
funiculares no es representativa del comportamiento real de la estructura.
Este hecho permite determinar la necesidad de la existencia de mecanismos
resistentes que no estan basados en el simple equilibrio de las diferentes
piezas mediante esfuerzos de compresion, sino que requieren de la existencia
de mecanismos que aporten un comportamiento reticular a la estructura.
Dichos mecanismos se concretan en los zunchos metélicos y recuadros
resistentes en la aguja que le confieren un comportamiento mas similar al de
un estructura reticulada con una cierta capacidad de absorcion de flectores
por lo tanto de tracciones, que al de una estructura de obra de fabrica.

La metodologia desarrollada se puede considerar como una extension de la
técnica del analisis limite que permite la modelizacién de estructuras
esqueléticas tridimensionales de obra de fabrica, cuyo analisis mediante el
empleo de técnicas convencionales basadas en encontrar las lineas de
presiones mediante métodos convencionales (graficos o mediante el empleo
de la mecanica clasica) presenta una gran dificultad de orden préactico.

9.4 Conclusiones respecto los recursos informaticos empleados en el desarrollo de
la metodologia computacional.

La técnica desarrollada requiere del empleo de un pre y postpocesador para
gestionar la gran cantidad de datos e informacion que se requiere a la hora de
modelar una estructura por sencilla que sea. El preprocesador actia en la
preparacion de la informacion que requiere el modulo de céalculo. Sus
funciones bésicas son la realizacibn de un modelo geométrico de la
estructura a calcular, la discretizacion del contorno resistente y la imposicion
de las condiciones de contorno y definicion de otras variables necesarias
para el célculo. EI volumen de informacion que aporta el célculo mediante la
metodologia propuesta es mucho menor que las que ofrecen otras técnicas
como la de los elementos finitos, no obstante para facilitar su comprension
es conveniente el empleo de un postprocesador que presente adecuadamente
los resultados obtenidos y facilite su comprension.

El empleo del pre y postpocesador GID® ha sido de gran utilidad y ha

facilitado el trabajo de desarrollo del presente trabajo puesto que ha
permitido concentrar los esfuerzos en el desarrollo de la formulacion y en la
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verificacion de la misma, siendo de gran utilidad tanto a la hora de introducir
los datos para realizar las simulaciones como en el momento de su
visualizacion y estudio. Los ejemplos presentados son una muestra de ello.

El lenguaje de programacion empleado ha ido el C++ mostrandose muy
versatil. No sélo es destacable su capacidad de facilitar la estructuracion de
los datos y de las funciones de una manera coherente sino también su
capacidad a la hora de operar directamente con los registros de la memoria
del ordenador consiguiendo una buena gestion de los recursos informaticos
disponibles.

Concretamente se ha empleado la Programacion Orientada a Objetos (POO)
facilitando una programacion muy sencilla de los algoritmos de célculo
basados en métodos matriciales como el que nos ocupa. La metodologia de
calculo empleada tiene unas unidades de informacion muy claras y
diferenciables que permiten una aplicacion directa de la filosofia de la POO.
En casos como éste, donde la gestién de los datos se convierte en una
prioridad dentro del programa, para poder mantenerlo y aprovécharlo en
investigaciones futuras, las ventajas de la POO se vuelven mas evidentes y
en consecuencia se convierte en una herramienta muy valida para desarrollar
estos cbdigos. Este tipo de programacion no ofrece especiales ventajas
respecto a la programacion convencional a la hora de desarrollar programas
donde se implementan algoritmos matematicos puros y la gestion de los
datos no es compleja (por ejemplo, a la hora de programar solvers lineales y
no-lineales, métodos de busqueda de ceros de funciones...)

9.5 Lineas futuras de desarrollo.

El trabajo realizado ha permitido identificar aspectos todavia no resueltos y abre una
serie de futuras lineas de investigacion, que se pueden resumir en los siguientes puntos:

Una de las lineas de desarrollo mas interesantes que se derivan del presente
trabajo ya se ha apuntado en el capitulo 8. Consiste en formular una teoria
que extrapole los principios de la teoria del andlisis limite, aplicable en
estructuras de caracter esquelético, para el estudio de la estabilidad de
estructuras de tipo laminar como cupulas o cualquier tipo estructural que se
pueda modelar geométricamente mediante superficies. Para llevar a cabo
dicha investigacion seria conveniente realizar un estudio numerico-
experimental que permitiese identificar comportamientos caracteristicos de
la cinematica de la rotura de estos elementos para establecer las
correspondientes hipotesis generales que permitan asentar una teoria del
analisis limite generalizada.

Como se ha mostrado a lo largo del presente trabajo la aplicacion de la teoria
del analisis limite implica la asuncion de una serie de hipdtesis sobre el
comportamiento del material (imposibilidad de colapso por deslizamiento de
las dovelas, imposibilidad de rotura a compresion y resistencia a traccion
nula) que segun el caso puede imposibilitar la aplicacion de la teoria. Seria
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interesante desarrollar una linea de investigacion que integrase la posibilidad
de colapso por deslizamiento entre elementos o por aplastamiento del
material para superar las limitaciones que impone la teoria del analisis limite.

Otra linea de investigacion consistiria en la adaptacion de la técnica
antifunicular para la modelizacion del comportamiento de estructuras
formadas por materiales compuestos como por ejemplo la cerdmica armada.
Seria interesante desarrollar herramientas numéricas especificas basadas en
la técnica de bielas y tirantes propuesta por la Normativa de Hormigén
(EHE) donde los elementos de bielas se simulasen mediante elementos de
barra convencional y los tirantes mediante elementos de cable.

La simulacion de elementos de hormigon postesado mediante la analogia
antifunicular requeriria una investigacion especifica aunque la analogia es
bastante directa mediante el empleo de la metodologia de las cargas
equivalentes. Ya existen algunos trabajos de caracter practico basados en
esta linea de investigacion aunque se requeriria un estudio mas tedrico para
asentar dicha aplicacion.

En el capitulo 8 se han mostrado diferentes aplicaciones del elemento de
cable desarrollado que nada tienen que ver con el calculo de la estabilidad de
estructuras de obra de fabrica. Concretamente el analisis del comportamiento
de membranas mediante su discretizacion en elementos de cable exige un
estudio tedrico y experimental especifico que permita establecer el
procedimiento para llevar a cabo una correcta simulacion cinematica y
mecénica.
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