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Резюме: Цель. Современные строительные нормы предписывают проводить расчет 

строительных конструкций с учетом нелинейности деформирования. Для достижения этой 

цели поставлена задача разработать методику расчета предварительно напряженных желе-

зобетонных ферм с учетом физической и геометрической нелинейности. Методы. В основу 

методики положены алгоритмы нелинейного расчета, реализованные и апробированные в вы-

числительном комплексе ПРИНС (программа для расчета инженерных сооружений) для дру-

гих типов конструкций. В качестве инструмента для решения этой задачи выбран метод ко-

нечных элементов. Нелинейный расчет конструкций ведется в  вычислительном комплексе 

ПРИНС шагово-итерационным методом. При этом на шаге нагружения составляется и ре-

шается уравнение, с использованием модифицированных лагранжевых координат. Результат. 

Приведены основные формулы, необходимые как для формирования, так и для решения систе-

мы нелинейных алгебраических уравнений шагово-итерационным методом с учетом нагруже-

ния,  разгрузки и возможного догружения. Описан способ моделирования предварительного 

напряжения заданием температурного воздействия на напрягаемую арматуру стержней. 

Рассмотрены способы учета физической и геометрической нелинейности для стержней же-

лезобетонных ферм. Приведен пример расчета плоской фермы и проанализировано поведение 

фермы на различных этапах ее нагружения вплоть до разрушения. Вывод. Составлена про-

грамма для расчета плоских и пространственных железобетонных ферм с учетом нелинейно-

сти деформирования. Программа адаптирована к вычислительному комплексу ПРИНС  и в со-

ставе этого комплекса доступна широкому кругу инженерных и научно-технических работни-

ков. 

 

Ключевые слова: строительные конструкции, фермы, метод конечных элементов, фи-

зическая и геометрическая нелинейность, программные комплексы 
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Abstract. Objectives Modern building codes prescribe the calculation of building structures 

taking into account the nonlinearity of deformation. To achieve this goal, the task is to develop a 

methodology for calculating prestressed reinforced concrete beams, taking into account physical and 

geometric nonlinearity. Methods The methodology is based on nonlinear calculation algorithms im-

plemented and tested in the computation complex PRINS (a program for calculating engineering con-

structions) for other types of construction. As a tool for solving this problem, the finite element method 

is used. Non-linear calculation of constructions is carried out by the PRINS computational complex 

using the stepwise iterative method. In this case, an equation is constructed and solved at the loading 

step, using modified Lagrangian coordinates. Results The basic formulas necessary for both the for-

mation and the solution of a system of nonlinear algebraic equations by the stepwise iteration method 

are given, taking into account the loading, unloading and possible additional loading. A method for 

simulating prestressing is described by setting the temperature action on the reinforcement and stress-

ing steel rod. Different approaches to accounting for physical and geometric nonlinearity of rein-

forced concrete beam rods are considered. A calculation example of a flat beam is given, in which the 

behaviour of the beam is analysed at various stages of its loading up to destruction. Conclusion A 

program is developed for the calculation of flat and spatially reinforced concrete beams taking into 

account the nonlinearity of deformation. The program is adapted to the computational complex PRINS 

and as part of this complex is available to a wide range of engineering, scientific and technical spe-

cialists. 

Keywords: building constructions, beams, finite element method, physical and geometric non-

linearity, program complexes 

 

Введение. Проектирование предварительно напряженных железобетонных конструкций, 

в том числе и железобетонных ферм, в настоящее время ведется с использованием 

эмпирических и полуэмпирических формул [1]. Эти формулы не учитывают всех особенностей 

работы предварительно напряженных систем, связанных с нелинейностью деформирования, с 

нагружением, разгрузкой и возможным догружением (изменением направления 

деформирования) вследствие резкого перераспределения усилий при выходе из строя того или 

иного элемента. Рекомендации по учету нелинейности деформирования бетона и арматуры [2], 

которые приводятся в строительных нормах и правилах и приложениях к ним, носят условный 

характер. К тому же нормативные документы практически не содержат рекомендаций по учету 

геометрической нелинейности. Поэтому разработка методик расчета предварительно 

напряженных железобетонных конструкций с учетом физической и геометрической 

нелинейности является актуальной задачей. Предпосылкой для успешного решения этой задачи 

является общая теория расчета ферм, основы которой были заложены еще в XIX веке [3] и 

развиты затем в трудах отечественных и зарубежных ученых [4-11]. 
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Постановка задачи. Данная работа посвящена расчету предварительно напряженных 

железобетонных ферм с учетом нелинейности деформирования методом конечных элементов. 

В основу методики положены алгоритмы нелинейного расчета, реализованные и 

апробированные в вычислительном комплексе ПРИНС для других типов конструкций [12]. При 

этом использованы результаты, полученные авторами данной статьи ранее [13-15] и учтен 

отечественный [16-18] и зарубежный [19-23] опыт разработки нелинейных методик расчета 

шарнирно-стержневых систем. 

Методы исследования. Нелинейный расчет конструкций ведется в вычислительном 

комплексе ПРИНС шагово-итерационным методом. При этом на шаге нагружения составляется 

и решается уравнение, полученное в работе [12] с использованием модифицированных 

лагранжевых координат:                                                                        

                           
   

1 2
,NL NLK K K K u P

         (1)           

 где,    
1 2, ,NL NLК K K   

  матрицы жесткости нулевого, первого и второго порядков, 

соответственно;  К    матрицa начальных напряжений;     и u Р     векторы приращений 

узловых перемещений и нагрузок, соответственно. 

Матрицы  
1 2 и NL NLK K 

 
зависят от шаговых перемещений в первой и второй степени 

соответственно. Эта зависимость получена в работе [12] в явном виде. 

Матрица K , элементы которой определяются свойствами материала, также зависит от 

шаговых значений перемещений, но получить эту зависимость в явном виде не удается. 

Эту матрицу можно вычислить в начале шага с учетом физических свойств материала в 

рассматриваемый момент времени, и при тех же предпосылках в конце шага. 

Обозначим эти матрицы K0  и K1 , соответственно. Так как свойства материала на шаге 

нагружения изменяются, матрицу K  приближенно можно найти как полусумму  матриц K0  и 

K1 .  Таким образом,   0 1

1

2
K К К  . Представим матрицуK в виде:  

0 .K K K 
                                                           (2)

 

Из приведенного выше вытекает, что    0 0 1 0 1 0

1 1
.

2 2
К K К К К К К К         

С учетом формулы (2) уравнение (1) принимает вид: 

   
1 20 ,NL NLK К K K K u P

                                           (3)
 

Уравнение (3) решается в ВК ПРИНС итерационным способом дополнительной 

нагрузки, что равносильно применению модифицированного метода Ньютона-Рафсона. При 

этом уравнение (3) записывается в виде: 

       
1 2

( 1)( ) ( 1)

0 ,
ii i

NL NLj j jj j
K K u P К K K u

 
                                (4)

 

где j - номер шага нагружения, i- номер итерации на данном шаге. 

Напряжения в элементах на каждом шаге нагружения вычисляются по формуле: 

= ( +  ),х к х хЕ   
                                                          (5)

 

где Ек – касательный модуль материала стержня, х  и  -х  линейный и нелинейный компоненты 

относительного удлинения стержня, соответственно, определяемые по формулам: 
2 2 2

1
;    .

2
х х

u u v w

x x x x
 

         
          

                                                (6)

 

В формулах (6) u, v, w – перемещения точек стержня в направлении местных осей 

элемента m m mX Y Z  (см. рис.1). 
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Окончательные значения усилий и перемещений находятся суммированием результатов, 

получаемых на каждом шаге нагружения. 
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δ
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Рис.1. Местная (XmYmZm) и глобальная (XYZ) системы координат 

Fig.1. Local (XmYmZm) and global (XYZ) coordinate systems 

Диаграммы    в программе ПРИНС могут задаваться либо в аналитическом, либо в 

табличном виде.  

В настоящее время в программе ПРИНС при расчете железобетонных ферм реализованы 

два вида диаграмм для  бетона, и одна - для арматуры. Для бетона используется либо 

трехлинейная диаграмма, рекомендованная отечественными строительными нормами [2] и 

задаваемая в табличном виде, либо криволинейная, рекомендованная Европейским комитетом 

по бетону (ЕКБ) [24], и задаваемая в аналитическом виде. 

Криволинейные диаграммы для сжатого бетона рекомендуются и отечественными 

нормами [2]. Предварительное исследование, проведенное авторами, показало, что европейские 

и отечественные нормы дают хорошо совпадающие результаты. 

Однако нормы, рекомендованные ЕКБ, более удобны при использовании метода 

конечных элементов, так как они выражают напряжения в зависимости от деформаций, т.е. 

даются в виде функции ( )  , а не наоборот, как это рекомендуется отечественными нормами 

[2]. Для арматуры используется диаграмма Прандтля. 

Обсуждение результатов. Предложенная методика реализована в вычислительном 

комплексе ПРИНС. Для проверки разработанной методики рассчитана ферма, изображенная на 

рис.2. 

 

 

 

 

 

 

Рис.2. Расчетная схема фермы 

Fig.2. The calculation scheme of the farm 

Расчет проводился при следующих исходных данных.  

Длина панели d = 3 м, высота h = 3 м; размеры поперечного сечения для всех стержней 

20 20 см, схемы армирования стерней показаны на рис.3; бетон тяжелый класса В20, 

ненапрягаемая арматура класса А400, напрягаемая арматура класса К1400; ферма нагружалась 

сосредоточенными силами P=25 кН в узлах нижнего пояса.  

Нагрузка прикладывалась по шагам. На первом шаге осуществлялось предварительное 

напряжение заданием температурного воздействия на напрягаемую арматуру нижнего пояса. 
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Рис.3. Схемы армирования: а – нижний пояс,  б – верхний пояс, в - решетка 

Fig.3. Reinforcement diagrams: a - lower belt, b - upper belt, в - grating 

Эпюра напряжений в  бетоне на первом шаге  нагружения приведена на рис.4. На 

последующих шагах прикладывалась внешняя узловая нагрузка с множителем, значение 

которого принималось равным 0,05 для шагов со 2-го по 15-й, и равным 0,025 для остальных 

шагов. Цель расчета заключалась в определении предельной нагрузки для фермы и 

исследовании ее поведения в процессе нагружения.  

 
Рис.4. Предварительные напряжения  в бетоне, Кпа 

Fig.4. Preliminary stresses in concrete, KPA 

Разрушение фермы произошло на 18-м шаге при узловой нагрузке 0,775Р.  Приводим 

некоторые результаты расчета, позволяющие понять причины разрушения. 

На рис.5 приведена эпюра напряжений в бетоне на 17-м шаге нагружения, а на рис.6 – 

эпюра напряжений в ненапрягаемой арматуре на том же шаге. Из приведенных рисунков 

видно, что на 17-м шаге нагружения напряжения в бетоне стержней нижнего пояса и в 

центральной стойке становятся равными нулю вследствие растрескивания бетона, и при этом 

напряжения в арматуре центральной стойки достигают предела текучести. Следовательно, на 

17-м шаге ферма превращается в механизм, и ее дальнейшее нагружение становится 

невозможным. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.5. Напряжения в бетоне на 17-м шаге нагружения 

Fig.5. Stresses in concrete at the 17th step of loading 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.6. Напряжения в ненапрягаемой арматуре на 17-м шаге нагружения 

Fig.6. Stresses in non-tensioning reinforcement at the 17th step of loading 
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На рис.7 приведена эпюра суммарных значений усилий в стержнях на 17-м шаге  

нагружения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.7. Эпюра суммарных значений усилий в стержнях на 17-м шаге нагружения 

Fig.7. The diagram of the total values of the forces in the rods at the 17th step of loading 

Учитывая, что при автоматическом построении эпюр избежать наложения цифровых 

данных на графическом изображении не удается, результаты расчета выводятся также в виде 

таблиц. Для этого предварительно введя нумерацию элементов фермы, как показано на рис.8, 

представлен фрагмент таблицы с цифровыми значениями суммарных усилий на 17-м шаге 

нагружения на рис.9. 

 
Рис.8. Нумерация элементов фермы 

Fig.8. Numbering of farm elements 

 

 
 

Рис.9. Таблица числовых значений суммарных усилий в стержнях фермы 

Fig.9. Table of numerical values of total forces in the trusses of a truss 
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Чтобы убедиться в  достоверности полученных результатов, проверим равновесие 

отдельных узлов и фермы в целом с учетом деформаций фермы. Деформированное состояние 

фермы на 17-м шаге нагружения показано на рис.10, а нумерация узлов – на рис.11. 

 
Рис.10. Деформированное состояние на 17-м шаге нагружения 

(масштаб перемещений 1:1) 

Fig.10. Deformed state at the 17th step of loading 

(Displacement scale 1: 1) 

Резкий излом верхнего пояса на рис.11 объясняется тем, что при выходе из строя стойки 

№ 18 (рис.8) центральный  фрагмент фермы 8-9-11-10 ( рис.11) превращается в шарнирный 

четырехугольник, в котором становятся возможными перемещения узлов без деформации 

элементов. 

 
Рис.11. Нумерация узлов фермы 

Fig.11. Numbering of farm nodes 

Схема, приведенная на рис.10, дает общее представление о характере деформаций 

фермы. Числовые значения перемещений выводятся в табличном виде (рис.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.12. Перемещения узлов фермы на 17-м шаге нагружения 

Fig.12. The displacement of the nodes of the truss at the 17th step of loading 
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Из рисунка 10 деформированного состояния фермы вырежем узел 1 (рис.13)  и проверим 

его равновесие. Используя исходные данные и полученные результаты расчета, находим: 

sinα=0,2383,  cosα=0,9712,  sinβ=0,08453,  cosβ=0,9964.  

Проецируем усилия на ось y:  

1 2 1 3cosα cosβ 144 0,9712 141 0,9964 139,85 140,49 0,6424.y N N             

Относительная погрешность составляет 
0,645

100% 0,461%.
139,85

   

Проецируя усилия на ось z, находим реакцию V1: 

1 1 2 1 3sinα sinβ 144 0,2383 141 0,08453 46,23 кН.V N N          

Проделав аналогичные вычисления для узла 18, находим, что условие равновесия узла в 

виде суммы проекций на ось  удовлетворяется с погрешностью 0,385%, а вертикальная реакция 

в узле V18=44,62 кН.  

Суммарный параметр узловой нагрузки на 17-м шаге нагружения равняется 0,75. 

Проецируя узловые нагрузки и опорные реакции на ось z, находим: 

1 18 5 0,75 46,23 44,62 5 0,75 25 90,85 93,75 2,9 кН.V V P             

Погрешность составляет 
2,9

100% 3,09%.
93,75

   

Учитывая приближенный характер решения нелинейных уравнений равновесия, 

полученную точность следует признать вполне удовлетворительной. Отметим, что при учете 

геометрической нелинейности первоначально симметричная расчетная схема конструкции 

несколько искажается, что приводит и к искажению  симметрии в напряженно-

деформированном состоянии. 

 
Рис.13. Проверка равновесия узла 1 

Fig.13. Checking the balance of node 1 

Вывод. Предложенная в настоящей работе методика и составленная на ее основе 

программа для ЭВМ, реализованная в вычислительном комплексе ПРИНС, дают возможность 

детально анализировать процессы деформирования предварительно напряженных ферм под 

нагрузкой вплоть до их разрушения с учетом физической и геометрической нелинейности. 

Аналогичные подходы к расчету железобетонных ферм в отечественной расчетной практике до 

сих пор  не использовались. Программа ПРИНС доступна  широкому кругу специалистов и 

может быть полезна при расчете и проектировании железобетонных ферм. 
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