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1. Introduccién

La idea de riesgo, generalmente con connotacion negativa, es muy imporante en las companias
aseguradoras, las entidades financieras y en general en varias entidades publicas y privadas. En
estas entidades se deben crear estrategias de buen manejo del capital disponible para mitigar el
riesgo. Mi interés en este trabajo esta dirigido especificamente al riesgo actuarial; al estudio de
la incertidumbre que tienen las aseguradoras acerca de su capacidad de pago frente a sus obliga-
ciones, es decir, si en algin momento la compania no puede pagar el monto de las reclamaciones
de los asegurados.

La teoria del riesgo es basicamente el calculo de la variacion de las reservas de una aseguradora y
la estimacién de su probabilidad de ruina. Se desea pronosticar en que momento esta probabilidad
va a superar cierto umbral. Para llegar a este resultado se deben tener en cuenta pardmetros
tales como el capital inicial, las primas pagadas por los asegurados y el niimero y tamafno de los
reclamos de los mismos.

Sin embargo, la ruina no necesariamente se refiere exclusivamente a la incapacidad total de
pago por parte de la compania aseguradora, puede ser un término técnico para tomar alguna
decisién. Por ejemplo, si el capital asignado a una de las carteras ofrecidas a los clientes disminuye
sobrepasando un nivel determinado, la aseguradora activa su alerta y toma decisiones para
superar esta situacién y no significa que inmediatamente vaya a ir a la quiebra.

De manera general la forma en la que opera un seguro es la siguiente: Un grupo de personas que
reconocen que estan expuestas a sufrir un tipo de accidente, donde hayan pérdidas materiales e
incluso la pérdida de la vida, firman una poliza de seguro, donde se comprometen a pagar una
cantidad de dinero fija durante un periodo de tiempo fijo (prima) a una compania de seguro.
Esta compania se compromete a pagarle al asegurado en el momento en el que el siniestro ocurra.
Aunque no se sepa con certeza el nimero de personas que van a sufrir un accidente, ni el costo
total, la compania debe tener la capacidad suficiente para solventar los gastos individuales que
se presenten con las primas obtenidas anticipadamente de manera colectiva.

Es inevitable que surja la pregunta: Cual es la probabilidad de que una compania de seguros se
arruine?. Dado que el tiempo, el niimero y el monto de las reclamaciones son variables aleatorias
desconocidas, se han desarrollado modelos matematicos que buscan reflejar esta realidad de las
aseguradoras.

Aqui consideramos una generalizacién el modelo méds comun en aplicaciones reales, (el modelo
de Cramér-Lundberg, que es la versién en tiempo continuo de la teoria de la ruina). Esta gene-
ralizacién fue introducida por primera vez por Reinhard en 1984 y desarrollada en detalle por
Li y Lu en 2005 con 2 estados de la economia.

El objetivo es entender la intuicion y las matematicas del modelo generalizado de la teoria de
la ruina, expuesto por Li y Lu quienes se remiten a los célculos de la probabilida de ruina de
Reinhard. Teniendo en cuenta las definiciones, la media y la varianza del proceso telegrafico
con saltos encontradas en [2]. Luego simular el proceso de riesgo y finalmente con un ejemplo



calcular la probabilidad de ruina numéricamente. Todo el proceso se va a realizar teniendo en
cuenta reclamaciones con distribucién exponencial.

En la seccién 2 se presenta el modelo de la teoria de la ruina y su desarrollo matematico.En la
seccién 3 se introducen las aplicaciones numéricas, donde se calcula numéricamente la probabi-
lidad de ruina siguiendo las ecuaciones del modelo. En la seccién 4 se describen los resultados
obtenidos. Por tultimo en la seccién 5 se comentan las conclusiones y las limitaciones de los
resultados.

2. Teoria de la ruina usando un modelo con dependencia Mar-
koviana y las propiedades del proceso telegrafico

En esta seccién vamos a definir el proceso de riesgo markov-modulado, mostrar algunas de sus
propiedades y encontrar expresiones para el calculo de las probabilidades de ruina. Primero, mos-
traremos algunas definiciones necesarias para entender el modelo de riesgo markov-modulado.

2.1. Preliminares
2.1.1. Cadena de Markov en tiempo continuo

Definicién 1. Sea ¢ = {e(t)},~, una cadena de markov en tiempo continuo definida en (2,3, P)

tomando valores en el conjunto {0,1} y con generador infitesimal dado por:

(=X o
A= <)\1 _)\1> Ao > 0,1 > 0. (1)

A continuacién se presentan dos propiedades de la cadena de Markov € que van a ser usadas

Proposicién 1. La matriz de transicion de € esta dada por

—2Xt —2Xt
Pt = M = L (AT Aoe Ao(1 — e ) =0 @
2\ )\1(1 — 6_2)‘t) Ao + )\16_2>‘t -
donde 2\ = \g + A\1.
Demostracion. Ver [2] pag. 7. O

Sean {7,},; los tiempos de cambio del proceso e. La sucesién {7}, es una sucesién de
variables aleatorias positivas. Tomando 19 = 0 se puede probar lo siguiente.

Proposicién 2. La sucesion {m,}n>0 tiene incrementos {Tn11 — Tn}n>0 independientes que se
distribuyen exponencialmente de la siguiente forma:

P{rpt1 —7n >t]e(m) =i} =exp(—A\t), i€{0,1} (3)

Demostracion. Ver [2] pag. 8. O



Definicién 2. Sea N = {N;},, el proceso de Poisson, que cuenta el nimero de cambios de ¢,
es decir

Ny =Y 14 <hp Ny = 0. (4)

n>1

Donde {1, }n>1 son los tiempos de cambio de €. Este proceso de conteo es un proceso de Cadlag
(e.d., continuio por derecha y con limite por izquierda). Se denota como Ny_ el limite por iz-

quierda de Ng cuando s — t,s < t y como ANy = Ny — N;_ el valor del salto del proceso
N.

N
A
’ .
: .
—
To 7?1 T T3 T4 T=5 t

Figura 1. Simulacién del proceso N.

Noétese que el proceso N es un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad estocastica

e Fe>o-

Demostracion. Ver [2] pag. 23. O

2.1.2. Proceso telegrafico

Definicién 3. Usando la cadena de Markov {e(t)}+>0 definida anteriormente, vamos a consi-
derar el proceso X = {Xi}i>0 definido de la forma

t
Xt:/ Ce(s)dS, (5)
0

donde cg y ¢1 son dos numeros reales tales que co # ¢1. Sin pérdida de la generalidad, se puede
asumir que cy > c1. Bl proceso X es conocido como proceso telegraifico no homogeneo con estados
alternados (co, No) y (c1,A1).
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Figura 2. Simulacién del proceso X.

2.1.3. Proceso telegrafico con saltos

Definicién 4. Vamos a considerar el proceso de Poisson compuesto Q = {Q:}t>0 definido en
el mismo espacio de probabilidad (2,3, P)por

Ny
Qt = ZY;‘”,TM QO = 07 (6)
n=1

donde €, = €(1,—) es el valor del proceso de Markov e = {e(t)}+>0 justo antes del n-ésimo tiempo
de cambio 7,; N = {Nt}4>0 es el proceso de Poisson definido en (4) y {Yon}tn>1, {Yin}tn>1 son
dos sucesiones independientes de variables aleatoreas i.i.d., las cuales son independientes del
proceso N. Se define el proceso telegrdfico con saltos Z = {Z}1>0 como la suma

t Ny
Zi=Xi+Qi= [ cuodst Y Ve (7)
0 n=1
Z
Yo
70 T=1 'TIQ 7'=3 7—=4 T=5 t

Figura 3. Simulacién del proceso Z.

La dindmica del proceso telegrafico con saltos es la siguiente: Teniendo en cuenta el estado incial
e(0) = i € {0,1} de la cadena de Markov &, este proceso describe la posicién en el tiempo
t de una particula, que inicia en el tiempo ¢t = 0 desde el origen, y luego se mueve con una



velocidad constante ¢; durante el tiempo aleatorio 7q; el cual es distribuido exponencialmente
con parametro A;. En este primer tiempo de cambio la particula cambia su velocidad a ¢;_; y
da un salto de amplitud Y; ;. Luego, la particula continua su movimiento con velocidad c¢j—;
hasta el tiempo aleatorio 19, en donde 7 — 71 se distribuye exponencial con parametro A;_;. En
este segundo tiempo de cambio la particula cambia de nuevo su velocidad a ¢; y da un salto de
amplitud Yi_; 2 y asi sucesivamente. La particula continua con esta dindmica hasta el tiempo ¢.

2.2. El proceso de riesgo

Definicién 5. Vamos a suponer que el proceso de riesgo R = {R¢}+>0 es dado por

t N
Ry—u+ / cmds =S Voo n, (8)
0 n=1

donde u es una constante positiva, ¢ = {e(t) }+>0 es una cadena de Markov con estados {0,1} y
matriz de intensidades dada por (1), {fot Co(s)ds} es un proceso telegrdfico con cp,c1 > 0, N =
{Nt}i>0 es un proceso de Poisson con intensidad estocdstica {Ae(y)}t>0 ¥ {Yon}n>1, {Y1,n}n>1
son dos sucesiones independientes de variables aleatorias positivas i.i.d., con funciones de dis-
tribucion Fy(y), Fi(y) y funciones de densidad fo(y), f1(y), respectivamente.

La constante u representa el capital inicial (o reseva inicial) de la compania aseguradora,
f(f Ce(s)ds corresponde a la suma de las primas recibidas durante el intervalo de tiempo (0,1];
Y., n es el monto de la n-ésima reclamacion y el proceso de Poisson compuesto Zg;l Ye, n re-
presenta la suma de las reclamaciones recibidas en el intervalo (0,¢]. La variable aleatoria Ry
representa el balance més sencillo de ingresos menos egresos en tiempo continuo de una com-
pania aseguradora, dependiendo de los cambios de los estados de la economia, modelados por el
proceso € hasta el tiempo t.

Para propositos matematicos es més conveniente trabajar con el proceso de pérdida agregada
S = {S¢}+>0 definido por

t Ny
Sp=u—Ry = —/ Ce(s)ds + Y Ve, (9)
0

n=1

Las trayectorias del proceso S siempre comienzan en 0, en los intervalos donde las trayectorias
son continuas y decrecientes corresponden a periodos en donde no hay reclamaciones. Las dis-
continuidades indican que hubo una reclamacién, por eso son siempre saltos hacia arriba. La
siguiente figura muestra una trayectoria del proceso S y del proceso R.
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Figura 4. Simulacién del proceso Ry S.
Nétese que si fijamos el estado inicial £(0) = 4, i € {0,1} tenemos la siguiente igualdad en
distribucion
d —
Sp = —citlyery + | =i + Yin + Si—ry | Loy,

donde S es un proceso de pérdia agregada, independiente de S, que comienza en el estado opuesto
1—1.

Vamos a denotar por p;(z,t) a la funcién de densidad
PZ{St S dl‘}
dx ’

donde P;{-} = P{- | €(0) = i} denota la probabilidad condicionada al valor del estado inicial de
la cadena de Markov . La anterior definicién significa que para todo conjunto de Borel A se
tiene

pi(x,t) = 1=0,1,

/ pi(l‘,t)dl‘ = ]P’l{St € A} 1 =0,1
A



Proposicién 3. Las funciones de densidad p;(z,t) cumplen el siguiente sistema de ecuaciones

integrales
t 00
po(x,t) = e*/\ot(;(x + cot) + / / p1(z + cos —y,t — S)FO(dy))\Oei/\ost,
0 JO
t 00
po(z,t) = e*/\lt(S(:U—i-clt) +/ / po(z +c18 —y,t — S)Fl(dy))\lei/\lsds,
0 JO

donde 6(-) es la funcion delta de Dirac.

El sistema (10) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

15, 15, o0
O (2, 8) = 022 (2, £) = —Xopo(, 1) + Ao / iz — y,t) Fo(dy),
0

ot T
%(.«p t) — cl%(:c t) = —Aipi(a,t) + M /oopo(:z: — y,t)F1(dy)
8t ) 81,' b ) 0 ) )

con condiciones iniciales po(x,0) = pi(x,0) = 0(x).

Demostracion. Ver [2] pag. 48.

(11)

O]

Vamos a denotar por E;{-} = E{- | £(0) = i} la esperanza condicionada al valor del estado inicial

de la cadena de Markov e.

Proposicién 4. Las medias m;(t) = E;{S;} del proceso S son iguales a:
1 1— e—2>\t
mo(t) = ﬁ |:(/\1d() + )\odl)t + )\O(d() — dl) <>] ,

m(t) = % [(Aldo + hody)t— M (do — i) <12‘;>] ,

donde
no = / yFo(dy), m = / yFi(dy), do=—co+Xomo y di=—c1+ \m.
0 0

Demostracion. Ver [2] pag. 50.

Proposicién 5. Las varianzas vi(t) = Vari{S:} del proceso S son iguales a:

1

2
N [)\0)\1 ((63 + et + (eg — 61)%%@) + 2(1)\2¢2A(75)>

vo(t)

A

(Mo — )\1)d2
4)\2

d
+ Ao (()\oe% — Ale%)gm(t) + (Aoeo + A1e1) —texp(—2At)

+

or(texn(-200) )|



2
vi(t) = % [AO/\l ((63 +ef)t+ (eo — 61)%%(75) + zdvqﬁzx(t))

- A1 ((Aoe% —Aed)oa(t) + (Moeo + )\161)%5 exp(—2A\t)
_ 2
02 o0 -2 )|

donde on
d d 1—e"
d = do + di, €0=T0 "5y 1= 5 </>,\—T-

Demostracion. Ver [2] pag. 50. O

2.2.1. Condicién de ganancia neta

Para el caso del modelo clasico de Cramér-Lundberg, R; = u + ¢t — Zi\il Y%, si definimos la
variable aleatoria Zy = (7 — 7,—1) — Y%, k > 1. Esta variable la podemos interpretar como el
balance de la compaiiia aseguradora entre dos siniestros sucesivos. La esperanza de esta variable
es

E(Zy) = cE(1, — —1) — E(Yx)

()

Entonces, en la k—ésima reclamacién tenemos que

k

R = u—f—ZZk.
j=1

De modo que por la ley de los grandes nimeros

k
1 1
R TRER Y IR
- Y E B
= E(Z)

La ruina ocurre si E(Z;) < 0. Como la idea es que esto no ocurra la situacién ideal es E(Zj) > 0,
es decir
¢ — p\ > 0. (12)

Esta ecuacion se conoce como la condicién de ganancia neta. Esto significa que la entrada de
primas por unidad de tiempo ¢ es mayor que el total de los reclamos promedio por unidad de
tiempo pA.



En este modelo generalizado, Ry = u + fot Ce(s)ds — Zi\f;l Y., n (teniendo en cuenta dos estados
de la economia), la condicién es

201 (¢
d= <f—m> >0 (13)
Demostracion. Ver [4] pag. 254. O

2.3. Probabilidades de ruina

Es claro que el proceso R debe estar por encima de un nivel minimo, por simplicidad y sin
pérdida de la generalidad asumimos que ese nivel es igual a 0. De esta forma cuando R; < 0
para algun ¢ > 0 hay ruina.

Definicion 6. Se define el tiempo de ruina T como el primer momento en que hay ruina
T =imf{t>0: R, <0}
Utilizando este tiempo de ruina podemos definir la probabilidad de ruina como
Yi(u) =P{r <oo | Ry=u}, i=0,1. (14)

Noétese que 9;(u) depende de la reserva inicial u y del valor del estado inicial de la cadena de
Markov e.

Asi mismo se puede definir la probabilidad de no ruina como:
vi(u) =1—1;(u), i=0,1. (15)

2.4. CA&lculo de las probabilidades de no ruina

Reinhard (1984) [6] deriva el siguiente sistema de ecuaciones integro-diferenciales para las pro-
babilidades de no ruina ¢;(u), i =0, 1

d 2\ A w A
Do) = 20g0(w) — 22 [ ol DR - epr ),
U &) ¢o Jo €o (16)
d(pl 2)\1 )\1 w )\1
PoL iy = 221 A ~2)dF(2) — Lo (u).
m (u) o ©1(u) o /O o1(u — z)dF(z) . wo(u)
Integrando (16) obtenemos
A u A u A u
wo(u) = vo(0) + 20 / vo(z)dx — 20 / v1(x)dx + 0/ wo(u —2)(1 — Fy(z))dz,
o Jo €0 Jo €0 Jo
or(0) = 1(0)+ 2 [Cpr(o)de = 2 [C@rdo 4 2 [ 21 - A
c1 Jo c1 Jo C1 Jo

10



Tomando el limite cuando u tiende a co en (17) tenemos

A o [ X [
po(0) = 1— 220 _ 20 po(x)dz + 0/ ©1(w)dz,
Co co Jo co Jo (18)
A A [ A [
01(0) =1-— - — v1(x)dr + — wo(x)dx.
C1 C1 Jo c1 Jo

Ahora vamos a utilizar la transformada de Laplace para resolver el sistema de ecuaciones (17).
Sean ¢; y f; las transformadas de Laplace de ¢; y f; respectivamente, es decir,

i) = /0 T e u)du,  fi(s) = /0 T e u)du, i € {0, 1. (19)

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién (17) obtenemos

2\ Ao » . Ao ..
5= 20 2500 ule) + 2215 = 40l0),
Co Co Co
2\ Al » ) A1
5= 20 26 @1(6) + 2 () = 2 0)
C1 C1 C1
En forma matricial tenemos que
A(s)@(s) = ¢(0), (20)

donde
s — 20 4 20 fy(s) 2 Go(s) ©0(0)
A(s) = PV Coia | el =1 y #(0) = :
( o s =t ah)
La solucién del sistema (20) es dada por @(s) = A(s)"1¢(0). Sea

Q) = [s= 20+ 2fis)| [ 224 Ay (21)

co C1

de donde tenemos que det[A(s)] = Q(s) — %. Por lo tanto, obtenemos que

2o(0) [s = 224 2 fy ()| — o (0)2
Qs) — ot

21(0) [ — 22 4 22 fo(s)] — po(0)2
- Qs) — ot

Noétese que s = 0 es una raiz de la ecuacién det[A(s)] =0

Proposicién 6. La ecuacion carateristica det[A(s)] = 0 tiene exactamente una raiz real positiva
p.

Demostracion. Demostracién. Ver [4] pag. 526 O

11



2.4.1. Foérmulas para ¢p(0) y ¢1(0)
Como ¢g(s) v $1(s) son finitas para todo s con R(s) > 0y Q(p) = 2221 se tiene que ambos

coct
numeradores de (22) son 0 cuando s = p, es decir,

=¢1(0)—. (23)

“‘50(8) - Q(s) AoA1 ’
ot (24)
L (5= p) + 2(fols) = folp))]
p1(s) = SO
Qs) — e
Por otro lado, por la ecuacién (18) tenemos
A1 Ao Ao Ay M Ao7o
2 50(0) + 2201 (0) = 291 — - 25
a0 0) + 2201 (0) = 221 = 2y 4 2y - 20 (25)

Combinando las ecuaciones (23) y (25), obtenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 7. Para el modelo de riesgo dado por (8), con d > 0, la probabilidad de no ruina
cuando la resereva inicial es cero, u = 0, esta dada por:

A A A A
o) = =) Fa =5

p— 2l [1 - fl(p)}
0= p—2 [1 - fo(ﬂ)}

(26)

2.4.2. Férmulas explicitas para ¢p(u) y ¢1(u)

Ahora consideramos el caso en el que las transformadas de Laplace de las funciones de densidad
de las reclamaciones fy y f1 son funciones racionales:

folsy = B g < AL e (27)

pr(s)

donde pr—1(s) v qi—1(s) son polinémios de grado k — 1 y [ — 1 o menos, respectivamente, mien-

tras que pi(s) qi(s) son polindémios de grado k y [, con solo raices con parte real negativa y

satisfaciendo pr_1(0) = pr(0) y ¢1—1(0) = ¢;(0). Esta clase de distribuciones incluye, como casos
especiales, la distribucién exponencial, Erlang y la mixtura de estas.

12



Ejemplo 1. Tomamos el caso en el que la distribucion de las reclamaciones son exponenciales
con pardmetros ng =2 y np = %

foly) = 2exp(~2y),  fily) = 7 exp(~Y).
Sus transformadas de Laplace son de la forma
; 2 . 1
Jo(s) = JpL fi(s) = s—?—%

FEs decir

1 1
Pr-1(8) =2, prp(s)=s+2, q-i(s) = 1 q(s)=s+ T

Como podemos ver las transformadas de Laplace de las funciones de densidad de las reclama-
ciones son funciones racionales ya que el numerador de fo(s) y f1(s) es de un grado menor que

el de sus respectivos denominadores. Y sus cuatro raices son reales con parte negativa S = 0,
p=1955 r=181yr2=0,32.

Como resultado la ecuacién (24) puede ser transformada en una expresién racional multiplicando
ambos numeradores y denominadores por pg(s)gq(s):

20(0)(s = p)pi(s) {QZ(S) + 2 (@ [s, p] — Lt Pq s, p])}

#ols) = Pr(s)a(9)[Q(s) — 2222 | .

() = P1(0)(e — pha(s) {pe(s) + 2 picalov o] = el ) } (29)
P1(s) = r(8)q(s)[Q(s) — %] ,
_ Pr=1(8)=pPr—1(p)

donde pi_1[s, p] : — es un polinomio de grado k—2 en s; pi[s, pl, qi—1[s, p| ¥y @i[s, pl
tienen definiciones similares. Es claro que los numeradores de (28) y (29) ahora son polinomios
de grado k+ 1+ 1.

Por simplicidad, sea Dy 42(s) el comtin denominador de (28) y (29), los cuales son polinomios
de grado k + 1+ 2 con coeficiente de mayor potencia igual a 1. Luego la ecuacién Dy 42(s) = 0,
es decir,

20 Ao
(s — TO)Z)IC(S) + “

2)\1 )\1 :| . )\0)\1

pH(s)] [<s - 20 + 2o psa(s) =0 (30)

c1
tiene k + [ + 2 raices en el plano complejo, todas estas en pares conjugados. Notese que s =0y

s = p son dos de las raices, entonces

k+1

Diyit2(s) = s(s — P)H(S + 7).

Luego (28) y (29) pueden ser simplificados a

13



©0(0)pk(s) {Ql(s)-i- L(q-a[s, p] — 2 E[Ef)(ﬂ[&ﬂ])} ©0(0)gp41(s)

Po(s) = kil T ’
81;[1(8+Ti) sl;[l(s—i-ri)

C Oas) {pe(s) + 2 el ol = s D} (0)hgsa(s)

¢1(s) = Kt = Tk ’
sl;ll(s+ri) 31;[1(3—1—7“1-)

donde

ap

)
hia(s) = auls) {ms) +20 <pk_1[s, - p]’jk(lfj pk[s,p]) } |

Entonces si 7; con ¢ = 1,2, ...,k + [ son ntimeros distintos, obtenemos el siguiente teorema:

gr+1(8) = pr(s) {Ql(s) + 2\11 (QZ1[S, pl — a-1(p) q [&P]) } :
)

Proposicién 8. Para el modelo de riesgo dado por (8), con d > 0 y reclamos con distribuciones
que pertenecen a la familia racional, la probabilidad de no ruina esta dada por:

Jetl K+l
wo(u) = 1+ ¢o(0 ZGeXp —riu p1(u) =1+¢1(0 ZHGXP —riu (31)

donde ¢y (0), ¢©1(0) estan dados por (26), G; y H; son de la forma

= gkn(T) o =hga(=m) .
Gi=— . Hi=— L i=1,2,. k41 (32)
ri [T (rj—r) ri II (rj—m)
J=1.5#1 j=1,5#i

Es importante recalcar que si alguna de las r; viene en pares de complejos, la probabilidad de
no ruina deberd contener funciones trigonométricas.

3. Aplicaciones numéricas

3.1. Simulacion de los datos

Simulacién el proceso de ruina y de pérdida agregada en matlab.

1. %SIMULACION DEL PROCESO DE RUINA Y DE PERDIDA AGREGADA

2. clear all;

3. clc;

4. JPARAMETROS

5 = 20; % tiempo maximo de simulacion del proceso
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4a7.
48.

u = 8;

. cl

A

valor del capital inicial

c(2-1);
exprnd(1l/eta(2-1i));

auxc
auxsalto

end
tau(n+1) tau(n)+s;
Raux = R(n)+auxc*(tau(n+1l)-tau(n));
R(n+1) = Raux - auxsalto;
Saux = S(n)-auxc*(tau(n+l)-tau(n));
S(n+1) = Saux + auxsalto;
if tau (n+1) <= T
subplot(2,1,1)
hold omn
plot([tau(n) tau(n+1)], [R(n) Raux])
plot ([tau(n+1l) tau(n+1)], [Raux R(n+1)]
subplot(2,1,2)
hold on
plot([tau(n) tau(n+1)], [S(n) Saux])
plot ([tau(n+l) tau(n+1)], [Saux S(n+1)]
end

n n+1;

end
49. %GRAFICA HASTA T
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lambda0 = 1/8; % intensidad del proceso de Posisson (estado 0)
lambdal = 1/2; % intensidad del proceso de Posisson (estado 1)
cO = 1; % valor de la prima (estado 0)
= 0.5; % valor de la prima (estado 1)
. eta0 = 0.2; % intesidad de los saltos (estado 0). Distribucion Exponencial
. etal = 0.1; % intesidad de los saltos (estado 1). Distribucion Exponencial
i= 0;
. %VECTORES
. lambda = [lambdaO,lambdal]; % vector de intensidades del proceso de Posisson
c = [c0,c1]; % vector de valores de la prima
. eta = [etal,etall; % vector de intesidades de los saltos
tau = [0]; % vector de tiempos de cambio.
R = [u]; % valor del proceso de riesgo a derecha
S = [0]; % valor del proceso de perdida agregada a derecha
n=1;
. while tau(n)<=T
if mod (n,2) ==
s = exprnd(1/lambda(i+1));
auxc = c(i+1);
auxsalto = exprnd(1/eta(i+1));
else
s = exprnd(1/lambda(2-i));

R 7_.))

) ’_-))



50. k=length(tau);
51. tau(k)=T;
52. taus = linspace(tau(k-1),tau(k));

53. Raux = R(k-1) + auxc*(taus-tau(k-1));
54. Saux = S(k-1) + auxc*(taus-tau(k-1));
55. subplot(2,1,1)

56. hold on

57. plot(taus,Raux)

58. t=0:0.1:T;

59. Y=zeros(length(t),1);

60. plot(t,Y,’g-.’)

61. title({’R_t’},’FontSize’,11);
62. xlabel({’t’},’FontSize’,11);
63. subplot(2,1,2)

64. hold on

65. plot(taus,Saux)

66. Y = u*xones(length(t),1);

67. plot(t,Y,’g-.")

68. title({’S_t’},’FontSize’,11);
69. xlabel({’t’},’FontSize’,11);

Hasta la linea 21 del cédigo escribimos los pardametros e inicializamos los vectores. Desde la
linea 23 hasta la 31 creamos el vector de los tiempos de salto que se distribuyen exponencial
con pardmetro A y los saltos que en este caso también distribuyen exponencial, con parametro
7. En la linea 33 y 35 escribimos el proceso de ruina y pérdida agregada pero sin saltos (puntos
a la izquierda), en la 34 y 35 el proceso R y S incluyendo los tiempos de parada (puntos a la
derecha). Todo para 7 menores o iguales que el tiempo maximo de la simulacién del proceso.

Desde la linea 37 empezamos a graficar dividiendo en dos partes el proceso, la primera es cuando
Ry S van aumentando con una linea continua y la segunda cuando se da el salto con una linea
punteada. En la linea 50 aseguramos que la grafica termine hasta el tiempo T'.

Este codigo es el que simula la Figura 4.

4. Resultados

En esta seccién se muestran los resultados numéricos para el cdlculo de la probabilidad de no
ruina ¢o(u) y ¢1(u), dado por (31) y de ruina ¢y(u) y 1 (u), con un ejemplo donde asumimos
que ambas reclamaciones tiene distribucién exponencial con media 7y 71, respectivamente.

Sea fo(y) = 2exp(—2y) y fi(y) = %exp(—%). Sus transformadas de Laplace son de la forma
1

+
Asi mismo tenemos Ay = %, AL = % ye=2c =1

fols) = 325 v fi(s) = —Ir, es decir proi(s) = 2, pr(s) = s +2, q1(s) = § vy ails) = s + 1.
4
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Primero comprobamos la condicién de ganacia neta(13)

12 1\ 1/1
d=-(Z--|+=(5-4])=1 .
Q(é 2)+2<§ ) 550

Remplazando en la ecuacién det[A(s)] = Q(s) — % =0

Q)=+ (3s—14+— )1 (6s—54-2
%) =3\ s+2)6\° 4s+1)°

luego

1 1 \1 4 1
det[A = - 14+ —1 = — — =0
et[A(s)] 3(38 +S+2>6<68 8+45+1> 9 ;
= (352 + 55 — 1)(245% — 265 — 4) — 2(4s* + 95 +2) = 0,
= 725 + 425% — 19852 — 665 = 0,
es equivalente a

tenemos exactamente 4 raices, s =0, s = p=1,5585, s = —r; = —1,8184 y s = —re = —0,3234.

Ahora podemos encontrar

-%i)} ha(s) = <s+i> {(s+2)é<pi2>},

y (32) produce

Gy = —g2(=11) _ —0,1109, Go = —92(=ra2) _ 0,5742,

ri(re — 1) ro(r1 — r2)
—ho(— —ha(—
= ) gosor m, = 22072 g gs0r.
7‘1(7“2 — 7”1) 7"2(T1 - Tg)

Encontramos




2(1_8 2(1 _ L
S01(0) — 3 (1 ?1) + 3 (12 12) — 0,9361
§(1-7%)

Finalmente las probabilidades de no ruina ¢g(u) y ¢1(u) estan dadas por

wo(u) =1+ ¢(0) [Grezp(—riu) + Gaexp(—rau)],
o1(u) =14 p1(0) [Hiexp(—riu) + Hy exp(—rou)] .

Sin pérdida de la generalidad podemos asumir que el estado 1 de la economia es mejor que el
estado 0 y obtenemos

Probabilidades de no ruina
1 T T T T

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75 : : : :
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Probabilidades de ruina
0.25 T T T T

0.2

0.15

0.1

0.05

5. Conclusiones

El desarrollo matematico que parte de un sistema de ecuaciones integro-diferenciables nos per-
mite encontrar férmulas explicitas para la probabilidad de no ruina, cuando la distribucion de
las reclamaciones es exponencial y tenemos dos estados de la economia. Asi mismo las defin-
ciones, la media y la varianza del proceso telegrafico con saltos se pueden aplicar a el modelo
generalizado de la probabilidad de ruina.

Es importante recalcar que el modelo tiene dos restricciones importantes. La primera es la
limitacién a solo 2 estados de la economia, lo ideal es que el modelo matematico se puede extender
a n estados. La segunda es que la solucion del sistema de ecuaciones usando la transformada de
Laplace inicamente aplica para un grupo especifico y reducido de distribuciones.
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