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DIE NICHTAXIOMATISIERBARKEIT
DES UNENDLICHWERTIGEN PRADIKATENKALKULS VON
LUKASIEWICZ

BRUNO SCARPELLINI

In dieser Arbeit soll eine unendlichwertige Logik untersucht werden,
deren Aussagenkalkiil von Lukasiewicz und Tarski [3] erstmals diskutiert
wurde. Eine ausfiihrliche Darstellung des Pradikatenkalkiils findet man in
J. D. Rutledge [6] und B. Rosser [5]. Von A. Rose und Rosser wurde die
Vollstindigkeit des Aussagenkalkiils bewiesen [4]. Spiter wurde von
Rutledge die Vollstindigkeit des einstelligen Pradikatenkalkiils bewiesen,
und zwar mit algebraischen Methoden, den sogenannten MV-Algebras,
die von C. C. Chang [1] eingefiihrt worden sind. Hier soll bewiesen werden,
dass der volle unendlichwertige Pridikatenkalkiil nicht axiomatisierbar ist.
Genauer: es soll gezeigt werden, dass die Menge der wahren Formeln, d.h.
derjenigen Formeln, die immer den Wert Eins annehmen, nicht rekursiv
aufzdhlbar ist.

Beim Beweis ordnet man zuerst jeder Formel des zweiwertigen Kalkiils
eine solche des unendlichwertigen Kalkiils zu, so dass aus der Erfiillbarkeit
der ersten die Erfiillbarkeit grosser Null der Zweiten folgt und umgekehrt.
Ferner versucht man, zweien Individuen, die beziiglich des zweiwertigen
Kalkiils als verschieden betrachtet werden miissen, zwei verschieden Werte
des Intervalls [0, 1] zuzuordnen. Da eine unendliche beschrinkte Punkt-
menge mindestens einen Haufungspunkt besitzt, stellt sich heraus, dass
eine solche Zuordnung nur fiir einen endlichen Individuenbereich méglich
ist. Somit ldsst sich jeder Formel des zweiwertigen Kalkiils eine solche des
unendlichwertigen Kalkiils zuordnen, dass aus der endlichen Erfiillbarkeit
der Ersten die Erfiillbarkeit grosser Null der Zweiten folgt und umgekehrt.
Indem man benutzt, dass die Menge der Formeln des zweiwertigen Kalkiils,
die nicht im Endlichen erfiillbar sind, nicht rekursiv aufzihlbar ist, erhilt
man sofort die Aussage, dass die Menge der Formeln, die immer den Wert
Null annehmen, auch nicht rekursiv aufzéhlbar ist. Da die Negation einer
Formel, die identisch Null ist, eine solche ergibt, die immer identisch Eins
ist und umgekehrt, folgt, dass auch die Menge der wahren Formeln nicht
rekursiv aufzidhlbar ist.

Im Folgenden sollen zuerst die Formeln des unendlichwertigen Kalkiils
und ihre Interpretation kurz beschrieben werden.

Man hat eine abzdhlbare Liste Xpl, X;2, ... von Aussagenvariablen,
von einstelligen Pridikatenvariablen ¢,11, ¢,,12, ..., von zweistelligen
Pridikatenvariablen ¢,21, 6,422, ..., usw., von Individuenvariablen xi,
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160 BRUNO SCARPELLINI

%3, ... und undefinierte Terme:
Min Max min max 1 + — ) ( )

Man setzt fest:

(a) Eine Aussagenvariable ist eine Formel.

(b) Ist ¢ eine k-stellige Pridikatenvariable und sind 4, ..., ¢ Indivi-
duenvariablen, so ist ¢(#, ..., f) eine Formel.

(c) Sind 4 und B Formeln, so auch min (1,1 — 4 4+ B) und (1 — 4).

(d) Ist A eine Formel, und x eine Individuenvariable, so sind auch
(Mm A) und (Max A) Formeln.

Bezughche der Quantoren Min und Max kann man wieder zwischen freiem
und gebundenem Auftreten einer Individuenvariablen unterscheiden, und
aus der Menge der oben definierten Formeln speziell die Teilmenge derjeni-
gen betrachten, in denen eine Individuenvariable nur frei oder nur gebunden
vorkommt. Hier sollen ausschliesslich Formeln betrachtet werden, die
dieser letzten Teilmenge angehdren (was keine Einschrinkung bedeutet).

Nun seien ¢1, ..., @4, ..., @p j&e m1, ..., %, ..., ny-stellige Priadikaten-
variablen, Y73, ..., Y, Aussagenvariablen. B sei eine Menge von Individuen,
ein Individuenbereich. f1, ..., fs, ..., fp seien n1, ..., 7, ..., npstellige
Funktionen, die auf ganz B definiert sind und Werte aus [0, 1] annehmen.
&1, ..., & sollen Zahlen aus [0, 1] sein.

Jetzt betrachten wir diejenigen Formeln A, die nur Pridikatenvariablen
aus der Reihe ¢y, ..., ¢4, ..., p und Aussagenvariablen aus der Reihe
Y1, ..., Y, enthalten. Jeder solchen Formel 4 und jeder Wahl von Indivi-
duen B, ..., B¢ fiir ihre freien Individuenvariablen #, ..., # ordnen wir
eine Zahl aus [0, 1] zu. Diese Zuordnung geschieht durch Induktion.

Ist A eine Aussagenvariable Yy, so sei der Wert von A4 gleich &;.

Ist A von der Form ¢q(f1, ..., t;), und wurde der Individuenvariablen
t; das Element f; zugeordnet, so sei der Wert von 4 gleich fi(B1, ..., Bi)-

Ist A von der Form | — C, und ist ¢ der Wert von C, so sei der Wert
von A die Zahl 1 — c.

Ist A von der Form min (1,1 — C + D), ist ¢ der Wert von C, 4 der
Wert von D, so sei der Wert von A die kleinere der beiden Zahlen 1,
1 —c+d.

Ist 4 von der Form (Max C(x)) (bezw. (Mm C(x))), so sei der Wert von

A gleich limsup C(8) (bezw hmmf c). Eme Formel heisst identisch

)
Null, wenn jede Bewertung ihr den Wert Null erteilt. Im Folgenden soll
gezeigt werden, dass die Menge der Formeln identisch Null nicht rekursiv

aufzihlbar ist.
Aussagenformeln sind solche, die keine Quantoren und Pridikatenvariab-
len enthalten. Es lisst sich zeigen [4], dass zu den Funktionen

min (x, ¥), max (¥, ¥), min (1, 2x), max (x — ¥, 0)
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DER UNENDLICHWERTIGE PRADIKATENKALKUL VON LUKASIEWICZ 161

Aussagenformeln existieren, welche interpretiert eben diese Funktionen
ergeben. Diese Aussagenformeln bezeichnen wir der Reihe nach mit
(XAY), XvY), E(X), (X ~Y).

Da im Folgenden der gewdhnliche, zweiwertige Priadikatenkalkiil eine
gewisse Rolle spielen wird, sollen seine Aussagenvariablen und Pridikaten-
variablen einen untern Index 2 erhalten, um sie von den entsprechenden
Variablen des unendlichwertigen Kalkiils zu unterscheiden. Die Indivi-
duenvariablen sollen in beiden Kalkiilen die gleichen sein, da sie im Fol-
genden iiber den gleichen Individuenbereich laufen werden. Dagegen sollen
auch Bezeichnungen von Formeln durch Indizes 2 bzw. m charakterisiert
werden; z.B. ist F2 die Bezeichnung einer Formel des zweiwertigen Kalkiils,
Fy, die Bezeichnung einer Formel des unendlichwertigen Kalkiils.

Nun seien die Pridikatenvariablen des zweiwertigen Kalkiils nach be-
kannter Art abgezdhlt, und die gleiche Art der Abzihlung wihlen wir
auch fiir die Pradikatenvariablen des unendlichwertigen Kalkiils (Aussagen-
variablen sollen als nullstellige Pridikatenvariablen betrachtet werden).
Ist dann @o* die A-te Priadikatenvariable der ersten Liste, und hat g% die
Stellenzahl ng, so hat auch die k-te Pridikatenvariable der zweiten Liste
die Stellenzahl ny.

Schliesslich seien auch die Individuenvariablen, die ja fiir beide Kalkiile
die gleichen sind, abgezihlt.

Jetzt soll jeder Formel des zweiwertigen Kalkiils auf eine noch zu be-
schreibende Art eine Formel des unendlichwertigen Kalkiils zugeordnet
werden, Diese Zuordnung wird durch Rekursion definiert.

Sei Fa(pe*, ..., p2%) eine Formel des zweiwertigen Kalkiils. ga® sei
diejenige Pridikatenvariable, welche in der oben angegebenen Nummerie-
rung die Nummer «; erhdlt. Dann sei dem @o* die Pradikatenvariable
om* zugeordnet, d.h. diejenige Prddikatenvariable des unendlichwertigen
Kalkiils, welche auch die Nummer «; hat. x sei eine in Fa auftretende
Individuenvariable. Diese sei sich selbst zugeordnet (es sei bemerkt, dass
die Individuenvariablen in beiden Kalkiilen dieselben sind). Ay, sei die
erste nullstellige Prddikatenvariable, welche in der Reihe gp*, ..., pp%
nicht vorkommt.

Ist dann 43 eine Formel, die als Bestandteil von Fy auftritt, und ist fiir
Ag die Zuordnung schon definiert, nimlich 4,,, so soll dem =432 die Formel
E(Am) ~ Ap zugeordnet werden.

Ist ferner dem By das By, zugeordnet, so soll dem Aa A By das Ap A By,
zugeordnet werden, dem Agv Bz das A, v By (-, A, v sollen im zwei-
wertigen wie iiblich als Negation, Konjunktion und Disjunktion gedeutet
werden).

Enthilt 42 die freie Individuenvariable x, so soll dem (Ex)A4 2 das Max Anm
zugeordnet worden, dem (x)A4g2 das M1n Amp.
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Damit ist jedem Fj eindeutig und effektiv ein Fp, zugeordnet.

Jetzt sollen zwei Hilfsformeln angegeben werden, die nachher gebraucht
werden. Sei wieder Fa(pa*, ..., pa%) eine Formel des zweiwertigen Kalkiils
und Fp(em®, ..., m*, Ay) die nach dem obigen Verfahren zugeordnete
des unendlichwertigen Kalkiils. Sei # die Stellenzahl von ¢p%. Dann bilden
wir den Ausdruck

Min ... Min {gm%(x1, ..., 2n) A (E(Am) = pm™(%1, ..., Za)) A
- A (@n 1 ) ) = Am) v (A = @mo(1, . ., Za)).
Fiir diesen fithren wir die Abkiirzung A(gm*, A) und bilden die Formel
Amn (1 — E(Am)) A Agm®, Am) A ... A Apm®s, Ag).

Dies ist die erste der beiden Hilfsformeln und sie sei abgekiirzt mit
K (@m, Am) bezeichnet. Es sei noch kurz auf einen Umstand aufmerksam
gemacht. Eigentlich miisste man zwischen ((Am A Bm)A Cp) und
(Am A (Bm A Ci)) unterscheiden. Wie leicht zu sehen, stimmen aber bei
jeder Bewertung die Zahlwerte der beiden Formeln iiberein, weshalb die
Klammern in solchen Fillen weggelassen werden sollen.

Nun sei noch die zweite Hilfsformel angegeben.

Um zu dieser zu gelangen, brauchen wir den Ausdruck

(X AY) v ((E(Am) = X) A (E(Am) + Y)),

fiir den wir die Abkiirzung X « Y einfithren. Jetzt bilden wir die Formel

Min. . . Min {{(pn*(x, %2, ..., ¥n) * Pu™(y, X2, ..., Xn))
Ts Tn
A (pm*(%2, %, %3, . . ., Xn) * Pm*(%2, Y, X3, . . ., %p))
A (pmi(x2, X3, .. ., %n, X) » gm™i(%2, %3, .. ., %n, ¥))},

und diese sei mit Dy(pn®, %, ¥, Am) abgekiirzt. Nun sei J#,, die erste
einstellige Pridikatenvariable, die nicht unter den gm*, ..., gu® vor-
kommt. Indem wir die Abkiirzung

|€m(x) = Hm(y)|

fir
(Hm(x) =~ Hm(y) v (Fm(y) = Hm(x))

einfithren, bilden wir die Formel

Min Min {((Dm(¢ma1, X, Y, Am) AL A Dm(‘Pm““; XY Am)) = Am)
2 v
v [#m(x) ~ Km(y)]}

die wir mit Hp(pm, Am, #m) bezeichnen. Dies ist die zweite Hilfsformel.
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DER UNENDLICHWERTIGE PRADIKATENKALKUL VON EUKASIEWICZ 163

Nach diesen formalen Vorbereitungen soll jetzt der Zweck dieser Defini-
tionen geklirt werden. Zuerst sei K,,(pm, Am) betrachtet.

Es sei B, fm!, ....fm% ..., fm*, Am eine Bewertung derart, dass
Km(fm, Am) = 6 > 0 ist. Aus der Definition von Kp(pm, Am) folgt

min (A, 1 — min (1, 24m), Alfm?, Am), - - ., Alfmk, Am)) =8 > O,

also
Im=8>0,

1 — min(l, 24m) =6 > 0,
A(fml, Am) = 6 > 0,

A(fm*, Am) = 6 > 0.
Aus der zweiten Ungleichung ergibt sich
0<im < 2m <Ll
Ferner gilt, auf Grund der Definition von A(fut, Ay), fiir alle 4

liminf min (fmf(x1, . ., %n)s 2m = fb(®1, - . -, %n),
L1y e0e9 Tn

ma.x(fm,‘(xl, ey xn) - Z.m, }um = fim(xl, ceey xn))) g 6 > 0.

D.h., fiir alle n-tupel von Elementen gy, ..., 8, aus B liegt der Wert
von fut(B1, ..., Bn) in einem der beiden Intervalle

It [6, dm — 61, Ia: [Am + 6, 2Am — 9]

(man sieht sofort, dass 6 den Ungleichungen A, =24, 1 — 24, =4,
1 = 6 geniigen muss). Hat man umgekehrt die f, so gewihlt, dass ihre
Werte in zwei Intervallen [4, Ay — 8], [0 + Am, 24, — 8] liegen, wobei
Im=28>0, 1 — 24y 26, 0< A < 20 < 1 ist, so ist

Kun(fm, m) = 6 > 0.

Hier sei eine Bezeichnung eingefithrt, die im Folgenden niitzlich sein
wird. Fa(pa*, ..., p2%) sei eine Formel des zweiwertigen Kalkiils,
Fup(pm™, ..., om*, Ap) sei die zugeordnete des unendlichwertigen Kal-
kiils, Wir sagen von einer Formel F,,’, sie sei Bild von Fas, wenn sie aus
Fulem®, ..., pm*, Ap) durch Ersetzen von Ay durch Ay’ hervorgegangen
ist, wobei Ay’ eine Aussagenvariable ist, die nicht in der Reihe g%, ...,
@m* vorkommt. Ist z.B. F3 von der Form Az A By, so ist Fy, von der Form
Am A By, wobei Ap, Bild ist von Ag, By, Bild von Bs. Es gilt der:

HiLrssatz. Sei Fyp' Bild von Fe und B, ful, ..., fal, ..., fu¥, Am eine
Bewertung von Fy,’, so dass Ku(fm, Am) = 6 > O ist. Dann liegt der Wert
von F,’ in einem der beiden Intervalle

Ii: [6,A— 8], Is:[A46,20— 8]
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164 BRUNO SCARPELLINI

Beweis. Wir wenden Induktion an. Fir Formeln der Form gn%(x1,
..., %) ist der Satz richtig, wie aus Km(fm, Am) = 8 > 0 und den voran-
gehenden Ausfiihrungen folgt. Jetzt hat man Fallunterscheidungen zu
machen.

(a) Fgist von der Form Aj A Bp. Dann ist Fp," von der Form 4,,’ A By,
wo Ap’ Bild von A; ist, By’ Bild von Ba. Auf A, und By’ trifft der Satz
aber nach Voraussetzung zu, d.h. der Wert @ von A,’ liegt in I; U Iy,
desgleichen der Wert b von Bp’. Der Wert von A,’ A By’ ist aber gleich
min(a, b), d.h. wieder eine Zahl aus I U Is.

(b) Fgaist von der Form 43 v By. Dann schliesst man gleich wie unter (a).

(c) Fgist von der Form —42. Dann ist Fy; von der Form E(Ap') =~ Ay'.
Auf A,/ trifft der Satz aber zu, d.h. der Wert 2 von Ay’ liegt in Iy U I,
Der Wert von Fp,’ ist aber gleich 24, — @, d.h. wieder in I} U I3.

(d) Fgist von der Form (Ex)A3(x), also Fp' von der Form Max An'(x),

z

wobei Ap'(x) Bild von Az(x) ist. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung
folgt, dass fiir jedes Individuum g aus B der Wert ag von 44,’(8) in I oder Iy
liegt. Da aber I; ind I abgeschlossene Intervalle sind, folgt, dass auch der
Wert limsup ag von Max Ay/(x) wieder in I U I3 liegt.

B z

(e) Fg ist von der Form (x)Ag(x). Dann schliesst man wieder wie unter
(d), womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Jetzt beweisen wir;

Satz 1. Sei Fy,' Bild von Fo und B, fnl, ..., fad, - .., Im¥, Am eine Be-
wertung von Fy’, so dass Kuy(fm, Am) = 6 > O ist.

Setzt man

f24B, ..., Ba) = wahr =1t fir fut(By, ..., Bn) e I2,
fet(B1, . .., Bu) = falsch = | fiir fnf(B1, ..., Bu) € 11,

so folgt

Fa(fel, ..., fo¥) =t wenn Fu'(fm?!, ..., fu¥, Am) € I3,
Fo(fal, ..., fo¥) = | wenn Fp'(fml, ..., fm¥, Am) € I1.

Bewels. Man wendet wieder Induktion an. Fiir Formeln der Form
@a%(x1, ..., xy) ist der Satz offenbar richtig. Jetzt hat man wieder Fall-
unterscheidungen vorzunehmen,. '

(a) Fgist von der Form A3 A By. Dann ist Fp," von der Form Ay’ A By,
wo A, Bild von Ag ist, By’ Bild von Ba. Sei etwa der Wert ¢ von Fp’
in Is. Dann gilt fiir den Wert @ von A4, und den Wert b von By':
min (a, b) € I3, also @ € I3 und b € I2. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung
ist der Satz aber richtig fiir 42 und fiir Bg, d.h. As(f2, ..., fo¥) =t und
Bj(fel, ..., fo¥) = t, somit Fa(fal, ..., fo¥) = t, womit der Satz fiir diesen
Fall bewiesen ist. Analog schliesst man im Fall Fop'(fml, ..., fm*, in) € I1.
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(b) Fgist von der Form Ay v Bs. Dann schliesst man gleich wie unter (a).

(c) Fgist von der Form —Ag. Dann ist Fy,' von der Form E(An') = Ap'.
Sei ¢ der Wert von Fp,’, und sei ¢ € I3. Fiir den Wert a von A4, folgt dann
20m —aely, dh. ael;. Dann ist aber Aa(fel,..., [e¥) =1{, also
Fs(fal, ..., fo*) = t, womit der Satz fiir diesen Fall bewiesen ist. Analog
schliesst man im Fall Fp'(fnl, ..., fm*, Am) € I1.

(d) Fgseivonder Form (Ex)Az(x). Dannist Fy,' von der Form Max 4., (),

. T
wobel A,,'(x) Bild von Aa(x) ist. Sei der Wert ¢ von F,' in Ia. Dies ist
gleichbedeutend mit limsup ag e I3, wo ag der Wert von A4,’(8) ist. Da
8

Iy und I, zwei disjunkte, abgeschlossene Intervalle sind, folgt, dass fiir
mindestens ein fo der Wert ag, in I liegen muss. Auf Grund der Induktions-
voraussetzung folgt dann aber A3(fo) = t, d.h. (Ex)A2(x) erhidlt den Wert
Wahr, womit der Satz fiir diesen Fall bewiesen ist. Analog schliesst man
im Fall c eIy |

(e) Fgist von der Form (x)A2(x). Dann schliesst man gleich wie unter (d),
womit der Satz bewiesen ist.

Aus diesem Satz folgt jetzt leicht:

Satz 2. Fa(pe®, ..., p2%) ist genau dann erfiillbar, wenn

(Fm((Pma‘» <oy PO, Am) = Am) A Km(q?m, Am)

erfiillbar grosser Null ist.
BEWEIS. (a) Sei B, fm}, ..., fml, ..., fm*, Am eine Bewertung derart, dass

min{Fp(fml, - - -, fm®, Am) = Am, Km(fm» Am)} =6 >0

ist. Dann ist speziell Ku(fm, Am) = 6 > 0, d.h. die Voraussetzung von
Satz 1 ist erfiillt. Dann liegt der Wert von Fy, in einem der beiden Inter-
valle Iy: [8, Am — 6], I3: [Am + 0, 24 — J]. Auf die in Satz' 1 angegebene
Art gewinnt man eine Bewertung von Fj. Diese Bewertung ist so, dass
aus Fp(fm, Am) € I3 folgt Fa(f2) = t, aus Fm(fm, Am) € I1 hingegen Fs(fs) =f.
Da aber auch Fu(fm, Am) = Am =8 > 0 ist, folgt Fp(fm, im) € 2, d.h.
Fs(fs) = t, womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

(b) Wenn Fg erfiillbar ist, und etwa B, fol, ..., fof, ..., foF ein Er-
fillungssystem ist, d.h. Fa(fsl, ..., fo¥) = t, so setze man

fmt(B1, ..., Bn) =} wenn fo!(B1, ..., Ba) =1,
Imt(B1, ..., Bn) = % wenn fo!(B1, ..., Bn) =T,

und An = §.
Dann zeigt man leicht mit Induktion Fp(fnl, ..., fu*, 2) =2 und
Kwn(fm, Am) = }. Also hat mit dieser Bewertung die Formel

(Fm{om®, ..., om®*, Am) = Am) A Kp(pm, Am)

den Wert }, womit der Satz vollstindig bewiesen ist.
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Jetzt soll noch die zweite Hilfssformel, Hy(pm, Am, #m), genauer unter-
sucht werden. Seien X, und Y., zwei Aussagenvariablen, die von A,
verschieden sind. X, « Y, ist dann also die Formel

(Xm A Ym) v (E(Am) + Xm) A (E(Am) = Ym))
d.h. X, » Yy, ist nichts anderes als Bild der Formel
(X2 A Ys)v (X3 A YY)

des zweiwertigen Kalkiils, fiir die man oft die Abkiirzung X3 = Y, ein-
filhrt. Sei jetzt &, &s, Ay eine Bewertung der Formel Xy « Y, und sei
Kn(é, An) =6 > 0. D.h. &, & sind zwei Zahlen aus [0, 1], die durch die
Forderung Kp(é, An) = 6 > 0 auf die zwei Intervalle Iy: [8, A, — 4],
Iy: [Am + 8, 24 — 8] beschrinkt sind.

Durch diese Bewertung erhilt die Formel X,, » Y, den Wert

max{min (§1, §2), min (24m ~ &1, 24m =~ &2)}.

Man sieht sofort, dieser Wert liegt genau dann in I3, wenn die beiden
Zahlen £&; und &z aus dem gleichen Intervall stammen, d.h. zugleich
1€} und &2e€l; oder zugleich &1 eIy und &3elz. Sei jetzt wieder
B, ful, ..., fut, ..., fm* eine Bewertung der Formel Fp(gm®, . . ., pn®, Am),
die der Formel Fa(pe*, ..., p2%) zugeordnet ist. Ferner sei Kp(fm, Am) =
8 > 0. Die Individuen von B teilen wir in Aquivalenzklassen. Wir sagen,
o sei dquivalent B, wenn fiir alle Indizes 4, » und alle Elemente

B1, ..., Br, Bre2, ..., Br aus B stets
fmi(ﬁl; ""ﬂf’ a, ﬂ"+2’ . "’ﬂn) *fmt(ﬂl’ "':ﬂﬁﬂ’ﬁr'i'zv ...,ﬂn)ilg

gilt, wo n die Stellenzahl von ge* (und somit von f,f) ist. Offenbar ist «
dquivalent 8 genau dann, wenn

min{Dp(fmt, &, B, Am), ..., Dn(fm*, «, , Am)} € I2

ist. Definiert man wieder, wie oben angegeben, die Pridikate f3* wie folgt,

f24(B1, ..., Bn) =t wenn fut(B1, ..., Bn) €Iz,
ft(B1, ..., Ba) = | wenn fpt(B1, ..., Ba) €I,

so sieht man, dass dquivalente Elemente solche sind, die beziiglich der
Priadikate f; miteinander identifiziert werden konnen, d.h. als gleich
betrachtet werden konnen.

Nun konnen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 3. Aus Hp(fm, Am, hm) > O folgt, dass es nur endlich viele Aqui-
valenzklassen gibt. '

BEwEels. Wir nehmen an, das Gegenteil sei der Fall. D.h. es gibt ein
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e >0, so dass Hw(fm, Am, hm) = € ist. D.h.
Min{max ((min (Dm(fm}, %, ¥, Am), . . ., Dm(fm*, %, y, Am)) ~ Am),
’ (%) = Bm(9))} = e

WO hp(x) die Funktion ist, die fiir 4, eingesetzt wird.
Fiir alle Elemente «, f aus B gilt also

max {(min (Dp(fml, &, B, Am), . - ., Dm(fm*, &, B, Am)) = Am),
[hm(x) = Bm(B)[} 2 &.

Zwei Elemente «, f sind aber genau dann nichtiquivalent, wenn der
Wert von

min (Dm(fmly a, ﬂ: M)’ te D‘m(f‘mk: a, /3’ }‘m))

in Iy liegt, d.h. wenn der Wert von
min (Dm(fmt, &, B, Am), - - ., Dm(fm, &, B, Am)) = Am -
gleich O ist. Dann muss aber
im(@) = hm(B)] = &
sein, und dies ist gleichbedeutend mit

em(a) — hm(B)| 2 e.

Sei jetzt fi1, ..., s ... eine abzdhlbare Menge von nichtdquivalenten
Individuen. Dann gilt fiir alle ¢ 5~ £

[rm(Bs) — hm(Br)| = «.

Dies fiihrt aber sofort zum Widerspruch mit der Tatsache, dass eine un-
endliche, beschrinkte Punktmenge einen Haufungspunkt hat. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Daraus ergibt sich jetzt leicht:

Satz 4. Fa(pe™, ..., p2%) ist genau dann erfiillbar in einem endlichen
Individuenbereich, wenn

(Fmlpm™, ..., ¢m®, Am) = Am) A Kn(@m, Am) A Hn(pm, Am, #m)

erfiillbar grosser Null ist.

Bewszis. (a) Wir beweisen zuerst: ist (Fp = Ay) A Ky A Hyy, erfilllbar
grosser Null, so ist Fy erfiillbar im Endlichen.

Sei also B, fnl, ..., fm*, Am, b, ein Bewertungssystem, so dass

min{(Fm(ful, . .., fm®, dm) = Am), Kn(fm> Am), Hm(fms A, Bm)} = 6 >0

ist. Dann ist speziell min((Fm(fm, Am) = Am), Km(fm, Am)) = 6 > 0. Auf
Grund von Satz 2 gewinnt man dann aber fiir Fy ein Erfiillungssystem,
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indem man fiir die g2 die Pridikate faf einsetzt, die ja wie folgt definiert
sind:

f24(B1, ... Bu) =1t wenn fut(B, ..., Bn) € I3,
fa4(B1, ..., Bn) = wenn fut(B1, ..., Bu) €1y,

wobei 1, B2, ..., Bn Individuen aus B sind und I, I: die Intervalle
(6, Am — 8] bzw. [Am + 6, 24m — 6]. Wegen Kmnu(fm, 4m) =6 >0 und
Hu(fm, Ym, hm) = 6 > 0 folgt aus Satz 3, dass es nur endlich viele Aqui-
valenzklassen gibt. Da fiir das Erfiillungssystem von Fz Elemente aus
gleicher Aquivalenzklasse einander gleichgesetzt werden kénnen, bedeutet
das, dass Fs in einem endlichen Individuenbereich erfiillbar ist.

(b) Sei Fg in einem endlichen Individuenbereich erfiillbar und N sei
die Zahl der Individuen. Wir setzen

fmt(B1, ..., Bn) = § wenn fo}(By, ..., Bn) =,
fmt(B1, ... Bn) =% wenn fof(B1, ..., Bn) =T

Sind By, B2, . ..; v die Individuen von B, so sei ferner hp(8) = _5;7 und

im = §. Wie leicht ersichtlich, ist dann der Wert von (Fp = Am) A Kp
gleich 1. Ferner seien « und g zwei Elemente aus B. Sind « und § dqui-
valent, so hat der Ausdruck

max {(min (D (fm!, . B, 2), - . ., Dm(fm¥, @, 8. 8)) = &), [hm(x) — hm(B)}

den Wert %, weil das erste Argument den Wert } hat. Sind hingegen «
und g nichtdquivalent, so ist der Wert des ersten Argumentes Null, wihrend

1
der Wert des zweiten Argumentes = N ist. Also gilt

1

liminf max {(min (D (fm', .7, §), - --) = 8), m(%) = Im(y)} = ===,

z, Y

1
d.h. min (Fp =~ ¢, Ky, Hn) = N womit der Satz bewiesen ist.

Schliesslich bendtigen wir noch einen Satz, dessen Beweis hier nur
skizziert werden soll, da er sich unmittelbar aus bekannten Tatsachen
ergibt.

Satz 5. Die Menge der Formeln des zweiwertigen Pridikatenkalkiils,
die nicht im Endlichen erfiillbar sind, ist nicht rekursiv aufzidhlbar.

Beweis. Die Menge der Formeln, die im Endlichen erfiillbar sind, ist
nicht rekursiv, wie bekannt [7]. Andererseits ist sie rekursiv aufzdhlbar,
wie leicht zu sehen. Dann ist die Komplementirmenge, d.h. die Menge der
Formeln, die nicht im Endlichen erfiillbar sind, nicht rekursiv aufzdhlbar
da sonst nach einem bekannten Satz [2] beide Mengen schon rekursiv wiren,
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Sei jetzt eine geeignete Godelnummerierung der Formeln des zweiwertigen
Kalkiils eingefiihrt, desgleichen eine Godelnummerierung der Formeln des
unendlichwertigen Kalkiils. Nun sei Fa(pa*, ..., p2%) eine Formel des
zweiwertigen Kalkiils und @ ihre Godelnummer. Dann gibt es, wie leicht
zu sehen, aber umstdndlich zu beweisen, eine rekursive Funktion m(x),
deren Wert m(a) die Godelnummer der Formel

(Fm(‘Pm“', oy P, Am) = Am) A Km(‘Pm, Am) A Hm(q?m, Am, t#m)

ist. Jetzt folgt sofort:

Sa1z 6. Die Menge der Formeln des unendlichwertigen Kalkiils, die
identisch Null sind, ist nicht rekursiv aufzihlbar.

Bewels. Wir nehmen an, das Gegenteil sei der Fall. Dann existiert ein
rekursives Pridikat S(%, v) mit der Eigenschaft: die Formel G5, des unend-
lichwertigen Kalkiils ist genau dann identisch Null, wenn fiir die zugehorige
G6delnummer g die Aussage (Ev)S(g, v) richtig ist. Mit Hilfe von Satz 4
folgt dann aber: eine Formel Fy des zweiwertigen Kalkiils ist genau dann
nicht im Endlichen erfiillbar, wenn fiir die zugehorige Gédelnummer a
die Aussage (Ev)S(m(a), v) richtig ist. Dies steht aber im Widerspruch
zu Satz 5.

Mit Satz 6 haben wir zugleich bewiesen, dass die Menge der Formeln
identisch Null nicht axiomatisierbar ist. Wie aus Satz 2 hervorgeht, ist
auch die Menge der Formeln erfiillbar grosser Null nicht rekursiv aufzdhlbar
und man beweist leicht, dass dies auch auf die Menge der Formeln, die
erfiillbar 1 sind, zutrifft. Hingegen ldsst sich zeigen, dass die Menge der
Formeln, die nie den Wert Null annehmen, d.h. identisch grésser Null sind,
rekursiv aufzihlbar ist. Man zeigt dies, indem man mit Hilfe von Stetig-
keitsargumenten beweist, dass sich der Wert, den eine Formel durch eine
Bewertung erhilt, beliebig genau approximieren ldsst durch Bewertungs-

1 2 n—1
systeme, die nur Werte auf den Punkten O, e e T 1 an-

nehmen (= 1,2, ...). "

Durch dhnliche Argumente ldsst sich beweisen: die Menge der Formeln
identisch Null gestattet eine Darstellung der Form (u)(Ev)S(x, #, v) mit
rekursivem S. Ungelost ist das Problem, ob diese Menge sich auch in der
Form (Eu)(v)R(x, %, v) darstellen lasst.1

Herrn Prof. Specker sei herzlich gedankt fiir die Anregung zu dieser
Arbeit und sein stetes Interesse, das er ihr entgegengebrachte.

1 (Added June 2, 1961.) In der Zwischenzeit konnte der Autor zeigen, dass sich
die Menge der Formeln identisch Null nicht in der Form (Eu) (v)R (x, u,v) dar-
stellen lidsst. Der Beweis ergibt sich leicht mit den hier entwickelten Methoden,
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