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DIE NICHTAXIOMATISIERBARKEIT 
DES UNENDLICHWERTIGEN PRADIKATENKALKULS VON 

LUKASIEWICZ 

BRUNO SCARPELLINI 

In dieser Arbeit soil eine unendlichwertige Logik untersucht werden, 
deren Aussagenkalkiil von Lukasiewicz und Tarski [3] erstmals diskutiert 
wurde. Eine ausfiihrliche Darstellung des Pradikatenkalkiils findet man in 
J. D. Rutledge [6] und B. Rosser [5]. Von A. Rose und Rosser wurde die 
Vollstandigkeit des Aussagenkalkiils bewiesen [4]. Spaier wurde von 
Rutledge die Vollstandigkeit des einstelligen Pradikatenkalkiils bewiesen, 
und zwar mit algebraischen Methoden, den sogenannten MF-Algebras, 
die von C. C. Chang [1] eingefuhrt worden sind. Hier soil bewiesen werden, 
dass der voile unendlichwertige Pradikatenkalkiil nicht axiomatisierbar ist. 
Genauer: es soil gezeigt werden, dass die Menge der wahren Formeln, d.h. 
derjenigen Formeln, die immer den Wert Eins annehmen, nicht rekursiv 
aufzahlbar ist. 

Beim Beweis ordnet man zuerst jeder Formel des zweiwertigen Kalkiils 
eine solche des unendlichwertigen Kalkiils zu, so dass aus der Erfiillbarkeit 
der ersten die Erfiillbarkeit grosser Null der Zweiten folgt und umgekehrt. 
Ferner versucht man, zweien Individuen, die beziiglich des zweiwertigen 
Kalkiils als verschieden betrachtet werden miissen, zwei verschieden Werte 
des Intervalls [0, 1] zuzuordnen. Da eine unendliche beschrankte Punkt-
menge mindestens einen Haufungspunkt besitzt, stellt sich heraus, dass 
eine solche Zuordnung nur fur einen endlichen Individuenbereich moglich 
ist. Somit lasst sich jeder Formel des zweiwertigen Kalkiils eine solche des 
unendlichwertigen Kalkiils zuordnen, dass aus der endlichen Erfiillbarkeit 
der Ersten die Erfiillbarkeit grosser Null der Zweiten folgt und umgekehrt. 
Indem man benutzt, dass die Menge der Formeln des zweiwertigen Kalkiils, 
die nicht im Endlichen erfiillbar sind, nicht rekursiv aufzahlbar ist, erhalt 
man sofort die Aussage, dass die Menge der Formeln, die immer den Wert 
Null annehmen, auch nicht rekursiv aufzahlbar ist. Da die Negation einer 
Formel, die identisch Null ist, eine solche ergibt, die immer identisch Eins 
ist und umgekehrt, folgt, dass auch die Menge der wahren Formeln nicht 
rekursiv aufzahlbar ist. 

Im Folgenden sollen zuerst die Formeln des unendlichwertigen Kalkiils 
und ihre Interpretation kurz beschrieben werden. 

Man hat eine abzahlbare Liste Xm
l, Xm

2, ... von Aussagenvariablen, 
von einstelligen Pradikatenvariablen <f>m

n, <f>m12, • • • , von zweistelligen 
Pradikatenvariablen <f>m

21, <f>m
22, ..., usw., von Individuenvariablen x\, 
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160 BRUNO SCARPELLINI 

#2. • • • und undefinierte Terme: 
Min Max min max 1 + — , ( ) 

Man setzt fest: 
(a) Eine Aussagenvariable ist eine Formel. 
(b) Ist <f> eine &-stellige Pradikatenvariable und sind h, . . . , / * Indivi-

duenvariablen, so ist <f>(ti, . . . , tk) eine Formel. 
(c) Sind A und B Formeln, so auch min (1, 1 — A + B) und (1 — A). 
(d) Ist A eine Formel, und x eine Individuenvariable, so sind auch 

(Min A) und (Max A) Formeln. 
X X 

Beziigliche der Quantoren Min und Max kann man wieder zwischen freiem 
und gebundenem Auftreten einer Individuenvariablen unterscheiden, und 
aus der Menge der oben definierten Formeln speziell die Teilmenge derjeni-
gen betrachten, in denen eine Individuenvariable nur frei oder nur gebunden 
vorkommt. Hier sollen ausschliesslich Formeln betrachtet werden, die 
dieser letzten Teilmenge angehoren (was keine Einschrankung bedeutet). 

Nun seien <p\, ..., q>t, .. .,q>p je n\, . . . , « ( , . . . . Mp-stellige Pradikaten-
variablen, Y\, ..., Yg Aussagenvariablen. B sei eine Menge von Individuen, 
ein Individuenbereich. /i , . . . , / j , . . . , fp seien n\, . . . , «i, . . . , %-stellige 
Funktionen, die auf ganz B definiert sind und Werte aus [0, 1] annehmen. 
fi» •••,!* sollen Zahlen aus [0, 1] sein. 

Jetzt betrachten wir diejenigen Formeln A, die nur Pradikatenvariablen 
aus der Reihe 931, . . . , <p{, ..., q>p und Aussagenvariablen aus der Reihe 
Yi, . . . , Yg enthalten. Jeder solchen Formel A und jeder Wahl von Indivi
duen fa, . . . , /9jt fin- ihre freien Individuenvariablen t\, ..., tjc ordnen wir 
eine Zahl aus [0, 1] zu. Diese Zuordnung geschieht durch Induktion. 

Ist A eine Aussagenvariable Yi, so sei der Wert von A gleich &. 
Ist A von der Form <pi(h, • • •> h), und wurde der Individuenvariablen 

h das Element /S« zugeordnet, so sei der Wert von A gleich /{(/Ji, . . . , /Jfc). 
Ist A von der Form 1 — C, und ist c der Wert von C, so sei der Wert 

von A die Zahl 1 — c. 
Ist A von der Form min (1, 1 — C + D), ist c der Wert von C, d der 

Wert von D, so sei der Wert von A die kleinere der beiden Zahlen 1, 
\ —c + d. 

Ist A von der Form (Max C(x)) (bezw. (Min C(x))), so sei der Wert von 
X X 

A gleich limsup C(/S) (bezw. liminf C(/?)). Eine Formel heisst identisch 

Null, wenn jede Bewertung ihr den Wert Null erteilt. Im Folgenden soil 
gezeigt werden, dass die Menge der Formeln identisch Null nicht rekursiv 
aufzahlbar ist. 

Aussagenformeln sind solche, die keine Quantoren und Pradikatenvariab
len enthalten. Es lasst sich zeigen [4], dass zu den Funktionen 

min (x, y), max (x, y), min (1,2#), max (x — y, 0) 
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DER UNENDLICHWERTIGE PRADIKATENKALKUL VON LUKASIEWICZ 161 

Aussagenformeln existieren, welche interpretiert eben diese Funktionen 
ergeben. Diese Aussagenformeln bezeichnen wir der Reihe nach mit 

(X A Y), (X v Y), E(X), (X ^ Y). 

Da im Folgenden der gewohnliche, zweiwertige Pradikatenkalktil eine 
gewisse Rolle spielen wird, soUen seine Aussagenvariablen und Pradikaten-
variablen einen untern Index 2 erhalten, um sie von den entsprechenden 
Variablen des unendlichwertigen Kalkiils zu unterscheiden. Die Indivi-
duenvariablen sollen in beiden Kalkulen die gleichen sein, da sie im Fol
genden iiber den gleichen Individuenbereich laufen werden. Dagegen sollen 
auch Bezeichnungen von Formeln durch Indizes 2 bzw. m charakterisiert 
werden; z.B. ist F% die Bezeichnung einer Formel des zweiwertigen Kalkiils, 
Fm die Bezeichnung einer Formel des unendlichwertigen Kalkiils. 

Nun seien die Pradikatenvariablen des zweiwertigen Kalkiils nach be-
kannter Art abgezahlt, und die gleiche Art der Abzahlung wahlen wir 
auch fur die Pradikatenvariablen des unendlichwertigen Kalkiils (Aussagen
variablen sollen als nullstellige Pradikatenvariablen betrachtet werden). 
Ist dann <p2k die k-te Pradikatenvariable der ersten Liste, und hat 952* die 
Stellenzahl nu, so hat auch die k-te Pradikatenvariable der zweiten Liste 
die Stellenzahl n*. 

Schliesslich seien auch die Individuenvariablen, die ja fur beide Kalkiile 
die gleichen sind, abgezahlt. 

Jetzt soil jeder Formel des zweiwertigen Kalkiils auf eine noch zu be-
schreibende Art eine Formel des unendlichwertigen Kalkiils zugeordnet 
werden. Diese Zuordnung wird durch Rekursion definiert. 

Sei Fi((p2ai, • • •, <P2a") eine Formel des zweiwertigen Kalkiils. 992*' sei 
diejenige Pradikatenvariable, welche in der oben angegebenen Nummerie-
rung die Nummer <x< erhalt. Dann sei dem <p2*< die Pradikatenvariable 
9%a< zugeordnet, d.h. diejenige Pradikatenvariable des unendlichwertigen 
Kalkiils, welche auch die Nummer a* hat. x sei eine in Ft auftretende 
Individuen variable. Diese sei sich selbst zugeordnet (es sei bemerkt, dass 
die Individuenvariablen in beiden Kalkulen dieselben sind). Am sei die 
erste nullstellige Pradikatenvariable, welche in der Reihe <pm

ai, • • •, <Pma' 
nicht vorkommt. 

Ist dann A2 eine Formel, die als Bestandteil von Fi auftritt, und ist fur 
A% die Zuordnung schon definiert, namlich Am, so soil dem -1A2 die Formel 
E(Am) — Am zugeordnet werden. 

Ist ferner dem B2 das Bm zugeordnet, so soil dem A2 A B2 das Am A Bm 

zugeordnet werden, dem A2 v B2 das Am v Bm (-1, A, V sollen im zwei
wertigen wie ublich als Negation, Konjunktion und Disjunktion gedeutet 
werden). 

Enthalt A 2 die freie Individuen variable x, so soil dem (Ex)A2 das Max Am 

zugeordnet worden, dem (x)A2 das Min Am. x 
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162 BRUNO SCARPELLINI 

Damit ist jedem F2 eindeutig und effektiv ein Fm zugeordnet. 
Jetzt sollen zwei Hilfsformeln angegeben werden, die nachher gebraucht 

werden. Sei wieder F%{tf2ai, • • •, 9>2a*) eine Formel des zweiwertigen Kalkiils 
und Fm{<p «"'i • • •, ?W**, Am) die nach dem obigen Verfahren zugeordnete 
des unendlichwertigen Kalkiils. Sei n die Stellenzahl von <pm

a'. Dann bilden 
wir den Ausdruck 

Min . . . Min {9W<(*i, . . . , xn) A {E{Am) -1. ?W<(*i, • • •, *»)) A 
Xl Xn 

A {{<pm
a<{xl, • • •, xn) - Am) v {Am -̂  9W<(*1, • • -, *»)))}. 

Fiir diesen fiihren wir die Abkiirzung A ((pm
a<, Am) und bilden die Formel 

Am A (1 — E{Am)) A A ( 9 V S Am) A . . . A A{<pm
a*, ATO). 

Dies ist die erste der beiden Hilfsformeln und sie sei abgekiirzt mit 
Km{<Pm, Am) bezeichnet. Es sei noch kurz auf einen Umstand aufmerksam 
gemacht. Eigentlich miisste man zwischen {{Am A Bm) A Cm) und 
{Am A {Bm A Cm)) unterscheiden. Wie leicht zu sehen, stimmen aber bei 
jeder Bewertung die Zahlwerte der beiden Formeln iiberein, weshalb die 
Klammern in solchen Fallen weggelassen werden sollen. 

Nun sei noch die zweite Hilfsformel angegeben. 
Um zu dieser zu gelangen, brauchen wir den Ausdruck 

{X A Y) v {{E{Am) ^ X) A {E{Am) -*- Y)), 

fiir den wir die Abkiirzung X * Y einfuhren. Jetzt bilden wir die Formel 

Min.. .Min {{<pm
a<{x, x2, .. ., xn) * (pmat{y, x2, • • ., xn)) 

Xi Xn 

A (9W<(*2, x,x3, .... xn) * <pm*'{x2, y,x3, . . . . xn)) 

A {(pma'{x2, xz, . . ., x„, x) * <pma'{X2, xz, .. ., xn, y))}, 

und diese sei mit Dm{<pm
ai, x, y, Am) abgekiirzt. Nun sei Xm die erste 

einstellige Pradikat en variable, die nicht unter den <pm
ai, • • •, Vm** vor-

kommt. Indem wir die Abkiirzung 

\*m{x) - wm{y)\ 
fiir 

(JTm(x) - JPm{y)) v (jem(y) ^ Jfm{x)) 

einfuhren, bilden wir die Formel 

Min Min {{{Dm{fm
ai, x, y, Am) A . . . A Dm{(pma*, x, y, Am)) -i- Aw) 

v \M>m(x) ± XJy)\), 

die wir mit Hm{<pm, Am, Jfm) bezeichnen. Dies ist die zweite Hilfsformel. 
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DER UNENDLICHWERTIGE PRADIKATENKALKUL VON LUKASIEWICZ 163 

Nach diesen formalen Vorbereitungen soil jetzt der Zweck dieser Defini-
tionen geklart werden. Zuerst sei Km(<pm, Am) betrachtet. 

Es sei B, fm1, •-. , fm1, • • •, fmk, Ki, eine Bewertung derart, dass 
Km(fm, km) ^ 8 > 0 ist. Aus der Definition von Km(<pm, Am) folgt 

min (km, 1 - min(l, 2km), A(/mi, km), . ..,A{fm
k, km)) ^ 8 > 0, 

also 
lm 2= 8 > 0, 

1 -min(l,2ATO) ^ d > 0, 

A(/mi, km)^8> 0, 

A(/w*. Aw) ^ 5 > 0. 

Aus der zweiten Ungleichung ergibt sich 

0 < km < 2km < 1. 

Ferner gilt, auf Grund der Definition von A(/m*, km), fur alle i 

liminf min(/,»*(*i, . . . , #»), 2AOT - /i»'(*i, . . . , *»), 
Xl Xn 

max (/m*(*i, . . . ,*„) -i- Am, Aro -̂  /V(*i, . . . , #w))) ^ 8 > 0. 

D.h., fiir alle w-tupel von Element en /3i, .. . ,/?» aus S liegt der Wert 
von /m'(/3i, . . . . j8n) in einem der beiden Intervalle 

7i: [5, %m — 8], 12- [hn + 8, 2ATO — 8] 

(man sieht sofort, dass 8 den Ungleichungen km Sg 2<5, 1 — 2km ^ <5, 
| ^ 8 geniigen muss). Hat man umgekehrt die fm so gewahlt, dass ihre 
Werte in zwei Intervallen [8, km — 8], [8 + km, 2km — 8} liegen, wobei 
km 2= 28 > 0, 1 — 2km ^8, 0 < km < 2km < 1 ist, so ist 

Km(fm, km) ^ 8 > 0. 

Hier sei eine Bezeichnung eingefuhrt, die im Folgenden nutzlich sein 
wird. i72(9?2a', • • •, (P2a") sei eine Formel des zweiwertigen Kalkiils, 
Fm[<pmai> • • •, <Pma"> A-m) sei die zugeordnete des unendlichwertigen Kal
kiils. Wir sagen von einer Formel Fm', sie sei Bild von Fz, wenn sie aus 
Fm(<Pmai, • • •, <Pmat, Am) durch Ersetzen von Am durch Am' hervorgegangen 
ist, wobei Am' eine Aussagenvariable ist, die nicht in der Reihe yB

s ' , . . . . 
9?ma* vorkommt. Ist z.B. F% von der Form A 2 A 2?2. so ist Fm von der Form 
Am A Bm, wobei Am Bild ist von A%, Bm Bild von B^. Es gilt der: 

HILFSSATZ. Sei Fm' Bild von F 2 und B, fm1, ..., fm1, • •., fm
k, km eine 

Bewertung von Fm', so dass Km(fm, km) 2; 8 > 0 ist. Dann liegt der Wert 
von Fm' in einem der beiden Intervalle 

7i: [8,k-8], I2: [k + 8,2k-8]. 
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164 BRUNO SCARPELLINI 

BEWEIS. Wir wenden Induktion an. Fiir Formeln der Form <pma,(%i, 
..., xn) ist der Satz richtig, wie aus Km(fm, Xm) ^ 6 > 0 und den voran-
gehenden Ausfuhrungen folgt. Jetzt hat man Fallunterscheidungen zu 
machen. 

(a) F2 ist von der Form A% A B%. Dann ist Fm' von der Form Am' A Bm', 
wo Am' Bild von A2 ist, Bm' Bild von B%. Auf Am' und Bm' trifft der Satz 
aber nach Voraussetzung zu, d.h. der Wert a von Am' liegt in Ii U 1%, 
desgleichen der Wert b von Bfn'. Der Wert von Am A Bm ist aber gleich 
min (a, b), d.h. wieder eine Zahl aus I\ U 1%. 

(b) F2 ist von der Form A2 v Z?2. Dann schliesst man gleich wie unter (a). 
(c) F2 ist von der Form -1A2. Dann ist Fm von der Form E(Am') — Am'-

Auf Am' trifft der Satz aber zu, d.h. der Wert a von Am' liegt in Jj U It. 
Der Wert von Fm' ist aber gleich 2A»t — &> d.h. wieder in I\ u T̂ j-

(d) F2 ist von der Form (Ex)A2(x), also Fm' von der Form Max Am'(x), 
X 

wobei Am'{x) Bild von ̂ ( z ) ist. Auf Grand der Induktionsvoraussetzung 
folgt, dass fiir jedes Individuum fi aus B der Wert ap von Am'(fi) in J i oder ̂ 2 
liegt. Da aber Ii ind I2 abgeschlossene Intervalle sind, folgt, dass auch der 
Wert limsup ap von Max Am'(x) wieder in I\ u 12 liegt. 

(e) F2 ist von der Form (x)A2(x). Dann schliesst man wieder wie unter 
(d), womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Jetzt beweisen wir: 
SATZ 1. Sei Fm' Bild von F2 und B, fm1, . . . , fm*, • • •. fmk, Xm eine Be-

wertung von Fm', so dass Km(fm, Xm) ^ d > 0 ist. 
Setzt man 

hKfi. • • •, fin) = wahr = t fiir /w<(ft, ...,/?„) e J2, 

W i , • • •, fin) = Msch = f fiir fm*{filt ...,fin)e h, 

so folgt 

Fiif*1, •••, hk) = t wenn Fm'ifm1 /w*, Am) « 72, 

i72(/21 /a*) = f wenn ^ ' ( /m 1 , . . . , /»*, ̂  e J1# 

BEWEIS. Man wendet wieder Induktion an. Fiir Formeln der Form 
<P2a< (%i, • • • > %n) ist der Satz offenbar richtig. Jetzt hat man wieder Fall
unterscheidungen vorzunehmen. 

(a) F2 ist von der Form A2 A B2. Dann ist Fm' von der Form Am' A Bm', 
wo Am' Bild von A a ist, 5 m ' Bild von £2- Sei etwa der Wert c von .Fm' 
in 12- Dann gilt fiir den Wert a von /4fn' und den Wert b von Bm''-
min (a, 6) e /2, also ae I2 und 6 e I2. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung 
ist der Satz aber richtig fiir A2 und fiir B2, d.h. Az(f21, • • -, hk) = t und 
B2U21, • • •, /2fc) = t, somit F2(f2

1, • • •, /2*) = t, womit der Satz fiir diesen 
Fall bewiesen ist. Analog schliesst man im Fall Fm'ifm1, • • •» fmk, Xm) «I\. 

https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.2307/2964111
Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 11 Jul 2017 at 08:57:43, subject to the Cambridge Core terms of use, available at

https:/www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.2307/2964111
https:/www.cambridge.org/core


DER UNENDLICHWERTIGE PRADIKATENKALKUL VON LUKASIEWICZ 165 

(b) F2 ist von der Form A% v B2- Dann schliesst man gleich wie unter (a). 
(c) F2 ist von der Form -A%. Dann ist Fm' von der Form E(Am') — Am'. 

Sei c der Wert von Fm', und sei c e I2. Fiir den Wert a von Am' folgt dann 
2lm — a eh, d.h. aeli. Dann ist aber A2U21, •. •, /2*) = f, also 
Fzih1, • • -, fzk) — t, womit der Satz fiir diesen Fall bewiesen ist. Analog 
schliesst man im Fall Fm'{fml, • • -, fmk, Am) e h. 

(d) F2 sei von der Form (Ex)A2(x). Dann ist Fm' von der Form Ma.xAm'(x), 

wobei Am'(x) Bild von A2(x) ist. Sei der Wert c von F m ' in 12. Dies ist 
gleichbedeutend mit limsup ap e I2, wo ag der Wert von Am (B) ist. Da 

Ii und /2 zwei disjunkte, abgeschlossene Intervalle sind, folgt, dass fiir 
mindestens ein /So der Wert ap0 in I2 liegen muss. Auf Grund der Induktions-
voraussetzung folgt dann aber ^2(^0) = t, d.h. (Ex)A2(x) erhalt den Wert 
Wahr, womit der Satz fiir diesen Fall bewiesen ist. Analog schliesst man 
im Fall c e I\. 

(e) F% ist von der Form (x)A2(x). Dann schliesst man gleich wie unter (d), 
womit der Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt jetzt leicht: 
SATZ 2. F2(q>2ai, •••,9?2a*) ist genau dann erfullbar, wenn 

(Fm(<Pmai, ••-, Vm"*, Am) - Am) A Km(<pm, Am) 

erfullbar grosser Null ist. 
BEWEIS. (a) Sei B, fm1, • • •, fm1, • • •, fmk, hn, eine Bewertung derart, dass 

mm{Fm(fm
l, • • •, fmk, Ki) — ^m, Km(fm, Am)} ^ d > 0 

ist. Dann ist speziell Km(fm, km) 2: 6 > 0, d.h. die Voraussetzung von 
Satz 1 ist erfiillt. Dann liegt der Wert von Fm in einem der beiden Inter
valle I\: [d, Xm — 8], 12'- [Am -\- d, 2Xm — 8], Auf die in Satz 1 angegebene 
Art gewinnt man eine Bewertung von F2. Diese Bewertung ist so, dass 
aus Fm(fm, Am) e 72 folgt F2(/2) = t, aus Fm(fm, Am) e h hingegen F2(/2) =f. 
Da aber auch Fm(fm, Am) — Am^d >Q ist, folgt Fm(fm, Am) e h, d.h. 
•P"a(/2) == t, womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 

(b) Wenn F2 erfullbar ist, und etwa B, fa1, . . . , f2i, • •., fzk ein Er-
fiillungssystem ist, d.h. F2(f21, • • -, fzk) = t, so setze man 

A»*(/Si, • • •, Bn) = f wenn /a«(/Jlf . . . , 8n) = t, 

fmHBi, ...,Bn)=k wenn f2
i(Pi, •••,Bn) = l 

und Am = \. 
Dann zeigt man leicht mit Induktion Fmifm1, • • •, fmk, f) = f u n d 

Km(fm, Am) — \. Also hat mit dieser Bewertung die Formel 

(Fm{<Pmai, • • •, ^m01", Am) -^ Am) A Km(<pm, Am) 

den Wert | , womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 
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166 BRUNO SCARPELLINI 

Jetzt soil noch die zweite Hilfssformel, Hm{<pm, Am, 2^m), genauer unter-
sucht werden. Seien Xm und Ym zwei Aussagenvariablen, die von Am 

verschieden sind. Xm * Ym ist dann also die Formel 

(Xm A Yn) v ((E(Am) -̂  Xm) A (E(Am) ^ Ym)) 

d.h. Xm * Ym ist nichts anderes als Bild der Formel 

(x2 A y2) v (-,z2 A ^y 2 ) 

des zweiwertigen Kalkiils, fur die man oft die Abkiirzung X% ss Y2 ein-
fiihrt. Sei jetzt fa, fa, Xm eine Bewertung der Formel Xm * Ym und sei 
Km(i, Xm) ^ 8 > 0. D.h. £i, f2 sind zwei Zahlen aus [0, 1], die durch die 
Forderung Km(g, Xm) 2> d > 0 auf die zwei Intervalle 7i: [<5, A„, — <5], 
•̂ 2: [Am + <$, 2A^ — 8] beschrankt sind. 

Durch diese Bewertung erha.lt die Formel Xm * Ym den Wert 

max{min(li, fa), min(2Am -̂  fa, 2Xm -^ fa)}. 

Man sieht sofort, dieser Wert liegt genau dann in 72, wenn die beiden 
Zahlen fa und fa aus dem gleichen Intervall stammen, d.h. zugleich 
fa e 7i und fa e 7i oder zugleich fa e 72 und fae 1%. Sei jetzt wieder 
B, fm1, •••,fmi, •••,fmk eine Bewertung der Formel Fm((pmai, ..., q>m

a*, Am), 
die der Formel T^^" 1 , • • •. <P2a*) zugeordnet ist. Ferner sei Km(fm, Xm) ^ 
8 > 0. Die Individuen von B teilen wir in Aquivalenzklassen. Wir sagen, 
a sei Equivalent /S, wenn fiir alle Indizes i, r und alle Elemente 
fc, •••> fir, jffr+2, • • •, /?r aus B stets 

/m*(/?l, • • •. /?r. a- £r+2, • • • > £ » ) * fmf{Pl, • • •, fir, ft, Pr+2, • • •, fin) « 1% 

gilt, wo « die Stellenzahl von 932"' (und somit von fm
l) ist. Offenbar ist a 

Equivalent /? genau dann, wenn 

m.m{Dm(fm1, <*> /?. ^» ) . • • • ,Dm(fmk, a, /?, Xm)} e J 2 

ist. Definiert man wieder, wie oben angegeben, die Pradikate /2* wie folgt, 

mh. ...,Pn) = t wenn /W«(/Ji, . . . , /3„) e 72, 

/2*(/3i /?») = f wenn /m«(fr, . . . , fin) e 7 l t 

so sieht man, dass aquivalente Elemente solche sind, die beziiglich der 
Pradikate /2 miteinander identifiziert werden konnen, d.h. als gleich 
betrachtet werden konnen. 

Nun konnen wir folgenden Satz beweisen. 
SATZ 3. Aus Hm(fm, Xm, hm) > 0 folgt, dass es nur endlich viele Aqui

valenzklassen gibt. 
BEWEIS. Wir nehmen an, das Gegenteil sei der Fall. D.h. es gibt ein 
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e > 0, so dass Hm(fm, km, hm) = s ist. D.h. 

Min{max ((min {Dm{fm}-, x, y, km), . . . . Dm(fm
k, x, y, km)) - km), 

\hm(x) -̂  hm(y)\)} = « 

wo hm(x) die Funktion ist, die fur J^m eingesetzt wird. 
Fur alle Elemente a, /S aus B gilt also 

max{(min(Z)m(/m
1, a, p\ km), ..., Dm(fm

k, a, p\ km)) - km), 

l*»(«) - hm{P)\} ^ e. 

Zwei Elemente a, /? sind aber genau dann nichtaquivalent, wenn der 
Wert von 

min(Z)TO(/m
1, a, p\ km), . . . , Dm(fmk, a, p\ km)) 

in /x liegt, d.h. wenn der Wert von 

m\n(Dm[fmx, a, p\ A ,̂), . . . , Dm(fm*, a, 0, Am)) -̂  Am 

gleich 0 ist. Dann muss aber 

IM«) - Mfll ^ E 

sein, und dies ist gleichbedeutend mit 

IM«)-M0l ^e-
Sei jetzt /Ji, ...,/S», . . . eine abzahlbare Menge von nichtaquivalenten 
Individuen. Dann gilt fiir alle i ^ k 

IMft) ~ *»(/»*) I ^ «• 
Dies fiihrt aber sofort zum Widerspruch mit der Tatsache, dass eine un-
endliche, beschrankte Punktmenge einen Haufungspunkt hat. Damit ist 
die Behauptung bewiesen. 

Daraus ergibt sich jetzt leicht: 
SATZ 4. F2{<p2ai, • • •, <P2a") ist genau dann erfullbar in einem endlichen 

Individuenbereich, wenn 

{Fm{<Pmai, • • •» <Pma", A m ) — Am) A Km((pm, Am) A Hm(<Pm> Am> 3iCm) 

erfullbar grosser Null ist. 
BEWEIS. (a) Wir beweisen zuerst: ist {Fm — Am) A Km A Hm erfullbar 

grosser Null, so ist F% erfullbar im Endlichen. 
Sei also B, fm1, . . . . fm

k, km, hm, ein Bewertungssystem, so dass 

min{(.Fm(/m
1, . . . , fm

k, hi) - lm), Km{fm, km), Hm(fm, km, hm)} ^ 8 > 0 

ist. Dann ist speziell min((Fm{fm, *m) — %m), Km(fm, km)) ^ 8 > 0. Auf 
Grund von Satz 2 gewinnt man dann aber fiir F2 ein Erfiillungssystem, 
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indem man fiir die 932"* die Pradikate /2* einsetzt, die ja wie folgt definiert 
sind: 

h'tfi, ...Jn) = t wenn /m<(ft, • • •, P%) « h, 

fMi, • • ; P%) = f wenn fm*{filt ...,pu)t h, 

wobei /?i, /S2. • ••>/?» Individuen aus £ sind und 7j, /g die Intervalle 
[5, ^n — <5] bzw. [Am + d, 2Am — 8]. Wegen Km(fm, Am) ^ 6 > 0 und 
Hm(fm, Am, hm) 2g <5 > 0 folgt aus Satz 3, dass es nur endlich viele Aqui-
valenzklassen gibt. Da fiir das Erfiillungssystem von F% Elemente aus 
gleicher Aquivalenzklasse einander gleichgesetzt werden konnen, bedeutet 
das, dass F% in einem endlichen Individuenbereich erfuUbar ist. 

(b) Sei F% in einem endlichen Individuenbereich erfiillbar und N sei 
die Zahl der Individuen. Wir setzen 

UiPi Pn)=i wenn /a<(/Jlf . . . , /?„) = t, 

fmHfii, • •.. Pn) = J wenn /a«(/Jlf . . . , fin) = f. 

i 
Sind /?i, /?2, . . . , /?j\r die Individuen von B, so sei ferner Am(/?<) = —— und 

DiV 

Am = %. Wie leicht ersichtlich, ist dann der Wert von (Fm — Am) A Km 

gleich | . Ferner seien a und /8 zwei Elemente aus B. Sind a und /? aqui-
valent, so hat der Ausdruck 

max{(min (Dm(fm\ a, /?, f), . . . , £>«(/«*, a, 0, f)) i f), | ^ (a ) - Am(/?)|} 

den Wert | , weil das erste Argument den Wert £ hat. Sind hingegen a 
und /? nichtaquivalent, so ist der Wert des ersten Argumentes Null, wahrend 

der Wert des zweiten Argumentes 2; ——- ist. Also gilt 

liminf max{(min(A^/m1,x,y,§), . . . ) - f), \hm(x) -̂  hm(y)\} = ——, 
x, y OJ\ 

d.h. min (Fm — £, Km, Hm) = ——, womit der Satz bewiesen ist. 
OxV 

Schliesslich benotigen wir noch einen Satz, dessen Beweis hier nur 
skizziert werden soil, da er sich unmittelbar aus bekannten Tatsachen 
ergibt. 

SATZ 5. Die Menge der Formeln des zweiwertigen Prudikatenkalkuls, 
die nicht im Endlichen erfiillbar sind, ist nicht rekursiv aufzahlbar. 

BEWEIS. Die Menge der Formeln, die im Endlichen erfiillbar sind, ist 
nicht rekursiv, wie bekannt [7]. Andererseits ist sie rekursiv aufzahlbar, 
wie leicht zu sehen. Dann ist die Komplementarmenge, d.h. die Menge der 
Formeln, die nicht im Endlichen erfiillbar sind, nicht rekursiv aufzahlbar 
da sonst nach einem bekannten Satz [2] beide Mengen schon rekursiv waren. 
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Sei jetzt eine geeignete Godelnummerierung der Formeln des zweiwertigen 
Kalkiils eingefiihrt, desgleichen eine Godelnummerierung der Formeln des 
unendlichwertigen Kalkiils. Nun sei Fz(<p2ai, . . . . q>2a*) eine Formel des 
zweiwertigen Kalkiils und a ihre Godelnummer. Dann gibt es, wie leicht 
zu sehen, aber umstandlich zu beweisen, eine rekursive Funktion m(x), 
deren Wert m(a) die Godelnummer der Formel 

(FmiVm*1, • • • > <Pma*, ATO) - Am) A Km{cpm, A m ) A Hm{cpm, Am, J?m) 

ist. Jetzt folgt sofort: 
SATZ 6. Die Menge der Formeln des unendlichwertigen Kalkiils, die 

identisch Null sind, ist nicht rekursiv aufzahlbar. 
BEWEIS. Wir nehmen an, das Gegenteil sei der Fall. Dann existiert ein 

rekursives Pradikat S(u, v) mit der Eigenschaft: die Formel Gm des unend
lichwertigen Kalkiils ist genau dann identisch Null, wenn fiir die zugehorige 
Godelnummer g die Aussage (Ev)S(g, v) richtig ist. Mit Hilfe von Satz 4 
folgt dann aber: eine Formel F% des zweiwertigen Kalkiils ist genau dann 
nicht im Endlichen erfiillbar, wenn fiir die zugehorige Godelnummer a 
die Aussage (Ev)S(m(a), v) richtig ist. Dies steht aber im Widerspruch 
zu Satz 5. 

Mit Satz 6 haben wir zugleich bewiesen, dass die Menge der Formeln 
identisch Null nicht axiomatisierbar ist. Wie aus Satz 2 hervorgeht, ist 
auch die Menge der Formeln erfiillbar grosser Null nicht rekursiv aufzahlbar 
und man beweist leicht, dass dies auch auf die Menge der Formeln, die 
erfiillbar 1 sind, zutrifft. Hingegen lasst sich zeigen, dass die Menge der 
Formeln, die nie den Wert Null annehmen, d.h. identisch grosser Null sind, 
rekursiv aufzahlbar ist. Man zeigt dies, indem man mit Hilfe von Stetig-
keitsargumenten beweist, dass sich der Wert, den eine Formel durch eine 
Bewertung erha.lt, beliebig genau approximieren lasst durch Bewertungs-

1 2 n — 1 
systeme, die nur Werte auf den Punkten 0, —, —, . . . . , 1 an-
nehmen (n = 1,2, . . . ) . 

Durch ahnliche Argumente lasst sich beweisen: die Menge der Formeln 
identisch Null gestattet eine Darstellung der Form (u)(Ev)S(x, u, v) mit 
rekursivem S. Ungelost ist das Problem, ob diese Menge sich auch in der 
Form (Eu)(v)R(x, u, v) darstellen lasst.1 

Herrn Prof. Specker sei herzlich gedankt fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit und sein stetes Interesse, das er ihr entgegengebrachte. 

1 (Added June 2, 1961.) In der Zwischenzeit konnte der Autor zeigen, dass sich 
die Menge der Formeln identisch Null nicht in der Form (Eu) (v)R (x, u, v) dar
stellen lasst. Der Beweis ergibt sich leicht mit den hier entwickelten Methoden. 
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