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Valeurs algébriques de fonctions transcendantes

Andrea Surroca

On étudie I'ensemble des nombres algébriques de hauteur et de degré bornés ou une

fonction analytique transcendante prend des valeurs algébriques.

1 Introduction

Etant donnée une fonction f analytique, on considére 1'ensemble S; des points algébri-
ques en lesquels la fonction f prend des valeurs algébriques. Ici, la fonction f sera trans-
cendante sur C(z), c'est-a-dire qu'il n'existe pas de polynéme non nul en deux variables
et a coefficients complexes, s’annulant sur tous les points (z,f(z)) pour les z ou f est
définie.

Par exemple, d'apres le théoreme de Hermite-Lindemann ([22, théoréme 1.2)), la
fonction exponentielle prend des valeurs transcendantes en tout point algébrique, sauf
en 0. Donc pour f(z) = e*, on a S¢ = {0}. Par la méme raison, si on pose f(z) = e"® ou
P ¢ QIX], alors S¢ est I'ensemble des zéros de P. En supposant vraie la conjecture de
Schanuel ([6, page 30] ou [22]), pour f(z) = sin(nz)e* on a S¢ = Z. Le théoreme de Gel'fond-
Schneider ([22, théoréme 1.4]) nous fournit d’autres exemples : si f(z) = e ou A # 0 est
tel que e” soit algébrique (e.g., f(z) = 2% ou f(z) = ¢'"#), alors S¢ = Q.

Dans une lettre de 1886 adressée a Strauss [18], Weierstrass suggérait 1'existence
de fonctions entieres transcendantes prenant des valeurs algébriques en tous les points
algébriques. Apres un premier résultat de Strauss allant dans cette direction, Stéckel (cf.

[4,18]), énonce le théoréme suivant.
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Etant donnés un sous-ensemble L dénombrable de C et un sous-ensemble T

dense de C, il existe une fonction entiere transcendante envoyant ~ dans T.

En prenant £ = T = Q, on obtient une fonction f entiére et transcendante pour
laquelle 1'ensemble S¢ est Q tout entier. Par ailleurs, on en déduit, en posant £ = Q et
T = C\Q, I'existence d'une fonction entiére transcendante prenant des valeurs transcen-
dantes en tous les points algébriques, c’'est-a-dire, telle que Sy = &. (Sous la conjecture
de Schanuel, on peut montrer que pour la fonction f(z) = e® ona S; = @.)

Gramain remarque dans [4], que si X est contenu dans R, la méme démonstration
s'applique avec T dense dans R. Ceci nous permet de prendre £ = K, corps de nombres
réel, ou X = Ok s 'anneau des S-entiers d'un corps de nombres K réel, et, dans les deux
cas, T = Z[1/n], pour n'importe quel entier naturel n > 2.

En suivant une remarque de Stackel, qui construit [19] une fonction algébrique
qui prend, ainsi que toutes ses dérivées, des valeurs algébriques en tous les points
algébriques, Faber [3] construit une fonction G entiere et transcendante telle que, pour
tout nombre entier k et tout « € Q, la valeur de la fonction dérivée G*) en « est dans
Q +1iQ.

Dans la section 5, nous construisons une fonction f entiere et transcendante
(théoreme 1.2), dont toutes ses dérivées, envoient tout corps de nombres dans lui-méme
(cf. aussi [21]), et pour laquelle on contréle la hauteur des valeurs prises aux points
algébriques. On construit aussi (théoréme 5.4) une fonction g entiére et transcendante,
dont toutes ses dérivées, envoient tout nombre algébrique « dans Z[1/2, «].

Afin d'étudier l'ensemble S¢, filtrons l'ensemble dénombrable des nombres
algébriques par le degré et la hauteur logarithmique absolue (dont la définition précise

est rappelée dans la section 2) : pour D entier > 1 et N nombre réel > 0, 'ensemble

Ep,N :{0666§ [Q(x): Q] <D, h(x) <N} (1.1)
est fini et son cardinal ep N vérifie I'encadrement suivant.

Lemme 1.1 (encadrement du cardinal de Ep n). Pour tout entier D > 1 et tout nombre

réel N > 0, le cardinal ep N de Ep n Vérifie

ePOFNIN-T) ) | < ePPHDNHD), (1.2)
O

Dans ce texte, nous fixons une fonction f transcendante et nous nous intéressons
al’ensemble des « dans Ep n tels que f(«) appartienne a Ep .
Le probléme sera local. Pour tout couple de nombres réels (R, r) vérifiant R > r >

0, pour toute fonction f analytique sur D (0, R) et a valeurs complexes, pour tout entier
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D > 1 et tout nombre réel N > 0, on note Lp n = Zp n(f, ) I'ensemble des nombres «

dans Q N D(0, 1) tels que

fla) €Q, [Q(o,f(x):Q] <D, h(x) <N, h(f(a)) <N. (1.3)

Ainsi, S¢ est laréunion des Xp n pour D > Tet N > 0.

Dans le cas D = 1, Pila ([12, théoréme 9]) et Elkies ([2, théoréme 4]) obtiennent
le résultat suivant. Soit f une fonction réelle analytique sur un intervalle fermé, dont
l'image n’est pas contenue dans aucune courbe algébrique. Pour tout ¢ > 0, il existe une
constante c(f, ¢) telle que pour tout N > 1, le nombre de points rationnels du graphe de

f de hauteur inférieure a N, est inférieur a
c(f, e)eN. (1.4)

Le résultat suivant montre, en particulier, que la borne du théoréeme de J. Pila et

de N. Elkies n'est pas loin d'étre optimale.

Théoréme 1.2. Soit ¢ une fonction positive telle que d(x)/x tende vers 0 quand x tend
vers l'infini. Il existe une suite (N;s)s>1 de nombres réels, croissant vers 1'infini, et une

fonction f entiére et transcendante sur C(z), vérifiant
Vae Q, Vo>0, f9u)eQ(w), (1.5)
et telle que, pour tout entier D > 1, pour tout k > D,

card (Zp N, (f, 1)) > eP(PFDe(Nw)-log 2, (1.6)
g

D’autre part, avec les méthodes classiques de transcendance, nous obtenons le

résultat suivant.

Théoreme 1.3 (majoration du cardinal de Xp n(f,7)). Soient R et r deux nombres réels
vérifiant R > 1 > 0, ¢o = log((R? +12)/2rR) et & un nombre réel tel que & > 2(6/cy)?.
Soit f une fonction analytique sur D(0, R), continue sur D(0, R) et transcendante sur C(z).

(i) Pour tout entier D > 1, il existe une suite de nombres réels N > 0 tendant vers

l'infini pour lesquels

card (Lp,n) < SD>NZ. (1.7)
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(ii) Pour tout nombre réel N > 0, il existe une suite de nombres entiers D > 2

tendant vers l'infini pour lesquels

card (Zp n) < 8DN2. (1.8)
O

Les nombres réels c( et d sont strictement positifs et dépendent uniquement de r
et R.

Pour D et N fixés, I'ensemble L n est fini, puisqu'il est contenu dans 1'ensemble
Ep,n. Le théoréeme 1.3 montre d'une part que, pour D fixé et une infinité d’entiers N, le
cardinal de Xp n est beaucoup plus petit que ep n; et, d'autre part que, pour N fixé et
une infinité d'entiers D, la méme conclusion est valable.

Le théoréme 1.2 montre qu'on ne peut pas remplacer, dans la partie (i) du
théoreme 1.3, <l existe une suite de nombres réels N > 0 tendant vers l'infini>> par
< pour tout N assez grand.>> De méme, la partie (i) du théoréme 1.3 montre qu'on ne
peut pas remplacer, dans le théoreme 1.2, la suite Ny par <pour tout N assez grand.>>

Le résultat principal de ce travail, le théoréme 3.1, généralise le théoreme 1.3 au
cas de plusieurs fonctions analytiques algébriquement indépendantes.

Dans le cas des fonctions réelles, Pila ([12, théoreme 8]) obtient un résultat uni-
forme a la fois en la borne du degré du corps de nombres et en la borne de la hauteur.
Cependant, la dépendance en le degré n’est pas explicite. On peut déduire de son résultat
le corollaire suivant. Soit f une fonction analytique sur l'intervalle réel [—r,r]. Soient d
un entier naturel non nul et ¢ > 0 un nombre réel. Il existe un nombre réel c(f, d, ¢) tel
que, pour tout corps de nombres K de degré [K : Q] = d et tout réel N > 0, le cardinal de
l'ensemble des x dans [—r,r] N K tels que f(x) € K, h(x) < N et h(f(x)) < N, est inférieur a

c(f,d, e)esdN, (1.9)

D’autres résultats sur le cas rationnel, concernant des fonctions réelles, ainsi que
des généralisations, ont été obtenus par Pila, Bombieri et Pila, et par Pila et Wilkie. Les
méthodes remontent, en partie, a celles de [1]. Le plus récent, [13], qui porte sur des si-
tuations multidimensionnelles, fait intervenir la théorie de la o-minimalité.

Cet article est organisé de la fagon suivante. On introduit les notations employées
dans la section 2. Dans la section 3, on énonce et on démontre le théoréeme 3.1 qui
concerne le nombre de points algébriques ou prennent des valeurs algébriques plusieurs
fonctions analytiques algébriquement indépendantes. Le théoreme 1.3 s’en déduit. Dans
la section 4 on compte le nombre de points algébriques de hauteur et de degré bornés;
il s'agit du lemme 1.1. On y fait référence a d’autres résultats sur le sujet. La construc-

tion explicite de la fonction dont 1'existence est assurée dans le théoreme 1.2 est donnée
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dans la section 5; on y donne aussi la construction d'une autre fonction transcendante g
envoyant tout nombre algébrique o dans Z[1/2, «].
Lelemme 1.1, le théoréme 1.2 et la partie (i) du théoreme 1.3 ont fait I'objet d'une

annonce dans [20]. Les détails de leurs preuves sont donnés ici.

2 Notations

Pour un corps de nombres K, on note Mg l'ensemble de classes d’équivalence de ces va-
leurs absolues dont la restriction a Q est, soit la valeur absolue archimédienne |- |, soit

une des valeurs absolues ultramétriques, normalisées de la fagon suivante :

Xl =%, sixeQ, x>0,

1 : (2.1)
Iplp = I—), sip est un nombre premier.

La formule du produit pour un élément non nul x de K s’écrit alors ]_[veMK x|&v =1, oud,
est le degré local en la place v.
Si « est un nombre algébrique et K un corps de nombres le contenant, on définit

sa hauteur projective logarithmique absolue par

1

h(x) = o) > dylogmax {1,|al,}. (2.2)
’ vEMk
Sioa,...,ax, sont n nombres algébriques, on a (cf. [22, Chapitre 3]) les inégalités
suivantes :
h(oq 062) < h(oq) + h(CXz), (2.3)
h(og + -+ an) <h(eg) +---+h(an) +logn. (2.4)

SiaoX4+aiXq_1+---+aq estlepolynéme minimal sur Z de « (ou d = [Q(«x) : Q])
et = «,...,xq Ses conjugués, on définit la mesure de Mahler de « par

d
M(a) = |ao| [ [max {1, |o|}. (2.5)
o

Elle est reliée a la hauteur logarithmique absolue par la relation ([22, Lemma
3.10))

() = 151og M (). (2.6)
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La hauteur usuelle d'un polynéme P € C[X] est, par définition, le maximum du
module de ses coefficients. La hauteur usuelle d'un nombre algébrique « est définie
comme étant la hauteur usuelle de son polynéme minimal, a savoir (en gardant les mémes

notations),
H(x) =max {|ao|,...,|aal}. (2.7)

La hauteur usuelle est liée a la hauteur logarithmique absolue par la double inégalité

suivante ([22, Chapitre 3, lemme 3.11]) :

1alog H(x) —1log2 < h(x) < 3—1 log H(x) + Z]_d log(d+1). (2.8)

Au lieu de la premiere inégalité, nous utiliserons plutot celle-ci :

] 1 log2 < h(w), (2.9)

1
3 log H(x) —

obtenue de la méme facon que la premiere, en remarquant que les coefficients bindmiaux
sont majorés par 24",

Pour un polynéme P € C[X,Y] on note L(P) sa longueur. C'est la somme des mo-
dules de ses coefficients.

Pour un nombre réel p > 0 et une fonction F continue dans le disque fermé D(0, p),

on note

Flp = max [F(z)]. (2.10)

Pour x € R, [x] désigne la partie entiere de x. Elle vérifie [x] € Zet 0 < x — [x] < 1.

3 Lethéoréeme principal

Pour des nombres réels R, r et co comme dans le théoreme 1.3 et un entier t > 2, on note

: N —1/(=1)
- _( &
Yo 2 (2 (3T) > ’ (3-1)

Ainsi vy ne dépend que de R, r et t.
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Pour fy,..., f; des fonctions analytiques sur D(0, R), pour tout entier D > 1 et tout

nombre réel N > 0, on considére l'ensemble Xp n(fy,...,fi,T) des nombresw € CND(0, )

tels que,

Vie{l,... th, fiw)eQ, h(fw)<N,

3.2
[Q(fi(w),..., fu(w)) : Q] < D. (3.2)

Théoreme 3.1 (majoration du cardinal de Xp n(f1,...,ft,T)). Soient R et r des nombres
réels vérifiant R > r > 0 et co = log((R?> +172)/2rR). Soient t un entier > 2 et y une

constante réelle telle que y > vyy.

Soient fy,...,f; des fonctions analytiques sur D(0,R) et continues sur D(0, R),

algébriquement indépendantes sur Q.

(i) Pour tout entier D > 1,1l existe une infinité de nombres réels N > 0 arbitrai-

rement grands pour lesquels
card (Zp N (f1,...,fi, 1)) < yDHOINPO, (3.3)

(ii) Pour tout nombre réel N > 0, il existe une infinité de nombres entiers D > 2

arbitrairement grands pour lesquels
card (Zp N (f1,...,fe, 1)) < yDHUNPM, (3.4)

oua(t)=(t+1)/(t—1)etb(t)=t/(t—1). O
Notons que pourt > 2,onaa(t) <3etb(t) <2.

Remarque 3.2. Sit = 2, alors a(t) = 3 et b(t) = 2. Alors en prenant pour une des
deux fonctions l'identité, 1'autre fonction est transcendante, et nous retrouvons le

théoréme 1.3.

Dans la partie qui suit nous démontrons l'assertion (i) du théoréeme 3.1. L'asser-

tion (ii) sera démontré de fagon analogue, dans la section 3.2.

3.1 Lerésultat uniforme en la borne du degré

La démonstration peut se faire par 1'absurde. Voici le schéma de démonstration.
On suppose qu'il existe un entier D > 1 et un entier Ny > 1 suffisamment grand

tels que, pour tout N > Ny, on ait

card (Zp n(f1,...,f¢)) > yDUUNPM), (3.5)
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Pour tout N > Ny, on commence par extraire de Xp n un sous-ensemble conve-
nable Sp N dont on connait exactement le nombre d'éléments.
Le lemme de Siegel nous donne ensuite 1'existence d'un polynéme P, non nul, a t

variables et a coefficients entiers (et dépendant de Ny), tel que
P(fi(w),...,fy(w)) =0, Yw € Sp,n,. (3.6)

On définit alors une fonction F sur le disque D(0, R) en posant

F(z) = P(fi(z),...,fe(z)), Vze€D(O,R). (3.7)
Ainsi la construction de P entraine
F((,U) =0, Ywe SD,NO- (3.8)

On montrera, grace a une récurrence, a I'inégalité de Liouville et a un lemme de

Schwarz, qu'on a

Flw)=0, Vwe [J Son, (3.9)
N>Nj

ce qui impliquera que F est la fonction nulle et contredira le fait que les fonctions f1,...,
f, sont algébriquement indépendantes. D'ou le résultat.
Dans cette section, nous noterons Xp n l'ensemble Zp n(fy,...,f¢,T) et op N SOD

cardinal.

3.1.1 Choix des parametres et construction de Sp n. On fixe un entier D > 1 et un
nombre réel v > vy et on suppose qu'il existe un nombre réel Ny tel que, pour tout
N Z NOa

op.n > YDAUNPO), (3.10)

Onpose T = [(coy/3t)D2/ - IN/"V]. Comme b(t) = t/(t — 1), quitte & augmen-

ter Np,on a

t
. [yD“(t)(Nobe(t)} >D10g2+2tD10gT+T<2tNOD+Zlogmax{1, fi\R}>.
i=1

(3.11)
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On pose uy =log(2T?'e'™™oT max{1, [f1[L}, ..., max{1, [fi[}}). L'inégalité (3.11) s'écrit
alors

co [yDa“) (No — 1)“”} >y + (D= T)log (2T%) + tTNo(D — 1) + tTNoD.  (3.12)

Puisque pour tout N, supérieur ou égal a Ny, le cardinal op n de l'ensemble Xp n
est supérieur ou égal a yD*()NP(®) on peut extraire de Zp n un sous-ensemble Sp n dont
le cardinal sp N est exactement [yD (NP Y)],

Pour N > Ny, on numérote les éléments de Sp n = {w1, w2, ..., ws,  }. Comme les

nombres D et Ny sont fixés pour toute la suite, on notera,
Sp,Ny = So, SD,N, = So- (3.13)

3.1.2 La fonction auxiliaire.

Lemme 3.3. Il existe un polyndéme P € Z[X;,...,X], non nul, de degré en X; strictement
inférieur a T, pour touti € {1,...,t}, tel que

P(fi(w),...,fy(w)) =0, Yw €Sy (3.14)
et dont les coefficients sont majorés en valeur absolue par 2Ttet ™o, O

Démonstration du lemme 3.3. On écrit le polynome cherché sous la forme

T-1 T-1
P(Xp, o Xe) =D - > iy XP X (3.15)
i1=0  i=0
Montrons que
T-1 T-1 ) )
Z ...Zch ‘‘‘‘‘ i{ﬁ ((L)k)11 ...ft(wk)”:O, VkE{],...,S()} (316)
i1=0  i¢=0

posséde une solution non triviale ci, .. i, dans ZT". Pour ainsi faire, on applique [5, le
lemme 1.1] en posant :
T:tv N1::Nt:Ta W = So, L:Tta
(3.17)
{ana,..., (thf}h:]"_“}l = {f1 (wy),... ,ft(wk)}k:h_qs(),
et,pourk € {1,...,s0}, dx = [Q(f1(wx),...,ft(wk)) : Q]. Commey > vy, ett > 2, d'apres

(3.1), nous avons 2y < (coy/3t)! et, quitte a augmenter Ny, T vérifie

t
Z,YDZt/(twaé/(t*]) <Tt< <‘3302’) th/(tq)Né/(th_ (3.18)



10 Andrea Surroca

Alors

H So
Z dh _ Z dk < SOD < ’YDZt/<t71)Né/(t_]> < Tt, (319)
h=1 k=1
etl'hypothése L > > I, dy est satisfaite.

Le systeme posséde donc une solution ¢ = (ci,,.. i, )o<i;....i.<T—1,0U0les ci, i,

sont des entiers rationnels non tous nuls qui vérifient

So 1/(Tt750D)
. . < So .
Oty T e < (2 11 Mk) (3.20)
k=1
ot My = T TT_, H(f,(wy)) T4, Comme pour tout k € {1,...,s0}ona dx < D et
wy € Sp N, alors pour tout T € {1,...,t}, on a H(f,(wy)) < eNe. D’'on
M, < TtPetNo(T-1)D (3.21)

et maxo<i, . i,<T 1lCi, . 1| < (250TtPs0etNoTDs0)1/(T'=50D) Or D > 1, 50 > 1 et, d’apreés

(3.18),ona T* > 250D, ce qui conduit a la majoration

| < 2Ttet™o .22
e T R (3.22)

et démontre le lemme. [ ]

On définit une fonction F continue sur le disque fermé D(0, R), en posant

F(z) = P(f1(z),...,fi(z)), Vze D(0,R). (3.23)
3.1.3 Larécurrence. On va montrer, par récurrence, que
YN >Ny, VYweSpn, Flw)=0. (3.24)

Par construction du polynéme P, on a F(w) = 0 pour tout w appartenant a Sp n,, et les

deux lemmes suivants permettront de conclure.

Lemme 3.4. Pour tout N > Ny, on a

[Vw € Sp,n, F(w) =0] = [Vw € Sp N1, |[F(w)] < et coson], (3.25)
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Lemme 3.5. Pour tout N > Ny + T ettout w € Sp n,0ona

[F(w)| < e17eoson-1 —5 F(w) =0. (3.26)
O

Démonstration du lemme 3.4. On se donne N > Nj et on suppose que F(w) = 0 pour tout
w € Sp n. Nous appliquons un lemme de Schwarz (cf. [22, exercice 4.3]) a la fonction
F, continue sur D(0, R), holomorphe sur D(0, R), s’annulant sur chaque point ¢; = w; du

disque D(0, R) avec une multiplicité > o; = 1. On obtient

SD,N 2
i < [Pl H (R “’“’“') . (3.27)

r+}wk|)

Or (R? + rlwy)/(R(r + |wy])) — (R? +12)/21R = (R? —12)(1 — |wy|)/2TR(T + |wy|) > 0 dés que

|wk| <, donc, pour wi € Sp,n ona

R? + 1|y - R? 412
R(r+ |wi|) = 2rR 7

(3.28)

et comme ¢y = log((R? +12)/2rR), on a [F|, < |[Flgre ¢°*P.N, De plus, pour tout z dans
D(0,R),on a

T-1 T—1
Fz) =P(f1(z),....,f(2) = ) - > ciy o fi@Y, ... fu(2)t (3.29)
i1=0 i¢=0

On peut donc majorer le module de F(z) en s’aidant de la borne obtenue pour les coeffi-

cientsci,, i, aulemme3.3:

.....

t . T T
‘F(Z)’ =T 0<iy,..., u<T 1{‘C11 """ " |R}’“.’ |R} (3.30)
< 2T%e™omax {1, 1]} },...,max {1,|f}}.
Comme u; = log(2T2tet™e|fy[L ... [fi}), alors [Flg < e™' et
max|F(z)] = [Fl, < et o0, (3.31)

En particulier, tout w € Sp ni1 est de module < r, donc [F(w)| < e“17¢sp.N | ce qui

démontre le lemme 3.4. [ |

Démonstration du lemme 3.5. On se donne N > Ny + 1, w dans Sp n, et on suppose que
[F(w)] < e®r—Cosn—1,
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Comme sp N1 = [yD*M(N —1)®M)] et qu’ a la section 3.1.1 nous avons supposé

que Ny vérifiait (3.12), alors N vérifie
cosp,N-1 > + (D —1)log (2T?') + tTNo(D — 1) + tTND. (3.32)

D’'autre part, le lemme 3.3 nous a donné un majorant pour la longueur du

polyndéme P, a savoir,

T-1 T-1
— . . t X . 2t ,tTN
L(P) = Z Z iy, | <T oci TAX_ {Jew, 1]} < 2Ttet™o (3.33)
i1=1 i=1
et comme w appartient a Sp n, on a H(f,(w)) < eN, pour tout r dans {1,...,t}. Donc

I'inégalité (3.32) donne
t
ewr—coso -t < [(P)" DT H(fy(w)) " . (3.34)
r=1
D’apres I'hypothése, on en déduit
- D
[F(w)] < L(P)~ PV T H(fr(w) "7 (3.35)
r=1

Pour conclure que F(w) = 0, nous appliquons 1'inégalité de Liouville ([22, Propo-

sition 3.14]), ou plutdt sa contraposée, en posant

K=Q(fi(w),...,f(w)), corpsdenombresdedegré <D, [y =11,
(3.36)
L=t, Ny=-=Ne=T, vy=(f(w),. .. fi(w), f=P
On en conclut que P(f{(w),..., fi(w)) = 0, c'est-a-dire, F(w) = 0, ce qui démontre
le lemme 3.5 et donc la récurrence. [ |

3.1.4 Conclusion. Nous avons montré que pour tout N > Ny, la fonction F s’annule sur

I'ensemble Sp n et donc

Flw)=0, Vwe [J Son. (3.37)
N>N,

Les ensembles Sp n sont tous inclus dans le compact D(0, r) et la fonction F est

holomorphe sur l'ouvert D(0, R) qui contient D(0, ). De plus, F n'est pas la fonction iden-

tiquement nulle car elle est définie comme étant la valeur de P € Z[Xy,...,X;] au point
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(f1(2),...,ft(z)) ou les f; sont des fonctions algébriquement indépendantes sur Q. Ainsi
F ne peut pas s’annuler sur une infinité de points de D(0,r), et donc en particulier sur
Un >No Sp,N-

Ceci montre que (3.37) contredit le théoréme sur les zéros isolés d'une fonction

holomorphe et nous donne le résultat cherché.

3.2 Lerésultat uniforme en la borne de la hauteur

L'assertion (ii) du théoréme 3.1 se démontre de fagon analogue a 1'assertion (i).

3.2.1 Choix des parametres et construction de Sp/ n,. On fixe un nombre réel Ny et un
nombre réel v > vy, et on suppose qu'il existe un nombre entier D tel que, pour tout D’ >
D, onait op- N, zyD’a(t)Ng(t). On pose, comme auparavant, T= [(coy/3t)D2/<‘*1)Ng)/(tq)].

Comme a(t) = (t+1)/(t — 1), quitte a augmenter D, on a

t
co[y(D — 1)a(t)Ng(t)] > (D + 1) log (2T2Y) + 2tNoT(D + 1) + TZlogmax{L ]fi]R}.

io1

(3.38)

On pose encore u; = log(2T?*e*NeT max(1,[f{[8},..., max{1,|f[L}). L'inégalité (3.38)
s’écrit alors :

co[y(D = 1)4INSM] > uy + Dlog (2T2Y) + tNoT(2D + 1), (3.39)

et vient remplacer I'inégalité (3.32) de la section 3.1.
Puisque pour tout D', supérieur ou égal a D, le cardinal op/ n, de I'ensemble

(t)Ng(t)

Ip/ N, est supérieur ou égalayD’® , on peut extraire de Lp+ n, un sous-ensemble

Sp'.n, dont le cardinal sp/ n, est exactement [yD/e(ONSWY],

Comme les nombres Ny et D sont fixés pour toute la suite, on notera

Sp.N, = So, SD, Ny = So0- (3.40)

Pour D’ > D, on notera Sp/ N, = {w1, wa,.. "wSD’,No}'

3.2.2 La fonction auxiliaire. Le lemme 3.3 s’applique encore ici et on définit une fonc-

tion F continue sur le disque fermé D(0, R), en posant

F(z) = P(f1(z),...,fi(z)), Vze D(0,R). (3.41)
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3.2.3 Larécurrence. On va montrer, par récurrence, que
vD'>D, VYwe€Sp/n,, Flw)=0. (3.42)
Par construction du polynéme P, on a F(w) = 0 pour tout w dans Sp n,, et les deux

lemmes suivants permettent de conclure.

Lemme 3.6. Pour tout D’ > D, ona

[Vw € S/ Ng, F(w) =0] = [Vw € Spri1,N,, [Fw)| < e 70 No ], (3.43)
0

Lemme 3.7. Pour tout D’ > D et tout w € Sp/ n,,0na

[F(w)] < e17¢0¢p 1N — F(w) =0. (3.44)
0

Démonstration du lemme 3.6. Avec les notations choisies, la démonstration est la méme

que celle du lemme 3.4. |

Démonstration du lemme 3.7. On se donne D’ > D + 1, w dans Sp’ n,, et on suppose
que [F(w)| < e*' °*p’~1.No Par rapport a la section 3.1, il faut remarquer qu'ici on a
[Q(w): Q] < D’'eth(w) < No.

Comme sp'—1 N, = [y(D'—1 )“(”Ng(t)], et qu’ ala section 3.2.1 nous avons supposé

que D vérifiait (3.39), alors D’ vérifie
CoSD/—1,N, > U1 + Dlog (2T2Y) +tTNo(2D + 1). (3.45)
D’autre part, le lemme 3.3 nous a donné un majorant pour la longueur du

polyndme P, a savoir, L(P) < 2T?'e'™o¢ et comme w appartient a Sp’ N, on a H(f,(w)) <

eNe pour tout r dans {1,...,t}, et donc 'inégalité (3.45) donne
k 1
et -0 g < L(P) P T H(fr(w)) PHT. (3.46)
r=1

D’apres I'hypotheése, on a donc

[F(w)| < L(P)~P f[H(fr(w))*(D*”T.

r=1

(3.47)
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Pour conclure que F(w) = 0, nous appliquons la contraposée de l'inégalité de

Liouville ([22, Proposition 3.14]), en posant

K=Q(fi(w),...,fe(w)), corpsdenombresdedegré <D +1, [l =11,
l=t, Ny=-=N¢=T v=(fi(w),...,fy(w)), f=P
(3.48)
On en conclut que P(f;(w), ..., ft(w)) =0, c’est-a-dire, F(w) = 0, ce qui démontre
le lemme 3.5 et donc la récurrence. |

3.2.4 Conclusion. Onconclut delaméme fagon que dans la section 3.1, al’aide du théo-

réme sur les zéros isolés d'une fonction holomorphe.

4 Estimation du cardinal de Ep n

On rappelle que pour D entier > 1 et N réel > 0, on a noté Ep n l'ensemble des nombres

algébriques de degré majoré par D et de hauteur logarithmique absolue majorée par N.
Pour estimer son cardinal ep n, nous considérons 1'ensemble Ap i (H étant un

nombre réel positif) des nombres algébriques de degré majoré par D et de hauteur usuelle

majorée par H,

Apn ={x€Q; [Q(x): Q] <D, H(x) <H}. (4.1)

Pour tout entier naturel d > 1 nous considérons aussi l'ensemble A4 1 des

nombres algébriques de degré exactement d et de hauteur usuelle majorée par H,

Aan={aeQ; [Q(x): Q] =d, F(ar) <H}, (4.2)

etl'ensemble P4 1y des polyndmes a coefficients entiers, a une variable, non nuls, de degré
exactement d, de hauteur usuelle majorée par H, irréductibles dans Z[X] (donc les coef-
ficients sont premiers entre eux dans leur ensemble) et dont le coefficient dominant est

positif. Un polynéme P de P4 14 s'écrit
P(X) = aoXd + ;X4 "+ 4 aq (4.3)

avec a; € Z,|a;| < H,Vie{l,...,d},pged(ao,...,aq)=1,1<ap <H.
Pour tout élément o de Ap n, il existe un entier d < D, tel que « appartienne a
Ad n,ettout o de Ag 1 est un zéro d'un polynéme P de Py 1. (Les d — 1 autres racines —

distinctes — de P sont les conjugués de «.) Inversement, tout zéro d'un polyndéme de P4 1
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est un élément de A4 . On remarque ainsi que 'ensemble Ap 1 est 'union disjointe des

ensembles A4 1, pour 1 < d < D. Donc

D

card (Ap 1) = Z card (Ag,n), (4.4)
a1

card (Ad,H) = dcard (Td,H)» vd > 1. (4.5)

4.1 Estimation du cardinal de Ap y
Lemme 4.1 (encadrement du cardinal de Ap 1;). Pour tout entier D > 1 et tout nombre
réel H>1,ona

card (Ap 1) < DH(2H +1)7; (4.6)

pour tout entier D > 2 et tout nombre réel H > 2

%(H — 2)D+1 < card (-AD,H) < card (AD,H) (4.7)

et pour D =1 et tout nombre réel H > 1,

(H—1)% < card (A1,n) =card (A1 1). (4.8)

Nous allons maintenant démontrer le lemme 4.1.

4.1.1 Majoration de card(Ap ). OnfixeD > 1etH > 1. Comme l'union Ulgng Pan

est disjointe, en utilisant (4.4) et (4.5),on a

D D
card ADH Z dcard TdH § Z card Td H) DC&I‘d( U U)d H)

d=1 1<d<D
(4.9)

Or le cardinal de ;< 4<p Pa,n est inférieur au nombre de polynémes non nuls Q € Z[X]

qui s’écrivent
QX) =aoXP + a1 XP T+ +ap (4.10)

avec |a;| < H pour touti € {1,...,D}, de coefficient dominant a, strictement positif et
inférieur ou égal a H. En effet, au polynéme P(X) = aoX? + --- + aq de Uy gep Pa,n 0N

peut associer le polynéme Q(X) = P(X)XP~4,
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Comme il existe [H] nombres entiers > 0 de valeur absolue inférieure ou égale a H,
ily a autant de choix pour le coefficient dominant, et 2[H]+1 pour les D autres coefficients

(éventuellement nuls). On en déduit qu'il existe [H](2[H] + 1)P tels polynémes Q, et
card (Ap i) < DH2H+1)P. (4.11)

4.1.2 Minoration de card(Ap n). Soient D un entier > 1 et H un nombre réel > 0.
D'aprés (4.4), card(Ap 1) > card(Ap n), et d'aprés (4.5), pour minorer le cardinal de
AD H, il suffit de minorer celui de Pp n.

Pour D > 2 et H > 2, au lieu de considérer 1'ensemble Pp 1, nous pouvons juste
compter les polyndomes P de Pp 1 tels que pged(ap,a;) = 1. La condition pged(ay, ...,
ap) = 1 est alors automatiquement vérifiée. Parmi ces polyndémes-1a, nous pouvons en-
core nous restreindre a ceux qui vérifient le critére d'irréductibilité d'Eisenstein (cf. [7])
sur l'anneau des entiers Z, pour le nombre premier 2. On rappelle que le polynoéme P est

2-Eisenstein sur Z (et donc irréductible sur Q), si
2)((10, 2|a, Vie{l,...,D}, 4*(1[). (4.12)

On note €p 1(2) I'ensemble de ces polynémes P. Comme il est inclus dans Pp n,

ona
card (Ap 1) > Dcard (Ep,n(2)) (4.13)

et nous sommes ramenés a minorer le cardinal de £p 1(2).

Ona

card{aEZ/lalgH,Zla}:ZF;} +1>H-1,

W2 2 (4.14)
card{a € Z/la|<H, 2|a, 41a} _2[T+] > T_
En notant cy le nombre de couples (ap, a1) € Z? tels que
1<ayg<H, ’(l]‘ <H, 2]|a, ngd(ao,O.]):], (4.15)

nous obtenons

N T

" )

card (Ep 1(2)) =cn (2[
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et donc (comme H > 2), une minoration de ce cardinal, en fonction de ¢y,

card (€p 1(2)) > c(H —2)P 2 <#) = CTH(H —2)b-1, (4.17)

Il existe [(H + 1)/2] nombres impairs compris entre 1 et H, et [H/2] nombres pairs compris

entre 1 et H. En tenant compte du signe de ay, cela implique que le cardinal de 1'ensemble
{(ao,a1) €Z*/1<ao <H,0<|a;| <H, 2fao, 2] ar} (4.18)
est égal a 2[(H+ 1)/2][H/2], et nous avons 2[(H + 1)/2][H/2] > H(H —2)/2 (voir les deux
cas, pour n entier positif, 2 n <H < 2n+1let2n+1 < H < 2n+2).
Pour minorer cyy, on tient compte du couple (1,0) et on enléve tous les couples

(ap, ar) dont le pged est divisible par un nombre premier p (ona doncp > 3 car2 1 ap).

Ici, p désignera toujours un nombre premier. Or, pour un nombre premier p > 3, on a

card{a€Z/1<a<H 2ta pla}<card{a€eZ/T<a<H pla}= [];}
(4.19)

etcard{a € Z\{0}/la| <H, 2| a, p| a}est égal au nombre de a € Z\ {0} tels que |a| < Het
2p | a, c’est-a-dire 2[H/2p] d'oq,

H(HfZ) H|lH H(HfZ) > 1

> _— E — = > _— E —. .

cy > 1+ 7 2[p:||:2p:|]+ 7 H pz (420)
p=>3 p=>3

Comme, pour tout nombre x € [0,1], on a —log(1 —x) = } 1, (x*/k) > x, et que, d'une
part, ((2) = 3, -1 (1/k?) = [1,5,(1/(1 = (1/p?))), et d'autre part, {(2) = 7* /6, alors

1 1 2 1 . 1
é; szzz—log (1 _F> —log (¢(2)) = log <?) <5, dou ZF <

et ainsi

>l —— = (4.22)
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On en déduit
1
card (ép n(2)) > g(H- 2)P+1 (4.23)
et finalement, pour tout D > 2 et tout H > 2, card(Ap 1) > (D/8)(H —2)P+1.
Pour D = 1 et tout nombreréel H > 1, ona Ay 4 = Ay n et leur cardinal est égal a
celui de 'ensemble des polynémes P € Z[X] qui s’écrivent

P(X)=aX+b avecl <a<H, [b|]<H, pged(a,b)=1. (4.24)

Avec des calculs analogues a ceux faits précédemment, on trouve

card (Ay n) > 2H* - ) (P]ZPD (4.25)

Sellp
et alors
card (Ay n) > 2[H]* = 2[H]* ) é > 2[H]? — Z[H]Z% =[H]* > (H-1)% (4.26)
p>2

4.2 Démonstration du lemme 1.1
4.2.1 Majoration de card(Ep n). Soient D un entier > 1 et N un nombre réel positif ou
nul. Soit « dans Ep n avec deg(x) = d. Comme d < D et h(a) < N, d’apres (2.9),

H(or) < 297 Tedhe) < 2D=1DN, (4.27)

OnadoncEp n C Ap n pourH = 2D~1¢DN et en utilisant la majoration obtenue

pour le cardinal de Ap 1 au lemme 4.1 (onaH > 1carD > 1etN >0),ona
card (Ep,n) < D2P~1ePN(2PePN + 1)D. (4.28)

Montrons que D2P~1ePN(2PePN 4 1)D < eP(D+1(N+1) "ce qui donnera la majora-
tion annoncée. On a
D2P~TePN (2PePN 4+ 1)D
—D2P TePN((2P +1)ePN — PN 4 1)" (4.29)

< D2P—1,DN ((ZD + 1)eDN)D — D2P1 (2D + 1)DeD(D+1)N_
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Il nous suffit donc de montrer que D2P~ (2P + 1)P < ¢P(P+1)_ par récurrence sur D, on
montre que pour tout D > 2 on a D2P~! < eP et une étude facile de la fonction x —
e* —2*—1, montre que, pour tout D > 2, (2P +1)P < eP’. Pour D = 11'inégalité se montre

par un calcul direct.

4.2.2 Minoration de card(Ep n). SiD > 1et0 < N < 1, comme l'ensemble Ep n

contient 0, alors
eP(PFDINTD <1 < card (Ep,n). (4.30)

Pour tout entier D > 2 et tout nombre réel N > 1, nous montrons que 1’'ensemble
Ep N contient Ap 1y pour H = ePN/y/D + 1. Soit H’ un nombre réel positif, et soit « €
Ap n-. Alors deg(a) = D et H(«x) < H’. D’aprés 'inégalité (2.8), on a

h(a) < %log%(oc) + % log(D + 1) < log (D +1)"/2PH'"/P). (4.31)

On en déduit que Ap 11+ C Ep N dés que log((D +1)"/2PH/T/P) < N.
CommeD >2etN > 1,alors H = ePN/\/D + 1 > 2 et nous pouvons appliquer la

minoration obtenue pour le cardinal de Ap 1 au lemme 4.1 :
D
card (Ep,n) > card (Ap,n) > S (H —2)P*, (4.32)

OreP/vD+1>4 doncH > 4ePMN-1 > 24 2ePN-1) q'ou H —2 > 2eP(N-1) gt

D
card (Ep n) > §(2eD<N_”)DH — D2P—2eP(PHDIN-) (4.33)
donc
card (Ep,n) > eP(PHDIN=T), (4.34)
Sixestdedegrél,ona o =a/bouaetb #0sontdes entiers premiers entre eux.
On a donc

h(x) =log (H(x)) = log (max (|al,|bl)) = log (H(x)) (4.35)

et donc, pour tout N > T,ona E;n = {x € Q; h(x) < N} = {x € Q; log(H(x)) < N}. On

voit que B4 n D Aq 1 des que H' < eN donc, en particulier,

card (Ej n) > card (Aj 1) > (H— 1)? pourH =eN. (4.36)
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CommeN > 1,alorsH=eN >2eN-1>14+eN-T etona

card (Eq n) > e2N"1, (4.37)

ce qui complete la démonstration du lemme 1.1.

4.3 Autres résultats

Dans ce travail, nous nous servons du lemme 1.1, mais d'autres énoncés sont connus.
Pour les présenter nous énongons d'abord une conséquence du lemme 1.1.

Pour tout entier d > 1 et tout nombre réel N > 0, notons 4 n 1'ensemble des
nombres algébriques de degré exactement d et de hauteur logarithmique absolue < N.

En utilisant le lemme 1.1, on obtient I’encadrement suivant.

Lemme 4.2. Pour tout entier d > 2 et tout nombre réel N > 0, le cardinal de £4 n Vérifie

c1(d,N)ed @ IN < card (€4,n) < c2(d,N)ed(d+1N (4.38)

ot cq(d,N) = e—d(d+1) _ o—2dN+d*—d ot c2(d,N) = (1— efzd(N+d))ed(d+1)_ 0

(Sid=1etN > 0, par un calcul simple analogue a celui de la fin de la preuve du
lemme 1.1, on obtient (e™ — 1)? < card(&1 n) < 2e2N +eN)

Remarquons que pour N fixe et d — oo, la minoration du lemme 4.2 est triviale
car pour d assez grand c;(d,N) < 0. En revanche, Loher [8] (cf. aussi [10]) a obtenu le

résultat suivant.

Théoreme 4.3 (Loher). Pour tout entier d > 1, et tout nombre réel N > (1/d) log 2,

card (Eq,n) > c3(d)ed(dFIN (4.39)

ou cz(d) =2-972(d+ 1) (1/2)(d+1), .

Pour d fixe et N — o0, la minoration du lemme 4.2 donne le méme ordre de
grandeur que le théoréme de Loher, a savoir, e4(4+N mais la constante du théoréme 4.3

est meilleure pour tout d > 2. D'ailleurs, en remarquant que l'ensemble Ep n est la
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réunion disjointe, pour d € {1,...,D}, des ensembles 4 n, on voit que le théoréme de
Loher implique

pour tout entier D > 1, et tout nombreréel N > (1/D)log 2,
card (Ep,n) > c3(D)eP (PN (4.40)

ce qui est meilleur que la borne inférieure du lemme 1.1, pour tout D > 2.

Pour la majoration, Schmidt obtient, dans [16, (équation (1.4), page 170)], une
borne ayant méme ordre de grandeur que celle du lemme 4.2, mais dont la constante est
de qualité légerement inférieure a c,(d, N). Il montre que pour tout entier d > 1, et tout

nombreréel N > 0,
card <8d,N) < 22d%+14d+11 d(d+1)N (4.41)

Concernant des estimations asymptotiques en N, il y a deux résultats connus. Pourd =1,

Schanuel (cf. [14] et aussi [10, 16]) montre que

card (&1N) = ;—ieZN +0(NeV), (4.42)

et pour d = 2, Schmidt montre dans [17], que

8
card (€2,n) = —=-€®™ + O(Ne™™), (4.43)
¢(3)
ou ( est la fonction zeta de Riemann. Aucune estimation asymptotique concernant le car-
dinal de €4 n pour d > 3, ne semble actuellement connue ([15, page 27] et [17, page 346]).

Néanmoins, Masser et Vaaler [10] ont obtenu le résultat suivant.

Théoreme 4.4 (Masser-Vaaler). Pour tout entierd > 1,on a

Jim e 4@ N card (€q,n) = ca(d) (4.44)
oti cs(d) = dy(d)/2¢(d + 1) et y(d) = 2441 (d + 1) TTS_, ((2k) 942K /(2k 4 1)4+1-2K) avec § =
[(d—1)/2]. O

(La fonction y(d) vérifie limg_, (logy(d)/dlogd) = —1/2.) Le théoreme 4.4 im-
plique le résultat suivant. Pour tout entier D > 1, il existe un entier Ny tel que, pour tout
N > Np,ona

20 TD2D+1)PV2 N

card (Ep,n) < e

) (4.45)
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5 Construction d'exemples

Dans cette section, nous construisons la fonction f du théoréme 1.2. Nous construisons
aussi (théoréme 5.4) une fonction g entiere et transcendante, dont toutes ses dérivées,

envoient tout nombre algébrique « dans Z[1/2, «].

5.1 Construction de la fonction f

On rappelle que ep n = card{a € Q/[Q(x): Q] < D, h(x) < N}

Soit ¢ une fonction positive telle que ¢(x)/x tende vers 0 quand x tende vers
l'infini.

Nous nous donnons une suite (byx)x>1 de nombres réels > 0 telle que la série

2 >1 bk soit convergente, et un nombre réel xo > 1, tel que pour tout nombre réel x > xo,
d(x) <x—1. (5.1)

Nous allons construire, récursivement, une suite strictement croissante (Ng)s>1
de nombres réels > xo tendant vers l'infini et une suite (as)s>1 de nombres rationnels
vérifiant les conditions suivantes.

(i) Pour une infinité de 6, on a as # 0 et pour tout 4 > 1,
las| Sbs(é—l—e‘SN“)_éeé’Né. (5.2)

(ii) Pour tout 6 > 2,
5-1

Ns > 2(log(6 1)+ Z h(ax) + (5 — N2es 1.5, (log2+1+ N5_1)>. (5.3)
k=1

(iii) Pour tout & > 2,

N5
¢(Ns)

22(5— 1)26571,N571' (5.4)

Pour la suite (by)k>1 on peut prendre, par exemple, by = 2%, pour tout k > 1.

Pour construire (as, Ns)s>1, on proceéde de la fagcon suivante.

Onpose Ny =[xo] +1,c1 =1+ [2(1 +eN1)e ™) et ay = 1/cy.

Soit & > 2. Pour 1 < k < & — 1, on suppose définis ay et Ny vérifiant, pour k €
{1,...,6 =1},

Jai] < b (et e Nx) T (5.5)
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etpourk €{2,...,0—1},

k-1
Ny > 2<log(k— 1)+ Zh(ar) +(k—1)ex_1,n, , (log2+1 +Nk1)>,
= (5.6)
N
d)(]\lfk) ZZ(k—])zek_Lqu.

(Remarquer que la derniere inégalité est possible puisque la fonction ¢(x)/x tend
vers 0 quand x tend vers l'infini.)

On choisit pour N5 un nombre réel vérifiant les conditions (5.3) et (5.4), et on pose
cs =1+ [25(5+e¥Ne)Pesns]etas =cj '

1l est clair que les as peuvent étre choisis de fagon a ce que tous (a partir d'un
certain rang) soient non nuls.

Ainsi, la suite (as, Ns)s>1 satisfait les conditions (5.2), (5.3) et (5.4). En particu-
lier, la condition (5.3) implique que la suite (N;5)s>1 est strictement croissante et tend
vers l'infini.

On pose, pour tout k > 1,

PX) = J[ x-p)* (5.7)

BEEK, Ny

On définit la fonction f en posant, pour tout z € C,

f(z) = ) aPu(2). (5.8)

k>1
Pour démontrer le théoreme 1.2, nous aurons besoin des lemmes suivants.
Lemme 5.1. La fonction f est une fonction entiére et transcendante sur C(z). O
Démonstration du lemme 5.1. Soient R > 0 etz € D(0, R). Nous écrivons la série
[R]
Z akPk(z) = Z akPk(z) + Z akPk(z). (59)
k>1 k=1 k>[R]+1

La premiere somme est finie et définit un polyndéme. Nous regardons donc la deuxieme.

Pour tout k > [R] + 1, nous avons

laPe(@)| =la] [ le—a<]ax| ] (2 +a)" (5.10)

xEEK, Ny xEEK, Ny
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Pour & € Ey N, , nous avons |« < M(«) = edes(®h(®) < ¢kNk et donc

laxPe(@)] < |ax| [T (12 + )" (5.11)

‘XGEk,Nk

Or |z| < R <k, donc |axPy(z)| < |ay| (k + ekNx)kexn et d’aprés la condition (5.2) sur la

suite ((15)52],
‘akPk(z){ S bk. (512)

Comme la série ) by est convergente, ceci montre que la série ) , ., axPx(z)
converge normalement sur tout compact de C; sa limite f est une fonction holomorphe
sur C tout entier.

Montrons maintenant que la fonction f n’est pas polynomiale; comme elle est
entiére, cela montrera qu'elle est transcendante.

Supposons que f est un polynoéme de degré n > 1.

Comme la suite (ex,n, )k>1 est strictement croissante, il existe ko > 1, tel que
pour toutk > ko,ona (k—1)ex_1 N, , > M.

Soit K > kg tel que ax_1 # 0. Considérons la somme

K1
gk(z) = ) axPi(2). (5.13)
k=1
C’est un polynoéme de degré (K — 1)ex_1 ny_, > n. La différence

f(z) — gx(2) = ) arPr(2) (5.14)

k>K

est un polynome de degré < max{(K — T)ex_1.n¢_;,1} = (K—1)ex_1 ng_,- Or, pour tout
k > K, le polynéme Py est multiple de Pk, donc f(z) — gk (z) s'annule en tous les zéros de
Py, c’est-a-dire, en Keg N, points.

Comme le polynéme f(z) — gk (z) est de degré < (K — 1)ex_1 n¢_, < Kek ny, c'est

le polynéme nul, et donc

—akPk(z) = ) axPi(2). (5.15)

k>K+1
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Soit Zo € F—K+1,NK+1 \F—K,NK- Alors
VkZK+], Pk(Zo) 20, PK(Zo) 750 (5.16)

Nous en concluons que, pour tout K > ko, on a ax = 0, ce qui contredit la condition (i).
[ |

Lemme 5.2. Pour tout entier naturel o, la fonction dérivée f(°) envoie tout nombre

algébrique «, dans Q(x). O

Démonstration du lemme 5.2. Soient « € Q et o € N. Par hypotheése, la suite (Ng)s>1

tend vers 1'infini, donc
Q= {JEn., (5.17)

et comme les ensembles (Ex n, )x>1 forment une suite croissante pour l'inclusion, il exis-
tek’ > 1tel que « € Ex n,, pour tout k > k’. Notons ko = min{k’ > 1/Vk > k/, o € Ex N, }
et M = max{ky, o + 1}.

SiM=1(i.e.,0=0etko = 1), alors f(x) =0.

SiM > 1, pour tout k > M, on a « € Exn, et k > o. Donc, pour tout k > M,
Pl () = 0 et

M—1
(o) = 3 aP (@) (5.18)
k=1

De plus, les polynémes Py sont des puissances de polynomes unitaires dont les
ensembles de zéros sont des réunions de systémes complets de conjugués sur Q, ils sont
donc fixés par tout élément du groupe de Galois de Q sur Q. Ils sont donc a coefficients
rationnels, ainsi que tous leurs polynomes dérivés, et comme, par définition, les nombres

ay sont aussi rationnels,
19)(x) € Q(). (5.19)
[ |

Le lemme suivant sera lui aussi utile pour la démonstration du théoreme 1.2.

Lemme 5.3. Pour tout entier D > 1 et tout nombre réel N > 0, nous avons

card (Ep n N D(0,1)) > %card (Ep,n)- (5.20)
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Démonstration du lemme 5.3. Soient D un entier positif et N un nombre réel positif ou
nul.

Pour un nombre algébrique « non nul, on a deg(x) = deg(1/x) et h(x) = h(1/x),
donc « appartient a Ep n si et seulement si 1/« appartient a Ep n. De plus, o appartient

au disque fermé D(0, 1) si et seulement si 1/« n'appartient pas au disque ouvert D(0, 1).

D’ou
card (Ep,n ND(0,1)) = card (Ep,n \ D(0,1)) +1, (5.21)
et donc
card (Ep,n) = card (Ep n N D(0,1)) + card (Ep,n \ D(0,1))
<2card (Ep,n ND(0,1)), (5.22)
ce qui démontre le lemme. [ |

Démonstration du théoréme 1.2. Soient D et d des entiers tels qued > D > 1.

Nous commencons par remarquer que, d'apres le lemme 5.2,

IpNg(f, 1) ={xe QnND(0,1)/deg(x) < D, h(x) < Ng, h(f(«)) < Ngq}.  (5.23)
Montrons que cet ensemble contient Ep (N )41 N WJ) Soit « € Q tel que
deg(x) < d, h(o) < $(Ng) + 1. (5.24)

Comme Ny > xo, alors, d’apres (5.1), d(Ng) < Ng — 1, et h(x) < N4. Comme, en
plus, deg(«) < d, alors « € E4 N, et pour toutk > d, on a Py () = 0.

Sid=D =1, alors f(x) = 0 et on a l'inclusion Ey 4(n,)+1 N D(0,1) C Z1 n, (f, 1).
Supposons maintenant que d > D > 1et d > 2. Alors

d—1
fo) = ) aPr(a). (5.25)
k=1

Majorons sa hauteur. En appliquant les formules (2.4), puis (2.3), on obtient

d—1

a1
h(f(x)) = h( Z akPk(oc)> <log(d—1)+ Z h(axPy(x))
. a1 d-1 . (5.26)

<log(d—1)+ > h(ar) + Y h(Pe(x)).
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Soitk €{1,...,d — 1}. Nous avons

Pr() = [ (x=B)* (5.27)

BEEK, Ny

En utilisant les formules (2.3) et (2.4), on obtient

h(Pe(e)) <k >  h(a—B)<k Y  (log2+h(x)+h(p)), (5.28)

BEEK, Ny BEEK, Ny

et comme, pour tout 3 € Ex n,,0nah(f) < Ny, et que, par hypothése, h(o) < $p(Ng) + 1,

alors
h(Pk(CX)) < kek,Nk(logZ + (b(Nd) + 1 + Nk) (529)
D'ou
d—1 d—1
h(f(a)) <log(d—T1)+ Y h(ax) + > ke, (log2+d(Na)+1+Ni).  (5.30)
k=1 k=1

Or, les suites (Ny)x>1 et (ex,n, )k>1 sont croissantes, donc h(f(«)) est inférieure a

d—1
10g(d—1)+Zh(ak) +(d—])2€d,1‘Nd71(10g2+¢(Nd) +1 +Nd71>
k=1
d—1
= d)(Nd) ((d_1)2€d71‘Nd71) +log(d—1) + Zh(ak) (5.31)
k=1

+ (d— ‘I)zed_])qu (log2+1 JrNd_])

ce qui est < Ny, d'apres les conditions (5.3) et (5.4).
En particulier, si « appartient a Ep ¢n,)+1 N D(0,1), alors deg(er) < D < d et
h(f(e)) < N4, ce qui montre que x appartient a Lp n,(f, 1). Ainsi, pour tout couple (D, d)

avecd > D > 1, nous avons

op,Ng = card (Zp N, (f, 1)) > card (Ep gny)+1 N D(0,1)). (5.32)

En appliquant les lemmes 1.1 et 5.3, nous obtenons

1 1
0D Ny > 3 card (ED,cb(Nd)JH) > zeD(D“)‘MNd). (5.33)
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On remarque que la démonstration se simplifie considérablement si on se
contente de construire f entiére et transcendante vérifiant (1.5). Pour cela, il suffit de
se donner une suite strictement croissante (N;s)s>1 de nombres réels > 1 tendant vers
I'infini et une suite (as)s>1 de nombres rationnels vérifiant la condition (i).

Le théoreme 1.2, qui fait intervenir les dérivées de la fonction transcendante,
pose le probleme suivant. Peut-on espérer avoir un énoncé dans le sens du théoreme 1.3,

faisant lui aussi, intervenir les dérivées ?

5.2 Construction de la fonction g

En modifiant la construction de la fonction f du théoréeme 1.2, on peut construire une
fonction g entiere et transcendante, vérifiant la méme conclusion (1.6) concernant le car-

dinal de Xp n(g, 1), mais pour laquelle la premiere conclusion est changée. Précisément :

Théoreme 5.4. 1l existe une fonction g entiére et transcendante sur C(z) telle que,

Vae Q, VYo>0, g(")(oc) e’ B, cx]. (5.34)
O
Démonstration du théoréme 5.4. On se donne une suite croissante (Ny)x>1 de nombres
réels > 1 tendant vers 1'infini et une suite (by)x>1 de nombres rationnels tels que
(i) pour une infinité de k > 1, by # 0,
(ii) pourtoutk > 1, on ait by | < 27 (k 4 ekNr)kern

(iii) pour toutk > 1, by € Z[1/2]. (Comme Z[1/2] est dense dans Q, ceci est pos-
sible.)

On pose, pour toutk > 1,

QX)= ] Ps¥, (5.35)

BEEK, Ny

ou Pg est le polynéme minimal de 3 sur Z, et, pour tout z € C,

9(z) = ) biQx(2). (5.36)

k>1
Les lemmes suivants démontrent le théoreme 5.4.
Lemme 5.5. La fonction g est entiere et transcendante. O

La démonstration est identique a celle du lemme 5.1.
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Lemme 5.6. Pour tout entier naturel o, la fonction dérivée g(®) envoie tout nombre
algébrique o dans Z[1/2, «]. O

Démonstration du lemme 5.6. Cette démonstration suit celle du lemme 5.2. On se donne
« dans Q et o dans N. Il existe un nombre entier M > 1, tel que, pour tout k > M, on ait
« € Exn, etk > o, donc Q| () = O et

M-1
=Y beQ (). (5.37)
k=1

Comme les polyndémes Qy sont a coefficients dans Z et que, de plus, d'apres la
condition (iii), pour tout k > 1, by, € Z[1/2],0on a g'°)(«) € Z[1/2, «], ce qui démontre le
lemme 5.6 et donc le théoréme 5.4. [ |

Si on se donne une fonction ¢ comme au théoreme 1.2 et si les suites (Ny) et (by)
intervenant dans la fonction g vérifient de plus les conditions (5.3) (avec (by) a la place
de (ax)) et (5.4), alors la fonction g ainsi obtenue satisfait de plus la conclusion (1.6) du

théoréme 1.2.
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