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D ' A B E L - S C H R Ô D E R E T L ' I T É R A T I O N C O N T I N U E 

R. COIFMAN 

(RECEIVED 21 JUNE 1964) 

1. 

Soit f(x) continue strictement croissante pour x e [0, «„] et telle que 
0 < f(x) < x pour x e (0, a0]. 

Il est connu que l'équation fonctionnelle d'Abel 

A{f(x)) =A{x)-l 

ainsi que l'équation de Schrôder 

S(f{x)) = aS(x), 0 < a < 1, 

possèdent une infinité de solutions continues strictement croissantes. 
En posant 

A{x)=S{x) + ll(a-l), 

cette dernière équation se réduit à 

A(f(x)) = aA(x)֊l 
qui pour a = 1 est celle d'Abel. Enfin en posant <p(x) = A^(x) les deux 
équations peuvent être mises sous la forme 

(1.1) /(?>(*)) = <p(ax-\) 0 < a ^ l 

qui parait être la mieux indiquée pour le problème en vue. 
On entend par famille d'itérées de f(x), toute famille f„(x) telle que 

(1.2) h{x) =f(x) et ƒ„(ƒ„(*)) =fv+lt{x) pour tout c,n réels. 
Le problème de l'itération continue, c-a-d l'étude de l'existence et 

l'unicité d'une famille d'itérées de f(x), étant équivalent à la résolution de 
l'équation d'Abel-Schrôder, est ainsi ramené à l'étude de l'équation (1,1). 

On peut assurer l'unicité de la solution cp de l'équation (1,1) en imposant 
à <p un certain comportement asymptotique régulier. 

La définition ainsi que les propriétés essentielles de ce comportement 
régulier sont données au § 2. Au § 3. nous donnerons par les théorèmes I et II 
les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence et l'unicité des 
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[2] Sur l'unicité des solutions 37 

solutions régulières de (1,1). Quant aux rapports de ces théorèmes au 
problème de l'itération continue ils sont formulés au § 4. par les théorèmes 
III, IV. Enfin au § 5. nous montrons jusqu'à quel point les théorèmes I—IV 
donnent des extensions des résultats connus jusqu'à présent. 

Définition A; La fonction continue q> sera dite régulière-A en b, 
\b\ < oo, si 

lim v№+b)~<P(x+b) 
(p(X0x+b) — <p(x+b) 

existe pour tout X > 0, X0 étant fixe. 
La fonction q> sera dite régulière-^4 en — oo si ç>(lg(a;)) est régulière-^4 en 0. 
Définition B; La fonction dérivable tp sera dite régulière-S en b, 

\b\ < oo, si <p' > 0 et si 

lim <p' (b+Ax) l<p' {b+x) 
X-++0 

existe pour tout A > 0. 
La fonction <p sera dite régulière-B en —oo si ç?(lg(a;)) l'est en 0. 
Les propriétés essentielles des fonctions régulières-^4 resp. régulières-B 

ont été données par R. Bojanic et J. Karamata [1] resp. J. Karamata [2] et 
N. G. De Bruijn [3]. Les propriétés dont on aura besoin sont les suivantes: 

1) Si <p est régulière-yl en b (\b\ < oo) alors il existe un Ï] e R tel que 

<p{b+Xt)-<p{b-{-t) 
t-.+o<p(b+À0t)—(p(b+t) 

avec 

A J X ) = 

r] = 0 (voir [1]) 

2) Si <p est régulière-S en b (\b\ < oo) alors il existe un r\ e R tel que 

(2,2) lim (P'?I^U} = X"' (voir [2][3]) 
*-+o <p (b+t) 

3) Les limites (2,1) et (2,2) ont lieu uniformément sur tout intervalle 
fini [X1։X2], Xt>0 (voir [3] et [1]). 

4) Si (p est régulière-5 en b alors 9? est réguliers-^ en b et TJ = rf+l. 
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38 R. Coifman [3] 

3 . 

Théorème I. Soit f(x) continue strictement croissante sur [0, a0] telle que 

0 < f(x) < x pour a; e (0, a0] swï 
( 3 , 0 ) l/««(s) = /(/*(*)), /„(*) = *;*» = Z.K). n = o, i, 2, 

a) S* l'équation fonctionnelle (1,1) -possède une solution <p régulière-A 
en b, ou b — l/(a—1) ^0«»· 0 < a < 1 ^ 6 = —oo £ow a = 1, «tors 

!

ƒ et 
la limite lim — = A (x) existe, cette limite à lieu uniformément 

«=oo an֊an+1 

sur [e, a0], e > 0 et A(x) est strictement croissante sur (0, a0). 

b) Il existe une seule solution q> telle que q>(a0) = a0, (<x0 > b) 
c) Réciproquement si les conditions (3,1) sont satisfaites l'équation 

fonctionnelle (1,1) possède une solution régulière-A en b. 
En outre la fonction f est alors nécessairement dérivable en -{-0 et 

lim > 0. 
x->+0 X 

En effet, d'après 3) 

(2,3) j*'<p'(b+u)du~t<p'(b+t) j^uv'du, (t ֊> +0) 

et puisque d'après 2) <p reste bornée sur tout intervalle <x2], ax > 0 
il s'en suit que la limite (2,1) existe avec y = n'+l. 

5) La fonction <p étant régulière-^4 en b (\b\ < oo), pour que rj ̂  0 
il faut et il suffit que pour tout A > 0 

n m * ^ = A* 
t-.+o <p(b+t) 

existe (voir [1]). 
6) Si (p est régulière-^ en b (\b\ < co) et A,- > 0 i = 1, 2, 3, 4, alors 

( 2 4 ) l i m p(6+-M)֊9>(&+V) = .4,,^)—4,(A2) 

Cette relation est une conséquence immédiate de 1). 
7) Si <p est régulière-A en b (|6| < oo) et rj = 0 alors pour tout A > 0 

<p(b+Àt) , % 

t-+o <p{b+t) 
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[4] Sur l'unicité des solutions 39 

(p(aa"{ct.0-b)+b)—<p(an(lx0—b)+b) 

d'où en vertu de la régularité-^ de <p en b et de (2,4) nous obtenons 

(3 4) ^/.(yW)-8- = (̂*֊&)֊̂ ,(«o֊&) 
n-oo «n+i — «„ ,̂(«(«o— &))— ̂ ,(«o—b) 

et cette limite a heu uniformément en x sur [b+e, a„], e > 0 (propr. 3) § 2 
et (2,4). La monotonie de q> en découle car ç>(x0) — 95(3;!) et (3,4) entraînent 
que xQ = x1. 

De (3,3) et de la monotonie de 93 il découle que la limite (3,1) existe 
uniformément en x sur [e, a0], e > 0. 

Si f] ^ 0 nous avons en vertu de (5), § 2), (3,2) 

w 
et en choisissant x — «a„—1 on obtient 

(3,5) l imM_Wl = (^V 

lim ^ - «' 

Comme a n + 1 < an et 0 < a < 1 il en découle que »? > 0, et en vertu de 
(3.5) A {x) est strictement croissante pour x e (0, a0) en plus de (3, 5) il vient 

/ / ( « H 1 " 
(3.6) 9>-* (x) - 6 + (« 0 -6 ) lim '-֊֊ 

Si ?7 = 0, on a 

Démonstration du théorème I. Remarquons d'abord que des hypo­
thèses sur f{x) il découle 

lim /.(*) = 0 
n=oo 

D'autre part de l'équation fonctionnelle (1,1) nous obtenons 

(3.2) /.M*)) ^ £ ^ ) . » = 0 , 1 , · · · 

d'où y étant continue pour x > b et la limite ci dessus ayant lieu uniformé­
ment en x, on a 

(3.3) f(b+0) = + 0 , ֊oo ^ b < oo 

Pour montrer les affirmations (a)(b) supposons d'abord que 0 < a < 1. 
De (3,0) et (3,2) il découle que 

ƒ„(?>(*))-«„ v(fl«(s_ft)+&)_ç,(«-(ao_j)+&) 
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4 0 

lim 

R. Coifman 
fn{<p(x))-"« log (x-ô)/(oc0-6) 

[5] 

d'où .4 (ce) est strictement croissante pour x e (0, a0) et 

(3,7) çri(*) = 6 + («o—ô) exp ( - 4 ( x ) log a) 

L'unicité de q> découle des formules (3,6) et (3,7). 
Lorsque a = 1 il suffit de poser ՝P(x) = ç>(logx); on obtient alors 

f(W(x)) = W(xle) 

où W est régulière-^4 en 0. En répétant alors les calculs précédents on obtient 
l'affirmation. 

Pour montrer l'affirmation c) posons a* = A(a1)—A(aa) et b* = 
l/(«* —1) pour a* ^ 1, b* = —oo pour a* = 1. 
Nous montrerons d'abord que la fonction tp*(x) = A~1(x) est la solution 
régulière-^4 en b* de l'équation 

(3,8) f(q>*(x)) = 9>*(«*x֊l) 

avec <p*(0) = a0. 
Pour obtenir la solution <p(x) régulière-^ en b de l'équation (1,1) 

telle que ç>(a0) = a0, il suffira de poser 

p Q u r e t * = a * 
\ 1—a* J 

(3,9) tp{x)=* 

log [(»-6)/(a,-6)J 
log a 9>*(֊ 

93 \ exp(—»?) —1 /' 

pour a* = 1, a < 1 

(3,10) 

(3,11) 

pour a* = e - ' , a = 1 

95* (x—a0), pour a* = 1, a = 1 

Posons Aan — an—an+x on a 

lim Aa„ 
= a* et 0 < a* 52 1 n=co 

En effet de (3,1) et (3,10) il découle que 

lim = lim ^± lZf? _ U m ^ ± ! Z ^ ֊ 4 («j _ 4 («,) 
n=oo ¿1«, OO n=oo :=00 d,„֊a, n + l n=oo #„+1 

¿4 (x) étant strictement croissante nous avons a* > 0, d'autre part de la 
limite de (3,11) il découle que 
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[6] Sur l'unicité des solutions 41 

lim <p*{X0anfi+b*)-<p*{anfi+b*) A 0 - l 

En vertu de l'hypothèse cette limite est uniforme en fie [«*, 1] on peut donc 
poser t = anfi et la régularité-/! en b* en découle. Soit a* = 1; on a 

fn(x) = <p*{<p*-՝֊{x)—n), 

et en posant A = 9?*_1(a;) on obtient comme précédemment 

<p* (A—n) — œ* (—ri) 
hm —— ' y v = A 

et en vertu de l'uniformité de cette limite en A e [0, 1] on obtient 

<p*(X+t)-<p*(t) = A 

N - . p*(i+o-ç>*(0 
ce qui équivaut à la régularité-^ en 0 de ç>*(loga;). 

En plus f(x)jx = (pla(<p-1(x)—b)+b)lf((p~1(x)—b)+b) d'où en vertu 
de la régularité-,4 de 9?, lim f{x)/x, (x-*• +0) existe. 

l k - - 1 = «* 
n = o o 

d'où 0 < a* g 1. 
Ceci établi, de 

(3,12) A(f(x)) = lim ^ f f * " ^ * " 1 - 1 

on obtient 

4(/(*)) = a M ( » ) ֊ 1 

d'où l'on déduit que la fonction <p*(%) = A~1(x) vérifie l'équation fonction­
nelle (3,8), de A (a0) — 0 il vient <p*{0) = a0. Montrons que <p* est régulière-^, 
en b*. 

Soit 0 < a < 1; de (3,2) on obtient en posant A = <p*-1(x)—b* et 

<p*[anX+b*)-<p*(a«X0+b*) 
um = à —A0 

d'où 

,. (p*(anXfi+b*)— <p*(anft+b*)+(p*(anfj,+b*)—<p*{anX0+b*) 
lim = Xfi—A0 

B=OO Aan 

et 
<p*(Aa>+6*) ֊95* («>+&*) A—1 
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42 R. Coifman [7] 
Théorème I I . Supposons que la fonction f(x) vérifie la condition (3,0) 

et que f(x) est dérivable à dérivée bornée sur (0, «„) et continue en + 0 , telle 
que / ' (+0) > 0. 

La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation fonctionnelle 
(1,1) possède une solution régulière-B en b est que 

(3.13) lim֊AM_ = a(x) 
n - o o an an+1 

existe, que a(x) > 0 et que cette limite soit uniforme sur [s, a0] e > 0. 
Cette dernière condition est en particulier satisfaite lorsque 

(3.14) | sup |/' («„)֊/' (t) | < oo. 

Démonstration du Théorème I I . Pour montrer que la condition 
(3,13) est nécessaire supposons d'abord que a < 1. La fonction q> étant par 
hypothèse régulière-B en b, on a d'après (2,3) 

Aan = 9>(an+1(a0֊-è)+è)֊çj(an(a0֊6)+6) = «"(oo-è̂ '+V (&+«") j°u*'du. 
d'où 

/«(*) (»)-&)+6) . ^ ^ 
Ja B <p'(&+a")(a0-6)*'+1 ՝՝ 

En vertu de la régularité de <p le second membre de cette équation con­
verge uniformément vers une limite, par suite 

lim fn{x) _ (y-M*)-^''?-1» 
-» Jam (a0֊ô)''+1 ' 

et cette limite a lieu uniformément en x sur [e, a 0 ] , e > 0. Lorsque a = 1 
on peut répéter le raisonnement sur la fonction W(x) =ç>(loga;), supposée 
régulière-B en 0. 

Pour montrer que la condition (3,13) est suffisante, remarquons comme 
au théorème I qu'il suffit de montrer l'existence d'une solution cp régulière-B 
en b avec a = / ' (+0); pour les autres valeurs de a, la solution régulière 
s'obtient des formules (3,9). 

On a 

(3.15) /Ut*) = /„(*№(*)) 
et 

on obtient 
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[8] Sur l'unicité des solutions 43 

Lorsque a = 1, on a 

d'où 

l i m ^ ± ? = l. 

fn{x)a{y) = <p'(A(z)֊n)  
/»(*/)«(#) <P'(A (y)֊n) 

ce qui entraîne que <p(log a;) est régulière-B en 0, c.q.f.d. Il nous reste à 
montrer que la condition (3,14) suffit pour obtenir la limite (3,13). 

En posant 

(3.16) un= sup \f'(x)-f'(y)\ 

il est evident que (3.14) équivaut à la condition 
00 

(3.17) 5 > „ < o o 

On a 

Aa-n+i _ /K+i)֊/K) = /'(««), où an+1 <a'n<an 

lim = a, puisque lim/'(/n(x)) = a. 
N—OO ^Jan N—OO 

Comme f'{x) est par hypothèse bornée sur [0, a0] il en est de même pour 
f'n{x), et la limite (3,13) ayant lieu uniformément on a 

lim f" f-^֊ dt = lim
 / w (^~a" = f a(t)dt = A(x). 

Donc la fonction q>(x) = A^ix) satisfait à l'équation (1,1). Il reste à 
vérifier la régularité-B en b. 

Lorsque 0 < a < 1 on a 

fu(x) = v'[a'(<rHx)֊b)+b)a{x) 
Uy) <p'{a"(<p-i(y)-b)+b)a(y) 

posons A ••- <p-1(x)—b, AQ - 9_ 1(y)-r-6 on obtient 

<p'(a«l+b) _ a(y)Aanf'n{x) 
<p'{anh+b) f'n(3,)a(x)Aan 

mais le second membre tend vers 1 uniformément sur [e, a0] d'où 
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44 R. Coifman [9] 
Posons 

nous obtenons 

«„+i(*)-«» = an(x)(f'(fn(x))֊f'{a'n))(AaJAan+1). 

mais comme an+1 /„(*) g a„ pour x e [a1։ a0] on obtient en vertu de (3,16) 

= *»(*)(l+0(«„)), * e [a,., «„], (« -» oo) 

En outre (3,15) et / ' (+0) > 0 entraînent que an(x) > 0 d'où 

lim an(x) = a(x) > 0 
n=oo 

et cette limite a lieu uniformément sur [a1։a0]. 
Ceci montré on a 

lim _ ^ ֊ _ ֊ lim ^ A a ^ Aan „""oo ̂ â daĵ a!) 
d'où 

«(/*(*))/*(*) = «*«(*)· 
Mais tout «/e #*] peut être mis sous la forme y = ƒ„(:>:) avec 

a 0 ] , d'où il résulte la convergence uniforme sur [«*+!,«*] et par 
suite la limite (3,13) a lieu uniformément sur [s, a{\, s > 0. 

Ces résultats s'appliquent directement au problème de l'itération 
continue de f(x). En effet une famille d'itérées de / s'obtient en considérant 
une solution de l'équation (1,1) et en posant 

( d" ]\ 
atr<p-1(x)֊ -—H pour 0 < a < 1 

(4>2) ÌAX) = f{'P~1{x)—a) pour a — 1. 

Une solution du problème de l'itération continue peut être obtenue 
comme suit; 

Théorème I I I . Soit f(x) une fonction qui satisfait aux conditions du 
théorème I. Pour que f(x) possède une famille d'itérées fa{x) continue stricte­
ment monotone en a et x, telle que 

l i m ^ ( x ^ + 0 ) 
f(x)֊x 
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[10] Sur l'unicité des solutions 45 

existe pour tout a, il faut et il suffit que l'équation (1,1) possède une solution 
régulière-A en b. 

Cette famille d'itérées est alors donnée par (4,1) où (4,2) et elle est unique. 

Démonstration du théorème I I I . Soit q> une solution régulière-y4 en b 
de l'équation (1,1) et f„(x) la famille d'itérées définie par (4,1) où (4,2), 
en vertu de (4,1) nous obtenons 

lim (fa(x)—x)l(f(x)—x) = (a"—1)1 (a—\), avec a = \\mf(x)lx 
x=+0 ï=+0 

où nous faisons la convention de remplacer par a lorsque a = 1. 
La solution f* régulière-;! en b* de l'équation (3,8) est liée à q> par les 

formules (3,9) on vérifie que la famille d'itérées f„(x) obtenue à l'aide de q> 
est la même que celle obtenue par <p*. Ainsi la famille d'itérées définie par 
une solution régulière est unique. 

Réciproquement soit fa(x) une famille d'itérées de f(x) continue et 
strictement monotone en a et x. 

En posant cp(o) = f-a(a0), il découle de (1,2) que 

f(f(o)) =<p(o-ï), et / „ (* )= <p(<p~՝ (x)-a). 

Par suite, en posant t = ^(x) on a 

<p{t֊-o)֊<p{t) = ƒ„(«)—a; 
v(t-i)-<p® /(*)-* 

et comme en vertu de (4,2), t —oo lorsque x -> + 0 , il s'en suit que 
limf̂ ._00(ç5(/—cr) —Ç'(̂ ))/(9'{̂ —1) —Ç̂Ĉ)) existe pour tout a ce qui équivaut 
au fait que 95 est régulière-yl en —00. 

Théorème IV. Soit f(x) une fonction qui satisfait aux conditions du 
théorème II. Pour que f(x) possède une famille d'itérées fa(x) dérivable en a 
et x, telle que 
(4,3) (3 /» /So-) < 0 et / ; (+0) = ( / ' (+0))-

il faut et il suffit que l'équation fonctionelle (1.1) possède une solution régulière-
B en b. 

Cette famille d'itérées est alors donné par (4,1) ou (4,2). 

Démonstration du théorème IV. Soit <f une solution régulière-B 
en b de (1,1), de (4,1) nous obtenons 

(M) fr(z)=<pXar<p-i(z)-{a'-l)l(a-l))a<'lq>'(<p-i(x)). 
Lorsque a < 1 posons t = cp-1(x)—b, il vient 

(4,5) /;(*) = v'(a't+b)a'l<p'{t+b) 
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46 R. Coifman [11] 

et comme <p est régulière-!? en b la limite du second membre existe lorsque 
t - s * + 0 c-a-d x ֊> + 0 et il existe rj > 0 tel que 

lim f'„{x) = ai" où a" = / ' (+0). 
« - • + 0 

Lorsque a = 1 posons dans (4,3) t = ç?- 1^) nous aurons alors f'a{x) = 
(p'(t—a)l<p'(t), mais ç? étant régulière-B en — oo, ç>(log (x)) l'est enO, et on 
aura; 

lim <p'{t—a)l<p'(t) = lim (çj(log (s)-<r))7(ç>(log(a;))' = exp(֊r;a) 
« - > - ( » i - » + 0 

d'où 
l i m / » - (/'(+0))-. 

Réciproquement définissons <p(x) — /-^(«o)» P a r hypothèse <p'(a) > 0, 
de (4,4) et (4,5) il découle que <p est régulière-!? en — oo, c.q.f.d. 

5 . 

Remarquons enfin que les conditions suffisantes de l'existence de 
cette famille d'itérées à savoir 

1. / ' ( + 0 ) ֊ 1 et H"\df'(x)\<co 

2. /'(x) = a+0(xs), 0 < a < 1, 0<<5 
3. f'{x) = l-oL{p+l)x+0{xe+»), 0 < p\ Ô 
4. 0 < / '(+0) < 1 et |/'(x)֊f (y)| ^K\x֊y\, x.ye (0, «„] 

qui ont été données respectivement par P. Lévy [4] G. Szekeres [5], [6] et 
M. Kuczma [7] sont toutes contenues dans la condition (3,14). 

Il est évident que les conditions 1., 4., entraînent (3,14). Pour montrer 
que c'est le cas pour 2. remarquons que de 2. et (3,0) il découle que 

= aan+0{an

+i) {n ֊> co) 
par suite 

= «+<H«») (» -* °°) 
d'où 

oo 

2 as„ < oo, puisque 0 < a < 1. 

D'autre part de (3,16) on a 

«„ ^ 2sup \f'{x)֊a\ < Mai, c.q.f.d. 
La condition 3. entraine (4,13) car 

un£ 2sup \f'(x)֊l\' ^ α ( / 3 + l ) ( α f - f l в + 1 ) + M α ^ , . 
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[12] Sur l'unicité des solutions 47 
Or comme l'a montré G. Szekeres ([6] th le) 

(n oo ) 
ce qui implique la convergence de la série 2«„. 

Notons que les méthodes utilisées par ces auteurs pour obtenir la 
famille d'itérées telle que la limite 

existe pour tout a, diffèrent suivant les conditions envisagées. Or dans tous 
ces cas on peut obtenir la famille fa{x) par un même algorithme donné 
par P. Lévy. 

La condition (5,1) a été donnée par P. Lévy comme condition d'unicité, 
pour a = 1, et lorsque 0 < a < 1 par G. Szekeres sous la forme 
l i ™ » - . + o = 0֊"՛ Or cette condition a elle seule permet de définir la 
famille d'itérées que ces auteurs ont désignée par "famille régulière d'itérées". 
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