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lm Folgenden wird eine Vereinfachung der Beweisanordnung fur Henkin's 
Theorem [2] p. 162 angegeben (Abschnitt I). — Die Vereinfachung zeigt 
sich u.a. darin, daB fur den abgeanderten Beweis eine Abschatzung der 
"projektiven Klasse" (im Sinne der Kleene-Mostowski'schen Theorie der 
projektiven Mengen von natiirlichen Zahlen *) fur das zu konstruierende 
Modell gelingt (Abschnitte II-IV)2. Die Kenntnis der Henkin'schen Arbeit 
wird vorausgesetzt. 

I. Um eine maximale widerspruchsfreie Menge r„ von geschlossenen 
Formeln, in der zu jeder Existenzaussage (Sx)A(x) eine Beispielaussage 
A(ui}) vorhanden ist, zu erhalten, fiihrt Henkin einen Turm von Kalkiilen 
S0, 51( . . . , Sj, ... und dessen Vereinigung Sm ein. Abwechselnd wird dann 
die gegebene Menge von Formeln in 5< zu einer maximalen widerspruchs-
freien Menge r( erweitert und in Si+1 durch Hinzunahme von Beispiel-
aussagen fur alle Existenzaussagen aus rt erganzt, fiir die das nicht schon 
in einem fruheren Schritt geschehen ist. r„ ist dann die Vereinigung aller TV 

Die Vereinfachung besteht nun darin, daB — nach Erweiterung von S0 

zu einem Kalkiil S* durch Hinzunahme einer einfachen Folge ult u2, . . . 
von "neuen" Konstanten — in 5* zu jeder Existenzaussage eine bedingte 
Beispielaussage gebildet wird. K sei die Klasse dieser Aussagen, A die 
gegebene widerspruchsfreie Menge; dann wird A* = K w A in S* einmal 
zu einer maximalen widerspruchsfreien Menge erganzt.3 

Unter Verwendung der Standard-Anordnung aller geschlossenen Formeln 

Received July 26, 1951. 
1 Vgl. [5], [7]. 
2 DaB diese Abschatzung fiir geeignete Beweise des Godel'schen Vollstandigkeits-

satzes gilt, ist dem Verfasser durch einen Vortrag von S. C. Kleene, gehalten am 20. 
Juni 1950 in Munster i.W., bekanntgeworden. 

Die Beweise, fiir welche Kleene diese Abschatzung erhalten hat, sind (nach einer 
spateren erganzenden Mitteilung Kleene's) einmal der aus [4] §§ 3 und 4, und dann 
einer von ihm selbst, der von einer pranexen Normalform ausgeht und dazu einiges 
von Henkin's Methode benutzt; dieser ist — mit einem Beweis fiir die Abschatzung 
— erschienen in [6] § 72, als Satze 34 und 35. 

3 Nach Einsendung einer fruheren Fassung dieser Arbeit (in welcher noch wie in 
[2] doppelt indizierte ,,neue" Konstanten benutzt wurden) an das JOURNAL erfuhr der 
Verfasser durch eine briefliche Mitteilung Henkin's (vom 4. Mai 1951), daB dieser 
eine solche Vereinfachung schon friiher entdeckt hatte. Der vorliegende Text be-
riicksichtigt Henkin's Mitteilung. — Eine Darstellung, die einem Manuskript Henkin's 
(vom 25 Juli 1950) folgt, wird in [1] Kap. 5 erscheinen. 
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EINE BEMERKUNG ZU HENKIN'S VOLLSTANDIGKEITSBEWEIS 4 3 

von S* erhalten wir fiir diejenigen von der Form (lx)A(x) eine Aufzahlung 
(3x)Ai(x), dazu eine Indexfolge /,• (i = 1 , 2 , . . . ) , definiert durch: 

7i =Df Minfw, nicht in (B*)^*)], 
1 

ji+i = D f M i n K n i c h t i n ^ i K ) . ^a(«/,). • • •• Ai(ui). i^x)Ai+1{x)]. 
i 

K ist dann die Klasse aller Formeln der Gestalt (3x)Ai(x) 3 A^u^). Analog 
wie in (2] p. 162 erhalten wir: 

Ist A widerspruchsfrei in S0, so ist A* = K^-> A widerspruchsfrei in S*. 
Nun werde eine maximale widerspruchsfreie Erweiterung r* von A* in 

derselben Weise bestimmt, wie das fiir ro und A in [2] beschrieben ist. 
A* ist abgeschlossen in Bezug auf Abtrennung, enthalt also mit (3x)Ai(x) 
auch A^Uj).* M sei das nach der Methode von [2] bestimmte Modell von 
r* in der Menge der Konstanten von S*. 

Die beschriebene Beweisanordnung ist durch den Hilbert'schen e-Kalkul 
nahegelegt und der Ubergang von A zu A* ist in gewissem Sinne das zweite 
e-Theorem.5 Der hier benutzte Formalismus ist aber elementarer und 
iiberschreitet nicht den des eigentlichen Pradikatenkalkiils, da in K die 
Abhangigkeit der u}( von Parametern nicht durch Funktionszeichen zum 
Ausdruck gebracht wird. 

II. Ein Modell fiir ein "Axiomensystem" A — in dem die Pradikatensym-
bole Gi vorkommen mogen — ist im Wesentlichen durch die den Gt zuge-
ordneten Relationen (Mengen von wrtupeln) — die Belegung der Gt — 
bestimmt. Ist der Individuenbereich dabei die Menge der naturlichen 
Zahlen, so werde unter der projektiven Klasse des Modells die niedrigste 
projektive Klasse (falls es eine solche gibt) verstanden, der diese Relationen 
zugleich angehoren. 

Von dem oben eingefuhrten Modell M von r* (und damit von A) kann 
man leicht zu einem Modell im Bereich der naturlichen Zahlen gelangen. 
Da die Belegung der G{ in einfacher Weise durch r* bestimmt ist, haben 
wir zunachst die projektive Klasse von r* zu ermitteln. Es ist iiblich, die 
hierfiir erforderlichen Betrachtungen iiber Klassen von Zeichenreihen 
vermittels einer Godel-Numerierung in die Arithmetik zu verlegen. Um 
Detail zu vermeiden, benutzen wir, daB die Entscheidbarkeit (Existenz 
eines Entscheidungsverfahrens im anschaulichen Sinne) einer Klasse oder 
Relation K von Zeichen eine hinreichende Bedingung dafiir ist, daB die 
Klasse oder Relation K der Godel-Nummern von K allgemeinrekursiv ist. 

4 Hierbei k a n n m a n sich auf solche Formeln beschranken, in denen die gebunde-
nen Variablen in der Reihenfolge ihres Auft re tens den Anfang einer Standardfolge 
bilden. 

5 Vgl. hierzu [4] S. 9, 18. 
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44 G. HASENJAEGER 

Entsprechendes gilt fiir Funktionen. Meistens kommt man sogar mit primitiv-
rekursiven Relationen und Funktionen aus.6 

Wir setzen die Entscheidbarkeit der benutzten Standard-Anordnung der 
geschlossenen 5*-Formeln voraus — es sei etwa die nach wachsender 
Godel-Nummer. Dann ist jt eine rekursive Funktion von i, und die Klasse 
K (der Implikationen i^x)Ai{x) 3 A((ujt)) ist entscheidbar, also if rekursiv. 

Ebenso sind entscheidbar die Beziehungen 
(1) A ist ein Glied einer endlichen Folge B, 
(2) A ist das letzte Glied einer endlichen Teilfolge C der Standard-

Anordnung, 
(3) B ist ein Beweis fur A aus der endlichen Pramissenfolge C (die 

wirklich in B vorkomme). 
Die durch den Ubergang zu den Godel-Nummern zugeordneten Re­

lationen 

(1) Gld(a,b), (2) End{a,c), (3) Bew{b,a,c) 

sind also rekursiv. 
Sei nun zunachst auch A als entscheidbar vorausgesetzt — als Axiomen-

system wird A oft sogar endlich sein. Dann ist, wegen Bew(b, a, c) D c <, b 
und Gld(a, b) Z) a <, b, auch 

Bew(b, a) = D f (3x)(Bew(b, a, x) . (y)(Gld(y, x) Z> y e A*)) 

rekursiv (der Durchgang durch die dreistellige Beziehung Bew(b, a, c) 
wurde mit Riicksicht auf den in IV zu behandelnden allgemeineren Fall 
gewahlt). 

Die Godel-Nummer der Negation der Konjunktion aus den Gliedern 
einer endlichen Formelfolge C (in Standard-Anordnung) ist eine rekursive 
Funktion /(c) der Godelnummer von C. Ebenso ist die Godel-Nummer der 
nach der folgenden Vorschrift aus C gebildeten Konjunktion K(C) eine 
rekursive Funktion g(c) der Godel-Nummer von C. Fur C = [A^, An^, 
..., A„k], wo nx < n2 < . . . < nk und At die Standard-Anordnung ist, sei 

K{C) = D f ~ ( ^ i V A2 V . . . V An^x) .AniZ3 ~(Ani+1 V . . . V An^) 

.(Ani. An) D ~(A„2+1 V . . . V An3_t) . . . . 

• (Ani AnJ => ~(^U_1+i V . . . V A%t_J. 

Ist c nicht Nummer einer Teilfolge der Standard-Anordnung, so sei zur 
Festlegung der Wertverlaufe etwa /(c) = g(c) = 0 gesetzt. 

Ist nun c Nummer einer (endlichen) Teilfolge C der Standard-Anordnung, 
so ist C offenbar genau dann Anfang der durch das Bildungsgesetz von f* 

6 Vgl. hierzu [4] Supplement II . Die im Folgenden vorkommenden Relationen und 
Funktionen konnten z.B. effektiv bestimmt werden unter Benutzung von [4] § 4. 
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EINE BEMERKUNG ZU HENKIN'S VOLLSTANDIGKEITSBEWEIS 45 

bestimmten Folge, wenn7 

(ly)Bew(y, g{c)) . ~(3z)Bew{z, /(c)) 

und a ist genau dann Nummer einer Formel A aus r*, wenn 

(*) (3x){End(a, x) . {3y)Bew(y, g{x)) . ~(3z)Bew(z, f(x))) 

oder in pranexer Form 

(3x) (3y) (z) (End(a, x) . Bew(y, g(x)) . ~Bew{z, f(x))). 

Unter Benutzung einer rekursiven Numerierung der Paare erha.lt man 
schlieBlich eine Formel (3x)(z)%(a, x, z) mit rekursivem 21. 

Andererseits erha.lt man fur die Nummern der Formeln aus r* eine 
Bedingung der Form (x) (3 )̂58 {a, x, z) auf die folgende Weise. Da die Menge 
der geschlossenen Formeln entscheidbar ist, gibt es zu der entsprechenden 
Menge von Nummern eine rekursive Formel Clf(a). Die Nummer der 
Negation einer Formel A ist eine rekursive Funktion Neg(a) der Nummer von 
A. Da nun A in r* genau dann, wenn A eine geschlossene Formel ist, und 
nicht ~A in J1*, ergibt sich die Darstellung Clf(a) . ~(3x)(z)tyi(Neg(a), x, z), 
oder in pranexer Form (x)(3z)(Clf(a) . ~SH(Neg(a), x, z)). 

Wir haben also fur die Klasse £* der Nummern der Formeln aus 71* 
sowohl eine Darstellung in der Form (3#)(y)2l(a, x, y) als audi in der Form 
(#)(3y)93(«, x, y); d.h., in der Terminologie von [7], £* e P2^ Q2. — (£(a) 
stehe im Folgenden wahlweise fur (3x)(y)5l(a, x, y) oder (x)(3y)$S(a, x, y). 

Nun sei g,(fl1( . . . . «n<) die Nummer der Primformel aus dem Pradi-
katensymbol G( und den Argumenten mit den Nummern av . . . , aKi, und 
k(c) sei eine Aufzahlung der Nummern der Konstanten von 5*. Die Funk-
tionen gt und k konnen als rekursiv vorausgesetzt werden. Dann ist die 
Belegung vonG,-bestimmt durch &i{av . . . , «„.) = D t ©fe^K) , . ..,k{a„{))). 
Die durch @x dargestellte Relation gehort offenbar wieder zu P2 -̂  Q2. 
Wir erhalten also den Satz: 

Jedes entscheidbar-e Axiomensystem besitzt ein Modell der Klasse P2 ^ Q2. 

III. Kommt unter den Pradikatensymbolen das Identitatszeichen vor, 
so ist eine zusatzliche Betrachtung notwendig. Da in diesem Falle zu A 
die Identitatsaxiome gehoren, liefert die beschriebene Konstruktion als 
Belegung von " = " zunachst eine Aquivalenzrelation — diese sei dar-
gestellt durch Q(«» b) — und sonst Relationen, die nur von den Klassen 
nach dieser Aquivalenzrelation abhangen. Ein vollstandiges Reprasentan-
tensystem fiir das System der Aquivalenzklassen wird ausgesondert durch 
die Bedingung 9t(6) = D f (x)(x < 6D ~3{x, b)). Wir konnen voraussetzen, 
daB dieses System unendlich ist; andernfalls sind die folgenden Betrachtun-

7 Man beachte, daB bei der Bildung von J1* auch die Elemente von A* in der Reihen-
folge der Standard-Anordnung beriicksichtigt werden. 
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46 G. HASENJAEGER 

gen tiberflussig. Um eine Formel (£(«, b) zu erhalten, welche eine eineindeu-
tige Abbildung aller natiirlichen Zahlen auf dieses Reprasentantensystem 
beschreibt, setzen wir 

*>(«. b) =m (3y)[v(y, 0) = 0 . (*)(* < b . M(x+1) D v(y, x+1) =v(y,x) + \) 

. (x)(x < b . —!R(^+1) D v{y, x+1) = v(y, x)) . v{y, b) = a]* 

®(a, b) = D 1 $(a, b). 91(6). 

Dabei ist v(a, b) eine rekursive Funktion mit der Eigenschaft, daB es zu 
jeder endlichen Folge [x0, ..., xk] von natiirlichen Zahlen eine Zahl n gibt, 
sodass fur alle * ̂  k, v(n, i) = xt.

9 $(«, b) bedeutet also inhaltlich: « + l 
ist die Anzahl der Reprasentanten < 6+1 , und (£(«, 6) besagt: 6 ist der 
(a+l)-te Reprasentant. 

Offenbar erhalten wir ein Modell mit richtiger Identitat, wenn wir (fur 
jedes vorkommende i) als Belegung von Gt die Relation wahlen, die durch 
die Formel Q}f (av ..., a„) beschrieben wird, wo 

@f K , . . . , a„{) = D f (3^) . . . (3x„()(®(alt xx) (£(«„,, x„) . 

©,(*!, ...,x„t)). 

Mit ©f(«1, . . . , «n<) ist auf Grund der Eigenschaften von (S(a, 6) aquivalent 
die Formel 

@?*K,. . . , an) = D f (Xl)... (*g(~@K, xx) v ... v ~e(«M(, *n<) v 
®t(xv . . . ,*„,)). 

Um einzusehen, daB das so bestimmte Modell wieder zu P2 ^ Q2 gehort, 
brauchen wir nur geeignete pranexe Normalformen fiir ($$* und &f* herzu-
stellen. Dabei storen die beschrankten Quantifikatoren (x)(x <b"D . . . ) 
auf Grund der beweisbaren Aquivalenz 

«)10 (*)(* < b => (3y)&(*. y)) = (3y)(*)(* < b D $(*, v(y, x))) 

nicht, konnen also an ihrer Stelle gelassen werden. Wir driicken &* [bzw. 
&f*] auf Grund der angegebenen Definitionen durch 6 aus. Wir bringen 
die aus der Definition von ® stammenden (3y) — nach passenden Um-
benennungen — nach vorn und erhalten zum Prafix einen Beitrag (Hyj) . . . 
(3yn<) [zu ©**: (yx) . . . (ynj)]. Nun wahlen wir (£ iiberall so, daB beim 
Herstellen der Normalform der auBere Quantifikator (von S) in ein Existenz-
[zu ©f*: All-] zeichen iibergeht und bringen erst von alien (£ die auBeren, 

8 Das hiermit gleichwertige Definiens (y) ( . . . D v(y, b) = a) ist fiir das Folgende 
nicht brauchbar. Man kann aber fiir y eine rekursiv von b abhangige Schranke an-
geben; dann wird (3y) bzw. (y) unwesentlich fiir die Bestimmung des Prafixes. 

9 Vgl. [3] pp. 319, 320. 
10 Dies folgt aus der oben angegebenen Eigenschaft von v(a, b). Man beachte, daB 

sich bei Umformungen mit Hilfe dieser Aquivalenz die Argumente des umzuformenden 
Ausdrucks andern. 
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HINE BEMERKUNG ZU HENKIN'S VOLLSTANDIGKEITSBEWEIS 47 

danach die inneren Quantifikatoren nach vorn. Durch Zusammenfassung 
der gleichartigen Quantifikatoren (unter Benutzung einer rekursiven 
Numerierung der &-tupel) erhalten wir schlieBlich das gesuchte Prafix 

(3*)(y)[zu@**:(*)(3y)]-

IV. Betrachten wir nun noch den allgemeineren Fall, daB A nicht not-
wendig entscheidbar, aber in der Protosyntax (d.h.: "alle" und "es gibt" ist 
beschrankt auf Zeichenreihen) definierbar ist. Naheliegende Beispiele 
hierfur liefern die Formelmengen A, die man erhalt, indem man, nach Wahl 
einer geeigneten zahlentheoretischen Formel g(c), alle zutreffenden Aussagen 
g(0(n)) zu einem zahlentheoretischen Axiomensystem hinzufiigt.11 Ist 
dabei $(c) von der Form12 tyk1$0{c, j) oder tykZ%0(

c> E)> m^ rekursivem 
5o, so ist auch A durch eine Formel <g*j23(c, j) bzw. $*E23(C, j), mit re­
kursivem 83, darstellbar, d.h. A ist von der Klasse Pk bzw. Qk im Sinne 
von [7]. — Es gilt: 

(a) Ist .4 in Pjc+i, so gibt es ein Modell von A in Pk+i
 /~~ Qk+2> 

(b) Ist A in Qk, so gibt es ein Modell von A 
1*1 * k+2 ^ Q k+2-

Anm.: In (b) ist fur k = 0 das Resultat von II und III enthalten. 
Beweis: Auf Grund der Konstruktion des Modells aus r* und wegen 

<?*£ Pk+1, geniigt es zu zeigen: 
Wenn A in Pk+1, so £* in Pk+2 ~ Qk+2. 

Das kommt darauf heraus, eine geeignete pranexe Normalform von (*), 
der charakteristischen Bedingung fur £*, herzustellen. Da die in der De­
finition von Bew(b, a) explizit erscheinenden Quantifikatoren beschrankt 
sind, kann das fur A charakteristische Prafix S^k+1z, das implizit in y e A* 
vorkommt, an den Anfang von Bew(b, a) gebracht werden,13 und zwar 
ohne "Inversion". Durch Paar-Numerierung und einfache Anwendungen 
des Pradikatenkalkvils erhalten wir also fur (3y)Bew(y, g(x)) und ~(lz)Bew(z, 
/(*)) Aquivalente der Form ^k+1i) bzw. ?$k+1%. • •, und (*) geht uber in 

(3x)(End(a, x) . $*+H)_ . $* + l 3 . . . ) . 

Bringt man nun zunachst das erste Glied von ^5*+1t), dann jeweils die ersten 
Glieder von tykt) und %k+1i, $*-1t) und %k$, . . . nach vorn, so entsteht 
schlieBlich eine pranexe Formel, die durch Zusammenfassung gleichartiger 

ii "oM" ist ein Zeichen fur die Zahl n. Bei genauerer Durchfiihrung miiBten hier 
die Zeichen fur mathematische Funktionen entweder wie in [3] p. 465 eliminiert oder, 
was ohne Schwierigkeiten moglich ist, in den Vollstandigkeitsbeweis einbezogen 
werden. 

12 "«jjjg" bzw. " $ , j " stehe als Abktirzung fur "alternierende" Prafixe, wobei 

* 1 J = D f ( 3 ^ l ) . ¥ lE=Df(* l ) . 

13 Man benutzt dabei wieder die Aquivalenz (%). 
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48 G. HASENJAEGER 

Quantifikatoren auf die Form $*+2j2t(a, j), mit rekursivem 91 gebracht 
werden kann. Eine aquivalente Darstellung ^ft+2j93(a, j) erha.lt man wie am 
Ende von II, und beide Darstellungen zusammen ergeben: £* e Pk+2^ Qk+2. 

Steht jetzt g(a) wahlweise fiir $*+2E21(«, j) bzw. $*+2E$B(a, j), so 
bleibt die Konstruktion der ©,• unverandert. Fiir den Kalkiil mit Identitat 
kann der Abschnitt III ubernommen werden, wobei nur " P a ^ Q2" durch 
"Pjc+z ^ Ok+z" zu ersetzen ist, und statt der aufieren und inneren Quanti­
fikatoren von & schrittweise jeweils die r-ten (1 ^ r ^ k-\-2) nach vorn 
zu bringen sind. 

Die Frage, ob die in Abschnitt I und II beschriebene Modellkonstruktion 
in dem Sinne optimal ist, dafi es zu jedem k ^ 0 eine widerspruchsfreie 
Menge A mit A in Pk+1 bzw. Qk gibt, fiir welche sich die Abschatzung (a) 
bzw. (b) nicht verscharfen laBt, bleibt offen. 
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