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Resumo

Um dos métodos numéricos mais usados actualmente na analise e simulagao
de estruturas electromagnéticas é o FDTD, que esta obviamente relacionado
com uma representacdo em espaco fisico dos campos. As vantagens desta
representacdo incluem o modo simples como se pode aproximar as derivadas,
0 produto, a soma e a forma elegante de se aplicarem as condi¢des fronteira.
Contudo, e dependendo obviamente do problema, normalmente os vectores
resultam densos, determinados pela menor dimenséo a discretizar originando
grelhas uniformes, o que porventura pode levar a uma sobre amostragem
espacial e a um aumento do tempo de computacdo. Por esta razdo, ha
interesse em métodos numéricos adaptativos que usem uma grelha mais
refinada apenas em certas regides do espaco, e menos refinadas noutras.
Além disso, com a evolucéo temporal, é importante que seja possivel redefinir
as grelhas de uma forma dinamica e automatica, que permitam de alguma
forma prever e acompanhar a evolucdo da solugdo com o tempo.

Uma maneira de se conseguir grelhas adaptativas esparsas € usar
representacbes baseadas em wavelets de primeira geracdo. Contudo, as
wavelets de segunda geragcdo apresentam outras vantagens tornando a
representacdo mais proxima de uma representagcdo em espaco fisico. O
método adoptado neste trabalho para a obtencdo da grelha adaptativa é
baseado nas técnicas de analise wavelet interpolatéria. Usando este tipo de
andlise é possivel a construgcdo de um esquema de interpolacdo adaptativa
gue permite fazer a ligacdo entre os ambientes em que as grelhas séo
uniformes e aqueles em que sdo esparsas. Usando este método, a estrutura
da grelha apresenta uma composicdo heterogénea: esparsa em regides de
suavidade e densa em regides de variagdo mais acentuada. As equacdes de
Maxwell sdo discretizadas usando wavelets interpolatérias em duas tipos de
malhas: entrelacadas e n&o entrelacadas. E feita a comparacdo do
desempenho de cada uma das malhas analisando o comportamento da
dispersdo e estabilidade e s&o retiradas as principais conclusdes. Para se
provar a viabilidade do método sao apresentados diversos exemplos de
resultados a 1D. Para um dos exemplos é também feita a comparacdo dos
resultados obtidos por este método com os obtidos pelo FDTD.

Palavras chave: FDTD, MRTD, wavelets, andlise multiresolucdo, wavelets
interpolatérias e malha adaptativa.



Abstract

FDTD remains one of the most often used numerical methods for the
simulation and analysis of electromagnetic structures. It is based on a sampled
(physical) representation of the electromagnetic fields, leading to a number of
advantages that include the ease with which sums, products and derivatives
can be implemented, and the simple and elegant way of handling boundary
conditions.

However, FDTD leads in most problems to dense (non-sparse) vectors and
matrices, determined by uniform meshes that may adequately represent
localized details, but that usually oversample elsewhere in space, increasing
the computation time.

For this reason there is a growing demand for adaptive numerical methods
based on adaptive meshes, that is, meshes that are finer in regions containing
transients, and coarser elsewhere. Since fields evolve with time, spatial
adaptivity is not enough. Time varying meshes, able to track the evolution of
the solution in time as well as in space, are also necessary for the efficient
solution of electromagnetic problems.

One way of obtaining these sparse adaptive meshes is to drop sampled
(physical space) representations, and adopt wavelet based representations.
First generation wavelets lead to the required adaptive representations, but
unfortunately do not seem as attractive when dealing with general boundary
conditions, or when computing nonlinear functions such as the product.

The methods adopted in this work emphasize second generation interpolating
wavelets. Because these wavelets interpolate, it is possible to maintain the
physical space representation, now based on nonuniformly sampled fields, and
to handle boundary conditions in a simple way. Furthermore, the computation
of products and sums is not difficult, and approximations to the derivatives can
be obtained based on finite differences.

We discretized Maxwell equations using two meshes, corresponding to the
electric and magnetic fields. The meshes can be either staggered or non-
staggered, and adapt in space and in time to the nature of the fields. A
comparison of the performance of the staggered and non-staggered meshes is
presented, and conclusions are obtained as far as the stability and dispersion
are concerned. In order to show the feasibility of the methods, 1D examples
and comparisons with FDTD are described.

Key Words: FDTD, MRTD, wavelets, multiresolution analysis, interpolating
wavelets and adaptive mesh.
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Introducao e enquadramento

1.1 Introducao

O grande desenvolvimento que as novas tecnologias tém vindo a sofrer ao longo dos
ultimos tempos fez com que o electromagnetismo se afirmasse cada vez mais como uma
area presente no nosso dia a dia e nos permitisse compreender, explicar e melhorar o
desempenho de muitos dos nossos dispositivos quotidianos. Quando em 1870 James C.
Maxwell, unificou a teoria da electricidade e do magnetismo obteve quatro equacdes
representativas que hoje se designam por equacdes de Maxwell, que explicam e regem
todos os fendmenos electromagnéticos. Desde entdo e tendo por base esta teoria
surgiram diversas aplicacdes tecnoldgicas desde a difusdo de voz e imagem usando
ondas electromagnéticas, o radar, a geracdo de calor por microondas, a deteccdo remota

€ mais recentemente as comunicac¢des moveis.

Assim para caracterizar uma estrutura ou dispositivo electromagnético é necessario
proceder a resolugédo das equacdes de Maxwell, juntamente com as condi¢bes fronteira

do problema particular. Existem algumas situages concretas em que € possivel resolver
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estas equacbGes de forma analitica, contudo, na maior parte dos casos que nos

interessam é necessario resolver estas equacgdes por métodos numéricos.

A computacdo electromagnética tornou-se nos Ultimos tempos uma ferramenta
extremamente poderosa e uma técnica importante na resolucdo dos mais diversos
problemas electromagnéticos. A este crescimento ndo estd alheio o grande
desenvolvimento que a industria informatica teve nos ultimos tempos nomeadamente na
capacidade de armazenamento e velocidade de processamento dos dados, o que

permite a resolucéo de problemas cada vez mais complexos.

A andlise numérica de sistemas governados por equacdes quer na forma diferencial quer
na forma integral tornou-se nos Ultimos anos um assunto com bastante interesse em
ciéncia e engenharia. Existe uma variedade de métodos e algoritmos para a resolugéo de

uma equacao particular, uns no dominio da frequéncia e outros no dominio do tempo.

Foram bastantes os métodos numéricos que surgiram para a resolugdo de problemas
electromagnéticos uns com maior aceitagdo que outros, mas sem duvida que o FDTD
(Finite Difference Time Domain) foi daqueles que mais atencdo e interesse despertou
embora, devido a limitacbes computacionais, se tivesse que esperar cerca de uma
década desde a sua publicacdo original por Kane S. Yee para que 0 assunto voltasse a

ser discutido.

Este método baseia-se na discretizacdo, tanto espacial como temporal, dos campos
electromagnéticos e a aproximacao das derivadas parciais que aparecem nas equacdes
rotacionais de Maxwell por coeficientes de diferencas finitas. Desta forma, obtém-se um
esquema explicito de equacbes algébricas que permite ir calculando, em instantes
sucessivos, o valor do campo electromagnético em cada ponto do espac¢o a partir do
valor do campo no mesmo ponto e em pontos circundantes em instantes anteriores. O
FDTD permite a definicdo de uma excitacdo na estrutura e simular a evolugédo temporal
do campo electromagnético na regido de interesse. Além disso, uma vez que se trata de
um método no dominio do tempo, permite obter numa Unica simulacdo a resposta em
frequéncia da estrutura ou dispositivo numa ampla largura de banda (unicamente limitada
pela discretizagdo temporal) mediante uma analise em frequéncia dos campos calculados

no dominio do tempo.
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O método apresenta muitas outras vantagens nomeadamente:

% Possibilidade de se analisar estruturas constituidas por diferentes tipos de
materiais, sejam homogéneos ou heterogéneos, lineares ou nao lineares,
dispersivos ou ndo dispersivos e isotropicos ou anisotropicos;

% Poder ser formulado em qualquer sistema de coordenadas: cartesiano, cilindrico,
e esférico;

% Visualizar a evolucdo temporal de qualquer componente do campo

electromagnético.

Apesar de todas as suas vantagens o FDTD também apresenta desvantagens. Uma das
principais limitagbes deste método esta obviamente relacionada com a capacidade de
memoria disponivel e pelo tempo de computagéo exigido, o qual esta relacionado com a

menor dimenséo presente na estrutura a simular.

Ao mesmo tempo que o FDTD atravessava o0 seu periodo Aureo, com constantes
evolucdes e melhoramentos, no campo da matematica a analise usando wavelets tinha
também um crescimento interessante. Ainda que numa fase inicial a principal aplicagao
das wavelets fosse no campo do processamento de sinal e compresséo de imagem, mais
recentemente tém sido aplicadas na resolucdo de equacbes diferenciais devido a
expansao ortogonal que originam. Estava dado o primeiro passo para a fusdo dos dois

campos de investigagao.

Foi mesmo demostrado em [1-1] que a analise usando wavelets podia ser aplicada a
problemas de electromagnetismo no dominio da frequéncia via método dos momentos o
que permitia um melhoramento da eficiéncia computacional devido a natureza ortogonal e

a multiresolucéo que era proporcionada pela natureza das wavelets.

Imediatamente a seguir, surgiram técnicas no dominio do tempo (MRTD- Multiresolution
Time Domain) com o objectivo de também melhorar o desempenho computacional. Estas
técnicas tiveram desde 0 seu aparecimento uma crescente aceitacdo e aplicacdo na area
da computagdo electromagnética muito interessante dadas as suas vantagens face ao
FDTD convencional. Surgiram assim as técnicas no dominio do tempo associadas as
wavelets de Battle-Lemarié [1-2];[1-3];[1-4], &s wavelets de Daubechies [1-5];[1-6], e as
wavelets de Haar [1-7];[1-8]. Estas técnicas foram aplicadas na modelacao de cavidades
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ressonantes a 3D [1-3];[1-9], na distribuicdo dos campos electromagnéticos em linhas
microstrip a 2D [1-7];[1-10], e a cavidades 3D com diferentes dieléctricos [1-11], como

forma de validagéo da técnica.

O FDTD esté relacionado com a representacdo em espaco fisico dos campos. Quando se
usa este tipo de representacdo as principais vantagens que se podem enumerar estao
relacionadas com o modo simples como se podem aproximar as derivadas, o produto, a
soma e a forma elegante de se aplicar as condicdes fronteira. Se ha vantagens
importantes no que se refere principalmente ao calculo, desvantagens também existem.
Dependendo obviamente do problema, normalmente o0s vectores sdo densos,
determinados normalmente pela menor dimensdo a discretizar originando grelhas
uniformes, pesadas e que porventura podem levar a uma sobreamostragem em certos
pontos do espaco. O principal inconveniente desta representacdo prende-se portanto no

possivel aumento do tempo de computagéo para simular tal grelha.

Por esta razdo, h4 um interesse por métodos numéricos adaptativos que usem uma
grelha mais refinada apenas em certas regides do espaco, e menos refinadas noutras
regides em que a variagdo seja mais suave. Além disso, com a evolugcdo temporal, é
importante que seja possivel redefinir as grelhas de uma forma dindmica e automatica,
que permitam de alguma forma prever a evolu¢do da solugdo com o tempo. Ou seja o
objectivo € conseguir-se obter uma malha adaptativa em fungdo do tempo que permita

uma economia de recursos e a simulagdo num tempo relativamente curto ou aceitavel.

Quando se recorre a representacdo de uma funcdo usando fun¢cbes de escala, que na
literatura se designa por S-MRTD (Scaling functions Multiresolution Time Domain) [1-3],
pode-se recorrer a0 método de Galerkin para a resolucdo de uma dada equacao
diferencial. No entanto este método requer que o operador derivada seja expresso
também em termos de fungbes de escala. Usando esta representacdo ndo se consegue
todavia uma representacdo esparsa e adaptativa que é a principal motivagao para 0 uso
das wavelets. Contudo, permite melhorar as caracteristicas de dispersdo quando
comparada com o FDTD convencional tornando possivel o uso de menos células por

comprimento de onda.
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A representacdo de uma funcdo usando funcbes de escala e wavelets, designa-se na
literatura por W-MRTD (Wavelet functions Multiresolution Time Domain) [1-3]. Este tipo
de representacdo permite, usando a técnica de thresholding, extrair os valores mais
significativos e reduzir a dimensdo da representacdo, isto é, sdo eliminados os
coeficientes cujo valor é inferior a um valor pré definido. Isto faz com que as exigéncias
em termos de memoria usada seja menor e consequentemente que 0 numero de
operacbes seja também menor. No entanto, este tipo de representacdo tem como
principais problemas a construcdo da matriz de diferenciacdo principalmente quando se
recorre a wavelets no intervalo. Outro problema é o célculo de um produto, de um
quadrado ou de outra funcdo néo linear que se apresenta bastante complexo e aumenta

os tempos de computacéo de uma forma significativa.

Além disso quando se usam wavelets, tem que se ter alguma ateng¢é@o no que se refere a
aplicacdo das condicbes fronteira. Assim, quando se usam wavelets do tipo Battle-
Lemarié ou de Daubechies, estas tém um suporte maior que a unidade, no caso das
primeiras mesmo infinito, ou seja, a largura das fungbes é maior que um,
consequentemente as condi¢bes fronteira ndo sdo normalmente satisfeitas por cada
funcdo de base individual, mas somente pela sobreposicdo de vérias fungbes base.
Consequentemente torna-se muito complicado a aplicacdo de condigBes fronteira quando
se usam wavelets. O que foi referido em relacdo a wavelet de Battle-Lemarié também é
valido para as wavelets de Daubechies que, embora tenham um suporte finito este
também € superior a unidade. A excepcao a regra € a wavelet de Daubechies de menor

grau, que também é conhecida por wavelet de Haar.

Certamente é possivel, tal como foi demostrado em [1-3], criar condi¢des fronteira do tipo
parede eléctrica perfeita ou parede magnética perfeita e depois empregar o método das
imagens. Contudo, este tipo de condicdes fronteira para além de ndo serem muito
realistas exigem uma regido de computagdo maior o que implica um aumento em termos

de requisitos de memoria.

Uma solugéo possivel sera usar a wavelet de Haar [1-12], uma vez que esta origina um
algoritmo simples devido ao seu suporte compacto e unitario além de apresentar as
principais propriedades de um sistema de wavelets. No entanto, a representagéo de uma
funcdo usando este tipo de wavelet pode convergir lentamente e originar um numero

elevado de coeficientes.
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Além destes factores convém também referir que a condicdo de estabilidade para o
MRTD é mais restritiva quando comparada com o FDTD. No entanto, consegue-se
simular estruturas num tempo inferior quando comparado com o FDTD uma vez que a
relacdo de disperséo é superior permitindo uma discretizacdo com um namero de células
por comprimento de onda inferior ao usado no FDTD. Por exemplo os autores de [1-3]
afirmam que se podem usar valores préximos de duas células por comprimento de onda
(limite de Nyquist) ao contrario do FDTD convencional onde se aconselha a usar dez a
vinte células por comprimento de onda para a mesma precisdo. Assim se justifica que,
apesar da condicdo de estabilidade, ser mais restritiva se consigam tempos de

computacao melhores que os proporcionados pelo FDTD convencional.

1.2 Motivacgao

O método adoptado neste trabalho para a obtencdo duma grelha adaptativa é baseado
nas técnicas de analise wavelet interpolatéria usando wavelets de segunda geracdo
(wavelets biortogonais e interpolatérias). Quando se usam este tipo de wavelets a
representacdo em espaco fisico e a representacdo usando func¢des de escala coincidem.
Os coeficientes de aproximacdo sdo 0s mesmos que o0s valores amostrados. Uma vez
gue os coeficientes sdo obtidos da representagdo fisica é possivel implementar
operadores nao lineares (multiplicacdo, quadrados, etc) de uma maneira extremamente
simples, assim como a implementacéo da derivada que pode ser feita usando diferencas
finitas. Como as representagfes se interligam a aplicacao das condi¢6es fronteira é facil.
Usando este tipo de analise € possivel a construcdo de um esquema de interpolacéo
adaptativa que permite fazer a ligacdo entre os ambientes em que as malhas sao

uniformes e o ambiente em que sdo esparsas.

Neste método, a estrutura da malha apresenta uma composicdo heterogénea: esparsa
em regibes de suavidade e densa em regides de variacdo mais acentuada. Esse facto
aumenta obviamente a complexidade da estrutura de dados que se tem de usar, mas por
outro lado fica-se com uma representacdo com um numero de pontos inferior a
representacdo original. Espera-se com isto que o tempo de computacdo seja também

proporcional a esse nimero de pontos.
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1.3 Estrutura datese

Para se alcancar os objectivos propostos esta tese esta dividida em cinco capitulos e

organizada da seguinte forma:

Tendo por objectivo enquadrar os leitores nesta area tematica, esta tese dedica o seu
segundo capitulo ao estudo da arte dos métodos numéricos para a resolugdo das
equacdes de Maxwell. E dado énfase a um dos métodos numéricos mais usados em
computacao electromagnética, o FDTD. S&o apresentadas as principais propriedades do
método, as suas vantagens e inconvenientes. Sao também referidas as constantes
evolugbes e melhoramentos que o método sofreu ao longo do tempo por forma a
responder as suas principais desvantagens. E apresentado o conceito de analise

multiresolucdo e a sua relacdo com as equacdes de Maxwell.

O capitulo seguinte é dedicado a analise multiresolucdo e wavelets. E explicado como
surgiu o conceito de wavelet e sdo apresentadas as diferentes familias. E explicado
detalhadamente o conceito de andalise multiresolucdo e a sua importancia na andlise de
uma fungdo. Neste capitulo é também apresentada a discretizagdo das equagbes de
Maxwell com base na analise multiresolu¢éo usando diferentes familias de wavelets. S&o
introduzidos os principais problemas que surgem quando se usam as técnicas anteriores
e que serviram de motivagdo para a apresentacdo do trabalho principal desta tese de

Doutoramento.

No quarto capitulo sdo usadas as wavelets de segunda geracdo, as wavelets
biortogonais e interpolatorias, para efectuar a discretizacdo das equagfes de Maxwell.
S840 apresentadas as principais vantagens de se usar este tipo de wavelets na
discretizacdo das equacgbes de Maxwell, quando comparado com os métodos anteriores
para a obtencdo duma malha adaptativa. E também explicado o que sdo wavelets
interpolatorias e no que consiste 0 processo de interpolagdo. Sdo explicitadas quais as
principais operacdes que se realizam sobre fun¢gdes quando se usam malhas adaptativas
e faz-se uma comparacdo entre dois tipos de malhas: as entrelacadas e as nao
entrelacadas. De seguida é feito o estudo de disperséo e estabilidade em cada um dos
tipos de malhas e retiradas as principais conclusées. Por fim sdo apresentados varios
exemplos a 1D do método proposto para validacdo do mesmo. Para um dos exemplos é

feita a comparacdo com o FDTD e retiradas as principais conclusoes.
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No capitulo cinco, sdo apresentadas as conclusdes resultantes deste trabalho. Nesse
capitulo sdo, também, apresentados os potenciais pontos de interesse para estudos

futuros.

Este primeiro capitulo termina com a indicacdo das principais contribuicdes originais

desta tese.

1.4 Notacao utilizada

Ao longo de todo o texto desta tese de Doutoramento irdo aparecer alguns termos em
inglés ou porque a sua traducdo para portugués € dificil, ou porque o seu uso ndo
reflectiria 0 seu real significado, ou ainda por serem termos jA universalmente aceites.
Esta situacdo deve-se, fundamentalmente, ao facto de a literatura dominante existente
nesta area ser publicada em lingua inglesa. Nestes casos, 0s termos sao apresentados
em caracteres italicos. Sempre que possivel sdo também usadas algumas traducdes que

se consideram apropriadas ou que ja se encontram enraizadas no Portugués.

Uma chamada de atencdo especial é feita em relagdo ao termo wavelet usado nesta
tese. Segundo [1-13], os franceses chamaram as novas func¢des ondelettes, ondas
pequenas. Os ingleses e norte-americanos chamaram-lhes wavelets. Em portugués néo
existe ainda uma terminologia estabelecida, mas comecam a aparecer 0s neologismos
ondaleta e onduleta. A antiga palavra portuguesa ondula tem, contudo, o significado
pretendido, pelo que muitos a preferem. Apesar disto o autor tomou a deciséo de usar a

palavra wavelet e por ser muito referida ao longo do texto, ndo se coloca em italico.

Para evitar a repeticdo de longas expressodes técnicas, que tornariam fastidiosa a leitura
deste documento, sdo também usados acrénimos ao longo de todo o texto. Para além de
ser apresentada no inicio deste documento, a correspondéncia entre 0s termos técnicos
e 0s respectivos acronimos, € sempre explicado o seu significado na primeira ocorréncia
do acrénimo no texto.

Todas as referéncias bibliograficas usadas ao longo deste texto sdo evocadas entre
paréntesis rectos (da forma [capitulo-ref. xx]) e apresentadas no final de cada capitulo

deste documento.
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1.5 Principais contribuicfes originais desta tese

As principais contribuic6es deste trabalho que decorreu durante os Ultimos quatro anos

sdo apresentadas no capitulo 4. Mas desde j4 podem-se referir as seguintes:

7
0’0

Uso de wavelets interpolatérias na discretizagdo das equacdes de Maxwell a 1D;

7
0’0

Estudo da andlise de dispersédo e estabilidade usando este tipo de wavelets quer
com malhas entrelacadas quer com malhas ndo entrelacadas;
s Aplicacdo das wavelets interpolatérias na simulacédo de diversas situacbes a 1D

como forma de validacéo da técnica e usando malhas entrelacadas.
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Estado da arte em métodos
numericos para a resolucido das
equacoes de Maxwell

2.1 Métodos computacionais

A analise das propriedades electromagnéticas de uma determinada estrutura pode ndo
ser uma tarefa trivial. A maneira talvez mais imediata de se estudar o comportamento de
uma determinada estrutura electromagnética seria a observacdo experimental, porém
ndo seria obviamente a mais eficiente. Uma outra maneira seria a analise matematica,
gue é bastante usada na analise de estruturas mais simples como séo o caso do dipolo,
ou de um monopolo. No entanto, a medida que as estruturas comegcam a ser mais
complexas e em que todas as suas dimensdes tem influéncia no desempenho global,
assim como elementos exteriores a propria estrutura, a analise matemética torna-se
extremamente complicada e por vezes mesmo impossivel. Nos nossos dias a

caracterizacdo de tais estruturas estd dependente de ferramentas de simulacdo que
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possam modelar a estrutura correctamente assim como elementos externos, como pode

ser o0 caso da cabeca, das maos ou do proprio circuito.

Quando se recorre a métodos computacionais para a analise de problemas
electromagnéticos, diversos algoritmos estédo disponiveis. Segundo [2-1] estes podem ser
divididos em dois grandes grupos: os métodos numeéricos e os métodos assimptéticos ou
de elevada frequéncia. Enquanto os primeiros se aplicam a estruturas cujas dimensofes
sdo da ordem de grandeza do comprimento de onda sendo no maximo de poucas
dezenas do comprimento de onda, os segundos sao mais indicados para estruturas cujas
dimensdes sejam de bastantes comprimentos de onda. Por outro lado, os métodos
numéricos podem ser subdivididos em dois grupos correspondendo a formulacdo das
equacgOes de Maxwell na sua forma diferencial ou integral. Por sua vez em cada um
destes grupos existem métodos no dominio do tempo e métodos no dominio da
frequéncia. No que diz respeito aos métodos assimptoticos ou de elevada frequéncia
estes podem ser divididos em dois grupos consoante a abordagem ao problema seja
baseada em equacdes de campo ou em equacdes de corrente. A Figura 2-1 apresenta
um esquema explicitando as divisdes anteriores. Depreende-se destas palavras que cada
caso € um caso diferente e consoante a estrutura a analisar e os resultados pretendidos

ter-se-& de optar por aquele que seja o mais promissor.

Métodos computacionais

Equagdes de Maxweel Equacdes de Maxweel
na forma integral na forma diferencial
Dominio Dominio Dominio Dominio
do tempo da frequéncia do tempo da frequéncia

Figura 2-1 Diagrama elucidativo dos métodos computacionais

Métodos assimptéticos
ou de elevada frequéncia

Baseados
em campo

Baseados
em currente
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De entre os métodos numéricos aqueles que surgem com maior aceitacao sao:

< Método dos momentos (MoM);

% Método das diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD).

Em [2-2] descreve-se 0 projecto de uma antena para um terminal mével para a banda de
frequéncias de 1.91 a 2.20 GHz no qual foi usado o FDTD como ferramenta base. Na
altura foi apresentado como principal limitacdo do método o tempo de computacdo
necessario para simular a antena. Nesse trabalho um dos pontos do trabalho futuro que
foi apontado foi tentar aumentar o desempenho computacional do método. Este trabalho
de Doutoramento surge na sequéncia desse trabalho e tem como objectivo melhorar o
desempenho computacional do método quer em termos de velocidade de processamento
guer em termos de memoéria exigida, possibilitando a obtencdo de resultados de
simulacdo num tempo mais curto do que seria de esperar se usadssemos o FDTD

convencional.

Assim, neste capitulo ser& feito um estudo ainda que de uma forma superficial sobre o
FDTD, apresentando as suas vantagens e inconvenientes bem como as diversas
propostas que surgiram com vista a melhorar o desempenho do método e que serviram

de motivacao para a apresentacdo deste trabalho.

2.2 OFDTD

As equacOes de Maxwell descrevem a evolugdo no tempo e no espago dos campos
eléctrico e magnético e sdo sem duvida uma ferramenta extremamente poderosa. No
entanto, para quem olha pela primeira vez para essas equac¢des e mesmo para quem ja
possua alguma experiéncia na é&rea, constata que a resolucdo de tais equacdes é
complexa. Havia pois necessidade de desenvolver técnicas que permitissem de uma

forma acessivel a resolucdo destas equacoes.

Em Maio de 1966 devido ao artigo publicado por Kane S. Yee [2-3], nascia o0 FDTD. Na
altura o método foi visto como uma maneira simples e elegante de discretizar a forma

diferencial das equacdes de Maxwell. Para tal Yee usou duas grelhas de pontos. Uma
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para o campo eléctrico, que apresentava um desfasamento quer espacial quer temporal
em relacdo a segunda, usada para o campo magnético. Usando estas grelhas de pontos
e as equacdes de Maxwell, Yee deduziu umas equacdes de actualizacdo dos campos

baseadas no valor do campo no instante imediatamente anterior. (ver Figura 2-2).

O essencial deste algoritmo consistia em transformar as equacBes de Maxwell na sua
forma diferencial em equacdes diferenca, discretizadas e facilmente implementaveis em
software. Estas equacdes sdo resolvidas de tal modo que o campo eléctrico é calculado
num determinado instante do tempo e o campo magnético é calculado no instante
imediatamente a seguir, alternando este processo até que o estado estacionario seja

atingido.

Ao transformar-se as equactes de Maxwell em equacdes diferenca pode-se facilmente
constatar que o valor do campo eléctrico num determinado ponto, e num determinado
instante, € dependente do seu valor anterior (daqui a nogéo de diferencas no tempo) e
também da diferenca entre os valores do campo magnético, calculados no instante
imediatamente anterior, e em pontos localizados um de cada lado do ponto onde esta a
ser calculado o campo eléctrico. O calculo do campo magnético é feito de forma
semelhante, isto é, o valor do campo magnético € obtido tendo em atencdo o valor do
mesmo campo no instante anterior e da diferenca entre os valores do campo eléctrico no
instante precedente e em pontos ao lado do ponto onde o campo magnético esta a ser
calculado. Isto &, o valor de um campo € dependente do seu valor no instante anterior e
dos valores do outro campo em pontos que estdo a sua volta. A Figura 2-2 ilustra o

método descrito.

Tempo
A2
E_n+1
nl ‘|’ i+1/2
H in+1/ 2 . H irril/ 2
S, ~,
< '\".., g N,
n
ot o
= AX/2
n-1 >
i-1 i i+1 Espago

Figura 2-2 Diagrama explicativo do calculo do valor do campo eléctrico e magnético
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Apesar da simplicidade e elegancia do método este recebeu muito pouca atencao,
imediatamente apds a sua publicagdo. Devido por ventura as limitagdes computacionais
da época em termos de memoria, poucos foram aqueles que apostaram no sucesso
deste método uma vez que o seu custo computacional era elevado. Além disso, o método
apresentava algumas limitagdes inerentes a sua publicagdo original nomeadamente a
incapacidade para modelar um problema “aberto”. No entanto, o primeiro passo estava
dado para uma longa caminhada. Se no inicio a caminhada foi muito lenta 0 mesmo nao

se pode dizer dos ultimos 20 anos em que o0 seu crescimento foi quase exponencial.

2.3 O algoritmo de Kane S. Yee

Seguindo a notacdo de Yee, no caso mais geral, nés teremos quatro graus de liberdade

(trés no espaco e um no tempo). Yee define um ponto da grelha como:

(i, j,k)=(iAx, jay,kAz) (2-1)
onde 1|, j,k sé&o inteiros e Ax,Ay,Az séo as dimensdes das células segundo as direc¢bes

dos eixos coordenados. Do mesmo modo definiu uma fungdo do tempo e do espaco

calculada num ponto genérico da grelha pré definida como:

F(i, j,k)= F(iAx, jAy,kAz,nAt) 2-2)
onde At é o incremento no tempo, assumido uniforme em todo o intervalo de

observacado, e n um inteiro.

Como foi referido anteriormente, a esséncia do método FDTD consiste em transformar os
diferenciais das equacdes de Maxwell na sua forma diferencial em equacfes diferenca.
Basicamente e por aplicagéo da definicdo de derivada de uma fun¢cédo num ponto pode-se
provar que :

OF"(i,j,k) F"(i+%, jk)-F"(i-%,].k)

~ 2-3
OX AX #9)

note-se aqui o incremento em +1/2 no indice i correspondendo a diferenga finita em
torno de Ax. Uma aproximagdo numérica semelhante para 8F”(i,j,k)/6y e
8F”(i,j,k)/8z poderia ser escrita simplesmente incrementando respectivamente o0s

indices j e k de £1/2.
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De um modo semelhante poder-se-ia obter a derivada em ordem ao tempo:

OF" (i, j.k) _ E"A(, j.k)- F% (i, j.K)
ot At

Se aplicarmos as ideias e a notacdo anterior as equacdes de Maxwell na sua forma

(2-4)

diferencial obteremos as equacdes que regem o FDTD. Por exemplo, se usarmos a

equacéo (2-5), que se indica a sequir:

_Z_’H
a2 oy M

e se substituirmos as derivadas em ordem ao tempo e em ordem ao espago para um

(2-5)

oH, 1(0E, GE
o u

instante genérico n pelas equacdes anteriores, obteremos a equacao (2-6):

EJ(i, j.k+1/2)-E)(, j,k-1/2)

Az
H:+%(i,j,k)—H:_%(iyj’k)_ 1 _Ezn(l,j+1/2,k)—EZn(|1J_1/21k) (2-6)
At i ik Ay

_pi,,j,k XH:(i’ j’k)

Se observarmos todas as quantidades que surgem no lado direito da equagao vemos que

sdo todas calculadas no instante n incluindo o termo associado as perdas magnéticas

£ . No entanto os valores de H, para o instante n ndo estdo disponiveis em meméria

(apenas os valores no instante n—1/2 s&o supostos estar armazenados em memoria), e

portanto h& necessidade de estimar esse termo e segundo [2-4] deve-se usar 0 que se

designa na literatura como a aproximacao semi implicita. Nesta aproximacado assume-se

que o valor de H, no instante n é igual a média aritmética do valor de H, no instante

n—1/2 e o valor a calcular no instante n+1/2, isto é:

Ny (o -y (;
H:(I,J,k): Hx (I!Lk)—;Hx (Ivj!k) (2-7)

Substituindo a aproximacao anterior, multiplicando ambos os membros por At, juntando

0S termos em HX””/Z(i,j,k) e H:‘]/Z(i,j,k) qgue aparecem em ambos os lados da
equacgdo e depois dividindo ambos os membros da equacédo por (1+ At/yi’j’k xp'i'j‘k/Z)

teremos a expresséo final para o célculo de H, usando o FDTD, isto é:
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1- pi',j,k <At

2.1
HI (0, 5.k = | T I (3, k) +

4 P8

2'/ui,j,k
o o (2-8)
At EJ(i, j.k+1/2)-E)(i, jk-1/2)
+ Hi ik AZ

1 Pl AL B +1/2,k)-E(, j-1/2,K)

2 ;i Ay

De uma maneira similar poderiamos obter as expressdes para H, e H,. Por analogia,

poderiamos obter tambeém expressdes para E,,E ,E,. Nestas equacGes o termo

o-E™” representa as perdas por conducgédo eléctrica e pode ser estimado usando um
procedimento analogo ao anterior. Como exemplo apresenta-se a seguir a equacgao para

E

7"

Oi ik -At
2-& ik
14 Oijx -At

2:& ik
At H) (i +1/2, j,k)-H) (i -1/2, j,k)
Eiik AX
i AU HI(, j+1/2,k) - Hy (i, j-1/2,k)
2-8 ik Ay

1-—

E; (i, j.k)= B (i, J.k)+

(2-9)

Se analisarmos as duas equacdes anteriores podemos verificar que o valor de uma
componente do campo num determinado ponto do espaco é dependente apenas do seu
valor no instante anterior e dos valores prévios da outra componente em pontos
adjacentes. Os restantes valores sdo constantes e como tal devem ser definidos a partida
uma vez que nao variam com o tempo. De notar também que este método permite definir
para cada ponto do espaco as suas caracteristicas eléctricas e magnéticas. A Figura 2-3
apresenta a célula de Yee a 3D assim como a posi¢do das diversas componentes do

campo electromagnético.
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(i+1, j+1, k+1)

N A/ |
et T

@i, j. k) AX >l

Figura 2-3 Localiza¢éo das componentes do campo numa célula de Yee a trés dimensdes

2.4 Tamanho das células e estabilidade

Antes de se poder implementar as equacdes diferenca apresentadas no ponto anterior é

importante determinar o tamanho das células assim como o incremento no tempo a usar.

A escolha do tamanho das células ndo é uma tarefa trivial. Por um lado elas devem ser
suficientemente pequenas para que os resultados sejam suficientemente fiaveis a maior
frequéncia de interesse. Por outro lado devem ser suficientemente grandes para que
possamos ter recursos computacionais disponiveis. Além destes factores € importante o
tipo de materiais presentes, uma vez que quanto maior for a permitividade e/ou a
condutividade menor € o comprimento de onda a uma dada frequéncia e

consequentemente menor é o tamanho requerido para a célula.

Neste problema o essencial é garantir que o tamanho da célula seja muito menor que o
menor comprimento de onda de interesse. A questdo 6bvia que se pode colocar sera pois
tdo pequena quanto? De acordo com [2-4] um valor normalmente usado é o de dez
células por comprimento de onda. No entanto, para situacdes em que se exige elevada

fiabilidade dos resultados poderemos ter vinte ou mais células por comprimento de onda.

Pode-se provar segundo [2-4];[2-5] que por forma a evitar a dispersdo nos resultados a

seguinte condicao de estabilidade tera de ser valida:
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At < 1 (2-10)

c 1+1+1 %
"AXE Ay AzZ?

onde c,, € a velocidade maxima de propagacdo no espago a ser modelado. Esta

condicdo é conhecida por limite de Courant. Sem entrar em pormenores matematicos
poder-se-a apresentar uma explicacdo intuitiva acerca desta condi¢do. E necessario
garantir que durante cada intervalo de tempo (At) o algoritmo sé consegue propagar a
onda através de uma célula. Logo o intervalo de tempo deve ser menor que o0 tempo que
a onda demora para percorrer a distancia correspondente a uma célula. Ao fazer-se isto
estd-se a garantir que a onda ndo se propaga mais rapidamente que o algoritmo, dando

origem a instabilidade na solucéo.

2.5 Condicoes fronteira absorventes

Uma das dificuldades que surge quando se tenta resolver um problema usando este
método tem a ver com o facto de serem problemas abertos, isto €, a solu¢cdo deve ser
obtida para um espaco infinito. Contudo, é evidente que nenhum sistema computacional
pode armazenar uma quantidade ilimitada de dados e portanto o espa¢co onde a solucao
sera obtida deve ser limitado. Este tamanho deve ser tal que englobe as estruturas de
interesse mais algumas células entre os objectos a serem modelados e a fronteira

propriamente dita. A Figura 2-4 apresenta a ideia anterior.

e

j=j max

Limite da grelha
Antena /computacional (ABC)

i=1 Onda i=i
radiada

max

Figura 2-4 Condicdes fronteira
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Contudo, verifica-se que surge um problema na actualizagdo do valor dos campos que
caem no limite da grelha computacional, uma vez que a aplicacdo directa das equacdes
conduz a valores que caem fora da malha definida. Se néo existir um processo que de
alguma forma, absorva as ondas na extremidade da grelha ocorrerdo reflexdes néo
fisicas as quais interferirdo com os campos no interior da grelha. A solugdo mais pratica
para a actualizacdo dos campos na fronteira é aplicar o que se designa na literatura por
condicbes de fronteira absorventes, do inglés Absorving Boundary Conditions (ABC) que
devem suprimir a onda reflectida a um nivel aceitavel. Varias ABC'’s foram desenvolvidas
nas Ultimas décadas. Destaque vai para as ABC apresentadas por Mur [2-6] e mais
recentemente por J. P. Berenger [2-7]. Uma vez que o0 objectivo desta tese ndo é o de

discutir as ABC's, para maiores detalhes pode-se recorrer a [2-4];[2-5].

Se numa fase inicial as condi¢bes fronteira apresentadas por Mur tiveram uma grande
aceitacdo, depois da apresentacdo do trabalho de Berenger a comunidade cientifica as
suas equacbes comecaram a ser mais usadas uma vez que proporcionavam resultados
superiores aos apresentados pelas condicbes fronteira de Mur. Actualmente porventura
as ABC’s de Berenger serdo as mais usadas e neste trabalho também as usaremos. Na
seccdo seguinte serdo apresentadas, ainda que de uma forma superficial, as ABC's

propostas por Berenger.

2.5.1 ABC’s de Berenger — PML (Perfectly Matched Layer)

Este método consiste basicamente em terminar o dominio computacional por uma zona
composta por material ficticio que absorva as ondas electromagnéticas que incidem
sobre 0 mesmo. Berenger demonstrou que a impedancia de onda nhum meio com perdas

€ a mesma que no vazio se a relagcdo seguinte se verificar:

'
g_£ (2-11)
& Ho

0 que garante a ndo existéncia de reflexdes quando uma frente de onda incide

normalmente sobre a superficie de separacdo entre ambos os meios [2-7]. Além disso,

nessa zona existe uma separacao de cada uma das componentes do campo eléctrico e

magnético com a possibilidade de se atribuir perdas individuais a cada uma delas. Esta

zona é terminada com um condutor eléctrico perfeito. A Figura 2-5 ilustra a ideia anterior.
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PML PML
P € P
c c & l»loo c & e
C o* M c* U C
IRRNRERRERERRNRENENRERENRERERRANERNREEN
o AX

Figura 2-5 Condicdes fronteira do tipo PML

Desta forma, consegue-se criar um meio cuja impedéancia de onda é independente da
frequéncia e do angulo de incidéncia, obtendo-se coeficientes de reflexdo trés mil vezes
mais pequenos do que o0s proporcionados por outras técnicas. Para mais esclarecimentos
pode-se recorrer a [2-7]. Para terminar esta seccdo apresentam-se duas das equacdes

usadas na implementacdo das condi¢Bes de fronteira absorventes, usando a técnica de

Berenger, a de Hy eade E,.

H)(i+1/2, j)=e 0% g 2(i+1/2, )+

. [e—p;uwzw/yo _ 1}(5; (i+1j)-€EG,j) ] (2-12)

o (i+V2)Ax | +E}(i+1 j)-EL (i j)

En (i j)=e O EL (i, j)+

(2-13)
o, (I)Ax
Nas equacdes anteriores o, e p, representam respectivamente as condutividades

eléctrica e magnética, as quais sao funcao da posicéo.

2.6 O algoritmo

Depois de discutido o que é o método FDTD, como funciona e quais as equac¢fes a usar,
€ agora importante discutir a forma como pode ser implementado o respectivo algoritmo

em computador. A implementacao pode ser dividida em trés fases:
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% Pré-processamento;

R/

< Processamento;

R/

% Pos-processamento.

Na primeira fase é definida a grelha a usar em funcdo da estrutura a analisar.
Nomeadamente, é definido o tamanho das células e o niumero de células em cada
dimensdo. Em funcdo dos valores anteriores € possivel determinar o incremento em
tempo a usar de modo a evitar a dispersao de resultados. Finalmente, e com importancia
fundamental, é nesta fase que se deve identificar a estrutura a modelar, isto é identificar
as células onde iremos ter a estrutura e as células onde teremos espaco livre, por outras
palavras, definem-se as constantes que em cada ponto descrevem o tipo de material

presente.

A fase de processamento é a fase mais importante deste algoritmo. E nesta que se inicia
0 processo de propagac¢do que termina ao atingir-se o estado estacionério. Assim, para
cada intervalo de tempo At, séo calculadas as trés componentes do campo eléctrico em
todos os pontos do dominio computacional de acordo com o tipo de material presente, é
actualizado o estimulo e séo aplicadas as condi¢des fronteira. Sdo também calculadas as
trés componentes do campo magnético e guardados alguns valores que se considerem
relevantes para o intervalo de tempo seguinte nomeadamente para o calculo das
condicbes fronteira. Finalmente s&o guardados alguns valores, resultantes deste
processamento nesse instante concreto, como por exemplo a corrente, a tensédo e

alguma componente do campo electromagnético que se pretenda visualizar mais tarde.

Por fim, na fase de pds-processamento é efectuado algum processamento que ndo esta
directamente relacionado com o algoritmo, como seja o célculo de uma FFT (Fast Fourier
Transform) para a determinagdo da impedancia de entrada ou para o calculo de um

diagrama de radiagéo. A Figura 2-6 apresenta o fluxograma do algoritmo.
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Definicdo da malha

A

Modelagao da estrutura

A

A

Actualizagdo do campo eléctrico

A

Actualizagdo do campo magnéticol

A

Aplicacéo das condicdes fronteira

Y

Armazenamento de informacao

Sim

P6s processamento

Figura 2-6 Fluxograma do FDTD

2.7 Vantagens e inconvenientes do FDTD classico

Actualmente o FDTD é porventura um dos métodos mais populares para a solu¢do de
problemas electromagnéticos. Ainda que o método tenha aparecido ha cerca de 40 anos
a sua popularidade continua a crescer e 0 seu custo computacional continua a diminuir.
Extensdes e actualizacfes ao método estdo continuamente a aparecer. Ao longo deste
tempo o algoritmo tem vindo a revelar-se como uma ferramenta poderosa, robusta e que

apresenta resultados fiaveis na analise dos diversos problemas electromagnéticos. O
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crescimento deste método foi tal que este se estendeu a outras areas da ciéncia como a

acustica [2-8], a Optica [2-9] e a biologia [2-10], entre outras.

Outra das vantagens deste método reside no facto de este poder ser dirigido a estruturas
com geometrias complexas, a materiais ndo homogéneos e cujas propriedades variem
com a frequéncia. Além disso, a resposta em frequéncia de uma estrutura pode

facilmente ser obtida com uma Unica simulagéo recorrendo para tal a FFT.

Com o continuo crescimento da velocidade de processamento do CPU e com o constante
aumento de memoria disponivel o tamanho dos problemas que se podem resolver hoje
sdo de dimensbes maioritariamente superiores aos que se conseguiam resolver ha uns
anos atras. No entanto, para problemas com dimensfes consideraveis o FDTD é
exigente em termos de memodria, principalmente quando se pretende modelar pequenos

detalhes no dominio computacional, esta exigéncia depois reflecte-se num tempo de

computacéo elevado. Segundo [2-11] a exigéncia em memoria cresce com f* e o tempo

de CPU cresce com f*, sendo f a maior frequéncia considerada na simulac&o.

Umas das mais sérias limitacdes deste método é pois a sua exigéncia computacional
guer em termos de memoria requerida quer em termos de tempo de uso de processador.
Esta desvantagem é mais evidente quando se pretende modelar estruturas com
dimensdes elevadas e/ou com pequenos pormenores. Esta exigéncia computacional

deve-se essencialmente a trés factores:

< O incremento espacial deve ser suficientemente pequeno em relagdo ao
comprimento de onda (normalmente usam-se 10 a 20 células por comprimento de
onda);

% O incremento espacial pode também estar dependente da geometria do problema
a analisar obrigando ao uso de uma malha mais fina por forma a poder-se
modelar correctamente a estrutura. Consequentemente, 0s vectores podem ser
computacionalmente pesados, resultado de uma sobreamostragem em certos
pontos do espaco, originando tempos de computacdo elevados;

+ O incremento em tempo deve satisfazer a condi¢édo de estabilidade de Courant tal

como indicado pela equacéo (2-10).
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2.8 Evolucdo e melhoramentos do algoritmo

Por forma a responder as estas limitacGes varias técnicas tém sido propostas para
melhorar a eficiéncia computacional do método, cada uma das quais com as suas
vantagens e inconvenientes. Assim, nos proximos topicos apresenta-se algumas das

técnicas que surgiram e que foram aceites pela comunidade cientifica.

2.8.1 Extensdes celulares

Depreende-se do que foi dito anteriormente que 0S recursos computacionais associados
a este método estdo intimamente relacionados com o numero de células que se usa. No
entanto, quando a estrutura a analisar tem pelo menos uma das dimensdes que é muito
inferior as outras (como exemplo podemos referir 0 caso de um fio muito fino ou de uma
placa de espessura também fina ou desprezavel) podemos ter um problema. Se usarmos
células adequadas as dimensfes maiores estas tornam-se inadequadas para modelar as
dimensdes inferiores. Pelo contrario se usarmos células adequadas a modelacdo das
dimensdes inferiores, estaremos a usar um elevado nimero de células e a aumentar

muito o esforco computacional o que vai tornar o método ineficaz.

Perante esta situacdo duas solugdes sdo propostas. A primeira aproximagao consiste no
uso de duas grelhas cujas dimensdes sejam adequadas as estruturas em causa. Assim,
poderiamos usar uma malha mais apertada para a andlise dos pequenos pormenores e
uma malha mais larga na restante estrutura. O esforgo cairia em combinar de uma forma
fisicamente razoavel as duas grelhas, o que por vezes é uma tarefa complicada e pode

dar origem a erros [2-12].

A segunda aproximacao, que é usada por exemplo para modelar um fio fino ou uma slot,
€ usar apenas uma malha em todo o dominio computacional mas modificando as
equacbes a usar nas células cuja posicdo coincida com elementos de dimensbes
reduzidas em pelo menos uma dimenséao. O desenvolvimento desta aproximacdo envolve
a aplicacdo da lei de Maxwell na sua forma integral e ndo na sua forma diferencial, no
entanto, as equacdes diferenca podem na mesma ser facilmente obtidas tal como

apresentado em [2-13].
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A escolha de uma grelha é de importancia crucial para a correcta solucdo de um
problema. A discretizacdo deve ser tal que permita prever de uma forma correcta a
evolugdo do campo principalmente em zonas que apresentem descontinuidades. Por
forma a responder a estas exigéncias foram utilizadas algumas técnicas tais como 0 uso
de grelhas de dimens@es variaveis ou o uso de grelhas locais. No entanto, ambas as
técnicas apresentam limitacbes. Ambas requerem um conhecimento a priori sobre a
distribuicdo de campo esperada. Além disso se optarmos por uma grelha nao uniforme o
incremento de tempo € condicionado pelas menores dimensdes e consequentemente
torna-se inadequado em zonas onde as células possuem um tamanho maior. No caso da
segunda opcdo surgem problemas de estabilidade devido a interpolagdo que é
necessario fazer nas zonas de transicdo entre a malha mais apertada e a malha mais

larga [2-14].

2.8.2 Técnicas no dominio do processamento de sinal

28.2.1 O PSTD

Uma das técnicas que recorre a algoritmos da area do processamento de sinais € o
PSTD (Pseudospectral Time Domain), o qual faz uso da FFT para representar as
derivadas espaciais. Usando este método consegue-se chegar a um arranjo de 2 pontos
por comprimento de onda [2-14]. A principal contribuicdo deste algoritmo é conseguir
uma grelha mais grosseira com uma amostragem muito perto da frequéncia de Nyquist e

em gue se prova que a modelacdo geométrica hdo necessita de células mais pequenas.

2.8.2.2 Transformada de Z

Outra das técnicas usadas no dominio do processamento de sinal € o uso da
transformada de Z. Em [2-15], a transformada de Z é usada na implementagdo do FDTD
guando materiais dispersivos ou nao lineares estdo envolvidos. Quando este tipo de
materiais esta presente a relagdo entre a densidade de fluxo e o campo eléctrico é a
parte mais complicada do problema. Para modelar meios dispersivos as equacdes

normais do FDTD tém de ser modificadas [2-16]. Varias técnicas foram introduzidas para
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incorporarem a dispersdo na frequéncia. Estas técnicas revelaram-se importantes na
modelacdo da propagacdo de um impulso 6Optico [2-17], na propagacdo em plasmas
magnetizados [2-18] e em tecidos bioldgicos [2-19]. Estas técnicas podem dividir-se em
trés grandes grupos. A convolucao discreta, discretizacdo da equacéo diferencial que

relaciona D(r,t) com E(r,t) e o uso da transformada de Z. A maior motivacédo para o

uso desta técnica € que os integrais de convolucdo sao substituidos por equacbes

algébricas no dominio da transformada.

2.8.3 Esquemas explicitos versus implicitos

Dos métodos numéricos usados para resolver PDE’s aqueles que tiveram maior
aceitacdo foram os que empregaram diferencas finitas. Usando esta técnica as equagdes
diferenciaveis sdo substituidas por equacdes de diferencas finitas. Estas equacgbes
relacionam o valor da variavel dependente num ponto pertencente a regido em estudo
com alguns dos seus pontos vizinhos. Este processo consiste essencialmente em estimar
uma derivada numericamente. No entanto, quando se parte para uma solucdo deste
género a discretizacdo das equacdes pode ser feita com diferencas finitas centradas, que
€ a opcdo mais comum, ou com diferencas finitas para a frente (do inglés forward
difference) ou para tras (do inglés backward difference) ou entéo recorrendo a expansao
de uma funcdo em série de Taylor que introduz um erro de segunda ordem. Estas
técnicas conduzem a equacdes explicitas em que a estabilidade da equacéo depende de
um factor que teré de ser respeitado. Este tipo de equacédo conduz a uma implementagéo
simples mas computacionalmente lenta. E neste esquema que surge o FDTD, como um
esquema de diferencas finitas centrado e que tem de respeitar a condi¢cdo de estabilidade
de Courant. Refira-se também que quando as derivadas sdo aproximadas por diferengas

ndo centradas o erro cometido é maior.

Por outro lado pode-se recorrer a um esquema implicito que permite manter a
estabilidade em todas as circunstancias, eliminando o factor de estabilidade limitativo e
tornando o algoritmo mais rdpido. Este esquema conduz a uma implementacdo mais
complicada com um conjunto simultaneo de n equacdes cada uma com n incégnitas. O
custo a pagar pela estabilidade é a resolucdo de um sistema de equacdes que pode ser

computacionalmente pesado dependendo do nimero de pontos presentes na grelha.
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2.8.3.1 Esquemas de ordem superior

O FDTD é um algoritmo com precisdo de segunda ordem no tempo e no espaco. Uma
das limitacdes deste método prende-se com os erros de fase que se vdo propagando e
acumulando ao longo do tempo de célculo. A dispersdo numérica, tal como é conhecida é
mais evidente quando o problema a modelar € electricamente grande. Alguns
investigadores [2-20] optaram por desenvolver esquemas de diferencas de segunda
ordem no tempo e diferencas de quarta ordem no espago e que designaram por T(2, 4)
ou diferencas de quarta ordem quer no tempo quer no espago que se designam por
T(4,4). Usando estes esquemas explicitos consegue-se melhorar os resultados em

termos de dispersdo quando comparado com o FDTD convencional.

2.8.3.2 FDTD - ADI

Mais recentemente surgiu um novo método designado por FDTD-ADI (Alternating
direction implicit) [2-21];[2-22];[2-23];[2-24]. O FDTD tradicional é baseado num algoritmo
de diferencas finitas explicitas que tem de verificar a condicdo de estabilidade de
Courant. Consequentemente 0 maximo incremento no tempo € limitado pelo tamanho da
célula de menores dimensBes presente no dominio computacional. Com este novo
algoritmo consegue-se eliminar a condicdo de estabilidade de Courant. Este método é
baseado no ADI que é conhecido como o algoritmo das diferencas finitas mas implicitas.
Usando diferencas implicitas somos conduzidos a um sistema de equacdes que pode ser

implementado em forma matricial e cujo o custo computacional ndo € muito significativo.

Usando este método a implementacdo computacional € mais complicada que o FDTD
convencional, no entanto, tem a vantagem do incremento no tempo néo estar restringido
a condicéo de estabilidade de Courant mas sim relacionado com questdes de preciséo de
resultados. Como resultado a velocidade de computacdo pode ser melhorada. Pode-se
demonstrar que o numero de iterages diminui em cerca de um tergo para 0 mesmo nivel

de precisao.
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2.8.4 Técnicas hibridas

O método dos momentos e o FDTD, o primeiro no dominio da frequéncia e o segundo no
dominio do tempo tém sido extensivamente usados na solugdo de problemas
electromagnéticos. Por um lado o método dos momentos revela-se inadequado para
modelar estruturas de comprimento eléctrico elevado. Por outro lado o FDTD revela
limitacbes, por exemplo na modelacdo de estruturas em que uma das suas dimensdes
seja muito inferior as outras ou na modelacdo de superficies curvas. A conjugacdo dos
dois métodos pode em certos casos favorecer a analise de um problema. Segundo
[2-25];[2-26] os métodos hibridos operam inteiramente no dominio do tempo, no entanto,
0 método dos momentos no dominio do tempo ndo apresenta a flexibilidade nem a
maturidade da sua versdo no dominio da frequéncia. Recentemente surgiu uma nova
versdo hibrida em que o método dos momentos € aplicado no dominio da frequéncia.
Segundo [2-27], o problema é dividido em regides separadas e cada uma delas é
modelada usando o método mais adequado. A ligacdo entre as regifes é efectuada
empregando o principio de equivaléncia na fronteira. O custo computacional da
implementacdo de um método hibrido ainda segundo [2-27], é cerca de quatro a dez
vezes superior ao FDTD convencional quando se usam células do mesmo tamanho. No
entanto, outras técnicas hibridas tém surgido. Por exemplo [2-28], usa o0 FDTD em
conjugagcdo com a equacdo de onda para reduzir as exigéncias computacionais na
modelacdo de uma antena Vivaldi. Em [2-29], por exemplo descreve-se um método

hibrido que usa o FDTD em conjunto com a teoria uniforme da difrac¢éo.

2.8.5 Computacéo paralela

Um dos métodos explorados foi também o uso da computacdo paralela [2-30];[2-31].
Usando computadores com arquitecturas adequadas que pudessem explorar esse
objectivo. De entre as arquitecturas disponiveis destacam-se a arquitectura MIMD
(Multiple — Instruction Multiple Data), SIMD (Single Instruction Multiple Data), SPMD
(Single Program Multiple Data). Quando se opta por uma solucdo deste género a cada
processador é atribuida uma regido fisica do dominio computacional. Este processo esta
dependente de uma distribuicdo equitativa do espaco computacional pelos diferentes

processadores de modo que o tempo de computacdo seja aproximadamente o0 mesmo.
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2.8.6 A analise multiresolucéo

A discretizacdo das equagbes de Maxwell na sua forma diferenciavel, usando diferengas

finitas foi o principio usado por K. S. Yee para a obtengéo do FDTD.

A aplicagcdo do método dos momentos [2-32] as equacdes de Maxwell € também uma
aproximacdo matematica correcta para a discretizacdo da sua forma diferencial ou
integral. Segundo [2-33] a aplicacdo do método dos momentos as equacgfes de Maxwell
esta na base do aparecimento do TLM (Transmission Line Matrix). Do mesmo modo
segundo [2-34] o FDTD pode ser derivado usando a mesma aproximacado empregando
funcdes base para a expansdo dos campos quer no espago quer no tempo. As funcdes

usadas tém de ser do tipo rectangular.

Uma vez que o método dos momentos permite o uso de qualquer conjunto de funcdes
base ortogonais, 0 uso de um determinado conjunto de fun¢des pode dar origem a novos
esquemas no dominio do tempo e no dominio da frequéncia. Na literatura o uso de
funcdes de escala e wavelets como um conjunto completo de fun¢des base é designado

por analise multiresolucao.

2.8.6.1 O MRTD

A aplicacdo da andlise multiresolucdo ao método dos momentos para efectuar a
discretizacdo das equacfes de Maxwell da origem a um novo esquema no dominio do

tempo designado por MRTD (MultiResolution Time Domain) [2-35].

A andlise usando wavelets foi intensivamente estudada em matematica. Em engenharia
as suas primeiras aplicacfes centraram-se no campo da andlise e processamento de
sinais e na compressdo de imagem. No campo do electromagnetismo a investigacao
usando wavelets comecou em 1993, tornando-se um assunto da ordem do dia e teve um
crescimento muito interessante na Ultima década. A par deste desenvolvimento as
wavelets também comecaram a ser usadas na resolugcdo de equacOes diferenciais. A
aplicacdo de expansao em wavelets na solucdo de equacgdes integrais da origem a

matrizes esparsas e portanto com vantagens relativamente a outras funcdes bases.
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O principio basico do MRTD consiste na expansdo dos campos com base em wavelets e
na discretizacdo das equacgfes de Maxwell usando o0 método dos momentos. Na literatura

existente sobre este método as fungbes base usadas foram:

< wavelets de Battle-Lemarié [2-35];[2-36.];[2-37];
« wavelets de Haar [2-38];[2-39];
< wavelets de Daubechies [2-40];[2-41].

Este novo esquema apresenta vantagens em relacdo ao FDTD convencional
nomeadamente em termos de tempo de computacdo e em termos de exigéncia de
memoria, nomeadamente, permite uma discretizacdo com um menor nimero de pontos
por comprimento de onda podendo chegar mesmo perto do limite de Nyquist. O MRTD
demonstrou uma economia em termos de memoria e tempo de computacdo. Aliado a
este factor, é possivel termos uma grelha adaptativa sem os problemas encontrados com
o FDTD convencional. Recorre-se ao uso de um conjunto de fun¢cbes base, a funcao de
escala e a wavelet, permitindo posteriormente o uso da técnica de threshold. Usando este
principio é possivel desprezar alguns dos coeficientes de wavelet inferiores a um valor e
obter assim uma malha adaptativa. Ou seja, os coeficientes de wavelet funcionam aqui

como indicadores da regularidade da funcao.

Algumas das conclusfes que podemos tirar séo:

< No método dos momentos, usando wavelets somos conduzidos a matrizes
esparsas;

% No MRTD, o uso das wavelets reduz a dispersdo numérica, conduz a tempos de
computacdo menores, menos exigéncia em termos de memoria e permite criar

malhas adaptativas de uma forma automatica;

Apesar das vantagens referidas anteriormente quando se usam wavelets, existe uma
desvantagem séria quando se usa uma andlise deste género. Uma vez que as wavelets
do tipo Battle-Lemarié ou de Daubechies tem um suporte maior que a unidade, no caso
das primeiras mesmo infinito, as condi¢cbes fronteira huma malha de dimenséo igual a
um, ndo sdo normalmente satisfeitas por cada funcdo de base individual, mas somente
pela sobreposicdo de varias funcbes base. Consequentemente torna-se muito

complicado a aplicacdo de condi¢cbes fronteira quando se usam wavelets. O que foi
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referido em relagdo a wavelet de Battle — Lemarié também é valido para as wavelets de
Daubechies com excepg¢do da de Haar, ja que apesar deste tipo de wavelets ter suporte

finito este é superior a unidade aumentando com a regularidade pretendida.

E certamente possivel tal como demonstrado em [2-35] criar condigdes fronteira do tipo
parede eléctrica perfeita ou parede magnética perfeita e depois empregar o método das
imagens. No entanto, este tipo de condicdes fronteira sdo dificeis de implementar em
problemas reais, além de termos de ter uma regido de computacao maior o que implicaria

um aumento em termos de requisitos de memoria.

Usando expansdo em wavelets pode conseguir-se uma redugdo da resolugcédo espacial
até dois pontos por comprimento de onda. Contudo, a condi¢do de estabilidade para o
MRTD torna-se mais restritiva, fazendo com que o méximo incremento temporal seja

menor, tal como demostrado em [2-35].

2.9 Sintese

Este capitulo debrugou-se sobre o estudo do estado da arte em métodos numeéricos para
a resolucdo das equacdes de Maxwell em particular sobre o FDTD. Foi apresentado o
método, as suas vantagens e inconvenientes. Foram também apresentadas diversas
propostas com vista a um melhor desempenho computacional do método, assim como as

principais limitagbes de cada uma delas.
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Analise multiresolucao e wavelets

3.1 Introducéo

Foi ha bem poucos anos que foram definidos os primeiros sistemas de wavelets. E no
entanto bem curioso verificar que no inicio do século XX, em 1910, Haar tinha
introduzido um sistema completo de funcbes ortogonais com muitas das propriedades e
caracteristicas que hoje em dia definem os sistemas de wavelets e que fazem com que
sejam uma das ferramentas matematicas com grande numero de aplicacdes em
diversos dominios. Embora com uma definicdo extremamente simples (as funces sdo
constituidas por ondas rectangulares) as séries de Haar permitem representar de uma
forma exacta apenas fungdes que tomem valores constantes por trogcos. Deste ponto de

vista, podem entéo ser consideradas como as wavelets de menor grau.

No inicio da década de oitenta, Jean P. Morlet e Alex Grossmann introduziram o
conceito [3-1]. Desde a sua introducao, estas, revelaram ser uma poderosa ferramenta
em ciéncia e engenharia. A ideia que muitos tiveram foi a de criar pequenas ondas, que

fossem perfeitamente delimitadas, com principio, meio e fim, e que servissem para
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decompor o sinal original. Tinha nascido um novo instrumento matematico. As wavelets
ndo sdo mais do que ondas pequenas, com determinadas propriedades que as tornam
adequadas para servirem de base para a decomposicao de outras fungdes, assim como

senos e cosenos servem de base para a decomposicao de Fourier.

Foi contudo apenas na segunda metade da década de oitenta que foram definidos com
rigor os conceitos que permitem compreender de uma forma clara a natureza deste tipo
de funcles, estabelecer as suas propriedades e permitir a constru¢cdo e geracao de
outros sistemas de wavelets. Envolvidos neste trabalho pioneiro estiveram varios
investigadores. Yves Meyer [3-2], da Ecole Polytechnique, e Ingrid Daubechies [3-3];

[3-4], uma matemética belga, deram contributos decisivos para o desenvolvimento
dessa ideia. O seu grande contributo terd sido conseguir construir uma familia de
wavelets ortonormais e de suporte compacto (duracéo finita). Destacam-se também,
entre outros, os trabalhos de Grossman e Morlet [3-1], Mallat [3-5];[3-6] e Battle-

Lemarié [3-7].

As wavelets desenvolveram-se nos campos da Matematica, Engenharia, Fisica
Quéntica e tém proliferado numa larga gama de aplicagBes: visdo computacional e
humana, geologia sismica, computacédo grafica, previsdo de terramotos e maremotos,
turbuléncia, fractais, bancos de filtros, distincdo celular (células normais versus
patoldgicas), processamento de imagens, eliminacdo de ruido em sinais (denoising),
deteccéo de rupturas e descontinuidades, tons musicais, neurofisiologia, detecgéo de
curtos eventos patologicos (exemplo crises epilépticas) e analise de sinais biomédicos
(electrocardiogramas, mamografias, electroencefalogramas etc.), espalhamento em
banda larga, modelagem de sistemas lineares, séries temporais, reconhecimento de
alvos, Optica, analise de transitérios, visualizacdo volumétrica, previsdo do
comportamento de mercados financeiros, solucdo de equagdes diferenciais ordinarias e

parciais, ndo sendo esta lista exaustiva.

Nas Ultimas décadas a teoria das wavelets tem despertado um enorme interesse em
todas as areas da ciéncia e tém demonstrado superioridade em relacdo a analise de
Fourier classica em diversas situacfes. A investigacdo neste campo continua
extremamente activa, tanto no que respeita ao aprofundamento dos aspectos tedricos,

guanto no gue toca ao desenvolvimento de aplicacoes.
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Tal como no caso da analise de Fourier, que até ha bem poucos anos era sem davida a
grande ferramenta utilizada neste tipo de andlises, os sistemas de wavelets apresentam
um comportamento local no dominio da frequéncia. Em relacdo as séries
trigonométricas possuem, no entanto, a grande vantagem de apresentarem também um
comportamento local no dominio do espaco (ou do tempo). E entdo de esperar que a
utilizacao de wavelets permita modelar de uma forma mais eficaz campos ou sinais que
apresentem variacbes acentuadas numa determinada zona do espaco. As wavelets
permitem ainda representar uma dada fun¢cdo segundo diferentes niveis de resolucao.
Este facto foi convenientemente explorado por Mallat [3-5] e Meyer [3-2], o que |hes
permitiu sistematizar um conceito fundamental no dominio das wavelets, o da analise
multiresolucdo. Neste capitulo sera explicado de uma forma superficial a passagem da
andlise de Fourier para a analise multiresolugdo assim como 0s seus principais

conceitos bésicos.

O sucesso que tem caracterizado a recente utlizagdo de sistemas de fungdes
alternativos na andlise e processamento de sinais motivou o trabalho que aqui se
apresenta; testar a utilizacdo de sistemas de wavelets na resolugdo de problemas

electromagnéticos.

3.2 Ferramentas para a analise de um sinal

A necessidade de se resolverem problemas cada vez mais complexos e de maiores
dimensdes, aliado ao extraordinario crescimento da capacidade dos meios de calculo
automatico, tem motivado nas Ultimas décadas o desenvolvimento de uma enorme

gama de técnicas e ferramentas numéricas.

Se nos reportarmos ao campo da analise e processamento de sinal, sdo bastantes as
transformadas matematicas que estdo a disposicdo, cada uma com a sua area de
aplicacdo, vantagens e inconvenientes. A transformada de Fourier serd a mais
conhecida, mas existem mais transformacdes particularmente relevantes no contexto
deste trabalho como:

% Transformada localizada de Fourier;

< Transformada de Z;

< Transformada discreta de wavelets.

-39 -



Capitulo 3 — Andlise multiresolucéo e wavelets

3.2.1 A andlise de Fourier

O trabalho cientifico de Fourier € um dos marcos da ciéncia do século XIX. Fourier
demonstrou que uma func¢ao podia ser representada como uma soma de sinuséides de
diferentes frequéncias. A sua ideia era a de que muitas vezes, € mais facil tratar
matematicamente esta soma de fun¢des do que a funcédo original. Matematicamente a

transformada de Fourier é representada por:

F(o)=| f(t)e"dt (3-1)

O resultado da transformada s&o os coeficientes de Fourier, os quais multiplicados pela

sinuséide de frequéncia w, constituem as componentes sinusoidais do sinal original. A

Figura 3-1 traduz a ideia anterior

Transformada
Fourier

Sinal Sinusoides de diferentes frequéncias

Figura 3-1 Decomposi¢do de um sinal em diferentes frequéncias

A partir daqui, os matematicos passaram a utilizar a representacdo de Fourier para
resolver muitos problemas que de outra forma seriam intrataveis. Ao passarmos de um
dominio para o outro perde-se, no entanto, a informacdo respeitante ao dominio de

partida. A Figura 3-2 apresenta um esquema da transformada de Fourier.

A A
) )
E 3
= I =
S £
< <
Transformada
de Fourier
Tempo Frequéncia

Figura 3-2 Transformada de Fourier
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3.2.2 Transformada de Fourier Localizada

A grande maioria dos sinais com que lidamos contém transitorios, isto é, variacdes
bruscas de sinal provocado pelo inicio ou fim de um evento. Estas caracteristicas séo a
parte mais importante do sinal e a analise de Fourier ndo é adequada para a sua
deteccdo se pretendermos uma localizacdo no tempo das componentes espectrais do

sinal.

Num esforco para corrigir esta deficiéncia Dennis Gabor (1946) adaptou a transformada
de Fourier para analisar apenas partes do sinal no tempo. Esta técnica ficou conhecida
como Transformada de Fourier Localizada do inglés Short Time Fourier Transform
(STFT). A STFT é uma abordagem usual para a analise de sinais que apresentem

transitérios, mapeando um sinal X(t) num sinal bidimensional X(t, f). A Figura 3-3

apresenta um esquema desta transformada. Este tipo de analise fica criticamente

dependente da escolha da “janela” que se usa para efectuar a andlise. Gabor

apresentou em [3-7] uma janela gaussiana optima.

. A Janela A
° <
> [&]
E c
o ‘%
= Transformada o
< de Fourier ff
localizada
Tempo Tempo

Figura 3-3 Transformada de Fourier Localizada

Fica-se a saber quando e quais as frequéncias que um sinal possui para um
determinado intervalo de tempo. Nao podemos saber quais as componentes de
frequéncia que existem num determinado instante. O melhor que poderemos saber é
gquais as componentes que existem num intervalo de tempo. Trata-se portanto de um
problema de resolucdo. A STFT usa uma resolucao fixa (a janela é a mesma para todas
as frequéncias). Se usarmos uma janela apertada temos uma boa resolu¢cdo no tempo
mas uma resolucdo pobre na frequéncia. Se usamos uma janela larga temos uma boa

resolucdo em frequéncia mas pobre no tempo.
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3.2.3 Transformada de wavelets

A abordagem mais flexivel seria variar o tamanho da janela para determinar com mais
precisédo a informacao no tempo ou na frequéncia. Ainda que a resolugcéo no tempo e na
frequéncia esteja sujeita a limitagdes (Principio de incerteza Heisenberg), é possivel
analisar um sinal usando uma abordagem alternativa designada por andlise
multiresolucdo. Esta abordagem faz sentido quando o sinal possui componentes de
altas frequéncias durante um curto periodo e componentes de baixas frequéncias por

periodos longos.

O préoximo passo ldgico seria termos uma janela de tamanho variavel e que se
adaptasse ao sinal. A analise em wavelets permite o uso de janelas com um intervalo de
tempo superior em zonas onde queremos informacdo pormenorizada as baixas
frequéncias e janelas mais apertadas quando queremos informacdo as altas
frequéncias. Por outras palavras, com a transformada de wavelet temos uma resolugéo
variavel. As altas frequéncias sdo melhor resolvidas no tempo e as baixas frequéncias

sdo melhor resolvidas em frequéncia. A Figura 3-4 apresenta um esquema desta

transformada.
A A

o ©

E g

= v

: W

<

Transformada
_ wavelet >
Tempo Tempo

(Analise wavelet)

Figura 3-4 Transformada de wavelet

Por exemplo se analisarmos um trecho de uma sinfonia contendo violinos, clarins e
flautas, o sinal é constituido por uma mistura que no entanto podemos desdobrar
mentalmente e reconhecer os instrumentos. Isto porque de certa forma os nossos filtros
auditivos funcionam de forma a separar as frequéncias "por canais" distintos, e
monitorar a intensidade, duracdo, etc. em cada um desses canais. As wavelets

permitem fazer isso. A Analise em tempo — frequéncia.
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Analogamente a analise de Fourier, a transformada continua de wavelet do inglés
Continuous Wavelet Transform (CWT) é definida como uma soma ao longo de todo o
tempo do sinal multiplicado por versdes transladadas e dilatadas ou contraidas da

wavelet original

C(s,7) = % [ (t)l//(t_TTjdt (3-2)

O resultado da CWT séao os varios coeficientes de wavelet C, os quais sao funcdo da
escala e da posicdo. Multiplicando cada coeficiente pela versdo da wavelet apropriada

obtemos a decomposi¢ao de um sinal em wavelets. A Figura 3-5 ilustra a ideia anterior.

Transformada u u

e ———
Wavelet

Sinal

Wavelets de diferentes escalas e posicdes

Figura 3-5 Decomposicdo de um sinal com wavelets

Uma wavelet é uma forma de onda de duragdo limitada que tem um valor médio nulo.
Se compararmos a forma de onda de uma wavelet com uma sinusoéide, que € a funcao
base da andlise de Fourier, podemos ver que as sinusoéides nao tém duracgdo limitada,
estendem-se de menos a mais infinito e tém uma forma suave e regular. Pelo contrario,
as wavelets tendem a ser irregulares e assimétricas e podem ter ou ndo suporte

compacto dependendo da sua natureza (ver figuras a frente).

Figura 3-6 Sinusoide versus wavelet
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A transformada de wavelet € uma ferramenta de processamento de sinais que tem um
trunfo sobre as técnicas classicas de Fourier: as suas funcdes bases (wavelets) ndo
pertencem a um espago finito de solugbes, isto €, existem teoricamente infinitas
possibilidades de se projectar wavelets com propriedades especiais, voltadas para
aplicacdes especificas. Assim, as wavelets que s&o utilizadas para compressédo de
dados podem revelar-se péssimas para aplicacdes de andlises de sinais biologicos, ou
sintese de musica. Da mesma forma, wavelets para sintese de sons podem ndo ser

Uteis em aplicacbes para compressao de dados.

3.3 A andlise multiresolucao

As caracteristicas e propriedades das bases de wavelets podem ser compreendidas
mais facilmente se tivermos em conta 0s conceitos introduzidos pela definicdo de
analise multiresolucéo. Este conceito foi introduzido por Meyer e Mallat [3-5] e como o
préprio nome sugere, aplicando este tipo de analise podemos decompor um funcéo (ou
sinal) em diferentes niveis de resolucdo, ou seja, decompor uma funcdo mais
complicada em funcBes mais simples e estuda-las separadamente. Permite também
obter, de uma forma eficaz, a informagéo necessaria para se poder passar de um nivel
de resolucao para o outro. Para melhor compreender a nog¢do de andlise multiresolugao
consideremos a fungdo representada na Figura 3-7 (a). Esta funcdo pode ser
representada de uma forma mais grosseira (aproximacao) se eliminarmos algumas das
suas caracteristicas. O resultado desta operagdo esta representado em (b). Em (c)
representa-se a parte da funcdo que tinhamos suprimido da funcéo original (detalhe).
Esta aproximagdo a fungéo original pode agora também ser dividida novamente em
duas partes, eliminando mais alguns detalhes. O resultado esta representado em (d)
enquanto em (e) se representam os detalhes que foram eliminados. A este processo de
ir eliminando detalhes da funcao original é designado por processo de decomposicdo
dentro da analise multiresolugcdo. Observando as diversas figuras anteriores vemos que
a funcdo original pode ser novamente recuperada se adicionarmos a Ultima
aproximacdo obtida todos os detalhes que fomos eliminando. Este processo é

designado por processo de reconstrucdo dentro da analise multiresolucgéo.
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a)

b) c)

d) e)

Figura 3-7 Processo da analise multiresolugéo

Ao efectuar-se esta divisdo de uma funcdo em termos de aproximacdo e detalhe é
possivel eliminar alguns dos detalhes que estejam abaixo de um determinado valor e
posteriormente recuperar o sinal sem que o erro introduzido seja significativo. Ao
eliminarmos alguns dos detalhes o que estamos a conseguir € obter uma representacao
esparsa e adaptativa. Evidentemente para que tudo isto tenha sucesso € necessario
que o processo de passar da representacdo completa para a representacdo esparsa e
vice-versa seja extremamente rapido e eficaz sob pena de comprometer os algoritmos.
Esta andlise em multiresolucdo (divisdo de um sinal segundo diferentes niveis de
resolucdo) pode ser levada a cabo utilizando as wavelets cujas propriedades
particulares vao permitir realizar a decomposi¢cdo de uma funcdo em funcdes mais

simples e que sera descrito de seguida.

Embora a anélise multiresolucdo seja bastante importante, ndo s6 pela relevancia no
tratamento tedrico das questdes envolvendo bases de wavelets, mas também pelo
enorme potencial que encerra em termos de desenvolvimento de aplicacdes, ndo cabe
neste trabalho fazer um tratamento exaustivo do tema. Introduzem-se apenas, sem
grande formalismo matematico, alguns conceitos que serdo bastante ateis na

compreenséo das familias de bases de wavelets.
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Antes de terminar esta seccdo deixa-se apenas uma notacdo sobre algumas

consideragbes matematicas que se vao usar. As func¢des consideradas satisfazem, por

hipétese, jR| f |2 <o, ou simbolicamente, f e L*(R).

Define-se também produto escalar ou interno e a norma para o espaco L*(R) como:

(f.o)=[fo £ =t f) )

3.3.1 Funcéao de escala

Para efectuar a analise multiresolucdo de uma funcdo em L*(R), ha& necessidade de
definir primeiro uma sequéncia de sub-espacos {\/J} j € Z que verificam as seguintes

propriedades [3-6]:

.cV,cV,cV,cV,cV,c..cl’

V,cV;, VjeZ a4
V.. =10}
V., =L*(R)

Atendendo a esta definicdo de sub-espacos Vj , € admitindo por hipotese que os
diferentes sub-espacos estéo relacionados através da seguinte condigéo [3-6]:

f(x)eV; < f(2x) eV, (3-5)
e gue cada sub-espaco Vj , Sera gerado a partir de todas as translacdes inteiras de uma

Unica fungdo f(X) que verifique:

f(x)eV, < f(x+k)eV,, comkeZ (3-6)
Surge entdo a necessidade de se definir em V,, uma funcéo que desempenhe um papel

fulcral na analise multiresolucéo e na geracéo dos sistemas de wavelets. E a chamada

fungdo de escala, usualmente representada na literatura por ¢(x). A fungdo de escala
#(X) e as suas translacdes inteiras ¢(x—Kk), com ke Z, formam uma base do sub-

espaco V,. Como consequéncia das condigdes atras enunciadas, as funcdes

\/§¢(2x—m), com meZ, formam uma base para o sub-espago V,. Como V, esta
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contido em V,, qualquer funcéo definida em V, pode ser expressa como combinacédo

linear das fungbes que constituem a base do sub-espaco V,. Em particular, é possivel

escrever para a funcéo de escala:

#(x) =D o $(2x—K) (3-7)

kez
Esta equacao é extremamente importante, uma vez que constitui a base para a geragao
dos diferentes sistemas de wavelets. E conhecida geralmente como equacdo de

dilatacdo. Em alternativa pode ser designada por equacdo de refinamento ou por

equacédo de relacdo de escala. Os coeficientes ¢, denominam-se de coeficientes da

funcéo de escala, e verificam a seguinte propriedade:
> (D =0 (3-8)
k
Para um dado valor inteiro j, as fungées:

¢, () =2"2¢(2'x—k),com j, keZ (3-9)
obtidas a partir da fungdo de escala ¢(x) através de uma operacéo de dilatagdo e uma
translacdo, formam uma base do sub-espago V;. O inteiro j, € o chamado parametro

de dilatacéo (ou escala), enquanto que o inteiro k define a translacéo efectuada.

Define-se entdo a funcédo de escala como uma funcdo ¢(x) que pertenga a um dado

sub-espaco que cumpra as seguintes propriedades:

+00

j $(x)dx =1

—00

a” = [#0of ax-1 610
(#00,6(x =) = [$0)9x— M)k = 5(n)

Sendo assim, podemos dizer que uma fungéo f(x) e L?(R) pode ser projectada sobre

0 sub-espaco Vj de modo que o desenvolvimento formado pelas funcdes de escala

#; (X) constituam uma aproximag&o f;(x) a essa fungéo.
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f00eV=f,(x)=2 a4, (x (3-11)

e onde, devido a propriedade de ortogonalidade da funcéo de escala os coeficientes do

desenvolvimento calculam-se como:

a, =(f(x), ¢, (X)) (312)

3.3.2 Funcgéo wavelet

A anélise multiresolugéo conduz directamente a uma decomposicéo do espaco L*(R).
No entanto, quando se projecta uma fungéo sobre o sub-espaco V; estamos a perder

uma certa informacdo correspondente aos detalhes da funcdo. Seria pois desejavel

poder descrever uma funcdo f(X) em termos da sua aproximacdo no nivel de

resolucdo |, e dos restantes termos ortogonais que constituem os detalhes mais finos.

Defina-se entdo agora o sub-espago W, ; como sendo o complementar ortogonal de

V,, emV,. Tem-se entdo que:

V=V, W, (3-13)
com V,;, LW, , e onde ® representa uma soma directa. Daqui resulta que os sub-

espacos Wj sao ortogonais e que a sua soma directa é LZ(R) . A figura seguinte traduz

0S conceitos anteriores.
VO C Vlc Vzc V3
WL WL W1V

eee [L*R)

Figura 3-8 O processo da analise multiresolu¢éo
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A relacao entre os diferentes sub-espacos pode-se entédo expressar da seguinte forma:
V, AW, = {0}
Vi, =V, +W,
W, ®.eW, =V, (3-14)
L> =V, ®W, ®W, ®W, @...
L’=.W,®W,eW, oW, W, @...

Para além da fungéo de escala ¢(x), ha agora uma outra funcéo, definida em W,, cuja

definicdo é essencial para a geracdo do sistema completo de wavelets. Trata-se da

wavelet priméria, usualmente representada por w(X). Esta fungdo que também se

denomina por funcdo wavelet propriamente dita, em conjunto com todas as suas

translagoes inteiras, w(x—Kk), com ke Z , devera constituir uma base do sub-espaco

W, .

Como o sub-espago W, esta contido no sub-espaco V,, a wavelet primaria w(X) pode

ser expressa como combinacdo linear das fun¢des que constituem a base de V,. Pode

entéo escrever-se que:

w(X)=> Bp(2x-K) (3-15)

kez

que é conhecida como a equacdo de refinamento. Os coeficientes S, designam-se de

coeficientes da funcdo de wavelet e estdo relacionados com os coeficientes «, da

equacdo de escala, de modo a garantir a desejada ortogonalidade entre os sub-

espacos, V, e W,. Verifica-se entédo a seguinte identidade:

B =D al-k) (3-16)
Portanto as funcbes

i () =2"2p (2" x-k), com j, keZ (3-17)
formam, para um dado valor do parametro j, uma base do sub-espaco W;. O conjunto

de todas as translacdes e dilatacdes da wavelet primaria constitui uma base de L?(R).
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Define-se entédo a fungdo de wavelet como uma funcéo w(X) que pertenca a um dado

sub-espaco que cumpra as seguintes propriedades:
j w(x)dx =1

v O = [l (o dx =1
- (3-18)

0 (x-m) = [y 0w (x-m)ak=5(n)

(W (0.60=1) = [()px=n)x =0

O conjunto formado pelas funcoes 1//j’k(x) constituem uma base ortogonal do sub-

espaco W, e portanto qualquer funcao f (X) que pertenca ao referido sub-espaco pode

ser decomposta como uma combinacéo linear de funcdes base da seguinte forma:
f(x) eW, = f(x) :ij,k%,k(x) (3-19)
k

e onde, devido a propriedade de ortogonalidade da fungédo wavelet, os coeficientes do

desenvolvimento calculam-se usando:

by =(f (), v, (X)) (3-20)

3.3.3 Propriedades das funcbes de escala e de wavelet

As principais propriedades dos sistemas de wavelets, e que definem a andlise
multiresolucdo, tém vindo a ser referenciadas ao longo das seccbes anteriores. N&o

sera contudo demais listar de novo as mais relevantes.

1. As funcBes de escala ¢;, (x) formam uma base ortonormada do sub-espaco V,

verificando-se que:

(81 00.6,,00) = [, (08, () dx =5, (321)

Isto implica que quando se utilizam fun¢cdes de escala para a expansédo de uma

funcdo, ndo se podem misturar diferentes niveis de resolucéo j.
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2. As wavelets y;, (X) formam uma base ortonormada de L*(R) . Verifica-se que:

<'//j,k O (X)> = Tl//,-,k W o (X)X =6, 6, (3-22)

3. Para um determinado valor do parametro de dilatacdo j, verifica-se que as

fungdes ¢j'k(x) ¥« (X) sdo ortonormais. Tem-se entdo que:

<¢j,k(x)w,-,m(x)>=T¢,-,k(x)w,-,m(x)dx=5k,m (3-23)

As duas propriedades anteriores permitem-nos utilizar funcdes de escala de um
nivel de resolugdo juntamente com fungdes de wavelet de maior ou igual

resolucéo.
4. Qualquer funcdo f(x)eL*(R) pode-se expressar como uma soma de séries

convergentes da forma:

+00 X i +00  +00 . .

F()= 2 ardr ()+2, > by (x) (3-24)
n=-o j=jon=—o

e devido a ortogonalidade das funcdes de escala e wavelet, os coeficientes do

desenvolvimento podem-se calcular do seguinte modo.

ak =(f(x),4°(x)
b) = (f(x).w) (%))

5. A transformada de Fourier da funcdo de escala € uma funcdo passa baixo,

(3-25)

enquanto que a transformada de Fourier da wavelet primaria € uma fungéo
passa banda. Isto implica que no desenvolvimento em multiresolucdo as fungdes
de escala podem-se utilizar para representar o conteddo de baixas frequéncias
do sinal (aproximacao), enquanto as wavelets primarias representam o contetdo
de frequéncias superiores (detalhes).

6. Paratoda a funcdo de wavelet y(X), existe um ndmero natural M tal que y(X)

é ortogonal a todos os polinémios de grau k<M —1:

[ xw(0dx=0 K=012...,M-1 (3-26)

Diz-se entdo que a wavelet primaria possui M momentos. E esta propriedade
que é responsavel pela representacdo das variagcbes abruptas do campo

electromagnético e armazenamento dessa informacdo nos coeficientes da
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wavelet. Isto significa que se usarmos um desenvolvimento em fungbes de

escala e wavelets, entdo os coeficientes de escala, a,{", sdo mais significativos

que os coeficientes de wavelets, brf, a menos que 0 campo experimente

variacOes abruptas. Desta forma, consegue-se realizar um algoritmo adaptativo
utilizando como critério para justificar um aumento ou diminui¢cdo da resolucéo o
valor dos coeficientes da wavelet. Isto significa que o valor de M da-nos uma
ideia do grau de precisdo obtido ao realizar a aproximacdo de uma funcéo
utilizando unicamente fungbes de escala. Quanto maior for M maior sera a
informacdo armazenada nos coeficientes de escala e menor a informagéo de

detalhe armazenado nos coeficientes da wavelet.

Usando os principios da analise multiresolu¢do consegue-se fazer a decomposicéo e a
reconstrucdo de uma funcdo e deste modo temos a possibilidade de analisar quais os
detalhes que sdo significativos e 0s que nado sao. Isto permite a definicdo de uma grelha
adaptativa. A Figura 3-9 apresenta a decomposicao de uma funcédo genérica usando a
wavelet de Haar onde é possivel observar a aproximacado, os detalhes e a funcéo

reconstruida.

Sinal original Sinal reconstruido
600

500

400

300

200

! 100 !
1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 , 3000 4000 5000

Aproximagao Detalhe

600

500 -

400

300} -~ 1~

Y iy g

T
|
|
200 - - -+ -~
|
|
I

100

I .30 I
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 3-9 Decomposic¢ao de uma funcao por analise multiresolugéo
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3.3.4 Wavelet de Haar

A maioria das fun¢cbBes de escala e de wavelet utilizadas ndo possuem uma expressao
analitica fechada. S6 em alguns casos como as func¢des de Haar, Meyer, e Shannon, se

define uma expressdo analitica que as descreve. No entanto, apenas é necessario

conhecer os coeficientes de escala o, e os coeficientes de wavelet f,. Mais, pode-se

dizer que estes coeficientes se podem interpretar como coeficientes de filtros sendo

esta a grande vantagem da andlise multiresolucao.

Assim temos, que a funcdo de escala no caso da wavelet de Haar € definida por:

1 se0<x<1

P(x) = { (3-27)

0 caso contrario

ou seja, € uma fungdo constante no intervalo [0,1].

E facil verificar que esta funcdo verifica a equacdo de dilatacdo, se considerarmos

o, =a, =1e a, =0 para valores de k diferentes, obtendo-se: ¢(x) = @(2X) +#(2x-1).

Ja a funcdo wavelet propriamente dita é obtida substituindo na equacdo da wavelet

primaria S, =1, f, =—-1 e também f, =0 para outros valores de k diferentes, obtendo-
se a seguinte equacdo de refinamento : w(x) = ¢(2X) —¢#(2x—1) sendo entédo definida
por:

1 se0<x<1/2

w(x)=4-1 se1/2<x<1 (3-28)
0 caso contrario

Para se formar o sistema de wavelets de Haar, ha agora que obter as dilatacdes e as
translacfes, quer da funcdo de escala, quer da wavelet primaria. A Figura 3-10

apresenta as wavelets de Haar assim como os coeficientes dos filtros.
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Funcio de escala Funcao wavelet
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Figura 3-10 Wavelets de Haar

3.3.5 Familia de wavelets de Daubechies

As wavelets de Daubechies [3-3], formam sistemas completos de funcbes ortonormais.

A geracdo de tais sistemas passa pela obtencdo da respectiva funcdo de

escala:¢(x)=2ak¢(2x—k) a qual é caracterizada pelos diferentes valores dos
kez

coeficientes «, .

Os coeficientes «, como se referiu anteriormente podem ser interpretados como
coeficientes de um filtro. Os sistemas de wavelets de Daubechies sdo organizados em
diferentes familias, cada uma das quais caracterizada por um numero diferente de
coeficientes ¢, ndo nulos. Cada familia € identificada pelo seu ndmero de familia,
denotado aqui por N, e cujo valor é igual a metade do nimero de coeficientes do filtro.
As funcdes de escala assim definidas tomam valores diferentes de zero apenas no

intervalo [0, 2N —1]. A este intervalo costuma chamar-se suporte da funcéo de escala.
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A wavelet priméaria de cada uma das familias anteriores, pode ser definida através da
2N-1

respectiva equagdo de refinamento: w(X)= Zﬂk¢(2x—k) onde os coeficientes
k=0

B, =1 a(l-k), sdo condicionados pela necessidade de se garantr a

ortonormalidade entre a funcdo de escala e a wavelet priméaria. O suporte da wavelet

primaria y(x) é igual ao da funcéo de escala correspondente. A Figura 3-11 representa

algumas wavelets da familia de Daubechies, assim como os coeficientes dos filtros.

Fungiio de escala Fungdo wavelet Fungio de escala Fungiio wavelet
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Figura 3-11 Wavelets de Daubechies
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A regularidade das wavelets de Daubechies aumenta a medida que cresce o valor de

N . Para cada uma das familias de wavelets de Daubechies, o sistema completo de

funcdes é obtido considerando translacfes e dilatacbes, quer sobre a funcao de escala

guer sobre a wavelet primaria. A determinacéo dos coeficientes dos filtros esta fora do

ambito deste trabalho e pode ser encontrado em [3-8]. Deixa-se aqui apenas 0s

respectivos valores.

COEFICIENTES DOS FILTROS PASSA BAIXO [¢] E PASSA ALTO

Dbl Db2 Db3

k a B ay B Qy B

0 | 0,70710678 | 0,70710678 0,48296291 | -0,12940952 | 0,33267055 0,03522629
1| 0,70710678 | -0,70710678 | 0,83651630 | -0,22414386 | 0,80689150 0,08544127
2 0,22414386 0,83651630 | 0,45987750 | -0,13501102
3 -0,12940952 | -0,48296291 | -0,13501102 | -0,45987750
4 -0,08544127 | 0,80689150
5 0,03522629 | -0,33267055

Db4 Db5 Db6

k o7 B o7 B a, B

0 | 0,23037781 | -0,01059740 | 0,16010240 0,00333573 0,11154074 | -0,00107730
1 0,71484657 | -0,03288301 | 0,60382927 0,01258075 0,49462389 | -0,00477726
2 0,63088077 0,03084138 0,72430853 | -0,00624149 | 0,75113391 0,00055384
3 | -0,02798377 | 0,18703481 0,13842815 | -0,07757149 | 0,31525035 0,03158220
4 | -0,18703481 | -0,02798377 | -0,24229489 | -0,03224487 | -0,22626469 | 0,02752287
5 | 0,03084138 | -0,63088077 | -0,03224487 | 0,24229489 | -0,12976687 | -0,09750161
6 | 0,03288301 0,71484657 0,07757149 0,13842815 0,09750161 0,12976687
7 | -0,01059740 | -0,23037781 | -0,00624149 | -0,72430853 | 0,02752287 0,22626469
8 -0,01258075 | 0,60382927 | -0,03158220 | 0,31525035
9 0,00333573 | -0,16010240 | 0,00055384 | -0,75113391
10 0,00477726 0,49462389
11 -0,00107730 | -0,11154074

Tabela 3-1 Coeficientes dos filtros das wavelets de Daubechies
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3.3.6 Outras familias de wavelets

Vérios sdo os sistemas de wavelets ortogonais que tém sido construidos em L*(R). O

que os distingue é fundamentalmente a sua maior ou menor localiza¢cdo no dominio do

espaco e da frequéncia e a sua regularidade.

Além da familia de wavelets de Daubechies [3-3], outros sistemas surgiram, sendo 0s
mais citados as wavelets de Meyer, de Battle-Lemarié, coiflets, e symlets. As wavelets
propostas por Meyer [3-2] apresentam suporte compacto no dominio da frequéncia. No
dominio do espaco, embora, tenham um comportamento acentuadamente local, séo
definidas sobre toda a recta dos reais. Apresentam no entanto um decaimento mais

rapido que qualquer fung¢do do tipo 1/X”, embora ndo possuam decaimento

exponencial. As wavelets de Battle-Lemarié [3-2] sdo construidas com base em fun¢des
spline. Estas wavelets tém também suporte ndo compacto no dominio do espaco mas

apresentam um decaimento exponencial. A Figura 3-12 apresenta as wavelets de

Meyer.
Fungiio de escala Funcio wavelet
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Figura 3-12 Wavelets de Meyer
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Por outro lado as coiflets, e symlets apresentam suporte compacto no espaco, isto é,
estdo definidas num intervalo fechado apresentando um comportamento semelhante a

familia de wavelets de Daubechies. A Figura 3-13 apresenta estas familias de wavelets.

Fungio de escala Fungio wavelet Fungio de escala Fungio wavelet

Coifl Coif2
Funcio de escala Fungio wavelet Fungio de escala Fungio wavelet
o] W | ————
1] SR R | SN S o5l 777777777 L i R
0 | 0
| -] SRR Y £ 0 | A SRR —— : Y e Y o | ST P
0 5 10 15 0 1IIJ 20 0 10 20
Coif3 Coif5
Fugio de escala Fungio wavelet Fungio de escala Fungio wavelet

Fungio de escala Fungio wavelet Funcio de escala Funcio wavelet

Figura 3-13 Coiflets e symlets.

O sistema de wavelets proposto por Daubechies € o Unico que consegue definir as
fungbes sobre um intervalo limitado no dominio do espago e ao mesmo tempo garantir a

ortogonalidade. Estas wavelets retém boas caracteristicas de localizagdo no dominio da
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frequéncia, enquanto que o suporte compacto no dominio do espaco Ihes confere aqui
um comportamento estritamente local. Foi esta familia de wavelets que se usou na
primeira fase deste trabalho sem conseguirmos no entanto alcancar os resultados

pretendidos como mais tarde se indica.

3.4 Transformada discreta de wavelets

Tendo sido definido o conceito de andlise multiresolugdo e a sua importancia no
processo de decomposicao de uma fungcédo é agora importante definir uma ferramenta
gque permita fazer a passagem de uma representagdo em multinivel para uma
representagdo convencional e vice-versa. Importante neste processo € a velocidade

com a esta transformacao tem de ser feita sob pena de comprometer o algoritmo.

Na seccdo anterior foram apresentadas as equacfes correspondentes a funcédo de

escala e a wavelet priméaria. Estas equacdes vado permitir trabalhar com a funcéo de

escala e a wavelet primaria utilizando unicamente os seus coeficientes ¢, e S, .

Uma maneira eficiente de implementar este esquema usa filtros e designa-se por
algoritmo piramidal ou em cascata e foi desenvolvido por Mallat em 1988 [3-6]. Usando
este algoritmo é possivel obter os coeficientes de escala e de wavelet de uma funcao

f(X) num determinado nivel de resolugdo mediante sucessivas convolugGes entre 0s
coeficientes ¢, , B, e os coeficientes de escala de um nivel superior. Os coeficientes

resultantes designam-se por coeficientes da transformada discreta em wavelets da

funcdo f(Xx).

Como foi referido anteriormente podemos aproximar uma funcdo f(Xx) num nivel de

resolucdo j+1 de acordo com a seguinte equagao:

() = Y alg) (0+ S biw) () = Y a4 (x) 329

Isto significa que se tivermos os coeficientes a’ pertencentes a aproximag¢do de uma

funcdo no nivel de resolucdo J, podemos obter os coeficientes al e b
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correspondentes ao desenvolvimento em termos de menor resolugdo (j<J). O

processo de obtencéo dos termos de menor resolucéo a partir dos termos de resolugéo
superior recebe o nome de transformada discreta em wavelets, do inglés Discret
Wavelet Transform (DWT).

Usando as equacbes da funcdo de escala e da wavelet primaria chega-se a relagédo
entre os coeficientes de escala de ordem superior e os coeficientes de escala e wavelet

de ordem inferior:
al*(k)=> a(n-2k)a’'(n)
bj‘l(k) = Z,B(n - 2k)aj (n)

(3-30)

Como é lbgico, a reconstrucao dos coeficientes de escala num nivel de resolugcao mais

fino, j, pode ser obtido a partir dos coeficientes de escala e wavelet numa escala mais
grossa j—1. O processo que o permite fazer designa-se por transformada inversa em

wavelets do inglés Inverse Discret Wavelet Transform (IDWT). Do mesmo modo que se
obteve as equacdes anteriores para a decomposi¢do pode-se agora chegar a seguinte

equacao de reconstrucao:

a'(k)=> a'*(n)a(k—2n)+> b’ (n)B(k—2n) (3-31)

As operacOes de decomposicdo e reconstrucdo traduzidas pelas equagbes anteriores
podem ser interpretadas como convolucdes associadas respectivamente a uma

operacao de decimacéo e interpolacdo por dois.

Este algoritmo pode também ser visto como um processo de filtragem digital em que o
sinal se decompde em duas partes, uma que contém as baixas frequéncias e que vem
dado pelas fun¢bes de escala e outro que contém as altas frequéncias e que é traduzido
pelas funcdes de wavelet. Sendo vejamos, do processamento de sinal sabemos que o

processo de filtragem consiste na convolugdo de uma sequéncia de entrada Xx(n) com

os coeficientes do filtro h(n) , sendo a saida dada por:

N-1

y(n) = x(n)*h(n) :Zx(k)h(n—k) (3-32)

k=
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Ora é exactamente isso que acontece em (3-30). Essas equacfes mostram que 0s

coeficientes de escala e wavelet no nivel de resolucdo j—1 podem ser obtidos pela
convolugédo dos coeficientes de escala do nivel j com os coeficientes do filtro a(-n) e
p(=n) seguido de uma decimacdo por 2. Os coeficientes a(-n) e f(-n)
correspondem aos coeficientes de «a(n) e p(n) invertendo a sua ordem.

Matematicamente a decomposicao pode ser vista como:
al?(k) =Y a(n-2k)a'(n) = > a(2k—n)a’(n)
= a*=[g*al[{2, coma=a(-k)
(3-33)
b’ (k) = Zﬂ(n 2k)a’ (n) = Zﬁ(Zk n)a’(n)
— bl [ﬂ*a’]iz com S = B(—k)
Tendo em conta que os filtros a(n) e F(n) séo finitos e formados por um ndmero N

de coeficientes, os filtros a(n) e 5(n) podem ser expressos em funcdo dos primeiros

da seguinte forma:

a(n)=a(N-1-n)

~ (3-34)
A(n)=p(N-1-n)
De um modo semelhante a reconstrugdo pode ser vista como:
al (k)= (@™ (N)a(k - 2n) +b ™ (n) A(k — 2n))
n (3'35)

= al =(a*[ai*]t2)+(8*p"|1 2)

A Figura 3-14 ilustra a situac&o descrita anteriormente.

{0 O

=0 —~O—h

Decomposicao Reconstrucao

Figura 3-14 Transformada discreta de wavelet.
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Os filtros de decomposicdo a e B juntamente com os filtros de reconstru¢éo o e S

formam um sistema que é designado por filtros de quadratura conjugada (CQF). O
modo como estes filtros sdo construidos pode ser encontrado na diversa bibliografia

disponivel sobre o assunto [3-9].

Este processo de decomposi¢do pode ser efectuado um determinado niumero de vezes.

A Figura 3-15 ilustra o principio.

14 )

VA

&
I

. th () —(1) 1z
B’ 4<D_, eee| |eeo
@ || O

Decomposigdo DWT - (Anélise) Coeficientes Reconstrugéo IDWT - (Sintese)
de wavelet

L

h,

!

A 4

Figura 3-15 Transformada discreta de wavelet.

Os filtros de reconstrucdo para além de serem importantes para a reconstrucao do sinal
estdo também relacionados como vimos anteriormente com as formas de onda da

wavelet primaria e da funcdo de escala. Assim, os coeficientes do filtro £(n)

determinam a forma de onda da wavelet que se usa, enquanto que os coeficientes do

filtro a(n) estéo relacionados com a forma de onda da funcéo de escala.

Usando o algoritmo de Mallat é extremamente rapido o calculo de uma DWT. Usando
este algoritmo podemos falar em aproximacdes e detalhes. As aproximacdes sdo as
componentes de baixa frequéncia do sinal (escala elevada), os detalhes representam as
componentes de alta frequéncia (escala baixa). A Figura 3-16 apresenta o resultado da
aplicacdo de uma DWT a um sinal. Da figura pode-se concluir que os coeficientes de
detalhe sdo pequenos e consistem essencialmente no ruido de alta frequéncia
enquanto os coeficientes de aproximagdo contém menos ruido que o sinal original e
representam as componentes de baixa frequéncia do sinal. A andlise e sintese do sinal

foi feita com symlets (Sym4).

-62 -



Resolugédo das equacdes de Maxwell por analise multiresolugao usando wavelets interpolatorias
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Figura 3-16 Aplicagcéo da DWT
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A Figura 3-17 apresenta também a decomposicdo do sinal anterior usando outras

familias de wavelet, nomeadamente a wavelet de Haar e a wavelet de Daubechies

(Db35) e usando um unico nivel de decomposi¢éo. A Figura 3-18 representa a mesma

funcdo mas em que se usaram quatro niveis de decomposicao.
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1000 2000 3000

4000 5000
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Decomposi¢édo com a wavelet de Haar
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Figura 3-17 Decomposic¢do de uma funcéo

1
1000 2000 3000 4000 5000

Decomposi¢cédo com a wavelet de Daubechies
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Sinal original

Aproximagao Sinal original Aproximagao

1
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2

00 "0 1000 2000 3000 4000 5000
4

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Decomposi¢cdo com a wavelet de Haar Decomposi¢cdo com a wavelet de Daubechies

Figura 3-18 Decomposi¢ao multinivel de uma funcao

As principais caracteristicas da transformada de wavelet discreta séo:

% Utiliza apenas os coeficientes do filtro a(n), sendo os outros determinados com

base nos coeficientes anteriores;

X3

%

Tem sequéncias e filtros finitos (truncados) existindo diversas formas de lidar
com as fronteiras (periodizagao, reflexdo, preenchimento com zero, e wavelets

no intervalo);
< DA origem a algoritmos rapidos: numero de operacdes O(N);
% E de facil implementac&o (célculo recursivo);

« Generaliza-se facilmente para varias variaveis.

Como foi referido anteriormente os coeficientes a; correspondentes a aproximagao de
nivel j de uma funcdo f(X), obtém-se a partir do produto interno entre a funcéo e a

respectiva funcdo de escala de resolugéo |, ¢j’k (x) tal como indicado a seguir.

a) =(f(x).4)(x) (3-36)
Se o nivel de resolucéo |, for suficientemente grande, a fungédo de escala pode-se

aproximar a uma funcgéo delta de Dirac, de forma que o produto interno é simplesmente

o valor da amostra da fungdo f(X).

al :<1‘(x),¢nj (x)> =272 f (x=271(m, +n)), em que
m, :jx'¢(x)dx

(3-37)
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e define-se como 0 momento de ordem 1 da funcdo de escala. Esta aproximacédo é

especialmente boa se os momentos da funcdo de escala s&o nulos ou pequenos.

3.5 Equacdes de Maxwell e anéalise multiresolucao

Na resolucdo numérica de equacdes diferenciais parciais € comum o0 uso de esquemas
de diferengas finitas em malhas regulares. Estes métodos tém sido amplamente
utilizados e continuardo a sé-lo, devido aos bons resultados em geral e a sua facilidade
de programacédo. Porém, em casos frequentes, em que as solu¢cdes apresentam
mudancas bruscas de comportamento, o uso de uma malha regular ndo € o mais
conveniente. Se for usada uma malha refinada capaz de descrever com precisdo as
funcdes em zonas de mudancas bruscas, nas zonas de comportamento suave seréao
utilizados muitos pontos, o que, além de ndo ser necessario, vai fazer com que o custo
computacional seja excessivamente alto. Se for usada uma malha pouco refinada, o
custo computacional diminuird, assim como a qualidade dos resultados, devido a uma
pobre representacdo da funcdo proximo das irregularidades. Por esta razdo, varios

esquemas adaptativos tém sido propostos.

Neste trabalho considera-se um esquema adaptativo para a solucdo numérica de
equacdes que envolvem variacdo temporal. Em cada passo de tempo, a malha espacial
€ irregular e escolhida dinamicamente: ter& mais pontos em zonas onde o
comportamento da solugao seja brusco, e menos pontos onde o comportamento seja
mais suave. Para a detecgdo de tais regides, utilizam-se coeficientes de wavelet como
indicadores de regularidade local. As wavelets e a andlise multiresolu¢do sdo o meio
mais natural de se conseguir essa grelha dindmica. O esquema € aplicado na resolucédo
das equacdes de Maxwell que regem a propagacdo num dado meio. A obtencdo da

grelha adaptativa esta dependente da aplicacdo da técnica de threshold.

O esquema adaptativo € uma combinagcdo do esquema explicito de diferencas finitas
com ferramentas desenvolvidas visando a reducao do custo computacional. A qualidade
das solucdes obtidas através do método adaptativo € estabelecida ao compara-las com

as solucdes de referéncia.
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3.5.1 O MRTD

A analise usando wavelets tem sido amplamente estudada no campo da matematica,
ainda que a sua principal aplicagdo se tenha encontrado no campo do processamento

de sinais e na compressao de imagem.

A aplicacdo do método dos momentos [3-10] as equacdes de Maxwell é também uma
aproximacdo matematica correcta para a discretizacdo da sua forma diferencial ou
integral. Segundo [3-11] as equacdes que regem o FDTD podem também ser deduzidas
recorrendo ao método dos momentos e usando fungdes base do tipo rectangular para a

expansdo dos campos no espago e no tempo.

Uma vez que o método dos momentos permite o uso de qualquer conjunto de funcdes
base ortogonais, o uso de um determinado conjunto de funcdes pode dar origem a
novos esquemas no dominio do tempo e no dominio da frequéncia. Na literatura o uso
de funcbes de escala e wavelets como um conjunto completo de funcdes base é
designado por anélise multiresolucdo. No campo do electromagnetismo, e numa fase
inicial, a aplicacdo da analise multiresolucdo ao método dos momentos para efectuar a
discretizacdo das equacbes de Maxwell deu origem a um novo esquema no dominio do
tempo designado por MRTD [3-12];[3-13].

Em [3-12];[3-13] foram usadas as fungdes de escala e wavelet de Battle — Lemarie. Em
[3-12] foi feita apenas uma expanséo usando fun¢gbes de escala em [3-13] foram feitas
duas expansdes: uma usando s func¢des de escala que se designou por S-MRTD e
outra baseada na expanséo usando fung¢des de escala e wavelets e designada por W-
MRTD.

3.5.11 S-MRTD

O principio usado para a derivacéo é similar ao usado para a obtencao das equacdes
de Maxwell quando se usa o método dos momentos. Para a derivagdo do S-MRTD as
componentes do campo sao representadas por uma série de funcdes de escala no

espaco e por fungbes rectangulares no tempo. Tal como no FDTD a expanséo das
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componentes do campo magnético sdo deslocadas em metade do intervalo de
discretizacdo no espaco e no tempo em relacdo as componentes do campo eléctrico,

assim temos:

Ex(F)= > ER i n O 00 (s (Ve (2)

k,I,m,n=—00

(3-38)

HyF)= S s HE niaoles 06 gy (Vo (2)

k,I,m,n=—o0

Em que Eﬁ;,n e H(y’{nyn com y =X, Y,0U zZ sé&o os coeficientes para a expansao dos

campos em termos de funcGes de escala. Os indices |, m,n,k sdo os indices

relacionados com 0 espaco e tempo de tal forma que:
X=IlAX, y =mAy, z=nAz et =kAt, e onde AX, Ay, Az, At representam os intervalos de

discretizacdoem X, Yy, z,et.

A funcédo h_ (x) é definida como:

X
h (X)=hl ——-m 3-39
m(X) (AX j (3-39)

em que a fungdo h(x) é a fungédo rectangular definida como:

1 selx<1/2
h(x)=412  se[x=1/2 (3-40)
0  se[x>12

A fungéo ¢, (x) é definida como:

X
I (X) =@ ———m (3-41)
" AX
em que ¢@(X) representa a funcéo de escala de Battle-Lemarié.
Usando estes desenvolvimentos nas equacdes de Maxwell e amostrando as equacdes

usando fungBes rectangulares no tempo e fungdes de escala no espaco, é possivel

provar que as seguintes equagdes sdo obtidas.
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£ 1 1
E(kﬂ Elﬁxl/z,m,n Tk Elﬁxl/z,m,n) A Za(l)k+1/2 1+Y/2,m+i+}/2,n Za(l)k+1/2 1+1/2,m,n+i+1/2 (3-42)
i=—9 =9
Comparando o FDTD com o esquema S-MRTD pode-se verificar a semelhanga entre
ambos excepto o operador de diferengas finitas no espaco que agora é diferente.

Enquanto no FDTD se tem que:

dx(k H|,m,n)=§(k HI+]/2,m,n_kHI—]/2,m,n) (3-43)

Com este novo operador tem-se que:

dx(k HI m n) za(l)k 1+i+/2,m,n (3-44)

|_—9
Sabemos também que no FDTD a condi¢cdo de estabilidade de Courant tem de se

verificar e para um esquema com discretizagdo uniforme temos:

At < LA—I =0. 57735A—I (3-45)

7c

Ainda segundo [3-13] a condicao de estabilidade para o0 S- MRTD é:

At<At_ =0. 368112—I (3-46)

Em contraste com o FDTD nédo é vantajoso a escolha de um At perto do limite de

estabilidade, mas cerca de cinco vezes inferior.

3.5.1.2 W-MRTD

O uso de fungbes de escala no método dos momentos leva-nos pois a uma grelha mais
esparsa que permite a modelacdo correcta dos campos electromagnéticos em regides
homogéneas. Em regides do espaco em que o campo varia de uma forma rapida (como
por exemplo em descontinuidades) pontos de amostragem adicionais podem ser
considerados usando ndo s6 funcbes de escala mas também funcbes de wavelet. O

desenvolvimento deste esquema designou-se na literatura por W-MRTD.

Por simplicidade vamos apenas considerar expansfes numa dimensdo (em relagcdo a
coordenada y) e apenas com um nivel de resolucdo. Assim a expansdo dos campos
fica:
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Ex (F,t): i {k Elﬁxl/z,m,n(bm (Y)+ Erf]/z,m,n‘//m (Y)}hk (t)¢|+1/2 ()¢, (2)

k,I,m,n=—0
...... (3.47)
H X (F’ t): Z {k+1/2 H I%xm+1/2,n+1/2¢m+1/2 (y) + k+1/2 H |q,0r<n+1/2,n+1/zl//m+1/2 (y)}hk+1/2 (t)¢| (X)¢n+1/2 (Z)
k,lI,m,n=—0
Usando os mesmos procedimentos chega-se a uma equacédo da forma:
18 . P
Iy;a(')k+vz Hiyamisyan +
& 1 +8 .
E(kﬂ Elﬁxj/z,m,n Tk Elﬁxj/z,m,n ): Iy;}c(l)k+ﬂz H ;/fl/z,mn,n —
S i a(i),y, HY
Az ~ k+1/2 ' 1+1/2,m,n+i+1/2 (3-48)

1 & .
Iy;c(l)k+ﬂ2 H ﬁzl/z,m+i+]/2,n +

&€

1 & .
Zt(k+l Elvj-xl/z,mﬁ-l/z,n Tk Elv:xl/z,mﬂ/z,n ): Aiy;;b(l)kﬂ/z Hlvfl/z,m+i+1,n -

13,
Az izz_ga(l)kﬂ/z H Il/«/ryil/z,m+]/2,n+i+]/2

Ainda segundo [3-13] a condicdo de estabilidade para o W-MRTD com wavelets nas

trés dimensdes é dada por:

At < 0.253064AI (3-49)
c

gque é ainda mais limitativo que no esquema S-MRTD.

Ambos os esquemas anteriores foram aplicados a estruturas de microondas simples e
os resultados comparados com o FDTD convencional. As conclusfes que se puderam
tirar foram segundo [3-13];[3-14] as seguintes:

% A aplicacdo de expansfGes em wavelet na solucdo de equacdes diferenciaveis da
origem a matrizes esparsas e com vantagem relativamente as fung¢des base
convencionais. Nomeadamente, a aplicagdo da andlise multiresolucao
directamente as equacdes de Maxwell d4 origem a um novo esquema de
multiresolucdo no tempo o0 MRTD o qual apresenta caracteristicas de disperséo
linear que resulta numa precisdo excelente para uma discretizacdo perto do
limite de Nyquist, ou seja perto de dois pontos por comprimento de onda ao
contrario do FDTD convencional que normalmente usa dez pontos por

comprimento de onda;
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% Mas a principal vantagem sem dlvida € a obtencdo de uma representacao
esparsa e adaptativa, ou seja a obtencdo de uma grelha n&do uniforme de uma
forma automatica recorrendo a técnica de “threshold” eliminado os detalhes
abaixo de um certo limite e tornando a representagéo esparsa,

s O MRTD apresenta também vantagens em relacdo ao FDTD convencional no

gue diz respeito as exigéncias de memdéria e tempo de execucdo.

O MRTD é entdo uma nova técnica para a resolucao de problemas no dominio do
tempo que recorre a andlise multiresolucdo para a discretizacdo das equacdes de
Maxwell e que demostra uma excelente capacidade na resolucdo de problemas

electromagnéticos.

3.5.1.3 Diferentes funcfes base, diferentes equacgdes

Dependendo da escolha da funcdo base diferentes esquemas podem resultar, cada um
transportando as caracteristicas das funcdes base usadas. O MRTD usando as funcdes
de escala de Haar [3-15];[3-16] resulta no FDTD.

Se optarmos por uma expansdo usando apenas funcdes de escala somos conduzidos a

seguinte equacao:

&

1 1
E (k+1 Elﬁ/z,m,n Tk Elﬁ/z,m,n ) = Iy (H I%]/Z,m-v—:l/z,n -H I(ﬁjl/z,m—l/z,n )_ E (H ﬁjl/z,m,nu/z -H Iﬁjl/Z,m,n—l/Z) (3-50)

Ja se optarmos por uma representacdo usando fungbes de escala e wavelets obtemos

as seguintes equacdes com niveis separados ao contrario das equacdes que se obtém

guando se usam as wavelets de Battle-Lemarié as quais combinam ambos os niveis.

1
_( I¢jil/2,m+1/2,n - H|¢jl/2,m—]/2,n )_
& Ay

(B Bt
k+1 =l+/2,m,n  k =l+/2,m,n
At 1

u u
E(H 1+1/2,m,n+3/2 H 1+1/2,m,n-1/2 )

1 (3-51)
_(H nyl/z,mﬂ/z,n -H nyl/z,m—l/z,n )_
& Ay

_(k+l Elyf(l/z,mﬂ/z,n Tk Elyixj/z,mﬂ/z,n ):
At 1

E(H Iyiyl/z,m,nﬂ/z -H Iviyl/z,m,n—l/z )
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No entanto poder-se-ia recorrer a outro tipo de funcdes base. Por exemplo [3-17] usou
as funcdes de Daubechies, as quais apresentam suporte compacto quando comparadas

com as de Battle-Lemari€, obtendo-se a seguinte equacao.

&

1 . 1 .
Zt(k*l Eﬁ/z,m,n K E'qfl/z'r”’” ) - Iyz a(i)y.y, H |¢jl/2,m+i+l/2,n _Ezila(')kﬂ/z H |{é,1/2,m,n+i+1/z (3-52)

Em que a(i) representa os coeficientes da wavelet em nimero i consoante a wavelet

de Daubechies que se considera.

3.5.1.4 Algumas conclusdes sobre o MRTD

Em jeito de resumo pode-se dizer que a técnica de Multiresolu¢cdo no tempo (MRTD)
resulta do desenvolvimento dos campos electromagnéticos em funcdes de escala e
wavelets. Esta técnica é baseada no aumento da resolu¢cdo de um sinal de um nivel
mais grosseiro para um nivel mais fino, usando fun¢des de baixa resolucéo (funcdes de
escala) combinadas com outras de resolucdo intermédia (funcdes wavelet). Diferentes
funcdes podem ser usadas neste tipo de analise: Battle-Lemarié, Haar e Daubechies
[3-11]-[3-17]. Nesta técnica as componentes do campo eléctrico e magnético das
equacbes de Maxwell sdo representadas por uma dupla expansdo em funcdes de
escala e wavelets em relacdo ao espaco e fungdes rectangulares em relagdo ao tempo.
O método dos momentos [3-10] permite obter um conjunto de equacdes similares as
usadas no FDTD (idénticas no caso das fun¢gBes de Haar). Tal qual os valores do

campo, os coeficientes da expansao sdo usadas da mesma forma.

Esta técnica reduz substancialmente o esforco computacional porque em contraste com
o FDTD convencional que necessita de pelo menos dez células por comprimento de
onda, aqui sdo requeridas menos células por comprimento de onda para obter 0 mesmo

nivel de preciséo.

Um dos aspectos que afecta a complexidade deste esquema € o tipo de funcbes usado
na expansdo dos campos. Por exemplo se usarmos as fun¢gbes de Battle-Lemarié tem
que se considerar um numero infinito de coeficientes uma vez que estas apresentam

suporte ndo compacto. Pode-se no entanto truncar a expansao e considerar apenas um

-71 -



Capitulo 3 — Andlise multiresolucéo e wavelets

namero reduzido de coeficientes, obtendo uma solugédo aproximada. Este problema néo
surge se optarmos por funcdes de suporte compacto como € o caso das funcbes de
Haar ou de Daubechies, ndo sendo portanto necessario fazer uma truncatura da

solucéo.

Um segundo aspecto esta relacionado com o nivel de resolu¢do pretendido para a
solucdo. As aproximacoes referidas [3-11]-[3-17], usam apenas funcbes de escala para
uma primeira aproximacdo dos campos. Nestes casos e usando o método dos
momentos obtém-se expressdes simples. Se no entanto pretendermos um aumento de
resolucdo adicionando funcdes de wavelet de diferentes niveis a solucdo torna-se
impraticavel e o esquema tem de ser modificado para cada um dos novos niveis que se

acrescenta.

Um ultimo aspecto que temos de ter em atencéo esta relacionado com as condi¢Bes
fronteira. Assim, quando se usam as wavelets do tipo Battle-Lemarié ou de Daubechies,
que tém um suporte maior que a unidade, ou por outras palavras a largura da funcéo é
maior que um, as condicdes fronteira ndo séo satisfeitas para cada funcdo base
individual, mas somente pela sobreposi¢cdo de vérias funcdes base. Consequentemente
torna-se dificil realizar condicées fronteira usando wavelets. E certamente possivel criar
por exemplo uma parede eléctrica perfeita empregando a teoria das imagens como
proposto em [3-13], mas este tipo de condi¢do fronteira € dificil aplicar a estruturas
complexas assim como a problemas realistas tais como circuitos microstrip. Alem disso
a teoria das imagens requer um aumento da regido de computacdo, aumentando deste
modo as exigéncias em termos de memadria. Uma solugéo possivel € usar uma wavelet
de suporte unitario tipicamente as wavelets de Haar. Ainda que as wavelets de Haar
sejam simples elas satisfazem as principais propriedades das wavelets. Além disso
permitem-nos realizar varias condi¢cdes fronteira mais facilmente e permitem-nos
resolver problemas realistas mantendo as vantagens das wavelets. Mas por outro lado
quando se usam as wavelets de Haar, dependendo obviamente da fung&o, podemos ter
uma convergéncia lenta se a fung&o variar muito rapidamente originando uma zona em

que os detalhes s&o significativos.
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3.5.2 Multiresolucéo baseada na DWT

O MRTD tal como designado por [3-13], foi a primeira aproximag¢do que surgiu de
multiresolucdo no tempo. No entanto uma aproximacdo diferente foi introduzida por
[3-18]. Usando esta aproximac&o as derivadas em ordem ao tempo sdo aproximadas
com diferencas finitas de segunda ordem, resultando em equacfes explicitas em

relacdo ao tempo.

r =g+ Ay
g
(3-53)
H n+1/2 — Hr‘I—ZI/Z —EVX En
u

De seguida o campo electromagnético é expandido num sistema de funcdes
ortonormais. Expressando as equacdes anteriores em termos de wavelets e funcdes de
escala introduzindo dois operadores um para a distribuicdo do material e outro para o

rotacional, a equacéo (3-35) pode ser escrita da seguinte forma:

E!=E" + AtM(g) C(H¥?)
H n+1/2 _ H"ATI/Z —AtM(,U) C(Evr\]/)

w

(3-54)
Em que E, e H, representam a expansdo em wavelets dos campos
electromagnéticos. De acordo com [3-18] o incremento em tempo do algoritmo é
determinado pelo operador derivada. Para um operador de segunda ordem o
incremento maximo é igual ao do FDTD convencional. Para operadores de ordem mais
elevada a condi¢cdo de estabilidade torna-se mais restritiva, mas a dispersdo numérica

diminui e consequentemente a densidade de discretizacdo pode ser reduzida.

Mais recentemente uma nova aproximacdo, semelhante a anterior surgiu, mas baseada
na transformada discreta de wavelets (DWT) [3-19]. Usando esta aproximacdo e
fazendo a discretizacdo das equacfes obtém-se:

£t —Er - D(H)

Hpte = h o))

(3-55)

em que D representa o operador derivada. O calculo das derivadas do campo em cada

ponto é feito através dos coeficientes da sua transformada de wavelet. O operador
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derivada actua nos coeficientes da transformada de wavelet e apresenta-se na forma de
uma matriz D a qual é calculada previamente para cada um dos tipos de wavelet que
se usa. Esta matriz tem formas diferentes dependendo do tipo de wavelet usada e do
seu suporte e alem disso depende do nivel de resolucdo usado [3-19]. Uma vez
conhecidos todos os coeficientes pode-se reconstruir os valores do campo recorrendo a

IDWT. O algoritmo pode-se expressar de uma forma matricial do seguinte modo:
n+l 0o7Jd n o 19 n+1/2 o 19
E? _ E’ _EDJ H?
El//J EV/J g z H V/J
n+1/2 o 1J  n-Y2 o 19 n o 1d
H ¢ ~ H ¢ _éDJ E¢
HY H" | w " [EY

3.5.3 Operador derivada com base em wavelets

(3-56)

O objectivo deste ponto é o0 de calcular os coeficientes da DWT correspondentes a

derivada de uma funcdo. Para tal consideremos uma aproximagédo de nivel j de uma

funcdo desenvolvida em termos de uma funcdo de escala de nivel j, ¢;(x) a qual

vamos designar de f!(X):
F)~f100=> als) (%) (3-57)
k

onde devido a ortogonalidade das funcdes de escala, os coeficientes akj calculam-se do

modo normal através de um produto interno:
a; =<f(X).¢kj> (3-58)
A derivada espacial da fungdo f’(x) sera:
T t10=L T algi (0= Yal gl (x)= Yalgl (0 @59
OX x4 o OX K

No entanto, esta derivada pode-se aproximar representando-a mediante um

desenvolvimento de fungGes de escala de nivel |, da seguinte forma:

% 9= Y ale/ (0 (360
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onde a'lﬂ, sdo os coeficientes da DWT que estamos a procura, correspondentes a
derivada da funcgéo fj(x), e que podemos obter a partir do produto interno entre a

funcéo de escala ¢ e a derivada da funcéo f!(x):

a'l = <§ f J'(x),¢k"> (3-61)

Introduzindo em (3.61) o resultado de (3.60), podemos obter os coeficientes a'd

a'l{ = <Z a|j¢'|j (X)!¢kj> = zalj <¢'|j (X)!¢kj (X)> (3-62)

Portanto a aproximacdo de nivel j da derivada de uma funcdo f!(x) pode-se

expressar do seguinte modo:

2100= X T al(a] 00,62 00} 0 53

Devido a relacdo existente entre os sub-espacos formados por funcBes de escala e

wavelet, uma aproximacdo de nivel j pode ser obtida através do desenvolvimento de
funcGes de escala e wavelets de resolucdo j—1. Desta forma, podemos encontrar a
relacdo existente entre os coeficientes de escala e de wavelet de uma funcéo e a sua
derivada. Assim representamos a fungdo f!(x), como uma combinacéo linear de

fungdes de escala e de wavelet de resolugédo j—1:

F)~ F100=2 alg)(x) =D al g () + D bl w ) (x) (3-64)

Do mesmo modo a derivada da funcéo pode ser vista como:

9 fin= E{Zarfgl (%) +Zbri1w£n1(x)} -
OX ox| 4 - (3.65)

Skt a0+ Xt 00 = Tal vl )+ Dot

No entanto, do mesmo modo e mais de acordo com as nossas expectativas, pode-se

calcular a aproximagéo de nivel j, da derivada de f’(x) como:
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ARCE Sl 00+ 05w 00, com
ay'= < f‘(X)¢“1(X)> (3-66)
it <a ) (x)>

Repetindo o procedimento efectuado com as funcdes de escala, ou seja substituindo em

(3.66) a equacdo (3.65), podemos obter os coeficientes correspondentes a DWT da

derivada de f1(X):
”1<Zwl“uhiw”'”m¢ u&:
=> a1 (0,457 (0) + 20w (0,407 ()

b= <Za"1 "‘1(x)+Zb“1 T (X)) (x)>=
=Zw%”%mW(W+Zw%”%mw(m

(3-67)

Estas equacdes podem-se expressar de forma matricial do seguinte modo:

ast < ta '|H> < '_l'l//'|H> alt
L-Jl}[@ﬂ 1’ 1j 1> <l// ’W.IJ 1> : it (3-68)
ou de uma forma mais compacta como:
v =[oly] oo

m
onde [V] representa o vector formado pelos coeficientes da DWT da aproximacao a

funcdo f!(x). A dimensdo desta matriz depende como é 6bvio do nimero de pontos
em que se discretizou o0 espaco mas também da wavelet usada. O operador derivada
pode-se entéo representar na forma matricial, sendo os elementos desta matriz obtidos
a custa dos produtos internos das funcbes de escala e wavelet e das respectivas

derivadas e como tal obtém-se uma matriz esparsa. De acordo com [3-19] temos que:
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j-1

oi_|{

dit= 2Jj¢(2lz m)-—

yn231=2"j¢(2"z—m>.—

fri=2fy@z-m).

2’.[1//(212 m)

w(z-dz=2y_,

n; ) Ilj_1> < J_1"//I|H> dl_l anq]l
z <Wr¢111¢'1 1> <V/m ’W.IJ 1> AZ J—l ar:']]l

¢(2J z-1)dz=2'd,_,
(3-70)
¢(2J ~Ndz=2'4,,

1//(21 z-Ndz=2'a,

em gue segundo 0 mesmo autor:

n=[p-m). ¢<z) dz

o= [oa-m)S v
(3-71)

P =[w@-m) ¢(z) dz

a, —jw(z—m) —y(z2).dz

Usando as equagles de dilatacdo e de refinamento, apresentadas anteriormente, 0s

coeficientes anteriores podem-se calcular da seguinte forma:

=

-1

Z

-1

dm =2 a(k)a(k )d2m+k k'
k=0 k'=0
N-1N-1
Im = 22 ﬂ(k)a(k )d2m+k k'
k=0 k'=0 (3-72)
N-1N-1
ﬂm = 22 a(k)ﬂ(k )d2m+k k'
k=0 k'=0
N-1N-1
Oy = 2 ﬂ(k)ﬂ(k )d2m+k k'

k=

o
X

‘=0

sendo N o nUmero de coeficientes dos filtros.

Analisando as equacdes anteriores pode-se ver que todos os coeficientes se obtém a

partir dos coeficientes de d . Estes por sua vez podem-se calcular de forma iterativa a

partir das seguintes expressoes:
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1 N/2
d, = 2|:d2m +§Za2kfl'(d2m—2k+l + d2m+2k1):|
k7

-1
> md, =-1 (3-73)
d =—d__
e onde
N—-1-n
a,=2 Y a()a(i+n), n=1..,N-1 (3-74)
i-0

A Figura 3-19 apresenta a forma do operador derivada, onde é visivel a esparsidade da

matriz.

Figura 3-19 Matriz derivativa

A Tabela 3-2 apresenta os coeficientes d, correspondentes as wavelets de

Daubechies. Em [3-19], pode-se ver o valor dos coeficientes derivativos obtidos para as

wavelets de Daubechies, onde também se apresentam os valores de y,., B, &, .

A Figura 3-20 e a Figura 3-21 apresenta a aplicacdo do operador derivada a duas
funcbes distintas. Em ambas as situacfes, a parte esquerda da figura corresponde a
uma decomposicdo com um nivel, enquanto a parte direita corresponde a uma
decomposicdo com dois niveis de resolucdo. Na Figura 3-20 a decomposicdo foi
efectuada com a wavelet de Daubechies (Db4). Na Figura 3-21 a decomposicéo foi

efectuada com a wavelet de Haar.
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COEFICIENTES DERIVATIVOS d

m Dbl Db2 Db3 Db4

6 -0,00000084
5 0,00017221
4 -0,00034243 0,00222407
3 -0,01461027 | -0,03358057
2 0,08333333 0,14518960 0,19200100
1 -0,5 -0,66666660 | -0,74512390 | -0,79301810
0 0 0 0 0

-1 0,5 0,66666660 0,74512390 0,79301810
-2 -0,08333333 | -0,14518960 | -0,19200100
-3 0,01461027 0,03358057
-4 0,00034243 -0,00222407
-5 -0,00017221
-6 0,00000084

Tabela 3-2 Coeficientes d |

/ | / ,’ht

/ i // N

/ A / - \H

Decomposigado com um nivel

Decomposi¢cdo com dois niveis

Figura 3-20 Aplicacdo da matriz derivativa aos coeficientes da DWT

A Figura 3-22 apresenta a aproximacdo da derivada de uma funcdo usando diferentes
niveis de resolucdo. Na parte esquerda da figura a decomposicao foi efectuada usando

a wavelet de Haar enquanto na parte direita foi usada a wavelet de Daubechies (Db4).
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sinal original coeficientes da derivada sinal original coeficientes da derivada
I Lo LT
e // \\ 0.1 ’\ Le // \\ ST
v / \ 005 v | \ I
v | \ J\ v | \ il
: | | ° . | \ S
| \ ) B 0 | \ .
0.6 | -0.05 \ 0.6 | . |
0.1 / o 0.e / o .
0.2 0.2 0.15
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[ o8 / \\ | 0r08 / \\
: ! L oo \
N 000 N
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0.5 J 0.04 \ 1 | ~0.0a \
o 0.08 \/ 0 I 0.08 \/
s 0 50 100 150 200 50 ot 0 50 100 150 200 250 s 0 50 00 150 200 250 ot 0 50 100 50 200 250
Decomposi¢cdo com um nivel Decomposi¢do com dois niveis
Figura 3-21 Aplicacdo da matriz derivativa.
sinal original (256) DWT do sinal original (256) sinal original (256) DWT do sinal original (256)
0.6 0.8 [l'\ 0.6 0.8
0.4 / vy 1y 0.4 / oe Ty
/ 0 I3 / 0 A
° ] | ° / |
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: Tt : [ : - : -
onop o / oop [ /

(Haar) (Db4)

Figura 3-22 Aproximagao da derivada de uma funcdo segundo diferentes niveis de resolucédo

3.5.4 Exemplos numéricos de aplicacdo da analise
multiresolucdo baseado na DWT.

Este foi o ponto de partida na tentativa da resolucdo das equacBes de Maxwell. As

equacles usadas a partida foram as seguintes:

e - -8 (Hr?)
€ At (3-75)

N+ n-: 1 n
Hy v =Hy VZ_Z%D(Ek)

ou seja, o0 calculo do valor do campo eléctrico é baseado no seu valor no instante

anterior mais um termo que é constituido por uma constante a multiplicar pelo resultado
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da aplicacdo do operador derivada ao campo magnético. A actualizacdo do campo
magnético é feita de uma forma semelhante, em que agora o operador derivada actua
sobre o sinal de campo eléctrico. No entanto para que se possa aplicar o operador
derivada tem-se que calcular previamente a DWT do sinal de que se pretendia a
derivada. Uma vez calculada a derivada, o seu valor é multiplicado pela respectiva
constante e calcula-se uma IDWT cujo resultado é somado a componente do campo
electromagnético que se estava a actualizar. O algoritmo funciona bem excepto quando
se atinge a fronteira em que o seu valor é diferente do obtido com o FDTD. Na Figura
3-23 pode-se observar a evolucdo temporal do algoritmo para quatro instantes
diferentes. De uma forma geral, os graficos sdo semelhantes, a ndo ser quando se
atinge a fronteira.

Tempo=50dt Tempo=85dt
0.5 T T 0.5

T
FDTD n FDTD A

ﬁ vﬁlelets ---------- A wavelets *§9

0.4 0.4 3 i

Ez
Ez

Tempo=94dt Tempo=100dt
T 0.5

T T
§ FDTD FDTD
H wavelets ﬁ wavelets s

Ez

Ez

Figura 3-23 Evolucéo temporal do algoritmo

Tiveram-se problemas na implementacdo das condicfes fronteira, e pensa-se que eles
estdo relacionados com a forma como a DWT era calculada. Neste caso optou-se por

calcula-la com periodizacéo o que nédo corresponde a condi¢des fronteira reais.

Para além deste problema, tiveram-se também problemas quando se colocavam

descontinuidades no meio. Nesse caso ao contrario do anterior jA& ndo se tinha
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constantes, ou seja, 0 material em cada ponto era dependente da sua posi¢cdo e
consequentemente ndo se podia fazer simplesmente uma multiplicagdo por uma
constante, em vez disso agora tinha-se o produto de duas fungfes, o qual ndo é igual
ao produto das suas DWT’s. A descontinuidade consistia num meio com permitividade

relativa &, =3 e foi colocada em 0.2<x<0.3. A Figura 3-24 ilustra os problemas

anteriores na propagacdo de um impulso a 1D para quatro instantes diferentes.
Observa-se que quando o impulso atinge a descontinuidade o sinal ganha ruido.
Perante estes resultados outras tentativas seguiram-se.

Tempo=35dt Tempo=45dt

T T T
FDTD FDTD
ﬁ fi wavelets e ﬁavelets ..........
0.4

0.5

Ez

| \

| \

\ L | \
\

Tempo=85dt Tempo=95dt

T T
FDTD

wavelets s ;\
0. - :

T T
FDTD
wavelets 44

Bron

Ez
Ez

<

Figura 3-24 Evolugéo temporal do algoritmo

3.5.5 Principais problemas desta técnica

Uma das principais limitacdes desta técnica esta relacionada com as condicdes
fronteira. Para tal deve-se recordar primeiro o modo como o operador derivada foi
construido assim como 0 modo como a transformada discreta de wavelet é calculada. A
DWT é calculada usando extensdo peridédica ou circular, de tal maneira que o0s

elementos que estao situados nos extremos consideram-se continuos. Isto significa que
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0 espaco de simulacao representado é um espaco ciclico e portanto sem fronteiras de
tal forma que um sinal que aparece num extremo reaparece no outro. Geralmente isto
ndo corresponde aos dominios se simulacdo habituais e como tal devemos modificar os
algoritmos para poder incorporar as condi¢des fronteira adequadas para cada problema

concreto.

Em [3-19] o procedimento usado para romper com a estrutura ciclica foi modificar a
matriz derivativa, construindo uma matriz estendida adicionando colunas aos extremos
da matriz. O nimero de colunas adjacentes depende do tipo de wavelet. No caso das
wavelets de Haar teremos uma coluna adicional em cada lado da matriz. A equagéo
(3-76) apresenta a matriz estendida. No caso das wavelets de Daubechies o nimero de
colunas adicionais é 2M -2 em que M representa o nimero de momentos da
wavelet. Os pontos adicionais necessarios para representar as fronteiras podem ser
obtidos usando o método das imagens. Este tipo de condicBes fronteira (parede

eléctrica ou magnética perfeita) sdo no entanto um pouco limitativas.

a, i a a, 0 0 i 0
0| 0,0
fayb=| 1 T S T 3-76)
i 0 o o a4 i 0
00 o g ay

Outros dos problemas que se tem quando se usa este método esta relacionado com o
modo de constru¢cdo da matriz derivativa. Ainda que a constru¢cdo desta matriz seja
relativamente simples, esta tem formas diferentes dependendo do tipo de wavelet
usada, do seu suporte e do nivel de resolucdo usado. O tipo de wavelet usada e o seu
suporte determinam o numero de coeficientes diferentes de zero. A medida que

aumenta a ordem da wavelet aumenta também o ndmero de coeficientes ndo nulos.

A sua dimenséao esta também dependente do nivel de resolucdo usado, a medida que
aumenta o nivel de resolucdo as suas dimensdes aumentam consideravelmente. Para
além destes factores tem que se definir a partida o nivel de resolucdo que se vai usar na
decomposicdo da funcdo uma vez que o nivel de resolucdo usado determina a matriz
derivativa. Este nivel tem de ser igual de inicio ao fim da simulacdo j4 que se forem
usados niveis de resolugdo diferentes teremos matrizes derivativas diferentes. Assim
este método € um pouco limitativo e ndo permite ter uma certa liberdade. O que seria

interessante era conseguir-se calcular a derivada independente do nivel de resolugédo
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em que a fungdo foi decomposta de uma forma eficaz e sem aumentar o tempo de

computacao. Este processo vai ser possivel realizar como se vera no proximo capitulo.

Uma ressalva importante deve também ser feita em relacdo a equacédo (3.75). Se as
constantes que ai surgem puderem variar de ponto para ponto a implementacdo desta
técnica ndo é assim tao trivial e surgem os problemas referidos anteriormente. Quando
se tem uma constante ficamos apenas com a DWT do produto de uma constante por
uma funcéo, que é igual ao produto da constante pela transformada da funcédo. No
entanto se o valor da constante variar (por exemplo se houver descontinuidades no
meio ou se recorrermos a técnica de PML) tem-se que calcular a DWT do produto de
duas funcdes, a qual ndo é igual ao produto das DWT's. Neste caso as constantes
seriam representadas por uma matriz diagonal cujos os elementos dependem do valor

da condutividade, permeabilidade e permitividade em cada ponto do espaco.

O problema anterior, que é computacionalmente pesado uma vez que se ter4 um
produto de vérias matrizes, € o0 mesmo que temos quando se usa o PML uma vez que
na construcdo do meio absorvente vamos ter diferentes valores das constantes, o que

torna este método um pouco limitativo.

3.6 Wavelets no intervalo

Uma solugcdo para tentar ultrapassar os problemas que surgem com as condicdes
fronteira é usar funcdes de suporte compacto mas cujo suporte esteja inteiramente
contido no intervalo em estudo. Ou seja € importante definir uma base de wavelets para
efectuar andlises em intervalos limitados e fechados, como é o caso dos modelos que
surgem no FDTD. A questdo que se coloca € pois a seguinte: como tratar as funcdes

cujo suporte ndo esta inteiramente contido no intervalo definido?

Claro que numa primeira tentativa se pode truncar as fungcfes cujo suporte se encontra
parte no interior e parte no exterior do intervalo. No entanto este procedimento
apresenta duas grandes limitacdes. A primeira esta relacionada com a perda de
ortogonalidade das fun¢Bes que constituem a base considerada. Consequentemente

esta perda tera um impacto bastante negativo, quer na diminuicdo drastica dos indices
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de esparsidade do sistema, quer na diminuicdo da estabilidade numérica da
aproximacao definida [3-20]. A segunda limitacdo prende-se com a escolha e o
tratamento das fungBes a utilizar. Ou seja, podem surgir problemas se o tro¢o do
suporte da funcéo localizada no interior do intervalo é muito pequeno e quando nesse
troco o valor da funcdo é quase nulo. A consideracdo dessas fun¢gdes na aproximacao
pode ter consequéncias importantes na estabilidade numérica da aproximac¢éo. Por um
lado a sua consideracdo pode dar origem a sistemas muito mal condicionados. Por
outro lado, remover as funcfes com estas caracteristicas da base de aproximacao pode

dar origem a problemas de instabilidade locais, do tipo do efeito de Gibbs [3-20].

As funcdes definidas em intervalos limitados e fechados sdo Uteis em variadas areas da
engenharia. Uma vez que as wavelets até agora apresentadas estao definidas na recta
dos reais, as suas propriedades s6 se mantém inalteradas se considerarmos todo o
dominio R, tendo pouca aplicacdo pratica em problemas onde se considerem

discretizacbes elementares.

Uma aproximacdo que se poderia usar era a truncatura que no entanto apresenta 0s
problemas referidos anteriormente. Uma outra metodologia seria definir as bases de

funcdes no intervalo obtendo-se as chamadas wavelets no intervalo.

Conforme se descreve em [3-20], a definicdo de sistemas de wavelet no intervalo passa
pelo tratamento das funcdes definidas na vizinhanca da fronteira do intervalo, que se
denominam por fun¢des de extremidade, mantendo inalteradas as fun¢des no dominio ,
que se passam a designar por funcbes de interior. Consoante sejam definidas no
extremo esquerdo ou direito do intervalo, designam-se por funcbes de escala ou

wavelets a esquerda ou a direita respectivamente.

No entanto a construcdo de sistemas de wavelets definidas sobre o intervalo
evidenciou-se algo dificil, tal como foi referido por Perrier [3-21]. Seguiram-se varios
trabalhos nesta area de que se destaca o0 [3-22] em que 0 problema é tratado de um
ponto de vista mateméatico, no entanto nao é objectivo desta tese a descricdo destes
aspectos matematicos, podendo no entanto recorrer-se a [3-20];[3-21];[3-22]. Apenas
para se ter um pouco a nocdo de complexidade gque este tema envolve pode-se referir
que a diferenca de abordagem de Cohen e Perrier na geracdo das wavelets no

intervalo, tendo como base as fun¢gbes de Daubechies, d& origem a funcdes de
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extremidade se suporte diferente, ou seja fungcbes que estdo definidas em intervalos
diferentes [3-20].

Além da complexidade matematica que surge quando se usam funcdes de fronteira
verifica-se que a super convergéncia no que se refere ao operador derivada se perde
guando se usam wavelets de fronteira e a matriz de diferenciacdo é complicada de obter
[3-23];[3-24].

3.7 Sintese

Neste capitulo abordou-se ainda que de uma forma muito sumaria o modo como
surgiram as diferentes familias de wavelets, e explicou-se em que consiste a analise
multiresolucéo. De seguida aplicou-se esse conceito na discretizacdo das equacdes de
Maxwell obtendo-se diferentes esquemas MRTD. Apontaram-se as vantagens destes
esquemas e 0S seus principais inconvenientes que serviram de motivacdo para o

trabalho apresentado nesta tese.
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Analise multiresolucéao interpolatoria

4.1 Introducao

“The possible application of wavelets to differential equations is important. In principle, this
application is available. In practice, it is not yet a real success. The overall approach is
familiar, but the competition with other methods is severe. We do not necessarily predict

that wavelets will win” [4-1].

Esta frase foi escrita em 1995, e na minha opinido resume a principal motivacdo para a
realizacdo desta tese, ou seja a aplicacdo de wavelets na resolucdo das equacdes

diferenciais de Maxwell, e as dificuldades decorrentes.

Existe uma grande variedade de métodos para a resolucdo de equacgdes diferenciais. Em
geral, estas equacdes ndo possuem solucdes analiticas conhecidas. Com o progresso
dos recursos computacionais, a comunidade cientifica tem-se dedicado a desenvolver
técnicas numéricas de resolucdo dessas equacdes. Recentemente, houve progressos

importantes com uma variedade de técnicas adaptativas, classificadas como sendo de
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multiresolucdo ou de multinivel, que sdo adequadas para o tratamento de estruturas
localizadas no espago. O desenvolvimento dessas técnicas constitui uma area de

pesquisa extremamente activa, com excelentes perspectivas de contribui¢cdes praticas.

A andlise wavelet possui um papel de destaque nesse contexto numérico. Este tipo de
analise foi introduzido formalmente na década de 80, e 0s seus principais resultados
foram compilados por Meyer [4-3] e Daubechies [4-2]. Esta nova teoria possui uma forma
versatil e elegante de abordar, simplificar e integrar conceitos. Isto resultou na sua rapida

adopcao em diversas areas interdisciplinares, com as mais variadas aplicacoes.

Em especial, na ultima década, tem sido dado bastante énfase a analise multiresolucéo
biortogonal, que é desenvolvida no contexto da teoria de wavelets, na resolugéo
numérica de equagdes diferenciais. O objectivo desta tese é contribuir de forma tedrica e
computacional na avaliagdo das discretizagbes biortogonais nas equacdes diferenciais
parciais evolutivas, em especial as equac¢des de Maxwell, e fazer a sua comparagédo com
o FDTD. Em particular a nossa motivacdo para o uso de wavelets é, como observado no
capitulo anterior, obter uma representacdo esparsa numa base de wavelets. Assumindo

gue uma funcdo f é representada por N pontos numa grelha uniforme, a mesma
funcdo pode ser representada numa base de wavelets, com um erro ¢, por N, pontos
(representacdo esparsa) em que N, <<N. O que se pretende é efectuar o célculo,

nomeadamente de derivadas, produtos ou somas, num tempo proporcional a esses N, .

As wavelets interpolatdrias permitem atingir esse objectivo.

Ao efectuarmos este procedimento estamos a construir a malha adaptativa que tanto
procuramos, uma vez que vamos ter coeficientes significativos apenas em alguns pontos
do espaco. Usando representacfes esparsas a multiplicacdo e a soma de duas funcdes é
feita nos pontos que resultam da reunido das duas grelhas. A derivada de uma funcéo é
calculada por diferencas finitas centradas. Sempre que nos calculos anteriores haja
necessidade do valor de uma amostra que ndo esteja incluida na representacao esparsa,
esse valor é obtido facilmente de forma recursiva. As condi¢cdes fronteira podem ser
tratadas do mesmo modo que o sdo quando se usam diferencas finitas numa grelha
uniforme. Neste capitulo ser4d demonstrado o modo como se podem obter todas estas

vantagens.
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4.2 As diferentes representacdes de um sinal

Nesta seccdo apresentam-se as diferentes representacdes que se podem ter para

representar um sinal. Consideremos portanto que f(x) representa o valor de um dado

sinal em X (por exemplo o campo eléctrico ou magnético num dado ponto X). Para fazer

a representacao desta funcéo recorre-se basicamente a dois tipos de representacao:

% Representacdo em espaco fisico;

% Representac¢do usando a andlise multiresolucgéo;

A representacdo em espaco fisico ou representacdo amostrada é definida em termos de

um conjunto equidistante de amostras de f. Os dados correspondentes a esta

representacdo s&o portanto as amostras.

O FDTD esta obviamente relacionado com uma representacao em espaco fisico dos
campos. Quando se usa este tipo de representacdo as principais vantagens que se
podem enumerar estédo relacionadas com o modo simples como se podem aproximar a
derivada, o produto, a soma e a forma elegante de se aplicar as condicdes fronteira. Se
h& vantagens importantes no que se refere principalmente ao calculo, desvantagens
também existem. Dependendo obviamente do problema, em geral os vectores sdo
densos, determinados normalmente pela menor dimensdo a discretizar originando
grelhas uniformes, pesadas e que porventura podem levar a uma sobreamostragem em
certos pontos do espaco. O principal inconveniente desta representacdo prende-se
portanto no possivel aumento do tempo de computacdo para simular tal grelha. E

evidente que a 2D e 3D este aumento do tempo de computacdo é mais acentuado.

Em 1988 Ingrid Daubechies [4-4], apresentou a comunidade cientifica o seu trabalho
onde demostrou que para além das wavelets de Haar, até entdo as Unicas de suporte
compacto, era possivel definir uma nova classe com suporte compacto e ortogonais: as

wavelets de Daubechies.

s

Dado um sinal em L*(R) e uma base particular de wavelets é possivel fazer a sua

analise e a respectiva sintese. Por andlise entende-se aqui a determinacdo dos

coeficientes de expansdo do sinal relativamente a base escolhida. Dados esses
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coeficientes é possivel efectuar a operagao inversa, a sintese, como uma soma pesada

dos elementos da base.

Depois disto em 1989, Mallat [4-5], identificou a importante relacdo entre a transformada
de wavelet e a analise multiresolucdo demostrando que a analise e a sintese de um sinal
relativamente a uma base de wavelets ortogonal poderia ser efectuada usando um banco
de filtros ortogonais. O cruzamento desta informacéo foi o impulso fundamental para o

rapido crescimento da teoria de wavelets.

Quando se faz a representagdo de um sinal usando a anélise multiresolucao dois tipos de

representacdes sdo possiveis:

% Representacdo usando funcdes de escala;

% Representagdo usando func¢des de escala e wavelets;

Por sua vez a andlise multiresolugdo pode também ser classificada em ortogonal ou

biortogonal que séo os conceitos que se vao discutir de seguida.

4.2.1 Analise multiresolucédo ortogonal

A andlise multiresolucdo é uma ferramenta muito Gtil no estudo de funcfes contidas no
espaco das funcdes quadraticamente integraveis L*(R), uma vez que estas podem ser
aproximadas pelas suas projecces em V; (sub-espaco linear). A analise multiresolugéo

ortogonal ja foi amplamente discutida no capitulo anterior no ponto 3.3. Apresenta-se aqui

apenas as suas principais propriedades para um melhor entendimento do ponto seguinte.

Uma analise multiresolucdo em L*(R) é uma sucessdo de espacos fechados de L*(R)

tais que:
V,cV,, VjeZ
f(x)eV, & f(2x) eV,
V., ={0}eN,,V, =10} (4-1)

V.. =U'R)=U, Vv, =LR)
Existe ¢(x) €V, tal que {#(x—k)},_, & uma base ortonormal de V,
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As condicBes anteriores ndo sdo todas independentes. Para além dos sub-espagos V;,
existem também os sub-espagos complementares W, . Estes ultimos contém a diferenca

de informagéo entre o nivel de resolugdo | e o nivel de resolugdo mais refinado j+1.
Por outras palavras, os detalhes que faltam a um nivel para que se obtenha o nivel

seguinte, ou seja V,,; =V; ®W;. De uma forma geral podemos escrever:

V.=V, @W,
V=V, ®W , W,
: (4-2)

V)., =V, W, OW, ®W, - BW, , ®W,

0 que nos leva a representacdo de uma funcéo usando funcfes de escala e wavelets tal
como se pode ver em 4.2.3.

4.2.2 Analise multiresolucé&o biortogonal

A ortogonalidade € uma propriedade importante na analise e sintese de um sinal, mas
gque pode ser dispensada. Em 1992 Cohen, Daubechies e Feauveau [4-6], introduziram a
ideia de se usarem bases de wavelets biortogonais. Nesta situacao dois tipos distintos de
bases sdo empregues: uma para a andlise e outra para a sintese. Pode-se dizer que
temos duas analises multiresolucéo: a primaria e a dual.

s Priméria: Vj,Wj, ¢jvk, Wik

% Dual: Vj,Wj1 ¢j,k’ l//l',k

Até aqui as funcdes ¢(X), w(X), ndo podiam ser simultaneamente ortogonais e originar

filtros de fase linear, com excepcdo da wavelet ortogonal de Haar. A grande vantagem
gue existe quando se usam bases biortogonais é que estas oferecem maior flexibilidade
no projecto do banco de filtros, permitindo a construgdo de um banco de filtros com fase

linear, uma vez que as fun¢bes de escala e as wavelets sdo simétricas.
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Consideremos entdo uma anélise multiresolucdo em L*(R) definida pelos pares {\/j,(b} e

M,qﬁ} relacionadas de tal forma que as funcdes de escala associadas satisfazem a

relacdo de biortogonalidade, isto é:

(8, 47)=2'[p(2'x-K) g (2 x~N)dx =&, @3
e por isso séo designadas por fungbes de escala conjugadas ou duais.
m\7j e VVJ. :\7j+1 NV, entdo séo validas as

Tenha-se por hipdtese tambem, W, =V, ,

seguintes somas directas:

Via=V,; ®W,
~ ~ ~ (4-4)
V.=V, ®W,
Definindo as fungbes y e w como:
w(x) =23 Bk)p(2x~K)
kez (4_5)

7(x) =2 B(K)g(2x—k)

kez

em que BK)=(=)*B(-k +1) e B(K) = (-1 a(-k +1), prova-se que as familias

i (0=2"y (@ x-K)
j (4-6)
70 =272 x—K)

sdo respectivamente bases de W' e W !,

As funcbes 1//kj sdo chamadas de funcdes wavelet. As funcbes y7kJ sédo conhecidas como

funcdes wavelet conjugadas ou duais. Essas familias de funcBes caracterizam-se por

satisfazerem as seguintes relacfes de biortogonalidade:

<¢kj 1‘/7|j > =0
<5kj 'W|j > =0 (4-7)
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Se w) =y as wavelets s&o ortogonais. A familia de wavelets ortogonais de Daubechies

s&o casos particulares das familias biortogonais em que ¢! =¢,' ) =/ . Se as funcdes

base séo diferentes entédo a familia de wavelets é biortogonal.

No caso biortogonal, o conceito de banco de filtros pode na mesma ser empregue [4-6].
Assim, usa-se o par (a, ) (relacionado com a andlise multiresolugdo dual) para a

decomposicédo e o par («, ) (relacionado com a andlise multiresolucéo primaria) para a

reconstrucdo. Exemplos de wavelets biortogonais séo a familia de wavelets construida
por Cohen, Daubechies e Feauveau [4-6]. A Figura 4-1 apresenta as fun¢des de escala e
as funcbes wavelet quer as aplicadas na decomposicdo quer as usadas na reconstrucao.

S&do também apresentados os coeficientes dos filtros.

Fungio de escala (Decomposicio) Funcio wavelet (Decomposicio)

0 : L a4
. : A 3 -o-e- L ¥ b-----
0 1 2 3 1 0 1 2 3 1
Filtro passa-baixo (Decompesicio) Filtro passa-alto (Decomposicao)

Funcio de escala (Reconstrucio) Fungiio wavelet (Reconstrucio)
1 - r - - r
05}f----- e ROt SRR booood 0 S S P B Z
0 = = -1 . - -
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Filtro passa-baixo (Reconstrucio) Filtro passa-alto {(Reconstrugao)

Figura 4-1 Wavelets biortogonais (bior13)

A Figura 4-2 apresenta um conjunto de wavelets biortogonais. Sdo apresentadas as
funcdes de escala e as fungbes wavelet quer as usadas na decomposicdo quer as

usadas na reconstrugao.
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Funcgio de escala (Decomposicio) Fungio wavelet (Decomposicio) Fungio de escala (Decomposicio) Fungiio wavelet (Decomposigio)
1 _J: ______ 2 S : . . H 1 I ' ,,,,,,, R
ot 0
P i
1f----- Jmeee Eey - bo-oe- .
0 2 4 6 8
0 1 2 3 1

Fungio wavelet {Reconstrugio) Fungio de escala {(Reconstiugio) Fungio wavelet (Reconstrugio)
H T i H T 1 T T T 1 T 3 " T
05}----- O R SRR beooe 0 foeeechocfo] o ] B R 0
0 : 1 0 ’ 1
0 1 2 3 4 0o 1 2 3 4 bz 4 6B 6oz 468
Biorl3 Biorl5
Funcie de escala (Decomposicio) Funcio wavelet {Decomposicio) Fungio de escala (Decomposicio) Fungio wavelet (Decompesicio)
T T T T T T T 1.5 T T T
1f---- Ao
05 0
0 .
R G
0 5 10 15

Funcio de escala (Reconstrucio)
T

: : 1
0.5 b0
: : : 0
0 0.5
0 5 10 15 0 5 10 15
Bior24 Bior28

Figura 4-2 Wavelets biortogonais

4.2.3 Representacdes em multiresolucao

A anélise multiresolucdo é uma ferramenta muito Gtil no estudo de funcdes em L?(R)

permitindo escrever qualquer funcdo f €V, recorrendo a sua projec¢do em V; como:

f(x)=>_c;#;(x) onde
Cix :<f’¢j,k>

0 que constitui a chamada representacdo da funcédo usando funcdes de escala.

(4-8)

Se por outro lado atendermos também as projecces sobre Wj, as quais contém a
diferenca de informacéo entre os niveis j e J+1 e recorrermos a uma representagao

usando fungGes de escala e wavelets podemos escrever qualquer fungéo f eV, como:
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()= oo, (9 + 53,7, () once

Cox :<f!¢0,k> ed;, :<f’l//j,k>

De um modo semelhante, no caso de estarmos perante uma analise multiresolucéo

(4-9)

biortogonal e recorrermos a uma representacdo usando funcdes de escala e wavelets,

podemos escrever qualquer funcdo f €V, como:

()= oo () + 53,7, () once

(4-10)
Cox :<f’¢0,k> € dj,k :<f’&j,k>
4.3 Analise multiresolucao interpolatoria
Uma funcgédo de escala continua ¢(X) é denominada de interpolatéria se:
#(n)=35,,, ne’Z (4-11)

A definicdo de fungdo de escala interpolatéria ¢#(x) € baseada num esquema de
subdivisdo interpolatéria. A aplicacdo deste esquema de subdivisdo interpolatoria
simétrica a partir da sequéncia o, ,, Xe Z da origem a funcéo de escala de Deslauriers e
Dubuc [4-7];[4-8]. A regra bésica é a interpolacéo polinomial de grau 2p—1. As principais

caracteristicas destas fungfes sao:

% @(X) € interpolatdria, ou seja ¢(X) =3J;,,XeZ;

% ¢(x) é continua e possui suporte compacto no intervalo [—2p+1, 2p—1] e a sua
regularidade aumenta a medida que p cresce;

% ¢(X) é par, ou seja @(X)=¢(—x), pois o esquema interpolador é simétrico e
consequentemente é simétrica em torno de x =0;

%  ¢(x) satisfaz a equacédo de escala;

< Todo o polinémio q(x) de grau menor ou igual a 2p—1 pode ser escrito como

combinacéo linear de ¢j]k, ,keZ;
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As fungbes interpolatérias surgiram na literatura no trabalho de Deslauriers e Dubuc
como fungdes fundamentais de um esquema de refinamento interpolante. Esse esquema

€ baseado num conjunto de malhas interligadas [4-7];[4-8];[4-12].

4.3.1 Wavelets interpolatérias — conceito

Se uma funcdo de escala for interpolatéria entdo, podemos afirmar que toda a fungéo
f €V, satisfaz a seguinte relagéo:

F)=2 127K, (%) (4-12)

kez

De facto, se considerarmos X = 277k temos que:

F@7K) =2 e (27K =D cp2'2 k=)= 66, =¢ “13)

lez lez lez

ou seja, os coeficientes sdo simples avaliagdes da funcdo nos pontos da forma X = 277k
Portanto para os calcular ndo é necessario realizar nenhuma operagao complexa (como
integracdo), o que representa uma grande vantagem com respeito a outras bases. Esta
sera porventura uma das principais propriedades destas wavelets quando comparadas
com as wavelets de primeira geracdo. Assim, qguando se usam wavelets biortogonais e
interpolatorias a representacdo fisica e a representagdo em fungbes de escala s&o
essencialmente equivalentes. Os coeficientes de aproximac¢do coincidem com os valores

amostrados.

4.3.2 Wavelets interpolatérias — funcao de interpolacao

Como referido anteriormente a definicdo da funcdo de escala interpolatéria é baseada
num esquema de subdivisdo interpolador. A regra basica é a interpolacao polinomial de

grau 2p-1.

Comecando com uma funcgéo 1‘kj definida em V!, o algoritmo vai gerar uma funcéo nova

fzjkjll definida em V ', fazendo uma interpolacdo de grau 2p—1 em cada novo ponto
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2k +1, a partir dos valores de fkjdo nivel anterior. S&o utilizados os 2p pontos vizinhos

mais préximos em V!. Como 2p é um ndmero par, a interpolacdo é simétrica. A Figura
4-3 apresenta o conceito anterior. Neste exemplo foi usado interpolagéo linear, ou seja,
p=1. Poder-se-ia usar interpolagdo cubica (p=2), em que se usam 0s quatro pontos

vizinhos mais proximos.

j+1
\ 4

o f

Figura 4-3 Conceito de interpolagéo

Matematicamente a operacdo anterior pode ser vista como:

i+l _ g
fac =T

i . 4-14)
j+1 _ pitl (
f2k+1 - P2k+1(xj+l,2k+l)

i _
f)" =

ou seja, os pontos de indice par mantém-se inalterados no nivel seguinte e os pontos de
indice impar séo calculados por interpolacdo a custa dos pontos do nivel anterior. Para o

célculo do valor interpolado é usado o seguinte polinémio interpolador:

P
p -1 —
z Hh:—gﬂ(x =X [ T2, (X=X 10n)
Z fk+l |41 P
I3+ Hh:—gﬂ(xjvk*' ~Xjpeen) ] 1210 (it = Xjeen)

(4-15)

Da expressao anterior pode-se concluir que o calculo de um determinado valor depende

da ordem de interpolacdo 2p-1, e dos pontos que o rodeiam. No caso de p=2

(interpolagéo cubica) o resultado do esquema num ponto genérico da forma 2k +1 é:

" 1, .. - 9 .. -
PZJKil(XjH,ZkJrl) = _E( fl +fl2) +E( fo+ £ (4-16)
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No caso p =1 (interpolacgéo linear) o resultado do esquema num ponto genérico 2k +1 é:

N 1 .
P2Jk«1+l(xj+l,2k+1) = E( £+ 1l (4-17)

que ndo é mais nem menos que a média aritmética dos dois valores mais préximos.

A Figura 4-4 representa o processo de interpolacdo. A figura do lado esquerdo
corresponde a uma interpolacéo linear (2 pontos) enquanto a figura do lado direito a uma

interpolacdo cubica (4 pontos).

Figura 4-4 Interpolacao linear e interpolacdo cubica

4.3.3 Wavelets interpolatérias — aspecto funcional

Definimos ent&o o operador de interpolacdo P’ f €V, de uma funcéo continua f L*(R)

como a sua projecgdo em V,, ou seja:

Plf :z f(2™! K)é; i :Z fidix (4-18)

kez kez

do mesmo modo podemos também definir:

PIf = z f (zijilk)¢j+1,k = Z fj+l,k¢j+1,k (4-19)
kez kez
Como P! f—P'f eV, existem entdo coeficientes ¢, tais que:
PIf—PIf =3 cpuda (4-20)
kez

No entanto como ¢;,,,, =0 podemos escrever:
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PIHf_plf= ij+1,2k+1¢j+1,2k+1 (4-21)

kez

Definindo entdo w(X)=¢(2x—1) como a funcdo wavelet temos que os coeficientes

Ci1ok S80 designados por detalhes e representam-se por d;,. Podemos entdo

escrever a seguinte relagdo: P! f-Pf =>"d, ,»,, ouseja,
kez

PME=PIf+>d, v,

kez

Z fj+l,k¢j+1k (x)= Z fj,k¢j,k (X)+Zdj,k‘//j,k (X)

kez kez kez

(4-22)

A relacdo anterior é designada de decomposicdo wavelet, onde a projeccdo de f na
malha mais fina € decomposta como a projeccdo de f na malha mais grossa mais um

termo de correccdo que depende dos detalhes. Pode-se entéo dizer que:

d;v=fiia _Z 101X 20 (4-23)

lez

ou seja os coeficientes d;, sdo a diferenca entre o valor da fungéo no ponto xJ?t eo

valor interpolado (erro de interpolacéo). A Figura 4-5 apresenta a ideia anterior.

@ valor interpolado
W G
of

Figura 4-5 Detalhe

Na implementacao deste trabalho quando o valor do detalhe é considerado abaixo de um
dado limite (erro de interpolagéo ¢) esse detalhe assume-se nulo. Deste modo, obtém-se
uma representacao que se designa por representacdo esparsa. Esta é formada por um
namero de pontos N, inferior ao nimero de pontos N da fun¢do no nivel mais fino. E
deste modo que se consegue obter uma grelha adaptativa, uma vez que vamos ter mais

pontos nas zonas em que o sinal varia mais significativamente e menos pontos onde o

sinal é mais suave.
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4.3.4 Transformada de wavelet interpolatéria

Tendo sido definido o modo como se obtém as aproximacdes e os detalhes de uma
funcdo por andlise interpolatéria temos que arranjar uma ferramenta que nos permita
passar de um tipo de representacdo para o outro e vice-versa. Podemos entéo referir que
j+l

a andlise de uma funcdo f'™ (DWT do caso interpolante) é efectuada em trés etapas .

Na primeira etapa é feita uma decimagéo, isto é f,J* = f,J. De seguida calcula-se ?2{;11
por interpolacdo recorrendo as férmulas anteriores. Este valor € uma aproximacdo a
f,)*L . Por Gltimo, analisa-se a diferenca entre o valor exacto e o valor aproximado que
ndo é mais que o erro de interpolagdo. Se este valor for menor que um determinado valor
£, entdo esse ponto pode ser ignorado, obtendo-se assim a representacao esparsa. Este

processo designa-se por algoritmo de decomposicdo ou andlise de uma funcdo e

matematicamente é definido por:

frm——f{tial
d’= fztll - fzi:ll (4-24)
Sed!<e=d! =0

O mesmo processo pode agora ser aplicado a funcdo f! que resultou da decomposicéo

anterior e assim sucessivamente obtendo-se o0 que se designa por decomposi¢ao

multinivel. O processo termina quando se atinge o nivel mais grosseiro.

J& o processo inverso, ou seja, a sintese de uma fungéo (IDWT do caso interpolante), é

obtida em dois passos. Matematicamente temos:

+l _ g
fa =1 4-25
£ _ (] Fj+l (4-25)

2k+1 T Yk + 2k+1

resultando em :{f Id! }—>{f j*l}. Obviamente se a decomposicao tiver envolvido mais

gue um nivel de resolugédo a sintese tera também que ser feita no mesmo numero de
niveis de resolucdo para obtermos a fungéo original. Evidentemente que quando o valor
do detalhe é desprezado o valor da funcdo passa a ser igual a aproximacdo que foi
calculada aquando do processo de analise. Quando temos uma decomposi¢cdo multinivel,

matematicamente teremos a seguinte representagao:

DRG0 =D f gl (x) + ZJ:demlp;“ (X) (4-26)

kez kez m=0keZ
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gue corresponde a seguinte mudanca de base:

W kool @2)

Na Figura 4-6 temos a representacdo esparsa de uma funcdo. Na parte esquerda da
figura a funcao foi inicialmente discretizada com 161 pontos enquanto na parte esquerda
a funcao foi amostrada em 641 pontos. Em ambas o nivel mais grosseiro contém seis
amostras. A primeira foi decomposta em cinco niveis de decomposicdo enquanto a
segunda foi decomposta em sete niveis. Em ambas as figuras é apresentada a
representacdo esparsa por niveis assim como a funcdo interpolada resultante da
decomposi¢cdo prévia que foi submetida. Nessa decomposi¢éo considerou-se ¢ igual
1x1073. Das figuras vé-se também o nimero reduzido de pontos usado na representacdo
esparsa respectivamente 40 e 61. Das figuras também é possivel observar que os pontos

pertencentes a representacdo esparsa concentram-se principalmente junto as
descontinuidades.

15 —— 15 —
Original Original
Interpolada - Interpolada -+
1 . 1
r
| 1
05 \\ 05 tl
0 ; 0 { 2
| |
| \ I
05 ‘ 05 } i
\ 1 ! 7l
‘ | i 2
" H
1 L4 4 2
.15 -1.5
-1 0.5 0 05 1 -1 0.5 0 05 1
12 amosiras w6 pllRalas
w4
9 amostras
w3
wa $230003088
6 amostras
w2 wa 220828
4 amostras 6 amostras
w1 w2
W1 4 amostras,
3 amostras
WO
wo 3 amostras
6 amostras
' Vo 6 amostras
‘ ‘ | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 100 200 300 400 500 600
Amostras: Usadas(0)=40; Nao Usadas(x)=121; Total=161 Amostras: Usadas(0)=61; Nao Usadas(x)=580; Total=641

Figura 4-6 Representagdo esparsa de uma funcéo
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4.3.5 Condic¢des fronteira para wavelets interpolatorias

Quando se recorre a wavelets interpolatorias podemos ter problemas junto das fronteiras,
uma vez que o célculo de um valor estd dependente dos seus vizinhos. Assim, se
usarmos interpolacdo linear esse problema néo se levanta uma vez que nenhum dos
valores necesséarios cai fora da fronteira (ver Figura 4-4). No entanto, quando a
interpolacdo é cubica e estamos num ponto perto da fronteira vamos necessitar de
valores que caem fora da fronteira. Para ultrapassar esse problema o que se faz é
calcular a interpolacdo usando apenas pontos no interior da malha. A Figura 4-7
apresenta a ideia anterior. Ao efectuarmos este procedimento a Unica coisa que se altera
€ o valor dos pesos a usar que agora é diferente. A Tabela 4-1 apresenta os valores que

se usam quer nas fronteiras quer num ponto interior da malha.

Figura 4-7 Condicdes fronteira para a interpolacéo cubica

k=0 516 | 15/16 | —5/16 | 1/16
O<k<1 ~1/16 | 916 | 9/16 | -1/16
k=1 116 | —-5/16 | 15/16 | 5/16

Tabela 4-1 Coeficientes de interpolacéo

Outra alternativa é usarmos condi¢des de simetria. Esta por sua vez pode ser positiva ou
negativa consoante o interesse. Este é o procedimento que vamos usar uma vez que
terminamos o espago computacional com condi¢gdes do tipo PML, usando nos extremos
regides absorventes terminadas por condutores eléctricos perfeitos, podendo-se portanto

ter a vantagem de se usar simetria positiva no caso do calculo do campo magnético e de
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simetria negativa no caso do campo eléctrico. A Figura 4-8 apresenta a ideia anterior. Do

lado esquerdo da fronteira é usada simetria positiva, enquanto do lado direito é usada

simetria negativa.

_Espaco virtual Espaco de simulagdo Espago virtual

» &
<

> &
L Bl

|

Figura 4-8 Condic¢bes fronteira para a interpolagao cubica (simetria)

4.3.6 Caracteristicas das wavelets interpolatérias

Termina-se esta sec¢cao com as caracteristicas que sdo mais relevantes quando se usam

este tipo de wavelets na discretizacdo das equactes de Maxwell:

R/
0’0

Usando wavelets interpolatdrias a representacédo em termos de func¢des de escala
e a representacdo em espaco fisico coincidem. Os coeficientes de aproximacédo

sdo portanto as amostras dos sinais;

Possibilidade de se usar um namero de pontos N, inferior ao nimero de pontos

N da fungdo no nivel mais fino para a obtencao da solucéo;

A imposicdo das condi¢cdes de fronteira é simples, uma vez que estamos a
trabalhar com as amostras do sinal;

Os esquemas de interpolagdo permitem manter todas as potencialidades
inerentes a reducdo de dimensionalidade que € proporcionada pelo uso das
wavelets, mas a diferenciacdo, a soma e o calculo de operadores nédo lineares
como a multiplicagdo permanecem faceis ao contrario de outros esquemas tipo

MRTD;
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4.4 Discretizacao e operacao de funcbes em malhas
adaptaveis

A obtencdo de uma grelha adaptativa tem como principal objectivo a representacdo de
uma fungéo por valores discretos a partir de uma malha M de uma maneira precisa e
mais economica possivel. Naturalmente que M tera uma maior densidade de pontos nas
vizinhancas das singularidades, enquanto que, nas regides de maior suavidade a grelha
sera mais esparsa. Esse € justamente o padrdo caracteristico da posicdo dos
coeficientes wavelets significativos numa analise de multiresolucédo. Portanto, eles sdo
bons candidatos a indicadores na construcdo de tais grelhas. Nesta sec¢cdo apresenta-se
as principais caracteristicas deste tipo de malhas e as operacdes que se podem realizar

sobre uma malha adaptativa.

4.4.1 As malhas

As malhas adaptativas adoptadas neste trabalho possuem as seguintes caracteristicas:

% Os pontos de uma malha M pertencem a uma malha regular X’, emque J é o
nivel mais refinado, escolhido de tal forma a resolver adequadamente as

possiveis irregularidades da funcgéo;
% M deve conter X, em que j0 € o nivel menos refinado, escolhido de tal forma

a garantir uma precisdo minima desejada nas regides de suavidade;

- Jm .
% Matematicamente a malha M ¢é do tipo:M=X‘°uUAJ em que
i=lo

Al XM\ Xlej,<j, <J.

Seja " o conjunto de valores discretos de uma funcdo f associada a uma malha M

desse tipo. As operagdes de interesse sobre a representacdo (M, f M) sdo as que se

seguem.
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4.4.2 Truncatura: reducao de malhas

Dada a representacdo (M, f M ), e o parametro de truncatura ¢ >0, define-se uma nova

representagdo eliminando de M aqueles pontos xzj,fil e A gque estiverem associados a

coeficientes wavelet ‘dkj‘< ¢ . A malha resultante € denotada por M, podendo-se definir

o operador de truncamento T, como:

M, ")y LM, ™) (4-28)

Este procedimento consiste portanto na decomposicao ou analise de um sinal. A Figura
4-9 apresenta a decomposicédo de um sinal genérico em que se usou o valor de 1x107
como parametro de truncatura. A malha obtida tem agora 77 pontos significativos ao
contrario dos 321 iniciais. Foram ignorados portanto 244 amostras. Repare-se também
gue o maior numero de amostras concentra-se nas zonas do sinal que variam de uma

forma mais acentuada.

T
Original

1
o / ; Interpolada ===
' . H
0. i/ \ |
/ \
0 I~ .
-0.5 \\\ /’
= \ j
[
-1.5 ‘[
NS

13 amostra:
D

wa

w3 1&am}gslra 3

:15 amostras

w2

10 amostr:
wi 110 amostra:

wo 5 amostras

6 amostras

Vo
i
0 50 100 150 200 250 300
Amostras: Usadas(0)=77; Nao usadas(x)=244; Total=321

Figura 4-9 Truncamento de uma malha

- 107 -



Capitulo 4 — Andlise multiresolucgéao interpolatéria

4.4.3 Extensao: refinamento de malhas

Dada uma representacao (M,fM), pode ser de interesse ter uma representacao

-~ - ) im o
(M, ™) numa malha mais fina. Seja M uma malha do tipo M = X * U UA’ tal como
i=lo

definido anteriormente. Tipicamente, para a construcdo da uma malha mais fina
M =X" UA" escolhe-se o conjunto A" formado pelos pontos de A" acrescidos de
uma vizinhanca, isto &, para cada ponto de A" incluem-se também alguns vizinhos,
tanto no mesmo nivel de escala, como em alguns niveis superiores. Na pratica, 0s
valores de f™ nos novos pontos poderéo nao estar disponiveis. Quando assim for usa-

se um esquema de refinamento interpolatério, das escalas inferiores para as superiores.

Desta forma fica definido o operador extensao como:

(M, fM)—E (M, f") (4-29)

em que f representa a interpolacdo de f em M a partir dos valores de f em M .

A Figura 4-10 apresenta um esquema explicativo do processo. A malha inicial é formada
pelo conjunto dos pontos pertencentes a malha mais grossa ([J) e por um ponto do nivel
de resolucao superior (0). No processo de extensdo, sao incluidos os dois vizinhos de ¢
mais préximos e na mesma escala e dois na escala imediatamente superior. Os novos

pontos sdo marcados com o simbolo (O).

yaAN yaAY
J0+2 Ny o/
pary Py
JO+1 &/ &/
J - | jmal jl al
0 ) ju ms) =) ==
J
LX
— O 1 A M o — 1S
T = T T - = —> X

Figura 4-10 Refinamento de uma malha
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Este tipo de operacéo deve ser efectuada sempre que se pretenda melhorar a precisdo
dos resultados. Por exemplo quando se calcula uma derivada espacial ou quando se faz

a evolucéao temporal do algoritmo.

Espera-se no entanto que o nimero de pontos de M seja da mesma ordem do ndamero

s

de pontos de M, isto é: #(M)=O#(M). Para que isso ocorra M deve ter uma

estrutura em cone tal como descrito em [4-9] uma vez que a maioria dos pontos que
compdem a vizinhanca de um dado ponto numa malha em forma de cone, j4 estdo

presentes em M . Na Figura 4-9 é visivel a estrutura em forma de cone.

J& no que se refere a derivada para que a sua representacdo esparsa tenha um erro
idéntico ao da fungdo, necessitaremos de partir de uma representacao inicial da fungéo
com mais pontos do que aqueles que seriam necessérios a partida. A Figura 4-11
apresenta a comparacdo entre as representacdes esparsas de uma funcdo e da
respectiva derivada. Assim, quando se calcula a derivada de uma fungdo com base numa
representacdo esparsa necessita-se de mais pontos do que os que estdo disponiveis a

partida.

1,0E-01

1,0E-02 4
1,0E-03 4

1,0E-04 4

Erro

1,0E-05 4
1,0E-06

\_
1,0E-07 AW \
\\

1,0E-08

\

0 200 400 600 800 1000 1200
SPR

‘—0— Funcédo —a— Derivada ‘

Figura 4-11 Representagdo esparsa de uma funcéo e da respectiva derivada

4.4.4 Operacdes algébricas: soma e produto

As operacdes de soma e multiplicacdo entre funcdes representadas em malhas

adaptativas sdo extremamente simples quando as malhas envolvidas sdo idénticas.
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Nesse caso, a operacdo em questdo é efectuada ponto a ponto. Caso contrario, primeiro
€ necessario acrescentar as representacées novos valores pontuais, de tal forma que as
representacdes figuem com malhas idénticas, e depois efectua-se a operacdo. Esses
valores em falta sdo obtidos por interpolacao.

Ou seja, dadas as representacées (M,f") e (M',g") as funcdes z=f+g ou

z=1fxg sdo representadas por (M,fm) em que M=MUM’, Z:F+§ ou

7= Fxg,em que fe g sdo as interpolacdes de f e g em M apartirde f" e gM'
Se tivermos apenas o produto de uma funcdo por uma constante, entdo esse produto

sera simplesmente igual ao valor da constante a multiplicar pelos valores significativos da

funcdo sendo que a malha obtida é a mesma.

4.4.5 Diferenciacao

Quando se resolvem as equacfes de Maxwell por métodos numéricos a principal
operacao envolvida é o calculo das derivadas espaciais e temporais. Assim € importante

saber como se faz a diferenciagéo de funcdes representadas em malhas adaptativas.

No calculo da derivada espacial vamos usar diferencas finitas centradas com
espacamento uniforme, isto é, para cada ponto da malha M escolhe-se o espacamento
igual a escala local, dada pela menor disténcia entre 0 ponto e seus vizinhos. Quando
alguns dos pontos necesséarios ao calculo da derivada ndo estiverem presentes na

representacdo, esses serdo obtidos novamente por refinamento interpolatério.

Assim, em cada ponto em que se pretende calcular a derivada, determina-se o ponto

mais proximo deste pertencente a representacdo esparsa e designa-se essa distancia por

h#. De seguida aplica-se diferencas finitas centradas com um stencil de ordem p e

espacamento hﬂ. Se um dos pontos necessarios ao cdlculo da derivada néo estiver

presente, esse valor € interpolado a partir das escalas inferiores. A Figura 4-12 apresenta
um esquema deste principio. Na primeira situacdo a derivada é calculada com dois

pontos e na segunda situacao é calculada com quatro.
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hu
>
= S = = >X
>
h,
hu hu
—> —>
= S — S/ —> X
h h,

0
B ponto onde se pretende calcular a derivada L1 pontos pertencentes a malha esparsa

O Ponto ngo pertencente a malha adaptativa, mas pertence ao stencil de diferenciagédo

Figura 4-12 Diferenciacdo em malhas adaptativas

Se algum dos pontos necessarios estiver localizado fora da fronteira entdo pode-se
calcular a derivada ndo com diferencas centradas mas com diferencas a esquerda ou a

direita consoante o lado da fronteira em que nos encontramos. Obviamente que aqui o

que difere é o peso dos coeficientes no calculo da derivada.

x=0
B H H = H X
X=h
= i = = = X

B ponto onde se pretende calcular a derivada ) Pontos necessarios para o calculo da derivada

Figura 4-13 Calculo da derivada em pontos préximos da fronteira

Outro modo consiste em usar na mesma diferencas centradas mas usando condi¢des de

simetria (positiva ou negativa) conforme explicado anteriormente. Este foi 0 procedimento

usado neste trabalho. A Figura 4-14 ilustra a ideia anterior.

B pPonto onde se pretende calcular a derivada ] Pontos necessarios para o célculo da derivada
... Ponto ndo pertencente & malha adaptativa (virtual), mas necessario para o calculo da derivada

Figura 4-14 Diferenciacdo em malhas adaptativas na fronteira

Seja L o operador diferencial e L" a sua discretizacdo por diferencas finitas centradas

usando uma malha uniforme com espacamento h, entdo o operador de diferencas finitas

adaptativa L,:
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(M,fM)#)(M,(Laf)M) (4-30)
é definido em cada ponto 1€ M pela seguinte expresséo:
(L )" () = (L™ F)(u) (@-31)

em que h, = min|x—u| e f é o resultado do esquema de refinamento aplicado a f"

até aescala h,.

O operador de diferencas finitas de primeira ordem ser& entdo dado por:

LOM £ (x)= %ng?(k)f (x+kh) @-32)
k

em que Fﬁ) sdo os coeficientes da derivada. A Tabela 4-2 apresenta os valores para a

regido interior e na fronteira esquerda do intervalo de [0, 1]. Para a fronteira direita, basta

inverter a posicao dos coeficientes apresentados na tabela.

M k -2 -1 0 1 2 3 4
x=0 -3/2 -1/2
’ h<x<1l -1/2 0 12
x=0 ~25/12 | 4 -3 43 | -1/4
4 X=h —y4 | -s/6 | 32 | -y2 | 112
2h<x<l-h | 112 | —2/3 0 2/3 | -112

Tabela 4-2 Coeficientes da derivada

4.4.6 Problemas de evolugao temporal

A grande vantagem quando se utilizam malhas adaptativas € tentar aplicar o conceito na

resolucdo numérica de equacdes diferenciais, neste caso nas equacdes de Maxwell.

Supde-se que num dado instante, t=nAt é conhecida a representacdo (M",f"), em
que f" sdo os valores da solugdo numérica numa malha adaptavel M". No instante de

tempo seguinte, a representacédo (M ", f ") é obtida em quatro fases:
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1. Extensdo: (M", f")——(M"", ")
O processo de extensdo esta associado a ideia de se obter uma malha M""
cujos pontos possam representar bem a solucdo no préximo passo de tempo. Ou
seja, espera-se que M™ contenha M"™. Como explicado anteriormente, o
processo de extensdo da malha € obtido pelo acréscimo de pontos vizinhos na
mesma escala e em alguns niveis de escala superiores para prever possiveis
deslocamentos das estruturas ou surgimento de estruturas nas escalas mais
finas. O tamanho dessa vizinhanga pode variar com o fendmeno fisico modelado
pela equacéo;

2. Evolugdo Temporal: (M™, f™)—2 (M ™, f™?)
A partir dos valores de f"™ nos pontos da malha M"" no tempo t =nAt, faz-se a
evolucéo temporal usando diferencas finitas de primeira ordem com um passo de

tempo At fixo e dependente das condigbes de estabilidade. O resultado deste

.F n+1

procedimento foi denotado por , que corresponde ao valor da solucdo

numérica nos pontos da malha M " no instante de tempo t = (n+1)At;
3. Truncamento: (M ™, f™)—T (M ™, ™)

A malha M"™ n&o é necessariamente mais adequada para representar a solucdo
numérica em t=(n+1)At. Entdo, aplicando o operador de truncamento a malha
M" , é possivel obter uma representacdo mais esparsa da malha obtendo-se
assim, M "™,

O procedimento agora repete-se para o0 instante de tempo seguinte e assim

sucessivamente.

4.5 Equacbes de Maxwell

Consideremos uma onda TEM a propagar-se, segundo o eixo dos XX, num meio
homogéneo caracterizado por uma impedéancia caracteristica Z,. O campo eléctrico esta

orientado segundo o eixo dos zz e 0 campo magnético estd orientado segundo o eixo

dos yy. A aplicagdo das equagdes de Maxwell nesta situacdo conduz ao seguinte

conjunto de equacgdes:
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oH 1(¢E
Wl
0E 1(eéH
E_Etﬁj

No FDTD temos duas fun¢des, o0 campo eléctrico e 0 campo magnético as quais definem

(4-33)

uma malha entrelacada, quer no espaco quer no tempo. No entanto quando se usam
funcdes em malhas adaptaveis normalmente as malhas sdo justapostas. Ainda que a
analise de dispersédo e estabilidade seja conhecida no FDTD, sera importante verificar
qual o comportamento destes parametros quando se usam wavelets interpolatérias para
a discretizagdo das equagfes de Maxwell. Uma vez que podemos ter também dois tipos
de malhas (entrelacadas e justapostas) serd importante estudar o comportamento dos
referidos parametros em cada um dos tipos de malha e tentar perceber qual serd a

melhor solucdo para a discretizacdo das referidas equacoes.

4.5.1 Modelo em malhas entrelacadas

Consideremos os valores discretos do campo eléctrico E e do campo magnético H em

malhas entrelagadas dados por:

El ~ E(kAX,nAt)

(4-34)
Hits ~ H((k+1/2) Ax,(n+1/2) At)
Podemos entéo definir as seguintes aproximacoes:
E(x,nAt)~ Y. E;¢(Ax‘1x - k)
) (4-35)

H((x+1/2), (n+1/2) At) = 3" HI 2 g(axx—k -1/2)

k
Neste trabalho, a funcédo de escala ¢(x) é escolhida de entre as fungbes de escala de
Dubuc e Delauriers que satisfazem a condigdo de interpolagdo ¢(X)=0, e que esta

associada a esquemas de refinamento interpolatério. Os diferentes esquemas de

refinamento interpolatério s&@o identificados pelo paradmetro p que indica uma
interpolagéo polinomial centrada de grau 2p—1.

Utilizando-se o0 método de colocacdo associado a tais esquemas de aproximacao, obtém-

- se discretizacdes para as derivadas parciais dadas por:
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aE(jAX NAt) ~ ZE #(j-k-1/2)

=— Z Ela(j—k)
(4-36)

((J+1/2)Ax(n+]/2)At 2H£+”§¢(J—k+1/2)
j;Hk“:i:a(j —k+1)

em que a(u)=¢'(u-1/2).
Combinando a equacdo (4-36) com diferencas finitas de primeira ordem no tempo,

obtém-se o seguinte sistema de equacdes:

Ef*=E]+ at ZHk”%Za(J —k+1)
(4-37)

j+y2 — j+y2

Hn+1/2 Hn—]/Z E"a(] _k)
szk: “

4.5.2 Modelo em malhas n&o entrelagcadas

Consideremos agora os valores discretos do campo eléctrico E e do campo magnético

H em malhas coincidentes. Podemos entédo escrever o seguinte sistema de equacdes:

E" ~ E(kAX,nAt)

(4-38)
H! ~ H(kAx, nAt)
e podemos entdo definir as seguintes aproximacoes:
E(x,nAt)~ Y Ek“¢(Ax‘1x - k)
« (4-39)
H(x,nAt)~ > H "p(axx—k)
k
Sendo assim, obtém-se as seguintes discretizacdes para as derivadas parciais:
aE(]Ax NAt)~ ZE B(j-Kk)
(4-40)

H(]Aant ZH B(ji—k)
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em que S(u)=¢'(u). Combinando as férmulas anteriores com diferencas finitas de

primeira ordem no tempo, obtém-se o seguinte sistema de equacdes:

At .
EM =E!+— Y HMpB(j -k
j j gAX; k ﬂ(] )

At .
H=H]+—) E/B(j—k
j j /JAX; kﬂ(] )

4.5.3 Relagbes entre os coeficientes a e g

(4-41)

Sabemos no entanto que a funcdo ¢(Xx) satisfaz uma relagdo de escalonamento dada

por: ¢(X) = 22 h(n)¢(2x—n) em que h(n) corresponde aos coeficientes de interpolacéo

do esquema de refinamento. Estes coeficientes sdo simétricos h(n)=h(-n) e

h(0) =1/2, e anulam-se para todos inteiros pares n=0 e para todos os inteiros tais que

|n| >2p—1. A Tabela 4-3 apresenta o valores desses coeficientes.

K P=1 P=2 P=3 P=4

0 1/2 1/2 1/2 1/2

1 1/4 9/32 150/512 1125/4096
2 0 0 0

3 -1/32 -25/512 -245/4096
4 0 0

5 3/512 49/4096
6 0

7 -5/4096

Tabela 4-3 Coeficientes de interpolac@o do esquema de refinamento

Derivando agora a relagédo de escalonamento, os coeficientes (k) podem ser obtidos a

partir da solucdo do problema de valor préprio, ¢’(k)=42h(n)¢’(2k—n) com uma

relacdo de normalizagdo apropriada. Os valores ndo nulos de p(k), k>0 estdo
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indicados na Tabela 4-4. Os valores de f(k),k <0 sdo obtidos da relacdo de anti-

simetria f(-k) =—-£(-K).

K P=1 P=2 P=3 P=4

0 0 0 0 0

1 172 2/3 272/365 | 1747/2203
2 -1/12 -53/365 | -1483/7724
3 16/1095 | 399/11882
4 1/2920 -73/32823
5 -128/743295
6 1/1189272

Tabela 4-4 Coeficientes S(K)

Observa-se também que os coeficientes «(k) podem ser obtidos a partir dos valores de

LK) da seguinte forma:
ak)=¢'(k-1/2) = 42 h(n)¢'(2k —1—n)
=4> h(n)B(2k -1-n)

(4-42)

Os valores ndo nulos de a(k), k>0 estdo indicados na Tabela 4-5. Os valores

a(k), k <0 séo obtidos pela relacéo de simetria a(—k) =—a(k-1).

K P=1 P=2 P=3 P=4

0 1 472/384 1.29181 1.3110340773
1 -36/384 -0.137134 -0.1560100710
2 4/384 0.0287618 0.0419957460
3 -0.00347014 | -0.0086543236
4 8.02654e-6 0.0008308695
5 0.0000108999
6 -0.0000000041

Tabela 4-5 Coeficientes a(K)
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4.6 Analise de dispersao

Para se efectuar a analise de dispersdo consideram-se solu¢des na forma de ondas
planas:
H(x,t)=H 'Y
- (4-43)
E(X,t) = E,e'* Y
em que E, e H, sdo constantes, £ é a constante de fase, @ a frequéncia angular e i

designa a unidade imaginaria.

4.6.1 Disperséo do modelo analitico

Substituindo estas expressdes nas equacfes de Maxwell, obtém-se o seguinte sistema

algébrico:

e S TEH)

Para que o problema tenha solucéo néo trivial, a matriz do sistema deve ter determinante
nulo, ou seja:
52

2 =0 w= ¢

e Tz

gue representa a relacdo de dispersdo associada a propagacdo de uma onda

(4-45)

electromagnética num meio homogéneo, linear e isotropico cujo modelo analitico é

descrito pelas equagdes de Maxwell. Para ndo haver dispersdo & deve ser uma fungéo

linear de w.

4.6.2 Dispersdo do modelo numérico em malhas entrelacadas.

Substituindo as express@es das ondas planas (4-43) na equacao (4-37) respeitante ao

campo magnético, obtém-se:
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Hei(j+]/2)§Ax (e—ia)(n+1/2)At _ e—ia)(n—l/Z)At) — Eit e—iwnAt zekAx.fa(j _ k) (4-46)
HAX K

Fazendo-se as devidas simplificacfes e uma mudanca de indices no somatério, chega-se

a expressao seguinte:

WAt

—2iH sinT_e‘ifAX/ZEZe‘"AXéa(I) (4-47)

HAX S

Usando a propriedade de simetria da funcdo basica ¢(—x)=¢(x) verifica-se que

a(-1)=¢'(-1+1/2) =—¢'(1 -1/2) = —a(1 -1) . Portanto pode-se concluir que:

e a(l)=-2ie""> a(l)sin(l +1/2)z] = -2ie'*a(z) (4-48)
| 1>0
em que se pode definir a funcéo:
a(z)=> a()sin(l+1/2)z] (4-49)
1>0
e portanto tem-se:
H sin @At _ E&(éAx) (4-50)
2  uAX

Usando um raciocinio andlogo na equacao (4-37), mas agora usando a componente do

campo eléctrico, obtém-se a seguinte equacao:

oAt HAt -
—_— =
EAX

Expressando agora (4-50) e (4-51) na forma matricial temos:

Esin (&AX) (4-51)

. wAt At ~
SlnT —ma(fAX) |:Hj|:|:0:|
At - . WAt E 0
_,uAX a (EAX) sin—

(4-52)

Para que o problema tenha solu¢éo néo trivial, o determinante da matriz deve anular-se,
0 que implica a seguinte relacdo de dispersdo para o0 modelo numérico em malhas

entrelacadas.

2 - 2
(sina)—AtJ = Ata(GAx) (4-53)
2 LHENAX
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Definindo-se Q =wAt, 2 =8AX, A = , tem-se que a relacdo de dispersdo pode ser

At
NITEIN
expressa como: Q=arcsin(Aa(Z)). Para que esta expresséo tenha sentido, a escolha
de A deve ser feita de maneira apropriada, o que define a condigdo de estabilidade como
descrito mais a frente. Para melhor compreender a relacdo de dispersao traduzida pela
equacdo anterior a Figura 4-15 contém os graficos de Q como funcdo de =, para

A1=0,3, para diferentes escolhas da funcdo de escala (isto é, de p). Devido a anti-
simetria dos gréaficos, apresenta-se somente a parte de 0<=<x. Para comparacao

apresenta-se também o grafico da recta QQ = A= que representa a relagdo de dispersao

do modelo analitico.

—— analitico
— p=1

Figura 4-15 Relacao de dispersdo em malhas entrelacadas

Como se pode observar pela Figura 4-15 para p >1, nota-se que a relacdo de dispersao

do modelo numérico aproxima-se bem da relagdo linear do sistema analitico,
apresentando uma melhoria significativa em relacdo ao modelo para p=1 que

corresponde ao esquema classico do FDTD. Este tipo de comportamento ja foi observado
em [4-10] para um esquema de Galerkin baseado nas funcbes de escalonamento de
Battle-Lemarié. No entanto, aqui para além deste comportamento temos todas as
vantagens que estdo associadas as wavelets interpolatérias ao contrario do que sucede
com as wavelets de Battle-Lemarié. Também se pode observar que 0s modelos
numéricos apresentam relacdes de dispersao piores que o modelo analitico e tendem a

melhorar a medida que o nimero de coeficientes aumenta.
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4.6.3 Dispersdo do modelo numeérico em malhas néao
entrelacadas

Substituindo as expressfes das ondas planas (4-43) na equacao (4-41) respeitante a

componente do campo magnético, obtém-se a seguinte equacéao:

Heii§Ax (e—iw(n+l)At _e—iwnAt) _ EAt e—iamAtzekAX§ﬂ(j _ k) (4-54)
HAX K

Fazendo-se as devidas simplificacfes e uma mudanca de indices no somatério, chega-se

a expressao seguinte:

. At i EAt iIAXE

—2iH sin——e VAN = — N e g 4-55

> ,uAXZ i0) (4-55)

Usando a propriedade de simetria da funcdo basica ¢(—x)=¢(x) verifica-se que

L)=¢'(1)=—¢'(-1) =—L(-1) de onde se conclui que:

Se ™ p()=-2 p)sin(lz)=-2i4(2) (4-56)

1>1
em que se pode definir a funcéo:
B(2)=> a(l)sin(iz) (4-57)
1>1

€ portanto tem-se:

. oAt EAt ~
H sin @28 _ EAL 3 ean) (4-59)
2  uAX
Usando um raciocinio analogo na equacao (4-41), mas agora usando a componente do

campo eléctrico, obtém-se a seguinte equacao:

. oA i HAt ~
E sin AL guzieat _ HAL L (EAX) (4-59)
2 EAX
Expressando agora (4-58) e (4-59) na forma matricial temos:

in @A gvaion AL &
sin > e ﬂAXﬂ(gAx) {H}_{O}

= 4-60
E 0 (4-60)

_ At B(EAX) sin 22t gvzion
HAX 2

Novamente para que este sistema tenha solucdo néo trivial, o determinante da matriz
deve anular-se, o que implica a seguinte relacao de dispersdo para o modelo numérico

em malhas néo entrelacadas.
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(4-61)

(sin a)AtT _[ AtB(eax) i
LENAX

A Figura 4-16 contem os graficos de Q=wAt como fungdo de ==¢&Ax, com 4=0,3
para diferentes escolhas da funcdo de escala ¢. Como os gréaficos sdo anti-simétricos

apresenta-se somente a parte de 0<=<r.

1 T

—— analitico

Q

Figura 4-16 Relacéo de dispersdo em malhas ndo entrelacadas

Note-se que para as baixas frequéncias, a relacdo de dispersdo aproxima-se cada vez
melhor da relacéo linear do modelo analitico, @ medida que p aumenta. No entanto para
frequéncias proximas de =z, o grafico de dispersdo tende a zero, afastando-se
drasticamente do modelo analitico. Este facto faz com que apare¢cam “ruidos” nas
solucdes numéricas. Foi este facto que os autores de [4-11] observaram mas que nao

conseguiram eliminar nem justificar a sua proveniéncia.

A parte esquerda da Figura 4-17 apresenta uma comparacdo entre os dois modelos de

malhas para o mesmo valor de p=4, e o modelo analitico. Da figura pode concluir-se

que a relacdo de dispersdo no modelo em malhas entrelacadas é superior a do modelo
em malhas ndo entrelacadas. Verifica-se no entanto que se tivermos o cuidado de
trabalharmos numa zona mais favoravel (frequéncias baixas ou médias) o modelo de
malhas justapostas podera ser preferivel. Deve-se referir também que este Gltimo modelo
apresenta uma relacdo de dispersdo melhor que o FDTD convencional desde que se use

uma ordem superior a 2. A parte direita da Figura 4-17 apresenta essa concluséo.
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T
— analitico

=== malha entrelagada (p=4)
-+ malha nao entrelagada (p=4)

— analitico

Figura 4-17 Comparacao entre os dois modelos

4.7 Analise de estabilidade dos modelos numéricos

A condicdo de estabilidade é determinada impondo-se a condi¢cdo de que para quaisquer

nimeros de onda &, seja possivel determinar frequéncias reais @ que satisfacam a

correspondente relagédo de disperséo.

4.7.1 Estabilidade do modelo numérico em malhas entrelacadas

No modelo em malhas entrelacadas, atendendo a equacao (4-53), para se ter

estabilidade é necessario que:

Ata(z)
\/EAX

<1, Vz

Isto significa que:

a=_ At 1

UEAX S,

em que S, =max,,_, |a(z).

(4-62)

(4-63)

Apresentam-se na Figura 4-18 os graficos de |&(z)|,0£z£7r, para os diferentes

esquemas. Pode-se observar que S, =S_(p) é assumido em z=7 e que este valor
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cresce a medida que p aumenta. Ou seja, a condigdo de estabilidade fica mais restritiva

a medida que se aumenta a ordem do esquema.

16 \ \ \ \ \ \
I | | | | L
— p=1 | | | | . "l
_ ! | | | ’ |
LA P=2 - [ AT T T T
p=3 | | | ,,f' T
- p=4 | | | | |
7| E— O___ __ [ I Lo 4 (S IR
| | | | - | |
| | | I/ | |
| | | 1/ | |
1- - - - - - - == — = - [ - — =
| | | |
| | | | |
| | | |
0.8 — — — — H4H-=-=-=-- [ el === - = === + ==
ot | | | | |
o(2) | | | | |
| | p | | |
0.6 ———— T T T [ ol T T [ T T
| 1,2 | | | |
| > | | | |
| | | | | |
R e e G [ [ T
| | | |
| | |
o2k - AL L R [ I
| I | | | |
| | | | | |
J/ | | | | | |
0 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35

Figura 4-18 Estabilidade em malhas entrelacadas

A Tabela 4-6 apresenta os parametros de estabilidade S_' para diferentes valores de p

no sistema com malhas entrelacadas.

max(]&(z)|) St
p=1 1 1
p=2 1.3333 0.75
p=3 1.4612 0.6843
p=4 1.5185 0.6585

Tabela 4-6 Estabilidade em malhas entrelacadas

4.7.2 Estabilidade do modelo numérico em malhas nao
entrelagcadas

Analogamente, no modelo de malhas néo entrelacadas, tem-se que 0 esquema é estavel

se:

A (2)
\/EAX

<1 vz (4-64)
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significando isso que:

A= _Aat < L (4-65)
Sy

Juenx

em que S, =max,_,

@)

A Figura 4-19 apresenta os graficos de ‘E(z)‘, 0<z<r, para os diferentes esquemas.

Observa-se que Sﬂ = Sﬁ(p) também cresce & medida que p aumenta, no entanto esses

valores sdo inferiores aos seus correspondentes no caso de malhas entrelagadas. Ou

seja, a condicdo de estabilidade fica menos restritiva para malhas coincidentes.

Figura 4-19 Estabilidade em malhas ndo entrelacadas

A Tabela 4-7 apresenta os parametros de estabilidade S;l para diferentes valores de p

no sistema com malhas nao entrelacadas.

max(]ﬁ(z)‘) S,
p=1 0.4999 2
p=2 0.6861 1.4575
p=3 0.7866 1.2712
p=4 0.8549 1.16972

Tabela 4-7 Estabilidade em malhas ndo entrelacadas
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4.8 Que malhausar?

Se analisarmos os valores das tabelas de estabilidade anteriores chegamos a concluséo
que o modelo usando malhas ndo entrelacadas apresenta uma melhor condicdo de
estabilidade em relacdo a das malhas entrelagadas e mesmo superior ao FDTD. No

entanto nestes esquemas a dispersao é pior.

Esta andlise permite-nos concluir que ambas as alternativas séo validas. Se optarmos por
um arranjo em malhas entrelacadas a relacdo de dispersdo € melhor mas a condicéo de
estabilidade é mais restritiva se pelo contrario optarmos por um esquema em malhas

justapostas a condicdo de estabilidade é superior mas temos de ter em atencdo a

dispersao. Estes serdo pontos interessante para explorar num trabalho futuro.

Sugere-se entdo que se possam usar malhas ndo entrelacados uma vez que a condicao
de estabilidade é superior a apresentada pelo FDTD desde que se tenha controlo sobre a

dispersao numérica.

Por agora e como o objectivo desta tese é fazermos uma comparacdo com o FDTD
convencional vamos optar por usar um esquema com malhas entrelacadas que € mais
préximo do FDTD.

Ao usarmos um esquema com malhas entrelagadas vamos ter duas malhas, uma para o
campo eléctrico E, e outra para o campo magnético H . Consequentemente, vamos ter
que fazer operacOes diferentes sobre cada uma das malhas, uma vez que a localizac&o

dos pontos é diferente. Esse aspecto € mais saliente na interpolagdo nas fronteiras.

4.8.1 Fronteiras em malhas entrelacadas

Antes de iniciar esta seccdo convém referir que se vao usar condi¢des fronteira do tipo
PML. Como tal o dominio computacional termina com um condutor eléctrico perfeito. Uma
vez que se usam malhas entrelacadas o esquema de interpolacao na fronteira tem de ser

feito com algum cuidado. Assim sabemos que o campo eléctrico E, é definido em pontos
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da forma X! =kAx2™! e que na fronteira se verifica a relagdo E(—x)=—E(x) por simular

um condutor eléctrico perfeito. A Figura 4-20 apresenta um esquema que nos possibilita a

interpretacdo da situacao.

Figura 4-20 Interpolacéo na fronteira da componente do campo eléctrico.

Para fazermos a interpolagéo no ponto le+1 temos que usar a seguinte equacao:

E(X/")~ —% E(x_il)+%E(xoj )+%E(Xf )—% E(x}) (4-66)

mas como E(le): —E(le) a equagéo anterior transforma-se em:
E(xli+1)z(%+%jE(xf )+%E(xg )—%E(xg) (4-67)

gue é a equacao que se deve usar na fronteira para a actualizagdo do campo eléctrico.

O campo magnético H esta definido em pontos da forma X/ = (k 427 )AXZ’j e verifica

a relacdo H(-x)=H(x) por se simular um condutor eléctrico perfeito. A Figura 4-21

apresenta a posicdo das diversas componentes do campo electromagnético para
podermos interpretar a interpolacdo na fronteira. Na parte superior da figura esta
representado a posicdo das componentes do campo eléctrico. Na parte inferior esta
representado a posi¢do das componentes do campo magnético, e onde se pode observar
o entrelagamento das malhas. A tracejado esta representado a fronteira esquerda. Na
parte inferior da figura que € a que nos interessa neste momento, temos dois esquemas

um apresentando os pontos no nivel de resolucdo | e outro com os pontos no nivel de

resolucéo imediatamente superior j+1.
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OH
H—O 00O —C0
-2 01 2 3 4
J M ? Y JanY
-1 0 1 2

Figura 4-21 Interpolag¢éo na fronteira da componente do campo magnético.

Para fazermos a interpolagcéo no ponto H (Xf”) temos que usar a seguinte equacao:

H(X,)")~ —%H (XJ1)+%H(X01 )+%H (x/ )—%H (x3) (4-68)

Mas como H (X fl)z H (le*l) a equacéo anterior transforma-se em

(10 L Rlx )= e R0 ()

1)~ o] S S Lhlce)]

gue é a equacao que se deve usar na fronteira para a actualizagdo do campo magnético.

(4-69)

4.9 Exemplos diversos de aplicacao do algoritmo

Consideremos uma onda TEM a propagar-se, segundo o eixo dos XX, num meio
homogéneo caracterizado por uma impedancia caracteristica Z,. O campo eléctrico esta

orientado segundo o eixo dos zz e 0 campo magnético estd orientado segundo o eixo
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dos Yyy. A aplicagdo das equacdes de Maxwell nesta situacdo conduz ao seguinte

conjunto de equacgdes:

M _1(0E)
ot u\ ox

(4-70)
i)
ot e\ oX
As distribui¢bes iniciais que foram usadas sdo as seguintes:
E,(X) =exp(-150(x-0.5)%) ; H,(x)=0 (4-71)

A solucdo da equacdo (4.70) € obtida numericamente com base nas wavelets
interpolatdrias sendo a malha inicial composta por N pontos quer de campo eléctrico
guer de campo magnético. No instante inicial as distribuicbes sdo substituidas pela suas
representacfes esparsas e consequentemente ficamos com uma representagdo com N,

pontos. Quando se usam malhas entrelacadas as equacdes a aplicar, tal como referido

em 4.5.1, sdo as seguintes:

il pon , Al Y2 o
Ez; _Ezi+EZk:Hyk+l/2a(J_k_l)

At (4-72)
Hy™ 2 =Hy" 22+ — Y Ezla(j-k
y]+]/2 yj+]/2 ,UAX ; k (J )
em que a(k) sdo os coeficientes referidos em 4.5.3. A evolugdo temporal é feita em trés

etapas tal como indicado em 4.4.6. Para ilustrar a evolucdo temporal do algoritmo s&o
apresentados gréaficos correspondentes a instantes de tempo diferentes. Juntamente com

os gréficos é apresentado a representacdo esparsa por niveis.

4.9.1 Propagacdo num meio homogéneo

Neste exemplo vamos considerar que o meio € homogéneo dieléctrico, sem perdas,
caracterizado por uma permeabilidade magnética relativa x, =1 e uma permitividade
eléctrica relativa ¢, =1. As condi¢bes fronteira usadas séo do tipo PML. A Figura 4-23

representa a situacéo descrita anterior.
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PML PML

[@Miilav]
= m
|

OMmMmT

Figura 4-22 Propagacé@o num meio homogéneo

A Figura 4-23 apresenta a evolugdo das componentes do campo electromagnético,

juntamente com a representacdo por niveis das amostras usadas e ndo usadas em

diferentes instantes de tempo. A parte esquerda da figura corresponde a E, e a parte
direita a H,. Da figura conclui-se que a malha se vai adaptando com a evolugdo

temporal do algoritmo.
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A Figura 4-24 apresenta um grafico respeitante a percentagem de pontos usados durante

a simulacdo onde é visivel a adaptabilidade espacial. No grafico da direita o espaco foi

discretizado com 609 pontos, a esquerda foi discretizado com 4865 pontos. Verifica-se

que o numero de pontos usados nas duas situacfes anda préximo das duas centenas, no

entanto na segunda situacéo a percentagem de pontos usada € muito baixa.

Percentagem de pontos significativos

30 T 4.5 T

35 5
3

2.2 f“f “%
15 W Nﬁﬂk M ) Wa"'\'r\:m
gL

Percentagem de pontos significativos

0.5 [

0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Tempo (n*dt) Tempo (n*dt)

Figura 4-24 Percentagem de pontos significativos

A Figura 4-25 apresenta a evolucdo do erro com o tempo para a situagdo descrita

anteriormente. Entende-se por erro, o valor maximo da diferenga entre uma solucédo de

referéncia obtida numa malha uniforme e muito fina, e a solugdo adaptativa nos pontos

da malha adaptativa. Como se pode observar pela figura, o erro mantém-se

aproximadamente constante ndo aumentando a medida que o tempo avanca o que

significa que o método é estavel. O grafico apresenta resultados para dois valores

distintos do parametro de truncamento &: 1x10™" e 1x10°®.

10° T

10 H bt

107k B

10”0 I I I I
0 0.5 1 15 2 25

Tempo (ns)

Figura 4-25 Evolugéo do erro com o tempo
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Para avaliar o desempenho do método, usa-se como referéncia uma solugdo numérica
obtida numa malha uniforme muito refinada e faz-se a comparagéo desta solu¢gdo com a
solucéo apresentada pelo método adaptativo em funcéo do numero de pontos usados.

A Figura 4-26 apresenta os resultados obtidos. A curva a azul representa o erro em
funcdo do numero de pontos usados num esquema em malha uniforme no instante 1ns.
Como se pode verificar, & medida que o nimero de pontos diminui o erro aumenta. A
curva a vermelho apresenta o erro em funcéo da média de pontos utilizados no esquema
adaptativo, no mesmo instante. A principal conclusdo que se pode tirar destes resultados
€ que para um certo valor de erro o0 método adaptativo consegue apresentar uma solucao
com um menor numero de pontos. A esta reducdo de pontos corresponde posteriormente

uma reducdo em termos de memoéria e tempo de computacao.

= malha uniforme
— malha adaptativa

10 ; T T

Numero de pontos

10

10° 10 10 10

Erro

Figura 4-26 Comparacdo do desempenho do método adaptativo com o método standard

4.9.2 Propagacéo num meio homogéneo com uma
descontinuidade

Neste exemplo vamos considerar que o meio é idéntico ao anterior mas com uma

descontinuidade tal como se mostra na Figura 4-27.
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PML PML

OMT
OMTU

Figura 4-27 Propagacéo num meio homogéneo com uma descontinuidade

A Figura 4-28 apresenta a evolugdo do campo eléctrico ao longo do tempo em seis
instantes diferentes. E também apresentado a decomposic&o por niveis referente a cada
instante.
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Tal como apresentado anteriormente a Figura 4-29 da-nos a percentagem de pontos

usados durante o tempo de simulagéo.

10 H

Percentagem de pontos significativos

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Tempo (n*dt)

Figura 4-29 Percentagem de pontos significativos

4.9.3 Propagagcdo  num meio  homogéneo com  duas
descontinuidade

Neste exemplo vamos considerar que o meio é idéntico ao anterior mas agora com duas
descontinuidade tal como se mostra na Figura 4-30. O valor da permitividade eléctrica é

diferente em cada uma das faixas.

PML PML

€=E, [€=3
M=H,

'ﬁm

O[MT

T m
T m

QM

Figura 4-30 Propagacéo num meio homogéneo com duas descontinuidades

A Figura 4-31 mostra a correspondente evolucdo temporal do campo eléctrico da

situacdo descrita anteriormente.
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Figura 4-31 Evolucéo temporal do campo eléctrico na presenca de duas descontinuidade

A semelhanga do exemplo anterior a Figura 4-32 apresenta a percentagem de pontos

usados durante a simulacéo.
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Figura 4-32 Percentagem de pontos significativos
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4.9.4 Propagacéo na interface entre dois meios diferentes

Neste exemplo mostra-se um espaco constituido por dois meios dieléctricos de

permitividades diferentes tal como se mostra na Figura 4-33.

PML

£=10
H=H,

OMT

€=¢,
IETH

PML

[@N11lav]

Figura 4-33 Propagacao na interface entre dois meios

A Figura 4-34 apresenta a respectiva evolucdo temporal da componente do campo

eléctrico ao longo do tempo em seis instantes diferentes. Nesta sequéncia € bem visivel a

adaptabilidade espacial junto a interface entre os dois meios.
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A Figura 4-35 apresenta a percentagem de pontos significativos usados nesta situacéo.
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Figura 4-35 Percentagem de pontos significativos

4.9.5 Propagacdo num meio terminado por um condutor eléctrico
perfeito num dos extremos

Finalmente é apresentado um exemplo em que um dos extremos, neste caso 0 esquerdo
€ terminado por um condutor eléctrico perfeito. A Figura 4-36 apresenta a situacao

descrita.
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= m
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Figura 4-36 Propaga¢&éo num meio terminado num dos extremos por um PEC

A Figura 4-37 apresenta a evolucao temporal do algoritmo.
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Figura 4-37 Propagacdo num meio terminado com um PEC num dos extremos

Apresenta-se na Figura 4-38 a percentagem de pontos usados nesta simulagéo.

Percentagem de pontos significativos
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Figura 4-38 Percentagem de pontos significativos.

Esta sequéncia de exemplos mostra que o objectivo desta tese de se ter uma malha
adaptativa com o tempo foi conseguido.
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Para terminar esta sec¢do, como forma de validagéo da técnica, apresenta-se na Figura
4-39 o grafico da evolucdo temporal do algoritmo quando se usa o FDTD e quando se
recorre a discretizacdo das equacdes de Maxwell usando as wavelets interpolatorias,
correspondente a situacdo descrita em 4.9.3 (meio com duas descontinuidades). A figura
apresenta a evolucdo temporal da componente do campo eléctrico em seis instantes
diferentes: 11ps, 480ps, 768ps, 1067ps, 1569ps e 2392ps.
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Figura 4-39 Comparacao entre o FDTD e usando wavelets interpolatérias
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Como se pode observar pela figura os resultados obtidos pelo método proposto

coincidem com os resultados obtidos com o FDTD. Deve-se referir que em todas as
simulacdes realizadas anteriormente o parametro de truncamento ¢ usado foi 1x10° e
1x10~° respectivamente para o campo eléctrico e para 0 campo magnético. Contudo,
pode afirmar-se que esta concordancia ndo é total, dado haver uma pequena diferenga
entre os valores obtidos por cada um dos métodos. A Figura 4-40 apresenta a diferenca

entre os valores para quatro instantes diferentes.
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Figura 4-40 Diferenca entre os dois métodos

Como se pode observar pela figura a diferenca existente € muito pequena. Todavia, se

usarmos para valor do parametro de truncamento 1x10™ e 1x10~ respectivamente para
0 campo eléctrico e campo magnético, ja sao visiveis algumas diferencas entre os dois
graficos. A Figura 4-41 apresenta a evolucao temporal de ambos os métodos para quatro

instantes diferentes.
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Figura 4-41 Comparacao entre os dois métodos

Nesta situacéo as diferencas entre ambos os métodos € bem visivel. No entanto, ao
usarmos um valor para o parametro de truncamento maior a representacéo é feita com
um namero de pontos inferior. A Figura 4-42 apresenta a percentagem de pontos usados
nesta situacdo. Se agora compararmos esta figura com a Figura 4-32, observa-se que a
percentagem de pontos usados passou para metade.
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Figura 4-42 Percentagem de pontos significativos
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4.10 Sintese do capitulo

Este capitulo foi dedicado a analise multiresolucao interpolatéria. Assim foram explicadas
as vantagens que temos quando este tipo de wavelets € usado na discretizacdo das
equacdes de Maxwell quando comparadas com a familia de wavelets de primeira
geracdo para a obtencdo de uma malha adaptativa. Foram propostas dois tipos de
malhas e feito o estudo de dispersédo e estabilidade de cada uma delas para que se
pudesse fazer uma comparacédo e saber qual o tipo de malha mais conveniente. Optou-se
por usar uma malha entrelacada e simularam-se diversos exemplos para a validacdo do

método sendo os resultados obtidos bastante promissores.
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Conclusoes e trabalho futuro

5.1 Conclusodes

O objectivo desta tese foi a obtencdo de uma malha adaptativa no espaco, que
acompanhasse a evolucdo temporal do algoritmo. Quando se pensou em criar uma

malha, que de alguma forma, se adaptaria ao espaco o objectivo era usar um conjunto de

valores discretos N, << N, em que N seria a discretiza¢do da fungdo no seu nivel de

resolucdo mais elevado. O grande objectivo seria ter um algoritmo de alguma forma

semelhante ao FDTD mas em que apenas se necessitaria de N, pontos em vez dos N

pontos iniciais por forma a melhorar o desempenho computacional do FDTD, quer em
termos de velocidade de processamento, quer em termos de exigéncias de memoria.
Obviamente, para que este processo tivesse sucesso, era necessario termos um conjunto
de ferramentas que permitissem passar de uma representacdo esparsa para a
representagdo completa e vice versa, mas sem aumentar os tempos de computagéo e

em que os tempos de computacdo associados a representacdo esparsa fosse

proporcional de alguma forma ao nimero de pontos N,.
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Para se conseguir esse objectivo foram usadas wavelets. Quando se faz a decomposi¢cado
de uma funcdo usando funcdes de escala e fun¢des wavelet (analise multiresolucdo), os
coeficientes de wavelet sédo bons indicadores da regularidade de um fung¢éo. Por outras
palavras quando o coeficiente wavelet é elevado significa que a fungéo varia rapidamente
por outro lado se o coeficiente wavelet € pequeno significa que a funcdo € mais suave.
Usando estes valores como indicadores de regularidade, podem-se desprezar os
coeficiente cujo valor seja inferior a um determinado patamar e deste modo conseguir

obter a tal grelha adaptativa.

No entanto, quando se usam wavelets de primeira geracdo, apesar de termos a
possibilidade de adaptabilidade, da relacdo de dispersdo ser bem superior ao FDTD
temos um conjunto de factores que tornam a sua aplicacdo um pouco limitativa. Por
exemplo a aplicagdo das condigfes fronteira é por vezes bastante complicada devido por
exemplo ao suporte infinito da funcdo (wavelets de Battle-Lemarié) ou maior que a
unidade (wavelets de Daubechies), pelo que as condigbes fronteira sdo satisfeitas
apenas pela sobreposicdo de varias fungbes base. Para evitar os problemas de

condicdes fronteira poderiamos usar as wavelets de Haar (suporte unitario), mas isso

conduziria a uma muito reduzida capacidade de compressdo N, ~ N . Para além das

condicbes fronteira temos também os problemas que surgem no calculo da matriz
derivativa, a qual esta dependente dos niveis de resolucdo usados na analise do sinal e
que tém de ser definidos a partida. Para além disso pode-se também referir que o célculo
de um produto com base numa representacdo wavelet ndo é uma tarefa trivial. Aqui
surgem integrais com trés fun¢des ao contrario dos dois que surge quando se calculam
derivadas. Também se poderia referir que o calculo dos coeficientes de escala e wavelet

sdo obtidos a custa de um produto interno.

Quando se usam wavelets de segunda geracao (biortogonais e interpolatorias) além de
permitir a adaptabilidade e uma relacdo de disperséo superior ao FDTD tal como referido
anteriormente os problemas anteriores também s&o suprimidos. A grande vantagem que
temos quando se usa este tipo de wavelet é que os coeficientes de escala coincidem com
os valores amostrados ndo sendo necessario o calculo de um produto interno. Os
coeficientes wavelet também séo facilmente obtidos. Como estamos a trabalhar com as
amostras do sinal as condigbes fronteira sdo automaticas e faceis de implementar. O

mesmo se passa no calculo de um produto e uma soma uma vez que os célculos podem
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ser efectuados como se estivéssemos em espaco fisico. O operador derivada pode ser

implementado eficientemente e sem os problemas encontrados anteriormente.

Foram entdo usadas as wavelets interpolatorias para se efectuar a discretizacdo das
equacgles de Maxwell. Para tal foram estudadas duas alternativas para a implementacao
das malhas, uma entrelacada e outra ndo entrelacada. Quando se usam malhas
adaptativas é mais intuitivo usar-se uma malha ndo entrelacada, no entanto quando se
pensa em comparar com o FDTD faz mais sentido usar uma malha entrelacada. Para se
poder fazer a comparacao entre este dois tipos de malhas foi feito o estudo de dispersao
e estabilidade de cada uma destas malhas. No que se refere a analise de dispersao, as
malhas entrelacadas tém um melhor comportamento, jA no que se refere ao factor de
estabilidade as malhas ndo entrelacadas apresentam um factor menos limitativo e até
superior ao FDTD. Perante estes resultados optou-se por usar um esquema com malhas
entrelacadas uma vez que este esta mais proximo do FDTD com o qual pretendemos
efectuar uma comparagdo em termos de desempenho computacional. No entanto deve
referir-se que o esquema com malhas ndo entrelagadas ser4 um aspecto a explorar em

trabalhos futuros.

Tendo-se entdo optado por uma malha entrelacada foram efectuados diversos exemplos
de aplicacdo do algoritmo para se poder avaliar o seu desempenho. Os resultados
obtidos nas diversas simulacbes foram bastantes promissores, tendo-se conseguido

obter uma malha adaptativa que evolui com o tempo e na qual € possivel observar a
evolucédo do algoritmo ao longo do tempo com um nimero de pontos N, << N . Foram
apresentados alguns graficos com a percentagem de pontos que sdo usados ao longo

das diversas simulacdes e onde se pode observar a reduzida percentagem de pontos

usada.

Para um dos exemplos, a evolucdo temporal foi comparada com o FDTD, tendo-se obtido

total concordancia.

Perante estas conclusdes pode-se dizer que o objectivo inicialmente tracado de se obter

uma malha adaptativa foi conseguido.
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5.2 Trabalho futuro

Para além dos multiplos tépicos considerados no decurso da presente tese muitos outros
poderdo vir a ser investigados tendo em vista uma andlise mais aprofundada desta

problematica.

Sugere-se entdo como trabalho futuro a investigagdo do comportamento do algoritmo

quando se usam malhas néo entrelacadas.

Um outro ponto a ser explorado € a implementacdo do algoritmo a duas e trés
dimensdes. Neste caso 0s coeficientes wavelet também podem ser interpretados como
erros de interpolacdo, no entanto, a topologia das malhas irregulares a estas dimensoées
podem aumentar a complexidade de armazenamento, de busca e de célculos. No entanto
esta implementacao pressupde um estudo adequado da melhor forma de implementacao

do algoritmo por forma a que os tempos de computacao sejam aceitaveis.

Para além destes pontos, poder-se-ia também pensar em implementar os algoritmos
anteriores de uma forma mais eficiente, considerando uma estrutura de dados que s6
contemple as posi¢cdes de memadria que efectivamente estdo a ser usadas, uma vez que
nesta implementagdo as posicdes de memdria que ndo eram usadas eram marcadas
como NAN (Not a Number).
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