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RESUMEN

En esta conferencia seran presentadas las ideas fundamentales del refinamiento de
pruebas de hipotesis basadas en poblaciones de tamano pequeiio y moderado, para
los modelos en series de potencias no lineales generalizados, recientemente
publicados en la literatura. Seran utilizadas las metodologias de correccion de
Bartlett 'y correccion Bartlett-Bootstrap para la estadistica de razon de
verosimilitudes para pruebas de hipotesis sobre los parametros que indexan dicho
modelo de regresion. Se presentaran resultados de simulaciones de Monte Carlo que
muestran que, efectivamente, la tasa de rechazo empirica de las estadisticas
corregidas es mas proxima a su respectivo nivel nominal que las estadisticas
originales. Se pretende mostrar estas técnicas con el animo de dar a conocer a
practicantes y docentes la existencia de alternativas para escenarios de tamarnos
muestra mediana y pequerio.
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INTRODUCCION

En Cordeiro, Andrade y De Castro (2009) fueron introducidos los Modelos en Series de
Potencias no Lineales Generalizados (MSPNLGs) con el animo de unificar en una sola
estructura conceptual varios de los principales modelos de regresion discreta, como por
ejemplo Poisson generalizada, Binomial negativa generalizada, entre otros. Esta familia de
distribuiciones discretas tiene una estructura bastante flexible para el modelamiento de
datos discretos.

Para realizar pruebas de hipotesis en los MSPNLGs, pueden ser usadas las tradicionales
estadisticas da razon de verosimilitudes (LR), escore (SR), Wald (W) y la recientemente
explorada estadistica gradiente (G), introducida en Terrell (2002). En este trabajo se dara
un énfasis a la LR. Tal estadistica, bajo la hipodtesis nula tiene una distribucion aproximada
Chi-cuadrado, con error de orden hasta n~*donde n es el tamafio de muestra. De esta forma,
es importante obtener ajustes para la estadistica LR, cuando el tamafio de muestra sea
pequefio pues las pruebas asintoticas basadas en tamafios de muestra pequefios pueden
conducir a resultados distorsionados. La idea es modificar dichas estadisticas por un factor
de correccion, con el objetivo de producir nuevas estadisticas cuyo primer momento sea
igual al de la distribucion Chi-cuadrado de referencia, es decir, obtener estadisticas con

distribucién aproximada Chi-cuadrado con error de orden hasta n=2.
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Adicionalmente, fue considerada la técnica de remuestreo Bootstrap, presentada en Efron
(1979) para estimar numéricamente dicho factor de correccion de Bartlett para la estadistica
LR, dicha idea fue inicialmente explorada en Rocke (1989).

MARCO DE REFERENCIA

Sean Y;,..., Y, variables aleatorias discretas independientes tal que Y; sigue una familia de
distribuciones con parametros de media y; > 0 y parametro de dispersion ¢ > 0, cuya
funcidn de probabilidad tiene la forma:

. y
s ) = a(y, d)g(w;, d)

f(IJ.i, d))

En que y €A, ={p,p+1,..} y p es un entero positivo, a(y, ¢) es positiva y las funciones
g(u, ) y f(u;, d) son positivas finitas y dos veces diferenciables. Se asume que el
parametro ¢ es conocido. Propiedades sobre esta familia de funciones pueden ser
consultadas en Cordeiro et al. (2009).

El modelo de regresion estd definido de forma que la media de Y; estd relacionada con el
componente sistematico a través de una funcién de ligacion de la forma h(y;) =
n(x;,B),i=1,..,nen que h(y;) es una funcion de ligacion conocida y doblemente
diferenciable. B = (B1, Bz, ..., Bp) es un vector de p (p < n) pardmetros desconocidos a
ser estimados y x; = (X;1, Xj2, ..., X1 )| representa los valores de k variables explicativas y
n(x;,B),i =1,..,n es una funcion posiblemente no lineal en el segundo argumento,
continua y diferenciable respecto a las componentes de f.

DESARROLLO
El logaritmo de la funcién de verosimilitud para los MSPNLGs, dado un vector de
observaciones y = (yq, V5, ..., Vo) es definida como:

£ y) = ) [logfa(yi, )} + yilog{g(w, &)} — logf f(us, #)} ]
i=1

Los elementos del vector escore para el parametro 3 se definen como las derivadas de la
funcion de log-verosimilitud respecto a las componentes de B, queda dado por Up =

X(Ty — Q)T donde:

on

X = 5%

- T =diag{ty,t,, ..., t,} es una matriz diagonal de dimension nx n y la i-ésima entrada
9" (1)
LR ALUCH)
- Q= (91,92, -, qn)" es un vector de dimensién n x 1 cuya i-ésima entrada esta dada por
fruig)

U= Fuap)niu)

estd dada por t; =
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Adicionalmente, la matriz de informacion de Fischer para 3 con ¢ conocido esta dada por

— yT — ST (G R RO NANE!
K = X" WX donde W = diag{w;, ..., w,} yw; = (qi e () t; G

Asi, siendo ¥y = (¥4, ¥2, ..., V)T un vector de observaciones de tamafio n y cuya funcién de
log-verosimilitud dado anteriormente depende del parametro de vectores desconocidos f =
(B1, B2, -+, Bp)T. Se asume que £(B; y) sea regular respecto a los componentes de f hasta
cuarto orden.

Considerando que S puede ser descompuesto como S = (B7,BI)T siendo B, =
(B1, B2y s Bg)T el vector de pardmetros de interés y B, = (Bg+1, Bg+2s - Bp) "€l vector de
parametros de perturbacion. El interés es poder probar la hipotesis Hy: 1 = [31(0) Vs

Hi: B, # ,81(0) donde ﬂl(o) es un vector conocido de dimension q (q < p). La estadistica
de razén de verosimilitud se define como:

LR =2{¢(B; y) — ¢(B; y)}

Donde B es el estimador de maxima verosimilitud sobre H; (estimador irrestricto) y f es el
estimador de maxima verosimilitud sobre H, (estimador restricto). La estadistica LR tiene,
bajo Hy, una distribucion asintética )(g. Por tanto, la regla de rechazo consiste en rechazar
H,, a un nivel de significancia a si LR > )((za,q) donde )((Za,q) es el percentil 1 — a de la
distribucion )(g y q es el nimero de restricciones.

Para garantizar la convergencia de la distribucion de la estadistica de prueba LR a una yZ,
es necesario un tamafio grande de muestra. En escenarios de muestra de tamafio pequefio,
tal convergencia podria no ser satisfactoria. Buscando mejorar esta aproximacion, Bartlett

(1937) propuso multiplicar la estadistica LR por un factor de correccion ﬁ, con el

.. , . . " ., ./ 1
objetivo de obtener la estadistica corregida LR*. La obtencion del factor de correccion Tod

se sigue del resultado d = (€, — €,—,)/q donde €, y €,_, son expresiones que envuelven

cumulantes y derivadas de hasta cuarta orden de la funciéon de log-verosimilitud.
LR

Formalmente, se define la estadistica LR* = od

Para el caso de los MSPNLGs la correccion de Bartlett para pruebas de hipotesis basados
en la estadistica LR, es decir LR*, la obtenciéon del factor de correccion puede ser
consultado en Lozano, Silva, Cysneiros y Cordeiro (2015). Se omite aqui su escritura por
considerar irrelevante la presentacion explicita del mismo en este medio.

Otra alternativa para la obtencion del factor de correccion de Bartlett es estimarlo
numéricamente basado en las ideas de Rocke (1989). Para tal estimacion es necesario
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realizar el procedimiento computacional de Bootstrap obtenido a través de los siguientes
pasos:

1. Construya B pseudo-muestras aleatorias (Vq, Y5, -, yB)T sobre Hy, basando en la
muestra original y.

2. Para cada una de las muestras anteriormente construidas Y;, calcule el valor de la

estadistica LR. Sea LR; al valor obtenido.

3. Defina la estadistica LR*},,¢, LR corregida via Bootstrap Bartlett como:
LR
LR* = —_—
boot q LR

Donde LR = —Z _1LR;.

Se espera que este procedimiento produzca buenos resultados con apenas B=200 réplicas,
aunque es recomendable realizar el procedimiento con al menos B=300 réplicas.

En Bayer y Cribari (2013) fueron propuestas versiones corregidas de la estadistica LR, via
Bartlett y via Bootstrap Bartlett en modelos de regresion Beta, llegando a concluir que
ambas pruebas tienen un desempefio similar. Por lo anterior podemos concluir que, al
menos en esa clase de modelos, como las correcciones de Barlett (tedrica) y Bootstrap
(numérica) tuvieron desempefios semejantes; es recomendable preferir la correccion de
Bootstrap, pues no demanda cantidades extensas de cuentas algebraicas como si lo requiere
la correccion de Bartlett.

RESULTADOS

Se presentan los resultados de la simulaciéon de Monte Carlo en un escenario no lineal para
las distribuciones GPO (Generalized Poisson) con ¢=1 y BNG (Binomial negativa
generalizada) con ¢=1 y v=3, para el modelo:

Ni = Bo + Bixix + Baxzi + B3Xsi + PaXa; + PsXsi + BeXei + €Xp(B7x7;).

Es de interés probar la hipotesis Hy: (fs, Ss) = (0,0) vs Hi: (Bs,Pe) # (0,0) bajo las
siguientes condiciones:

1. La variable respuesta fue generada asumiendo S5 = ¢ =0y B; = 0.05 para i =
1,2,3,4,7,8.

2. Las respectivas covariadas fueron tomadas como muestras aleatorias de las
distribuciones:

LN(0,1), F(2,5), Cauchy, yZ, Beta (2,3), N(0,2), exp(1) y N(0,1), respectivamente.

3. Fueron utilizados tamanos de muestran = 20, 30,40 y 50.

4. Fueron utilizados los niveles nominales a = 1%, 5%, 10%.

5. Fueron utilizadas B = 300 réplicas Bootstrap.

6. Fueron utilizadas 10000 réplicas de Monte Carlo.
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Para evaluar las estadisticas involucradas se utiliza la proximidad de la tasa de rechazo
empirica (basada en réplicas Monte Carlo) con su respectivo nivel de significancia en
escenarios de distintos tamafos de muestra y distintos niveles de significancia.

'r o i____________1\_4_951@19_9139___________] _____________ M_Q@EI_QEN_G_____________}
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i Tabla 1. Tasas de rechazo de la hipétesis planteada para las estadisticas consideradas !
' con varios tamafios de muestra y niveles nominales '
Feunte: Elaboracion propia

En la Tabla 1, es posible apreciar los siguientes hechos.
e En general, la estadistica original LR tiene un comportamiento notablemente liberal
(tasas de rechazo empiricas por encima de los respectivos niveles nominales).
e Dicha tendencia liberal se reduce conforme el tamafio de muestra aumenta.
e Las estadisticas LR*},,; Y LR™ presentan tasas de rechazo empiricas mas proximas a
los respectivos niveles nominales que la estadistica original LR.

Por tanto, es de resaltar que las estadisticas LR*p,,+ ¥ LR*son, bajo las condiciones
simuladas, son mejores alternativas para conducir pruebas de hipotesis en este tipo de
modelos de regresion en escenarios de tamafio de muestra medianos y pequeios, que la
estadistica de prueba original LR.

APLICACION

Finalmente, para dar a conocer la utilidad de las estadisticas propuestas, previamente
definidas en un conjunto de datos reales, se estudia la cantidad de especies de peces en un
lago (variable dependiente) y el logaritmo natural de la zona de tal lago, dado en km?.
Tales datos fueron estudiados inicialmente por Barbour y Brown (1974) y posteriormente
por Rigby, Stansinopoulos y Akantziliotou (2008) y por Cordeiro et al. (2009). Esta tltima
investigacion analiza la flexibilidad de los MSPNLGs en estos datos que emplean los
siguientes predictores:

ni = Bo + B1log(x;)

y
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ni = Bo + B1log(x;) + Bo{log(x;)}?

Con i =1,..,70, donde n; = log(u; —m) y m denota el valor minimo del soporte de la
funcién correspondiente. Notese que el primer modelo presentado es lineal mientras que el
segundo es no lineal. Es de interés probar la hipotesis Hy: 2 = 0 vs Hy: 5 # 0, es decir,
cual de los dos modelos presentados se ajusta mejor los datos.

Para hacer esto, fueron tenidos en cuenta los modelos examinados por Cordeiro et al.
(2009): Poisson, NB, GP, GNB y DB. Este tltimo fue el modelo mas adecuado para ajustar
el numero de las especies de peces, dado que tiene el menor valor de AIC (criterio de
informacién de Akaike). Dichos criterios fueron de 610,9 y 614,1 para los predictores
considerados. Los valores de las estadisticas de pruebas LR, LR* y LR*,,: para el modelo
Delta Binomial son: 2,7447, 2,5624 y 2,2710, respectivamente. Observandose que para el
nivel nominal del 10%, estas pruebas conducen a resultados divergentes y solo el LR indica
el rechazo de H,.

CONCLUSIONES

Los modelos en Series de Potencias no Lineales Generalizados constituyen una alternativa
atractiva para modelar fenomenos cuya variable tenga distribucion discreta, toda vez que
generalizan modelos de regresion tradicionales en esta area como el Poisson, Binomial
Negativa Generalizada, Consul, entre otras.

Fueron presentadas versiones corregidas de la estadistica de prueba LR, a saber:
LR*(Bartlett) y LR* .. (bootstrap Bartlett); que presentaron un comportamiento mas
estable y menos liberal que la estadistica original en escenarios de tamafios de muestra
medianos y pequefios. Las estadisticas LR*y LR*},,+ convergen en distribucion a la
distribucion de referencia )(c21 mas rapidamente que la estadistica sin modificar.

Se espera que este trabajo sirva para ilustrar la necesidad imperante de investigacion en este
campo. El resultado principal serd la maximizacion del uso de la informacién a partir de
muestra de tamafio pequefio, toda vez que las estadisticas modificadas conducen a
resultados mas precisos que sus analogas sin modificar.
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