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Resumen

En este documento se exponen los resultados de un estudio que se planteé como objetivo
determinar el conocimiento que pone en accién el profesor de matemdticas en la
planificacion del concepto de limite al infinito de una funcién para su ensefianza. El modelo
tedrico que se usa para determinar el Conocimiento Matemdtico para la Enseiianza (MKT)
puesto de manifiesto por el profesor es el planteado por Ball, Thames y Phelps (2008). Los
participantes fueron tres profesores de matemaéticas, dos de Espafia y uno de México. Los
datos se obtuvieron a través de una entrevista semiestructurada que contempld: datos
personales del profesor, el aula de clases, la planificacion del profesor sobre el concepto de
limite al infinito de una funcion y la del investigador respecto al mismo concepto. Los
resultados evidencian que el profesor de matemadticas usa elementos del MKT para tomar
decisiones y justificar la planificacién de la ensefianza del concepto de limite al infinito de

una funcidn.
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Abstract

In this document the results of a study, proposed as an aim to determine the knowledge that
puts into action the Math Professor in the planning concept of the infinite limit of a
function for teaching. The theoretical model used to determine the Mathematical
Knowledge for Teaching (MKT) revealed by the teacher is the one planted by Ball, Thames
and Phelps (2008). The participants were three math professors, two from Spain and one
from Mexico. The data obtained through a semi-structured interview that contemplated:
Professor personal data, the classroom, the planification of the Professor about the concept
of infinite limit of a function and the researcher, about the same concept. The results show
that the Math Professor uses elements from MKT to take decisions and justify the planning

of the teaching concept of the infinite limit in a function.
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Introducci()n

En este documento se reportan los resultados de una investigacién que examiné el
conocimiento que pone en accion el profesor de matematicas en la planificacion del
concepto de limite al infinito de una funcidn para su ensefanza. El interés por desarrollar
este estudio refiere a la propia experiencia docente, convencidos del importante papel que
desempefiamos como profesores de matematicas en la ensefianza y el aprendizaje de los
contenidos matematicos, y la necesidad de determinar el conocimiento que pone en accion
el profesor de matematicas en la planificacion del concepto de limite al infinito de una
funcién, ya que determina el aprendizaje de los estudiantes. Por ello, esta investigacion es
relevante y pertinente para y en los programas de formacion de profesores de matematicas y

actualizacion docente.

Para el desarrollo de este trabajo utilizamos el modelo teérico Conocimiento
matemdtico para la enseiianza (MKT) propuesto por Ball, Thames y Phelps (2008), el cual
nos permitid determinar y clasificar el conocimiento que moviliza el profesor de

matematicas en la planificacion del topico para su ensefianza.

En el estudio participaron tres profesores de matematicas, dos de secundaria de
Espafia y uno del Nivel Superior de México. La investigacion se desarrolld en Espafa en el
contexto del Bachillerato de la Comunidad Valenciana (estudiantes de 16 a 18 afios) y en
Meéxico en el Nivel Superior, en particular, en el contexto de la Unidad Académica de
Matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero (estudiantes de 18 afios en
adelante). Los datos se obtuvieron a través de una entrevista semiestructurada que
involucro los aspectos siguientes: datos personales de los participantes, el aula de clases, la
planificacion del profesor sobre el topico limite al infinito de una funcién y la planificacion
del investigador respecto al mismo topico. El analisis de los datos se realizo en tres fases:

Generacion de unidades de analisis, agrupacion de las unidades de andlisis en los

il
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subdominios del MKT y determinacion del conocimiento matematico para la ensefianza del

concepto de limite al infinito de una funcion.

El reporte de la investigacion se presenta en cinco capitulos. El primero refiere a la
revision de la literatura cientifica donde se exponen aspectos relacionados con la practica
profesional del profesor, el conocimiento profesional, el programa de estudios para
establecer el nivel educativo donde es objeto de estudio el concepto de limite al infinito de
una funcion y la delimitacion del objetivo de la investigacion. El segundo, contiene el
marco teorico que sustenta nuestro estudio y culmina con la pregunta de investigacion. En
tanto, en el capitulo tres se detalla el disefio de la investigacion e involucra los aspectos
siguientes: El contexto y los participantes, el guiéon de entrevista, el desarrollo de la
entrevista y las fases involucradas en el analisis. Luego, en el capitulo cuatro se reportan los
resultados del conocimiento que pone en accion el profesor de matematicas en la
planificacion del concepto de limite al infinito de una funcion. Por ultimo, el capitulo cinco
presenta las conclusiones del estudio, en donde se da respuesta a la pregunta de

investigacion.

v
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CAPiTULO I. Problematica de investigacion

Los sistemas educativos se han sometido a reformas en sus planes y programas de
estudio a través del tiempo. Como consecuencia se han implementado programas de
capacitacion y actualizacion dirigido a los profesores de las distintas areas que comprenden
estos planes de estudio, sobre enfoques de ensefianza; elaborado libros de texto y materiales
de ensefianza; e introducido nuevas tecnologias en el aula de clase. Sin embargo, el nivel de
desempefio alcanzado por los estudiantes en su mayoria, se ubica por debajo del deseado,
tal como se evidencia en los resultados de pruebas internacionales, como los de PISA
(Pastrana, 2012). Lo anterior se puede explicar ya que las estrategias planteadas no alteran
de manera apreciable el elemento mas determinante del aula: el profesor (Mochén y
Morales, 2010), quien como representante institucional interpreta el curriculum, lo pone en
funcionamiento y encara dificultades tanto sobre los procesos de reforma como con el

contenido y métodos de ensefianza entre otros aspectos (Cabafias-Sanchez, 2011).

En esta investigacion analizamos el conocimiento que pone en accion el profesor de
matematicas en la planificacion de la ensefianza del concepto de limite al infinito de una
funcion. Este conocimiento se encuentra normado (condicionado) por la préctica
profesional del profesor. Diversas posturas se han adoptado en Matematica Educativa (ME)
respecto a la practica profesional, por ello se describen algunas de ellas en el primer
apartado de este capitulo. Por la naturaleza de la investigacion, también se revisaron
algunos estudios focalizados en indagar acerca del conocimiento profesional del profesor, y
con base en ello adoptamos una postura, en el segundo apartado. En el tercero, se describen
algunos aspectos del sistema educativo de Espafia y México, paises en los que se realizo la
investigacion; asi también, se analizan los programas de estudio, a fin de identificar el nivel
educativo en el que es objeto de ensefianza el concepto de limite al infinito de una funcion.
Dado que el conocimiento matematico para la ensefianza del topico limite al infinito de una

funcion se analiza a partir de las planificaciones, se revisan en el apartado cuatro algunas
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propuestas de ensefianza en torno a este concepto. Finalmente, en el quinto apartado, se

presenta el problema y objetivo de investigacion.

I.1. La practica profesional del profesor

La ME estudia los fenomenos didacticos asociados a los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica escolar. Las investigaciones desarrolladas en este campo
tienen como fin Gltimo contribuir en la mejora de esos procesos. En ese marco se han
desarrollado investigaciones interesadas en el estudio de errores y dificultades que exhiben
los estudiantes con determinados conceptos matematicos, en particular del Célculo (e. g.
Tall, 1990; Artigue, 1995; Giicler, 2013; Cornu, 1991), propuestas metodoldgicas (e. g.
Morales, 2013; Premier y Lazarte, 2009) y estudios epistemologicos (e. g. Medina, 2000).
No obstante, pocos se han centrado en el analisis de la practica del profesor de
matematicas. Particularmente, en México, son escasas las investigaciones realizadas en esta

linea (Pinto y Gonzalez, 2008).

En las tultimas dos décadas se ha reconocido como una problemdtica de
investigacion en el campo de la ME y se ha estudiado desde diferentes enfoques y marcos
tedricos o conceptuales. Estudiar al profesor de matematicas, a través de diferentes marcos
conceptuales permitiria comprender, entre otras cosas, como construye los significados
matematicos, los transforma y los representa en su practica docente, tal como lo sostienen
Pinto y Gonzalez (2008). Por su parte, Gavilan, Garcia y Llinares (2007b) reconocen al
menos cuatro enfoques desde los cuales se estudia la practica del profesor: El cognitivo, el

antropologico, la teoria de situaciones didacticas y el sociocultural.

Desde un punto de vista cognitivo “la prdctica del profesor no son solo las cosas
que los profesores hacen (planificar, evaluar, interactuar con los estudiantes) sino también
las cosas que piensan, conocen, creen sobre lo que ellos hacen” (Simon y Tzur, 1999,
citado en Gavilan et al., 2007b; p. 158). Desde esta perspectiva, el analisis se realiza con la

herramienta teérica denominada “informe de la practica” que consiste en caracterizar las
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ayudas que proporciona el profesor a sus estudiantes en el proceso de aprendizaje de un

contenido matematico.

Respecto del punto de vista antropolédgico “el profesor asume el papel de director
del proceso de estudio de las matemdticas entendido como un proceso social articulado a
través de diferentes momentos diddcticos considerando la influencia de las restricciones

institucionales en el desarrollo de praxeologias diddcticas” (Chevallard, 1999, citado en

Gavilan et al., 2007b; p. 158).

Por otra parte, desde la teoria de las situaciones didacticas la practica del profesor se
caracteriza mediante las clases ordinarias, donde las técnicas de ensefianza utilizadas por el

profesor son fundamentales para comprender sus acciones (Gavilan et al., 2007b).

Desde el enfoque sociocultural, Gavilan et al. (2007b) sostienen que el analisis de la
practica se centra en modelizar como el profesor crea en su aula escenarios que favorecen
la modificaciéon de las maneras de participar de los estudiantes, en el desarrollo de la
actividad matematica, para darle significado a las nociones matematicas individualmente.
Una manera de comprender la practica del profesor, desde este enfoque, implica centrarse
en dos aspectos: 1) identificar los instrumentos de la practica que el profesor emplea en la
realizacion/planificacion de sus tareas, es decir, el tipo de problemas presentados a los
estudiantes y como estan organizados, y los modos de representacion (sistemas de
simbolos) que utiliza, y; 2) caracterizar como el profesor usa dichos instrumentos'. Asi, la
prdctica profesional del profesor se ve como el conjunto de actividades que genera cuando
realiza las tareas que definen la ensefianza de las matemdticas y la justificacion dada por
el profesor (Llinares, 2000, p. 110). Es decir, no se inscribe solamente en lo que sucede en
el aula, sino que se conceptualiza desde una perspectiva mas amplia, comunidad de practica
profesional donde se incluyen diversas tareas como tutorias, reuniones de seminario, de

departamento, asistencia a actividades de formacion, entre otros.

'Todo aquello utilizado por el profesor para la gestion de la ensefianza-aprendizaje de las matematicas tales
como: el lenguaje hablado, los modos de representacion simbdlica, los materiales fisicos, los diagramas, los
simbolos convencionales, las tareas-problemas instruccionales, los materiales didacticos, etc., (Llinares,
2000).

——
W
| —
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La préactica profesional del profesor de acuerdo con Llinares (2000) es analizada
desde dos perspectivas principales: sociocultural’ y cognitiva. La primera implica el estudio
de la gestion del proceso de ensenanza-aprendizaje y la interaccion en el aula; y la segunda,
refiere al andlisis de la relacion del profesor con el contenido. La tabla 1.1., presenta un
esquema conceptual para comprender la practica del profesor de matematicas desde ambas

perspectivas.

Tabla 1.1. Esquema conceptual generado para comprender la practica profesional
del profesor de matematicas (Llinares, 2000)

Perspectiva Sociocultural

Gestion del proceso de ensefianza-aprendizaje/Interaccion en el aula
* relacion conocimiento/creencias-practica
* estructura de la leccion
* organizacion del contenido matematico en la ensefianza
* regularidades vinculadas a la generacion del significado
* comunidad de practica
* instrumentos y tecnologia
* “transparencia”

Perspectiva Cognitiva

Relacion profesor-contenido
* dominios de conocimiento
* concepciones
* integracion cognitiva
* dotar de significado (procesos interpretativos)
* dominio experiencial
* reconstruccion personal de los conceptos matematicos como objetos de E-A
* dilemas
* agenda de ensefianza

De esta manera, se observa un interés creciente por el estudio de la practica
profesional del profesor de matematicas desde diferentes enfoques y perspectivas teoricas,
en el campo de la ME. En ese contexto, Oliveira (2009) afirma que los estudios sobre la
préctica del profesor contribuyen a mejorarla y examinar su discurso ayuda a mejorar la

comunicacion en las aulas y potenciar el aprendizaje de los estudiantes (Giigler, 2013).

La investigacion que se reporta se lleva a cabo desde una perspectiva cognitiva cuyo
foco es el andlisis de los dominios de conocimiento del profesor de matematicas (Llinares,

2000).

* Gavilan (2005) denomina esta perspectiva como antropologica.
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I.2. El conocimiento profesional del profesor

Diversas posturas se tienen respecto del conocimiento profesional del profesor de

matematicas. A continuacidn sefialamos algunas:

e “El conocimiento profesional se refiere al cuerpo de conocimiento y
habilidades que son necesarios para funcionar con éxito en una profesion
particular” (Tamir, 1991, citado en Sosa, 2011; p. 13).

e El conocimiento del profesorado estriba en la asociacion de todos los
saberes y experiencias que tiene un profesor y de los que hace uso en su
labor profesional, que va construyendo desde su formacion inicial y durante
toda su carrera profesional” (Climent, 2002).

e “El conocimiento profesional del profesor es una categoria que refiere al
saber teorico y prdctico del docente. Se trataria de un sistema mds o menos
complejo que se va constituyendo en funcion de saberes, creencias,
destrezas, habilidades y capacidades” (Compagnucci y Cardos, 2007, p. 2).

e El conocimiento profesional del profesor de matematicas se construye a
través de la reflexion y justificacion de la gestion del proceso de ensefianza

y aprendizaje (Llinares, 2000).

La mayoria de los estudios desarrollados en torno al conocimiento profesional del
profesor de matematicas se fundamentan en los trabajos pioneros de Shulman (1986, 1987).
Este investigador sostiene que debe favorecerse, en la formacion del profesorado, un
dominio pleno del conocimiento del contenido asociado a la ensefianza, asi como su
desarrollo. Para ello, Shulman (1986) propone tres categorias del conocimiento del
contenido: conocimiento del contenido de la materia; conocimiento didactico del contenido;
y conocimiento curricular. El primero se refiere al conocimiento del profesor respecto del
contenido de la asignatura, tales como teoremas, axiomas y justificaciones del saber; el
segundo, consiste en las representaciones, los ejemplos y las explicaciones utilizadas por el
profesor para la enseflanza de un tdpico y el reconocimiento de los errores y dificultades
por parte de los estudiantes; y el tercero considera el planteamiento de un tema en los

documentos oficiales para su ensefianza.
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Debido a las exigencias curriculares de una reforma educativa en Estados Unidos en
esa época, Shulman se ve obligado a desarrollar las categorias propuestas en 1986. Es asi
que en Shulman (1987) se reconocen los distintos tipos de conocimiento® que deberia tener
el profesor de matematicas para desempefiar su labor docente: Conocimiento del contenido,
conocimiento didactico general, conocimiento del curriculo, conocimiento didactico del
contenido, conocimiento de los alumnos y de sus caracteristicas, conocimiento de los
contextos educativos, y conocimiento de los objetivos, las finalidades y los valores
educativos, y de sus fundamentos filosoficos e historicos. Shulman (1987) reconoce que
entre estas categorias, adquiere particular interés el conocimiento didéctico del contenido
porque identifica los cuerpos de conocimientos distintivos para la ensefanza, es decir,
representa la mezcla entre el conocimiento de la materia y de la didactica por la que se llega
a una comprension de como determinados temas y problemas se organizan, se representan y
se adaptan a los diversos intereses y capacidades de los alumnos, y se exponen para su
ensefianza. Es asi que, el conocimiento didactico del contenido es la categoria que, con
mayor probabilidad, permite distinguir entre la comprension del especialista en un area del
saber y la comprension del pedagogo. Shulman (1987) destaca cuatro fuentes principales de

conocimiento base para la ensefianza:

1. Formacion académica en la disciplina a ensefiar.

2. Los materiales y el contexto del proceso educativo institucionalizado (por
ejemplo, los curriculos, los libros de texto, la organizacion escolar y la
financiacion, y la estructura de la profesion docente).

3. La investigacion sobre la escolarizacion; las organizaciones sociales; el
aprendizaje humano, la ensefianza y el desarrollo, y los demas fenomenos
socioculturales que influyen en el quehacer de los profesores.

4. La sabiduria que otorga la practica misma.

Algunas investigaciones se han centrado en el analisis del conocimiento didactico
del contenido (e. g. Pinto, 2010; Pinto y Gonzalez, 2008) para determinar las concepciones
de los profesores de estadistica y establecer los conocimientos que tienen sobre estrategias,

representaciones instruccionales, procesos de aprendizaje, errores y dificultades de sus

* Denominado como conocimiento base para la ensefianza.
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alumnos en la representacion grafica. Con base en el conocimiento didactico del contenido,
Ball, Thames y Phelps (2008) plantean un modelo que denominan “Conocimiento
matematico para la ensefianza” (MKT) el cual refiere al conocimiento matematico
necesario para la ensefianza de las matematicas. La contribucién de estos investigadores
radica en considerar dentro del modelo, el conocimiento especializado del contenido que se
refiere al conocimiento que deberian tener los profesores dedicados a la ensenanza de las
matematicas. Nuestra investigacion se sustenta en este modelo del MKT que se describe en
el capitulo 2, ya que al estar interesados en analizar los conocimientos que pone en accion
el profesor de matematicas en la planificacion para la ensefianza de un topico en particular,
desde una perspectiva cognitiva, nos centramos en comprender la relacion profesor-
contenido enfocandonos en los dominios de conocimiento (Ver figura 1.1). Este tipo de
estudios va encaminado al disefio de procesos de formacion de profesores de matematicas

(Rojas, Flores y Carrillo, 2013).

I.3. El concepto de limite al infinito de una funcion en los programas de estudio de

Espaiia y México
Espaiia

El sistema educativo espafol estd estructurado en cinco etapas. Una primera etapa
no obligatoria, denominada Educacion Infantil (de 0 a 6 afos); dos etapas de caracter
obligatorio y denominadas Educacion Primaria (6-12 afios) y Educacion Secundaria
Obligatoria (12-16 afios), también conocida como E.S.O. Una cuarta etapa no obligatoria
denominada Bachillerato (16-18 afios) que da acceso a la Educacion Superior (18 afios en
adelante). Existe un estatuto que rige la educacion en todo el pais, sin embargo, cada una de
las diecisiete Comunidades Auténomas que lo constituyen, tienen la facultad de realizar
modificaciones en los planes y programas de estudio en funcion del contexto y sus propias
necesidades. Las planificaciones de los profesores espafioles que participan en esta
investigacion se enmarcan dentro del curriculo de la Comunidad Auténoma Valenciana, en

las materias Matematicas [ y IL.
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En el bloque 4 “Analisis” de Matematicas I del curriculo de Bachillerato de la
Comunidad Auténoma Valenciana (Decreto 102/2008), bajo el epigrafe “Aproximacion al
concepto de limite y el estudio de discontinuidades”, plantea los contenidos sobre el limite

de una funcion (figura 1.1), contenidos en los que hemos centrado nuestro estudio.

4. Analisis.
Los contenidos que corresponden a este nuicleo son:

Funciones reales de variable real. Clasificacion y caracteristicas
basicas de las funciones elementales: Funciones lineales. cuadraticas,
polindémicas, racionales, valor absoluto, parte entera, exponenciales,
logaritmicas, circulares y circulares mversas.

Dominio, recorrido, continuidad, crecimiento v decrecimiento,
extremos de una funcion.

Operaciones v composicion de funciones

Aproximacion al concepto de limite. Estudio de discontinuidades.

Derivada de una funcion. Derivacion v continuidad. Aplicaciones
geométricas v fisicas de la derivada. Iniciacion al calculo de derivadas.

Extremos relativos en un intervalo.

Representacion grafica de funciones sencillas expresadas de
manera analitica o grafica. a partir del analisis de sus caracteristicas
globales v locales, que describan en algtin caso situaciones reales.

Figura 1.1. El concepto de limite de una funcion en Matematicas I
del Bachillerato (Generalitat Valenciana: Decreto 102/2008, 2008)

En el curso de Matematicas II por su parte, se plantea la ensefianza del limite de una
sucesion, el limite de una funcion y el calculo de limites, tal como puede apreciarse en la

figura 1.2.

3. Andlisis.

Los contenidos que corresponden a este nticleo son:

Limite de una sucesion. Limite de una funcion. Calculo de limi-
tes.

Continuidad de una funcion. Tipos. Derivabilidad de una funcién.
Interpretacion geométrica v fisica. Propiedades elementales.

Calculo de derivadas. Derivada de la suma, producto, cociente y
composicion de funciones. Derivada de las principales familias fun-
cionales. Diferencial de una funcion e interpretacion geométrica. La
funcidn derivada. Teoremas de las funciones derivables.

Aplicacion al estudio de las propiedades locales y la representa-
ci6n grafica de funciones elementales. Optimizacidn.

Primitiva de una funcién. Calculo de integrales indefinidas inme-
diatas, por cambio de variable o por otros métodos sencillos. Integra-
cion de funciones racionales.

Integrales definidas. Regla de Barrow. Calculo de areas de regio-
nes planas.

Figura 1.2. El estudio del topico limite en Matematicas II del
Bachillerato (Generalitat Valenciana: Decreto 102/2008, 2008)
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Meéxico

El sistema educativo mexicano por su parte, se estructura también en cinco etapas:
Educacion Preescolar (hasta los 6 afios), Educacion Primaria (6-12 afos), Educacion
Secundaria (12-15 afios), Nivel Medio Superior® (15-18 afios) y Nivel Superior (18 afios en
adelante). La Educacion Basica Obligatoria en México comprende desde la Educacion
Preescolar hasta la Educacion Secundaria y se norma por la Ley General de Educacion de
la Secretaria de Educacion Publica del pais, donde se establece el fin de la educacion, los

derechos y las obligaciones de cada individuo inmerso en ella y la organizacion del sistema.

La planificacion que se analiza del profesor mexicano, se enmarca en los programas
de estudio de la Unidad Académica de Matemadticas de la Universidad Autéonoma de
Guerrero (UAM-UAGro”), en donde se reconoce el estudio del topico de limite en la

unidad de aprendizaje Calculo ° (Figura 1.3).

Unidad 2. Limite y Continuidad

El objetivo de esta unidad es hacer que el alumno determine el dominio de una
funcién, ademas de que entienday maneje el concepto de limite.

Siendo capaz de aplicar este conocimiento a problemas de continuidad de
funciones y al calculo de discontinuidades de funcionesy a su clasificacion,
esto se puede encontrar en [1], [3], [4], [3].
2.1 Funciones reales de variable real.
2.1.1 Graficacion de funciones especiales
2.1.2 Dominio e Imagen de una funcién.
2.1.3 Operaciones de funciones (Suma, Producto y Composicion)
2.2. Limite de funciones.
2.2.1. Definicion intuitiva y formal de limite.
2.2.2. Propiedades del limite.
2.2.3. Ejemplos y Contragjemplos.
2.3. Propiedades de las funciones continuas.
2.3.1. Interpretacion intuitiva y definicidon formal de continuidad.
2.3.2. Propiedades de continuidad.
2.4. infimos y Supremos.
2.4.1. Cotas inferiores y cotas superiores de un conjunto
2.4.2. Axioma del supremo.
2.5. Los tres teoremas fuertes.

Figura 1.3. El estudio del concepto de limite de una funcion en
Calculo I de la UAM-UAGro (UAGro: Nuevo plan de estudios de la
licenciatura en matematicas, 2009)

* Se conoce como preparatoria o bachillerato, es muy diversificado debido a las salidas terminales que ofertan
y capacitan al individuo para continuar con estudios profesionales o incorporarse al campo laboral.

> El profesor mexicano que participé en la investigacion se encuentra adscrito a la UAM-UAGro.

% Asignatura obligatoria para los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas en la UAM-UAGro.

( )
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Con base en la revision de los programas de estudio de ambos paises, se reconoce
que el concepto del limite al infinito de una funcion se articula desde la ensefianza del
concepto de limite de una funcidon y del limite de una sucesion. Es decir, aparece en los
programas de estudio el contenido del limite, pero no aluden explicitamente al concepto del
limite al infinito, limite finito (en un punto), limite infinito y limite al infinito en el infinito.
Esto conlleva a que los profesores tengan que determinar la profundidad del tratamiento de
los topicos en la ensefianza. Desde nuestra perspectiva, consideramos una deficiencia de
ambos programas de estudio que no se especifique los contenidos matematicos a ensefarse

y el nivel de profundidad con que deben abordarse.

I4. Propuestas de enseiianza del concepto de limite de una funcién

Es relevante para la investigacion determinar desde qué aproximacion se establece
la ensefianza del concepto de limite de una funcion. Al respecto, Valls, Pons y Llinares

(2011) identifican dos aproximaciones, la dindmica y la métrica.

La aproximacion dindmica se expresa como “Sea f una funcion y a un numero real,
el niimero L es el limite de la funcion f en el punto a, y se escribe Lim,_,, f(x), si cuando x

se acerca al numero a, sus imdagenes f(x) se acercan a L (Valls et al., 2011, p. 326).

Mientras que la aproximaciéon métrica (Valls et al., 2011), incorpora la notacion
épsilon-delta, esto es, “Limy ,f(x)=LeVve>0,36>0: Vx,0<|x—a|<d§=
[f(x) — L| < &” (p. 326).

Desde el punto de vista didactico, Duval (1993) sostiene que la formacion’ de
conceptos matemadticos implica una coordinacion de varios registros de representacion
semiotica. Respecto del concepto de limite, el registro numérico se apoya de tablas de
valores, el grafico mediante el uso de gréaficas en los ejes cartesianos, el simbdlico en la

simbologia matematica adecuada y el verbal, definiendo el concepto utilizando palabras

7 De acuerdo con Duval (1993) la formacioén refiere a una comprension conceptual del contenido
representado.
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coloquiales (Aquere et al., 2009). Sin embargo, la ensefianza tradicional tiende a centrarse

en una practica algoritmica y algebraica del calculo (Artigue, 1995).

Si bien se reconoce que es dificil hacer mas simple conceptos complicados del
Calculo, si pueden desarrollarse experiencias mas ricas basadas en contextos (Tall, 1990).
Las investigaciones actuales relacionadas con la Didactica del Calculo proponen una
aproximacion mas intuitiva y una metodologia mas activa para su enseflanza, asi como la
busqueda de estrategias que contribuyan en una mejor comprension por los estudiantes, ya
que para ellos es un concepto arido, poco atractivo y demasiado abstracto (Engler et al.,
2008). A este respecto, algunos investigadores se han dado a la tarea de realizar propuestas

de ensefianza del concepto de limite de una funcidén. A continuacion se describen algunas:

1. El significado de a/0. Se trata de una propuesta didactica sobre el concepto de
limite infinito en el nivel superior en la que se usa como metodologia la ingenieria
didactica (Camacho y Aguirre, 2001). Se realiza un andlisis preliminar del
concepto a través de los libros de texto de antafio para identificar el tratamiento
del concepto, indagan sobre la concepcion del profesor con la pregunta: ;Qué

significa para usted la expresion: a/o? y de los estudiantes mediante cuestionarios

y problemas. La manera en la que se plantea la situacion didéctica esta
fundamentada en la necesidad de prever las dificultades y los errores de los
estudiantes e incorporarlas como un medio para la construccion de conocimiento.
Esta experiencia adopta las dos aproximaciones, dindmica y métrica, del concepto

de limite.

2. Uso de espejos. Esta propuesta didactica tiene como objetivo mostrar una
aplicacion concreta del concepto de limite y fomentar el uso del lenguaje
matematico para hacer referencia a una situacion cotidiana (Bertoia, 2006). La
propuesta se basa en la interpretacion de un experimento de optica. Consiste en
colocar, de manera vertical, sobre una base dos espejos rectangulares de iguales
dimensiones unidos por uno de sus bordes y un objeto sobre la base, y variar el
angulo formado por los dos espejos y observar como cambia el nimero de

imagenes reflejadas. Con base en el experimento, los estudiantes determinan el
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lim,_q f(x) y f(0), donde f(x) = 3962— 1; identifican que f(x) relaciona el

numero de imagenes obtenidas al formar un angulo entre dos espejos (comunes,
planos); y reflexionan sobre los valores obtenidos para lim,_,, f(x) y f(0). Esta
propuesta estd en la linea sefialada por Tall (1990) e incorpora la aproximacion

dindmica del concepto de limite.

3. Utilizando software dindmico. Esta propuesta didactica presenta una experiencia
del concepto de limite de una funcion utilizando software y tiene como objetivo
que los estudiantes construyan su conocimiento con base en la observacion y el
andlisis de las tendencias de funciones (Clausse, 2007). A través, por ejemplo, del
graficador “Winplot” se pueden analizar funciones: polindmicas, racionales,
exponenciales, logaritmicas y por partes. Esta experiencia plantea la importancia
de incorporar la tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,
ya que los estudiantes se motivan en las tareas propuestas. La aproximacion

dinamica del concepto de limite se incorpora en esta experiencia.

4. Uso de registros de representacion semidtica. Se contempla una situacion
didactica del concepto de limite infinito de una funcion (Engler et al., 2008) y una
propuesta didactica para la ensefianza del concepto de limite de una funciéon
(Aquere et al., 2009).

La situacion didactica disefiada se enmarca en la teoria de los registros de
representacion semiodtica de Duval (1993). En ella se consideran algunas
dificultades de los estudiantes con el concepto de limite infinito y su objetivo es
desarrollar habilidades para movilizarse de un sistema de registro de
representacion a otro (Engler et al., 2008). Contempla seis tareas relacionadas con
funciones y con la nocion de infinito en sentido positivo y negativo. La primera,
usa el contexto contaminacion de pozos con un agente cancerigeno por el
derrame de sustancias toxicas, donde se pide completar datos en una tabla de
valores y analizarlos. La segunda, presenta tres funciones, donde hay que
determinar el dominio més amplio de cada una, graficarlas y completar tablas de

valores. La tercera, muestra la grafica de una funciéon y con base en ella se
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calculan algunos limites y cuestiona si son finitos o infinitos. Las tareas 4, 5y 6
demandan graficar funciones con base en ciertas condiciones, por ejemplo, la
grafica ha de cumplir que: lim,- f(x) = 400, limy+ f(x) = —c0 y x # 4. Se
incorpora la aproximacion dinamica del concepto de limite.

La propuesta didactica tiene como objetivo que los estudiantes interpreten
informacion a partir de las representaciones algebraicas, numéricas, tabulares y
graficas del concepto de limite (Aquere et al., 2009). Esta integrada por dos guias
y un trabajo final. La primera, abarca aspectos relacionados con el concepto de
limite finito y consta de siete ejercicios donde se trabajan representaciones
algebraicas, tabulares y graficas. La segunda, corresponde al concepto de limite
infinito y en el infinito, consta de tres tareas, donde surge la idea de crecimiento
indefinido de la funcion. El trabajo final, consta de nueve tareas, cuya resolucion
exige el uso de las representaciones algebraicas, numéricas y graficas, asi como la
conversion entre ellas. La propuesta se plantea de esa forma por la importancia
que tienen los errores en la construccion del conocimiento, asi como las
dificultades y el trabajo en equipo. En esta propuesta se utiliza la aproximacion

dindmica y métrica, pero se potencia la primera.

De manera general, las caracteristicas observadas en las propuestas de ensefianza

son las siguientes:

1. Predomina la aproximacion dindmica del concepto de limite de una funcion.

2. Se otorga importancia a los errores y a las dificultades de los estudiantes
con el topico limite de una funcion.

3. Se favorece el uso de distintos registros de representacion semidtica del
concepto de limite de una funcidn, pero no la conversion entre ellos.

4. Predomina el contexto intramatemético en el planteamiento de las tareas®
del topico limite de una funcion.

5. Se favorece un papel activo del estudiante en la construccion de su

conocimiento.

En esta investigacion “tarea” y “actividad” se utilizan de manera indistinta.
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I.5. Planteamiento del problema de investigacion

Existe un interés de los expertos del area de la ME, por el estudio del concepto de
limite de una funcion desde diferentes perspectivas, comenzando con el andlisis de los
errores y las dificultades que presentan los estudiantes hasta el disefio y la validacion de
propuestas de enseflanza en torno a este topico. El interés refiere a que el concepto de limite
es un topico fundamental para la introduccion de otros conceptos del Calculo Diferencial e
Integral y del Analisis Matematico (Couoh y Cabafias, 2013). Asimismo, existen
investigaciones centradas en analizar el conocimiento profesional del profesor. Sin
embargo, poco se sabe de trabajos enfocados en estudiar el conocimiento que pone en
accion el profesor de matematicas en la planificacion de la ensenanza del concepto de
limite al infinito de una funcién. De ahi que reconozcamos su importancia y pertinencia de
investigar al respecto ya que las decisiones del profesor inciden directamente sobre el
proceso de ensefianza. En consecuencia, centrar la atencion en sus acciones es fundamental
a fin de tener una mayor comprension de lo que estd sucediendo en el aula de clase
(Ribeiro, Carrillo y Monteiro, 2012). Por ello, en esta investigacion, se plantea como

objetivo:

“Determinar el conocimiento que pone en accion el profesor de
matemadticas en la planificacion de la ensefianza del topico limite al

infinito de una funcion”.

Es decir, el foco de esta investigacion es el analisis del conocimiento del profesor,
en su cardcter multifacético’, para identificar el perfil de conocimiento puesto de
manifiesto. Reconocer estos perfiles es importante porque dota de herramientas para su

desarrollo profesional (Caddle y Brizuela, 2014).

La motivacion para desarrollar la investigacion se encuentra en la propia
experiencia docente dado que estamos convencidos del importante papel que
desempefiamos como profesores en la ensefianza y el aprendizaje de los contenidos

matematicos y en la necesidad de comprender el conocimiento que pone en accion el

? Contempla los seis subdominios del MKT.
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profesor de matematicas en la planificacion de la ensefianza del concepto de limite al

infinito de una funcién, ya que determina lo que aprenden los estudiantes.

Desde nuestra perspectiva, esta investigacion es relevante y pertinente para y en los
programas de formacion de profesores de matematicas y actualizacion docente, dado que se
identifican los conocimientos que moviliza el profesor de matematicas en la planificacion

del concepto de limite al infinito de una funcién para su ensefianza.
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CAPiTULO II Marco teorico

Los estudios desarrollados sobre el conocimiento profesional del profesor, en
nuestra disciplina, se sustentan desde diversos modelos tedricos que consideran, en su
mayoria, el trabajo pionero de Shulman (1986). En esta investigacion, hemos optado por el
modelo tedrico denominado “Conocimiento Matematico para la Ensefianza” (MKT') de
Ball et al. (2008), el cual se describe en el primer apartado. En el segundo se presentan
algunas investigaciones fundamentadas en ese modelo. El conocimiento de matematicas
para la ensefianza puede estudiarse a partir de la resolucion de las tareas matematicas que
realizan los profesores, las respuestas que proporcionan a los cuestionarios y/o a las
entrevistas, la planificacion de determinado tdpico, entre otros. En particular, en nuestra
investigacion se analiza a partir de la planificacion para la ensefianza del concepto de limite
al infinito de una funcidn, que por una parte proponen los profesores participantes y por
otra el investigador. El disefio de estas planificaciones involucra diversos conocimientos
que moviliza el profesor para potenciar el aprendizaje de los estudiantes, de alli que, en el
tercer apartado, se presente la postura respecto a la planificacion. Finalmente, en el cuarto

apartado y como consecuencia de este marco teorico se indica la pregunta de investigacion.

II.1. El conocimiento matematico para la ensefianza (MKT)

El foco de esta investigacion es el andlisis del conocimiento de matematicas para la
enseflanza que se moviliza en la planificacion, de ahi que se haya fundamentado en el
modelo del MKT de Ball et al. (2008). Este modelo hace referencia al conocimiento
matematico necesario para llevar a cabo el trabajo de ensefianza de las matematicas.
Algunos investigadores afirman que el MKT ofrece la respuesta mas prometedora a la
antigua pregunta ;qué tipo de conocimiento de los contenidos se necesita para ensefiar bien

las matematicas? (Morris, Hiebert y Spitzer; 2009).

' Siglas correspondientes a la expresion inglesa, “Mathematical Knowledge for Teaching”.
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El MKT es un refinamiento de las categorias propuestas por Shulman (1986) y es el
resultado de la union del conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del
contenido. Su estudio implica considerar las tareas de la ensefianza, las exigencias

matematicas de estas tareas y una comprension de los contenidos del curriculo escolar.

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

(SMK) ___—— T ———__ (PCK)

EC?HTEF::IT” Knowledge of

knowledge content and
students (KCS)

(CCK) Specialized Knowledge
content of content
knowladge (SCK) and

Horizon curnculum
Eﬁ:ﬁ;‘d ge Knowledge of

content and

teaching (KCT)

'--..._‘_‘_‘_‘_‘_‘_h_‘_‘_-____-_-—'_'_'_‘_._'_/

Figura 2.1. Dominios y subdominios del MKT. (Ball et al., 2008)

Este modelo (Figura 2.1.) se compone de dos dominios y de seis subdominios'' que
se consideran como necesarios para la ensefianza de las matematicas. El dominio
conocimiento del contenido involucra los subdominios conocimiento comin del contenido
(CCK), conocimiento del horizonte matematico (HCK) y conocimiento especializado del
contenido (SCK). Por su parte, el dominio conocimiento didactico del contenido involucra
los subdominios: conocimiento de los contenidos y los estudiantes (KCS), conocimiento de
los contenidos y la ensefianza (KCT) y conocimiento de los contenidos y el curriculum

(KCC).

A continuacién, siguiendo a Ball et al. (2008), se describen los subdominios

involucrados en el MKT:

' Se conservan las siglas correspondientes a la expresion inglesa para cada subdominio del MKT.
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e El conocimiento comiin del contenido (CCK). Son los conocimientos matematicos
y las técnicas utilizadas en una amplia variedad de entornos que no es exclusiva
de la ensefianza. Refiere al conocimiento de las matemadticas que tienen las
personas con cierta formacién matematica, es decir, el que poseen las personas

que usan las matematicas en cualquier &mbito cientifico o profesional (Morris et

al., 2009).

El CCK en el topico limite al infinito de una funcidon hace referencia a la
definicion del concepto; a contenidos matematicos relacionados con su
tratamiento; al estudio de propiedades y teoremas; y al célculo del limite en
cualquier registro de representacion semiotica, ya sea numérico, analitico y/o
gréfico, en el sentido de Duval (1993), y que pudiera conocer cualquier usuario de

las matematicas que no necesariamente fuera un profesor.

e El conocimiento especializado del contenido (SCK). Involucra los conocimientos
matematicos y las habilidades tnicas para la ensefanza. Tiene que ver con
conocimientos matematicos como teoremas, definiciones, simbologia matematica;
las aplicaciones del concepto y los conocimientos de como ensefiarlos. Las
actividades del profesor exigen una uUnica comprension y razonamiento
matematico; debe ser capaz de desglosar los conceptos matematicos en sus partes
constituyentes para hacer comprensible determinados aspectos del mismo a los
estudiantes y/o para identificar el origen de las dificultades que tienen con los
topicos matematicos. Ejemplos de las formas en que los profesores trabajan con
las matematicas en su forma descomprimida son: establecer la definicion de un
concepto haciendo uso de la simbologia matematica, la forma de elegir, hacer y
usar representaciones matematicas de manera efectiva, y coémo explicar y
justificar las propias ideas matematicas. Conocer las matematicas de este modo
permite, a su vez, la planificacion de la ensefianza del concepto atendiendo
adecuadamente a los subconceptos, asi como la evaluacion de los efectos de la
ensefianza en la adquisiciéon del objetivo de aprendizaje por los estudiantes

(Morris et al., 2009). Por tanto, las exigencias matematicas para la ensenanza
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requieren un conocimiento matematico especializado que es innecesario en otros

ambitos.

En el concepto de limite al infinito de una funcién, el SCK es revelado por el
profesor cuando reconoce las perspectivas dindmica y estatica (métrica) de
aproximacion a la idea de limite, ademas de los procedimientos involucrados en el
calculo de limites que llevan al estudiante a establecer una respuesta correcta o
incorrecta; y justifica la eleccion de determinados registros de representacion
semiotica para la ensefanza del concepto de limite al infinito de una funcién
sustentandose en el contenido matematico. En este sentido, debe saber que el
concepto de limite de una funcién se puede definir de tres formas: dinamica,
métrica y optima, desde el punto de vista de rigor de la matematica, elegir una de
ellas y sustentarla. También, debe conocer que los procesos infinitos pueden estar
asociados o0 no a una situacion limite. Evidencia este conocimiento cuando alude
al significado de los elementos que componen la expresion lim,_ f(x) = a,

9

tales como “lim”, “x — ”, “f(x)”y “a”.

e El conocimiento del horizonte matemdtico (HCK). Refiere a la relacion que
guardan los tdpicos matemadticos ensefiados con otros incluidos en el plan de
estudios para establecer el fundamento matematico de lo que vendra después y en
consecuencia, ayudar en la toma de decisiones. Cuestiones relacionadas a este
tipo de conocimiento son: ;Puede tener consecuencias matematicas conflictivas
algo que se ha dicho de manera explicita o implicita? jEs esto interesante e
importante desde el punto de vista matematico? ;Hay alguna desviacion
(limitacion) en las ideas matematicas tratadas? (Pochulu y Rodriguez, 2012). Este
conocimiento aporta perspectiva a los profesores para su trabajo, e incluye, por
ejemplo, conocimiento de la historia de las matematicas (Ortiz, Batanero y

Contreras, 2012).

En el caso del concepto de limite al infinito de una funcion, este conocimiento
se refleja cuando el profesor conecta los contenidos matematicos relacionados con

el topico. Algunos conceptos matematicos previos vinculados al concepto de
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limite al infinito de una funcidén son los niumeros reales, los intervalos, la funcion,
el infinito, la tendencia de funciones, el limite de una funcién; y los contenidos
posteriores comprenden a la derivada, la integral, el limite de sucesiones, la
continuidad, entre otros. Un aspecto contemplado en el HCK del concepto de
limite al infinito es la influencia del desarrollo histérico del concepto de limite en

las decisiones del profesor para el tratamiento del topico.

e El conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS). Es el conocimiento que
combina el saber acerca de los estudiantes y sobre las matematicas. Los
profesores prevén las respuestas de los estudiantes ante una tarea y las
dificultades con ésta. Al elegir un ejemplo, predicen aquello que a los estudiantes
les resultara interesante y motivador. Asimismo, deben ser capaces de escuchar e
interpretar formas de razonamiento cuando se expresan usando el lenguaje
verbal. Cada una de estas tareas requiere una interaccion entre la comprension

matematica especifica y el pensamiento de los estudiantes.

El KCS se manifiesta en el concepto de limite al infinito de una funcion,
cuando el profesor predice los errores y las dificultades que pueden encarar los
estudiantes con las tareas propuestas en las planificaciones, por ejemplo, al
resolver una tarea del topico en el registro numérico. Asimismo, se evidencia
cuando predice aspectos procedimentales en la resolucion de las tareas planteadas.
De igual forma, cuando discute el contexto utilizado en las planificaciones,
indicando su pertinencia para el estudio del topico con base en el interés de los
estudiantes, por ejemplo, en la planificacion del investigador se analiza la
resolucion de problemas bajo el contexto de las enfermedades epidémicas que
involucran a la funcién logistica. Contempla la manera en la que el profesor

evalla el aprendizaje de los estudiantes.

e El conocimiento del contenido y la enseiianza (KCT). Es la unidn del saber sobre
la ensefianza y el conocimiento acerca de las matematicas. Muchas tareas

matematicas en la enseflanza demandan un conocimiento matemadtico para su
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disefio y un conocimiento pedagogico para secuenciarlo. Por ello, los profesores
eligen los ejemplos para iniciar la leccién y las tareas para profundizar en el
contenido. Asimismo, evaluan las ventajas y desventajas de las representaciones
que utilizan para ensefiar una idea especifica e identifican lo que ofrecen para la
instruccion los diferentes métodos y procedimientos. Cada una de estas tareas
requiere una interaccion entre la comprension matematica especifica y una
comprension de las cuestiones pedagdgicas que afectan el aprendizaje de los

estudiantes.

En el concepto de limite al infinito de una funcion, el KCT es revelado por el
profesor cuando alude a los apartados de las planificaciones, donde se reconoce el
tipo de tareas propuestas para iniciar el estudio del topico y su desarrollo; los
registros de representacion semidtica potenciados; las formas de trabajo, ya sea
individual, en pequefos grupos, grupal, usando la calculadora o un software
matematico; el tiempo destinado para el desarrollo de las tareas considerando el
contexto real del aula de clases; y el papel del profesor durante la resolucion de

las tareas.

e El conocimiento del contenido y el curriculum (KCC). Refiere al conocimiento de
la amplia gama de programas educativos y temas particulares en un determinado
nivel, la variedad de materiales educativos disponibles en relacion con esos
programas, y el conjunto de indicaciones y contraindicaciones para la

implementacion de un curriculo o de los materiales del programa.

Respecto del concepto de limite al infinito de una funcion, el KCC se evidencia
cuando los profesores justifican la planificacion basdndose en los documentos
curriculares oficiales en que se enmarca, delimitando el momento escolar en que
se estudia el topico, el lapso sugerido para su analisis, el tiempo dedicado en el
aula para su tratamiento, el enfoque propuesto, los libros de texto recomendados y

las propuestas de ensefianza planteadas en la ME.
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Los subdominios del MKT son fundamentales, en esta investigacion, para
determinar los conocimientos que moviliza el profesor de matematicas en la planificacion

de la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcion.

I1.2. El MKT como ambito de investigacion

En el campo de la ME, se han desarrollado investigaciones relacionadas con el
analisis del conocimiento profesional del profesor para la ensefianza de un tdpico
matematico sustentdndose en el modelo tedrico del MKT. Revisamos algunos de estos
estudios por la importancia de este modelo tedrico en nuestra investigacion, los cuales se

describen a continuacion:

o FEn qué consiste el “conocimiento matemdtico para la enseiianza” de un
profesor y como fomentar su desarrollo: un estudio en la escuela primaria

(Mochoén y Morales, 2010)

El objetivo del estudio consisti6 en 1) diagnosticar los conocimientos pedagdgico
y matematico que tienen y ponen en accion los profesores de la escuela primaria
para la ensefianza de sistema decimal y operaciones, calculo mental y estimacion,
fracciones y decimales, y razonamiento proporcional; y 2) proponer un método
que propicie su desarrollo. Para tal fin se disefiaron talleres centrados en propiciar
la reflexion del profesor sobre su practica docente para mejorarla. Para recolectar
los datos se utilizaron cuestionarios abiertos y cerrados, entrevistas y

observaciones de clase.

Los resultados muestran un MKT de tipo instrumental, basado en
procedimientos mecdnicos y convicciones personales sobre la ensefanza.
Asimismo, se evidencia un MKT de tipo conceptual muy limitado y un
conocimiento pedagdgico de tipo técnico, originado de los consejos y sugerencias
por sus colegas. Con base en ello se disefiaron talleres que propiciaron el

desarrollo del MKT de los participantes.
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o Conocimiento de futuros profesores sobre la idea de juego equitativo (Ortiz,

Batanero y Contreras, 2012)

Esta investigacion tenia como propdsito indagar sobre el conocimiento que tienen
los profesores de educacion primaria en Espafia respecto al juego equitativo. Para
determinar el CCK, se pidio a los participantes resolver dos problemas abiertos
referentes al topico; para el SCK, se solicito identificar los conceptos matematicos
inmersos en estas dos tareas; mientras que para el KCS, se requiri6é reconocer las
respuestas correctas e incorrectas a la tarea hecha por alumnos de educacion

primaria.

Los resultados de la investigacion sugieren reforzar la formacion de los
profesores de educacion primaria en el area de la probabilidad en el SCK, dado
que la mayoria fue incapaz de reconocer los contenidos involucrados en la tarea,
tales como, la comparacién de fracciones, la proporcionalidad, la aleatoriedad, el
espacio muestral, la comparacion de probabilidades, el juego equitativo, la
esperanza matematica y la proporcionalidad inversa. Asimismo, fortalecer el
KCS, dado que la habilidad para explicar los errores de los estudiantes fue

insuficiente.

o Cognigoes e tipo de comunicacdo do professor de matematica. Exemplificacdo
de um modelo de andlise num episodio dividido (Ribeiro, Carrillo y Monteiro,

2012)

La finalidad del estudio fue indagar sobre las acciones, las cogniciones (creencias,
conocimiento matematico para la ensefianza y objetivos) y el tipo de
comunicacion matematica que promueve una profesora al desarrollar el concepto
de milésima en el aula de clase y las relaciones que establece con sus estudiantes.
Los datos se obtuvieron mediante grabaciones de audio y video del aula de clase

en el momento que el topico es objeto de estudio.

Los resultados ponen de manifiesto que la profesora evidencia los subdominios

del MKT en su desempeiio en el aula de clase, sin embargo, predominan el CCK,
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cuando define milésima; el HCK, al retomar décimas y centésimas para el estudio
de milésima; y el KCT, al presentar un acetato a los estudiantes para estudiar el

topico.

o ;Qué conocimientos y concepciones movilizan futuros maestros analizando un

video de aula? (Climent et al., 2013)

El objetivo de esta investigacion fue identificar las concepciones sobre la
ensefanza y el aprendizaje de las matematicas y los componentes KCS y KCT del
conocimiento matemdtico para la ensefianza que un grupo de estudiantes para
maestro (EPM) ponen en juego cuando observan un video de una clase de tercer
curso de Educacion Primaria. Para la recoleccion de los datos, se pidio a los
participantes realizar una planificacion para la ensefanza del significado de la
operacion division. Después se les presentod el video de la clase de una maestra
que trabajo la divisioén con sus alumnos de 3° de Primaria a partir de la resolucion
de problemas, esto es el reparto de doce lapices en dos, tres, cuatro, cinco, seis,
siete, ocho y nueve montones iguales; y en el que prima la comprension del

concepto frente a la realizacion de la division como operacion.

Los EPM reconocen la necesidad de incorporar en sus planificaciones a la
division con residuo. Los resultados del estudio permiten afirmar que el uso de
videos para la formacion de los EPM es relevante ya que los acerca a la realidad
del aula de clases permitiéndoles movilizar el KCS y el KCT y modificar sus

creencias.

o Caracterizacion del conocimiento matemdtico para la enseiianza de los

numeros racionales (Rojas et al., 2013)

El interés de este estudio fue analizar el conocimiento matematico que pone en
juego el profesor de primaria al ensefiar los nimeros racionales. Los datos se

obtuvieron a partir de videograbaciones de clase y notas de campo.

De la investigacion se deriva que el profesor moviliza todos los subdominios

del MKT en la ensefianza de las fracciones. No obstante, destacan el SCK y el

29

——
| —



CAPITULO II. Marco tedrico José Rafael Couoh Noh

KCT; el primero, se observa cuando el profesor ensefia la fraccion en el contexto
de relacion parte-todo y cuando emplea los sistemas de representacion literal,
simbdlica y concreta del topico; y el segundo, cuando introduce el concepto de
fraccion a través de una situacion de reparto equitativo y usa material tangible

para facilitar la obtencion de trozos o partes de objetos.

Las investigaciones examinadas, en su mayoria, han centrado su atencion en el
analisis de algin(os) subdominio(s) del MKT a fin de indagar sobre el conocimiento
profesional del profesor de matematicas. Para ello, han utilizado tareas matematicas,
cuestionarios, entrevistas, problemas resueltos por los estudiantes, observaciones de clase
y/o andlisis de videos. Sin embargo, consideramos que existen otras herramientas que
pueden ser empleadas para analizar el conocimiento que pone en accion el profesor de
matematicas en la enseflanza de un concepto matematico, como la planificacién de un tema

o leccidn.

I1.3. La planificacion

El profesor de matematicas moviliza, en el proceso de planificacion de secuencias
didécticas, diversos aspectos del MKT (Mochon y Morales, 2010). Por ello interesa, en esta
investigacion, analizar el conocimiento que pone en accion el profesor de matematicas en la

planificacion de un topico en particular.

La planificacion de la ensefianza es una de las competencias fundamentales del
profesor de matematicas que depende en gran medida de una descripcion clara de los
objetivos de aprendizaje (Morris et al., 2009). El profesor debiera considerar la naturaleza
del topico matematico, las caracteristicas de los estudiantes, el contexto del aula de clase,

las tareas para la construccion del conocimiento matematico y los objetivos curriculares.

En esta investigacion, consideramos a la planificacion un proceso de disefio y
secuenciacion de tareas y actividades de ensefanza y aprendizaje cuyo propodsito es generar
experiencias en las cuales los escolares construyan su conocimiento gracias a una

permanente negociacion de significados (Gomez, 2006).
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Asi visto, en la planificacion el profesor explicita una propuesta de ensenanza del
tema o leccion a desarrollar, en la que se anticipan y prevén sucesos y resultados, a la vez
que organiza y orienta la practica docente en un tiempo y espacio determinado. Por ello, el
conocimiento que pone en accion el profesor de matematicas, para la ensefianza de un

concepto, puede ser analizado a partir de la planificacion.

I14. Pregunta de investigacion

Nuestra investigacion se enmarca en la practica profesional de un profesor de
matematicas, enfocandonos en el estudio de los conocimientos que pone en accion en la
planificacion de un concepto matematico, el de limite al infinito de una funcién. La

pregunta que orienta el estudio es la siguiente:

(Qué conocimiento pone en accion el profesor de matemadticas en la
planificacion de la ensefianza del concepto de limite al infinito de

una funcion?

Esta interrogante se intenta responder a través del MKT, considerando los

subdominios involucrados.

Esto implica comprender como organiza y orienta su practica el profesor en un
tiempo y espacio determinado, los teoremas, conceptos y definiciones, asi como los
significados que pone en juego en la ensefianza del topico en cuestion, las anticipaciones
que hace, de los resultados que espera, su conocimiento sobre los estudiantes, entre otros,
asi como de las justificaciones en ese contexto. Estos argumentos nos permiten
aproximarnos a los conocimientos que hace explicito el profesor de matematicas en la

planificacion de la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcion.
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CAPiTULO I11. Diseiio de 1a investigacion

Esta investigacion tiene por objetivo estudiar el conocimiento que pone en accion el
profesor de matematicas, en el marco de dos planificaciones sobre la ensefianza del
concepto de limite al infinito de una funcidn: una planificacion propia, y la otra, por el
investigador. Para tal proposito, en el primer apartado contextualizamos el estudio y
describimos a los participantes. Consideramos que nuestra investigacion tiene un enfoque
cualitativo, su alcance es descriptivo y es un estudio de casos, estos aspectos se describen
en el segundo apartado. Mientras que en el tercer apartado, describimos el guién de
entrevista utilizado para la recoleccion de los datos; y explicamos algunos aspectos
relacionados con el desarrollo de la entrevista. Finalmente, en el cuarto apartado sefialamos

y ejemplificamos las fases del andlisis de los datos, asi como los elementos considerados.

III.1. Contexto y participantes

Con base al objetivo de nuestra investigacion, analizamos el conocimiento que pone
en accion el profesor de matematicas a través de dos planificaciones sobre el topico. Esta
forma de proceder la justificamos considerando que el profesor de mateméaticas moviliza
determinados conocimientos en su planificacion y los reafirma o manifiesta otros cuando
analiza una planificacion externa, lo que permite tener una mejor aproximacion al

conocimiento que se pretende examinar.

Las planificaciones que utilizamos para el estudio del conocimiento profesional del
profesor de matematicas se enmarcan en el programa de ensefianza del Bachillerato de la
Comunidad Valenciana, Espafia y Nivel Superior de la UAGro, México. Es a partir de la
revision de programas de enseflanza en matematicas que se reconoce, qué nivel educativo
de cada uno de estos paises es en el que se plantea su estudio de forma implicita, tal como

se ha descrito en el primer capitulo.
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Consideramos fundamental para nuestro estudio, el desarrollo de entrevistas
semiestructuradas con cada participante para conocer sus justificaciones de las decisiones y
elecciones que realiza en la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcién, con
base en dos planificaciones. La entrevista permite, a los profesores, una mayor libertad en
sus respuestas y tener una mejor aproximacion en su forma de pensar (Caddle y Brizuela,
2014). Estas argumentaciones permiten identificar el conocimiento que pone en accion el

profesor de matematicas.

Los participantes fueron tres profesores de matemadticas voluntarios, dos de
secundaria de Espafia y uno del nivel superior de México. De los profesores espafioles, uno

de ellos en activo y el otro esté jubilado. El profesor mexicano se encuentra en activo.

El profesor espafiol en ejercicio docente, que denominamos PEA (profesor espaiiol
A), tiene 59 anos de edad, es Licenciado en Ciencias Exactas. Actualmente, desarrolla su
tesis doctoral respecto de la ensefianza y el aprendizaje del concepto de limite de una
funcién. Cuenta con 36 afios de experiencia docente en la escuela secundaria. Ha asistido a
varios cursos de actualizacion docente relacionados con la didactica de las matematicas. En
el curso escolar actual (2013-2014), imparte las asignaturas de Matematicas I, Il y III, en

12
grupos de refuerzo .

El profesor jubilado, que llamamos PEB (profesor espafiol B), tiene 62 afios de
edad, se formé como Maestro de Ensefianza Primaria y como Licenciado en Ciencias
Exactas. En la actualidad, desarrolla una tesis para obtener el grado de doctor en el &mbito
de un experimento de ensefianza dirigido al estudio del concepto de limite de una funcién
con alumnos del Bachillerato (estudiantes de 16-18 afios). Respecto de su experiencia
profesional, ha sido maestro de primaria durante veinte afios y profesor de secundaria y
universidad durante veintidds afios. Ha realizado varios cursos de actualizacion profesional

relacionados con la didactica y ensefianza de las matematicas.

El profesor mexicano, que nombramos PMC (profesor mexicano C), tiene 34 afios

de edad, es Licenciado en Matematicas con especialidad en la ensefanza de la matematica

"2 Los grupos de refuerzo estan constituidos por estudiantes que presentan mas dificultades con los contenidos
matematicos en comparacion con sus pares.
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y la computacion; Maestro y Doctor en Ciencias con especialidad en Matematica
Educativa. Su tesis doctoral vers6 sobre el planteamiento de una estrategia metodologica
para el tratamiento del concepto de limite al infinito de una funcién en el nivel superior
(estudiantes de 18 afos en adelante). Respecto de su experiencia profesional, fue profesor
rural del Consejo Nacional de Fomento Educativo (CONAFE'?) durante dos afios, profesor
de matematicas en el Bachillerato de la UAGro por un periodo de 8 meses y actualmente,
profesor de matematicas de tiempo completo en la UAM-UAGro donde lleva 9 afios

impartiendo asignaturas de Célculo Diferencial e Integral y Analisis Matematico.

En sintesis, los participantes cuentan con amplia experiencia como profesores de
matematicas, cuya formacion profesional estd vinculada al area de la Matematica
Educativa. En particular, se vislumbra una preocupaciéon por mejoras en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la matematica, prueba de ello es el interés por estudiar el

concepto de limite de una funcion en las tesis doctorales.

II1.2. Caracterizacion de la investigacion

El enfoque dado a esta investigacion es de tipo cualitativo ya que pretendemos
comprender un fendémeno social complejo, cuyo foco no estd en medir las variables
involucradas en dicho fendémeno sino en entenderlo (Hernandez, Fernandez-Collado y
Baptista, 2006). Es decir, interesa analizar el conocimiento que ponen en accion los
profesores de matematicas para la enseflanza del concepto de limite al infinito de una

funcion a partir de una entrevista semiestructurada y con base en las planificaciones.

El alcance del estudio que hemos realizado es descriptivo ya que busca especificar
las propiedades, las caracteristicas y los perfiles de los tres participantes objeto de analisis
(Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010). Por tanto, tratamos de describir los fendmenos tal

cual aparecen en la actualidad (Bisquerra, 1989).

"> En México, el CONAFE permite a los egresados de educacion bésica o nivel medio superior desempefarse
como profesores rurales, por al menos un afo, con dos objetivos: Cobertura de la educacion primaria y
secundaria a zonas marginadas; y asignacion de una beca al profesor rural para continuar con su formacion
profesional.
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Por el tamafio de la muestra, tres participantes, se trata de un estudio de casos cuyo
objetivo es analizar profundamente a los sujetos participantes, mediante entrevistas
semiestructuradas y las planificaciones para la ensefianza del concepto de limite de una
funcion, para responder al planteamiento del problema de investigacion (Hernandez,

Fernandez y Baptista, 2003).

Los resultados obtenidos son aplicables tnicamente a la muestra y se fundamentan
en un proceso inductivo cuyos datos aportan un punto de vista fresco, natural y holistico de

los fendmenos (Hernandez et al., 2003).

II1.3. Instrumento de recogida de datos: la entrevista

Los datos de la investigacion se obtuvieron mediante una entrevista
semiestructurada. Para ello se elabord un guidn previo integrado por distintas preguntas
vinculadas a los aspectos siguientes: los datos personales de los participantes; el aula de
clases; la planificacion del profesor sobre el concepto de limite al infinito de una funcion y
del investigador respecto al mismo topico. La tabla 3.1 muestra las preguntas primarias por

cada apartado y el objetivo.

Tabla 3.1. Preguntas del guion de entrevista y objetivo de éstas por apartado

Apartado Preguntas Objetivo
Los datos (Como se llama? Contextualizar
personales (Cuadl es su formacion académica? los
de 195, (Cuénto tiempo lleva impartiendo clases? gaftlclpaclit.ltes

icipantes. L. . L io.
participantes (En qué nivel educativo da clases y qué asignaturas el estudio
imparte?
(Qué lo motivo a ser profesor de matematicas?
El aula de (Qué edad tienen en promedio sus estudiantes? Conocer
clases: los (Como aprenden matematicas los estudiantes? aspectos
lestudlantes, . Qué significa para usted el término “un buen alumno™? rela0110na1docsi
, . . n
a ., | ¢Cuales son las principales dificultades que presentan con chaula de
planificacion clases, es

los estudiantes? .
yel N d . h L nlanif L6 decir, los
programa de (Qué consideraciones hace al planificar, respecto al tipo estudiantes y

de estudiantes que tiene en el aula?
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estudios. (Qué materiales utiliza para planificar su clase? el programa
(Qué aspectos plantea el curriculum actual y como los oficial; y
incorpora en su planificacion? como ¢stos
. Cémo justifica el hecho de que en el curriculum influyen en su
escolar, las matematicas sean objeto de estudio? planificacion.
(Qué tipo de evaluaciones realiza?
(Podria describirme una clase tipica, es decir, su rutina
diaria con los estudiantes?
(Qué aspectos contribuirian al mejoramiento de la
ensefianza de la matematica?
La (Qué objetivo plantea el curriculum respecto al Conocer las
planificacion | concepto de limite al infinito? justificaciones
del profesor | ; Cuantos apartados tienen su planificacion? del profesor
sobre el . Qué es para usted el limite al infinito? sobresu
concepto de . S . . e anificacion
pto d planifi
.. {Qué relacion tiene su definicion del limite al infinito
limite al dela

infinito de
una funcion.

con su planificacion?

(A qué nivel educativo esta dirigida su planificacion?
(Cuales serian los objetivos principales de su
planificacion?

(Cuales son las actividades que plantea?

(En cuanto tiempo esta pensando desarrollar las
actividades?

(Cual es el papel que desempeifia en el aula durante el
desarrollo de la leccion y cual el del estudiante?

(Qué registros de representacion semidtica favorece en
la ensefianza de los limites al infinito?

(Como verifica el aprendizaje de los estudiantes?

ensefianza del
concepto de
limite al
infinito de una
funcion.

La
planificacion
del
investigador
respecto del
concepto de
limite al
infinito de
una funcion.

(Qué tan apegado se encuentra el objetivo de la
planificacion respecto al curriculum espafiol/mexicano?
Se favorece el trabajo en equipo, un criterio de
organizacion es que al menos un integrante tenga
conocimientos consistentes en calculo, ;qué opina
respecto de este planteamiento?

(Considera adecuado el contexto presentado sobre
enfermedades epidémicas en la planificacion? ;Por qué?
(Considera importante favorecer los registros de
representacion grafico, numérico, verbal y analitico del
limite al infinito? ;Por qué?

(Qué actividades incluiria o eliminaria de la
planificacion?

(Qué modificaciones realizaria en cuanto a formas de
implementacion de la planificacion?

(La planificacion contribuye al aprendizaje del limite al
infinito? ;Por qué?

Conocer las
justificaciones
que realizan
los profesores
de
matematicas
en el analisis
de una
planificacion
externa para la
ensefianza del
concepto de
limite al
infinito de una
funcion.
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II1.3.1. Desarrollo de la entrevista

Previo a la entrevista los profesores facilitaron al investigador sus planificaciones
sobre el concepto de limite al infinito de una funcién, a fin de comprenderlas y con base en
ello elaborar el guién. El investigador por su parte, entregé a los profesores su planificacién

con el fin de que la analizaran previo a la entrevista (Anexo 1).

Las entrevistas se desarrollaron de manera individual con los profesores
participantes, las cuales fueron audio grabadas con un dispositivo mévil. El nimero de
sesiones con cada uno de los participantes fue diferente. Las entrevistas de los profesores
espafoles se realizaron en el mes de octubre de 2013 y enero de 2014, la del profesor
mexicano se realizd en los meses de marzo y mayo de 2014. A continuacién, se describen
los aspectos tratados en las distintas sesiones en las que fueron entrevistados los tres

profesores.

a) Entrevista al PEA. Se efectué en cuatro sesiones. En la primera, se
desarrollaron aspectos relacionados con los datos personales; y el aula de
clase: los estudiantes, la planificacién y el curriculum. En la segunda, se
trataron cuestiones relativas a la planificacion del profesor para la
ensefanza del concepto de limite al infinito de una funcién. En la tercera, se
plantearon preguntas vinculadas a la planificaciéon proporcionada por el
investigador y en la cuarta, se indagé de forma mds profunda en las
justificaciones del profesor sobre su planificacion. El investigador realiz6

algunas observaciones de clase del PEA.

b) Entrevista al PEB. Se realiz6 en tres sesiones. En la primera, se
consideraron cuestiones sobre los datos personales; y los aspectos del aula
de clases: los estudiantes, la planificacion y el curriculum. En la segunda, se
plantearon preguntas relacionadas con la planificaciéon del profesor y del
investigador para la ensefianza del concepto de limite al infinito de una
funcidn; y en la tercera, se profundizé en las argumentaciones del profesor

sobre su planificacion.
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c) Entrevista al PMC. Se desarrollo durante tres sesiones. En la primera, se
consideraron los datos personales y el aula de clase: los estudiantes, la
planificacion y el curriculum. En la segunda sesion, se trataron cuestiones
de la planificacion del investigador para la ensefanza del topico limite al
infinito de una funcién; y en la tercera, se plantearon aspectos relacionados
con la planificacion del profesor, indagando de forma profunda en sus

justificaciones.

Las entrevistas versaron sobre dos aspectos fundamentales: la planificacion del
profesor para la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcion y la
planificacion del investigador sobre el topico. En esta indagacion intereso, principalmente,
conocer las justificaciones del profesor sobre las elecciones y decisiones que realiza para la
ensefianza del topico a partir de cada planificacion, ya que ello nos permite aproximarnos al
conocimiento que pone en accion en la ensefianza del concepto de limite al infinito de una

funcion.

II1.4. Analisis de los datos

El analisis de los datos tiene como proposito determinar el conocimiento que pone
en accion el profesor de matematicas en la planificacion de la ensefianza del concepto de
limite al infinito de una funcidén. Para tal objetivo, identificamos en primer lugar, el
conocimiento que pone en accion en su planificacion del topico y en segundo, el que
moviliza mientras analiza una planificacion externa sobre el mismo tdépico. En la

transcripcion de las entrevistas se utilizaron distintas notaciones para diferenciar:

a) Los interlocutores (I: Investigador (Entrevistador), PEA: Profesor de
matematicas espanol A, PEB: Profesor de matematicas espafiol B, PMC:
Profesor de matematicas mexicano C);

b) Los distintos momentos de la entrevista (...: Pausa (intervalo de tiempo en
silencio), []: Texto transcrito sin claridad por ruido, (): Aclaracién sobre

aspectos mencionados por el profesor o el investigador), y;
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c¢) Las planificaciones utilizadas (PA: Planificacion del PEA, PB:
Planificacion del PEB, PC: Planificacion del PMC y PI: Planificacién del
investigador) (Figura 3.1).

I.  Como son procesos de aproximacion ... entonces.
PEB: [Como hacen por interpolacion].
I: To.. esperaria que utilicen algo aqui (PI. Actividad 6, item
2. 1nciso b)... o sea que miren estas cantidades.
PEB: Usen interpolacion.

Figura 3.1. Simbologia utilizada en la transcripcion de las entrevistas

El analisis tom6 en cuenta los materiales de ensefianza contemplados en las
planificaciones del concepto de limite al infinito de una funcion: Tareas, libros de texto,
articulos de investigacion, programas de estudio, software matematico, equipo de computo

y pizarron.

El analisis contemplo los conceptos matematicos asociados a la definicién del
concepto de limite desde la aproximacion dinamica y métrica. La aproximacién dindmica
involucra: los numeros reales, el plano cartesiano en Rz, la funciodn, la asintota horizontal, la
tendencia de funciones y los limites laterales. En tanto que la métrica contempla: los
numeros reales, el plano cartesiano en R” la funcién, los simbolos épsilon y delta.
Asimismo, se consideraron los teoremas vinculados al estudio del limite, los cuales refieren
a: propiedades de los limites, limites de funciones polindmicas y racionales, limite de una
funcién radical, limite de una funcién compuesta, limite de funciones trigonométricas,
funciones que coinciden en todo salvo en un punto, teorema del encaje o del emparedado,

dos limites trigonométricos especiales y existencia de un limite.

El andlisis de los datos se realizdo a nivel descriptivo e involucrod tres fases: 1)
generacion de unidades de andlisis; 2) agrupacion de las unidades de anélisis de un mismo
subdominio del MKT y 3) determinacion del conocimiento matematico para la ensefianza

sobre el concepto de limite al infinito de una funcion.
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1I1.4.1. Fase 1: Generacion de unidades de analisis

Esta fase tiene como propoésito reducir el volumen de los datos y hacerlos mas
manejables. El andlisis de esta fase se ha realizado en tres etapas: 1) identificacion de las
unidades de analisis; 2) preanalisis de los datos y 3) clasificacion de las unidades de analisis

en relacion a los subdominios del MKT.

1. Identificacion de unidades de andlisis. Esta etapa se ha iniciado con la
identificacion de las justificaciones del profesor en torno a la planificacion

del concepto de limite al infinito de una funcion.

2. Preandlisis de los datos. Se ha realizado una primera inferencia del
significado de la unidad de anélisis. El concepto unidad de analisis, es una
adaptacion de la de Bodi (2006) y se entiende como el conjunto de frases o
parrafos que ha usado el profesor a lo largo de la entrevista para trasmitir
una idea vinculada a su conocimiento profesional para la ensefianza de un

topico matematico.

3. Clasificacion de las unidades de andlisis en relacion a los subdominios del
MKT. En esta etapa se realizd una primera aproximacion al conocimiento
que pone en accion el profesor de matematicas en la planificacion del
concepto de limite al infinito de una funcion lo que permiti6 situar las
unidades de analisis, obtenidas en la etapa anterior, en los subdominios del
MKT (Ball et al., 2008) descritos en el capitulo II: Conocimiento comun del
contenido, conocimiento especializado del contenido, conocimiento del
horizonte matematico, conocimiento de los contenidos y los estudiantes,
conocimiento de los contenidos y la ensefianza, y conocimiento del

contenido y el curriculum.

En la tabla 3.2 se muestra un ejemplo de unidad de analisis correspondiente al
intercambio entre uno de los profesores y el investigador sobre las justificaciones que

arguye de la planificacion del investigador. En la primera columna se presenta, remarcada
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en negrita, la unidad de analisis. En la segunda se muestra la idea asociada a la unidad de

andlisis y en la tercera se sefiala el subdominio del MKT correspondiente a esta unidad.

Tabla 3.2. Un ejemplo de la fase 1: Generacion de unidades de analisis

Unidad de analisis Preanalisis Subdominio
I: ;Qué tan apegado se encuentra el El PEA manifiesta Conocimiento
objetivo de la planeacion (P1) respecto | conocimiento sobre del contenido y
al curriculum espariiol? ;y por qué? O | los contenidos el curriculum.

sea yo le di estd planeacion, ;se puede | planteados en el
implementar en el curriculum espariol? | programa de
PEA: Bueno en un principio si. estudios.

I: ;Por qué?

PEA: se buscan tendencias de
funciones 'y las tendencias de
funciones aparecen en el curriculum
espaiiol... si podria implementarse.

II1.4.2. Fase 2: Agrupacion de las unidades de analisis en cada subdominio del MKT

En esta fase, en primer lugar, se organizaron las unidades de analisis agrupadas a un
mismo subdominio del MKT en la fase anterior. En segundo lugar, se examinaron
nuevamente las unidades de analisis que habian presentado dificultades de asignacion con
el objetivo de resolver las diferencias surgidas en las primeras interpretaciones realizadas,
por ejemplo, cuando la respuesta del profesor a las preguntas planteadas nos llevd a
inferencias diferentes sobre su conocimiento de la planificacion del concepto de limite al
infinito de una funcién para su ensefianza. Los segmentos que no fue posible agrupar en
ninguno de los seis subdominios fueron categorizados en uno hemos denominado

“emergente”.

En la tabla 3.3 se muestra un ejemplo de esta fase considerando la planificacion del
profesor. En la primera columna se presenta el subdominio conocimiento del horizonte
matematico. En la segunda se muestran ejemplos de unidades de analisis vinculadas a dicho
subdominio. En la tercera se sefiala el preanalisis correspondiente a cada unidad y en la
cuarta una aproximacion al conocimiento matematico para la ensefianza que pone en accioén

el PEB en el subdominio mencionado.
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Tabla 3.3. Un ejemplo de la fase 2: Agrupacion de las unidades de andlisis en los

subdominios del MKT
Subdominio del Unidades de analisis Preanalisis Aproximacion
MKT por subdominio
al MKT del
profesor
Conocimiento . PEB: He empezado con las 1.El concepto de HCK. Reconoce
del  horizonte funciones porque... son muy | funcion es la com[.)lejidac.l
matematico importantes... para el fundamental del. féPlFO limite
estudio del limite. para el al infinito de

I: Claro... lo que estd
haciendo alld usted es...
recuperar el conocimiento de
funcion.

PERB: Si... es primordial.

. I: ;Por qué los estudiantes

tienen que aprender limites
al infinito?

PEB: El concepto de limite
es muy importante para...
todo el cdlculo ya Orton dice
que uno de los mayores
dificultades para la
ensefianza de derivada...
integrales es el concepto de
limite que no se tiene un
nivel interiorizado ... pero no
cabe la duda que ese
concepto ayuda bastante
para... derivar... integrar y
todo eso.

. I: El objetivo aqui de esta

actividad (PB: Sesion 2,
actividad 13)... jes que
miraran continuidad?

PEB: No... el objetivo es que
vieran unas funciones donde
puede haber limite y se dan
unos cortes en las
Junciones... sin haber
llegado a continuidad... pero
si luego hablamos de
continuidad... porque
también estaba en el
curriculo.

desarrollo del
topico limite de
una funcion.

2.Se debe
aprender el
concepto de
limite al infinito
por su conexion
con otros
contenidos del
Calculo.

3.Introduce la
nocion de
continuidad de
una funcion,
topico posterior
planteado en el
curriculum.

una funcion,
cuya base es el
concepto de
funcion, sin
embargo,
considera la
importancia de
su tratamiento
porque es
Sfundamental
para otros
contenidos del
Cdlculo y
Andlisis
Matemdtico,
como
continuidad,
derivadas e
integrales.
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II1.4.3. Fase 3: Determinacion del conocimiento matematico para la ensefianza del

concepto de limite al infinito de una funcién

Esta fase se realizo en dos etapas. En la primera de ellas se consideraron
conjuntamente los subdominios y las caracteristicas obtenidas en la fase 2 con el objetivo
de determinar el conocimiento que pone en accion cada profesor con relaciéon a su
planificacion y a la del investigador. En la segunda etapa, tras un andlisis conjunto de las
caracteristicas del MKT evidenciado por cada profesor en las planificaciones, se determind
el conocimiento que pone en acciéon a través de las justificaciones que presenta en la
planificacion del concepto de limite al infinito de una funcion y, en consecuencia, se dio

respuesta a la pregunta de investigacion planteada en el capitulo 2.

La tabla 3.4 presenta un ejemplo de la primera etapa de esta fase enmarcada en la
planificacion del investigador. La primera columna muestra los subdominios del MKT. La
segunda se refiere a una aproximacion al conocimiento matematico para la ensefianza que
pone en accion el profesor en cada subdominio, mientras que la columna tres presenta una
aproximacion global del conocimiento matematico para la ensefianza del concepto de limite

al infinito de una funcion puesto de manifiesto.

Tabla 3 4. Un ejemplo de la fase 3: Determinacion del conocimiento matematico para la
ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcion

Subdominio Aproximaciéon al MKT del El MKT movilizado por el profesor en
del MKT profesor por subdominio el analisis de la planificacién del
investigador sobre el topico

Conocimiento No se evidencia En el andlisis de la planificacion del
comiin del investigador, el PEA:
contenido CCK. SC c

— ; ; - K, K y HCK: No pone en
Conoc.lm' tento No se evidencia accion éstos conocimientos.
especializado Consideramos que las preguntas

del contenido

planteadas en el guion de entrevista

Conocimiento No se evidencia poco favorecieron su activacion,
del horizonte porque se plantea de forma explicita
matemdtico el estudio del concepto de limite al

infinito de una funcion mediante la

Conocimiento | Reconoce limitaciones en la ) e JEREE '
aproximacion dindmica y se vincula

de los planificacion del investigador : “ s
contenidosy | para que los estudiantes se su ’estudw con la funcion lfzg.lstlca, la
los aproximen al concepto de limite asintota horizontal y los mdximos.
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estudiantes

al infinito de una funcion, las
razones que arguye son: 1) La
funcion utilizada plantea el
estudio de un fenomeno que tiene
un comportamiento similar en
todos los casos, convergen
rdpidamente, lo que constituye un
obstdculo de tipo diddctico y 2) el
contexto manejado es adecuado,
pero  interesante  solo  para
algunos, aquellos cuya
inclinacion es la medicina. Esto lo
lleva a proponer una tarea inicial
relacionado con la funcion
logistica en su modo algebraico
cuyo objetivo es determinar las
estrategias utilizadas por los
estudiantes para su resolucion y
partir de esos conocimientos
previos para el estudio del topico,
el cual al ser muy amplio
demanda tareas sobre distintos
tipos de limite y casos donde no
exista para desarrollar  su
COMPrension.

Conocimiento
de los
contenidos y
la enserianza

ldentifica desde el punto de vista
del diseiio, el logro de la
construccion del concepto de
ltmite al infinito de una funcion,
las argumentaciones que exhibe
son: 1) el uso y la conversion de
los registros analitico, grdfico,
numérico y verbal, 2) el uso de
una funcion especifica, y 3) el
estudio gradual y progresivo del
topico. Sin embargo, debido a la
naturaleza del concepto,
contempla  actividades  sobre
limites negativos y funciones que
carecen de limite. Reconoce en su
prdctica docente una tendencia al
uso del registro algebraico para
la ensefianza del tépico. Respecto
a formas de trabajo tiene en
cuenta lo siguiente: equipos
constituidos al azar dado que las
competencias de cada integrante
se complementan, tiempo
considerable para la reflexion
sobre la tarea y entrega de las
actividades en hojas separadas.

KCS: Reconoce limitaciones en la
propuesta para que los estudiantes se
aproximen al concepto de limite al
infinito de una funcion, las razones
que establece son: 1) la funcion
utilizada plantea el estudio de un

fenomeno que tiene un
comportamiento similar en todos los
casos, convergen rdpidamente,

constituyendo un obstdculo de tipo
diddctico el cual provoca una idea
erronea del infinito como algo finito
y 2) el contexto manejado es
adecuado, pero interesante solo para
algunos estudiantes. Esto lo lleva a
proponer una tarea inicial
relacionado con la funcion logistica
en su modo algebraico cuyo objetivo
es determinar las  estrategias
utilizadas por los estudiantes para su
resolucion 'y partir de esos
conocimientos para el estudio del
topico el cual, al ser muy amplio y
complejo,  demanda  para  su
comprension miiltiples tareas.

KCT: Identifica desde el punto de
vista del diseiio, el logro de la
construccion del concepto de limite
al infinito de wuna funcion, las
argumentaciones que exhibe son: 1)
el uso y la conversion de los registros
analitico,  grdfico, numérico vy
lenguaje coloquial, 2) el uso de una
funcion especifica, y 3) el estudio
gradual y progresivo del topico. No
obstante, debido a la naturaleza del
concepto, contempla tareas sobre
limites negativos y funciones que
carecen de limite. Reconoce desde su
experiencia docente una tendencia al
uso del registro algebraico para la
ensefianza del topico. En cuanto a
formas de trabajo considera lo
siguiente: equipos constituidos al
azar dado que las competencias de
cada integrante se complementan en
el trabajo colaborativo, tiempo
considerable para la reflexion sobre
la tarea y entrega de las actividades
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Conocimiento
de los
contenidos y
el curriculum

Sabe que el programa de
Bachillerato de la comunidad
valenciana de Esparia plantea el
estudio de las tendencias de
funciones y la ensefianza del
concepto de limite al infinito de
una funcion mediante el registro
algebraico, por ello, la
planificacion del investigador es
pertinente en ese nivel. Por su
experiencia docente subestima el
uso de otros registros de
representacion como el grdfico,
planteados en el programa, para
la ensefianza del topico.

en hojas separadas para su andlisis y
discusion.

KCC: Admite su pertinencia en el
Bachillerato de la comunidad
valenciana de Espaiia dado que el
programa plantea el estudio de la
tendencia de  funciones 'y la
ensefianza del concepto de limite al
infinito de una funcion mediante el
registro algebraico. Subestima el uso
de los registros de representacion
grdfico y tabular para la ensefianza
del tdpico, propuestos en el
programa de estudios.
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CAPiTULO IV Resultados

La investigacion estudia el conocimiento que pone en accion el profesor de
matematicas en la planificacion del concepto de limite al infinito de una funcion. Para tal
proposito, se analizaron las justificaciones que presenta durante una entrevista, acerca de
las elecciones que hace y decisiones que toma para la ensefianza del topico. Las preguntas
de la entrevista se orientan a indagar el conocimiento en cuestion, en el marco de dos
planificaciones, una propia y otra planteada por el investigador. Las justificaciones del
profesor en torno a estas planificaciones contribuyen en tener una mejor aproximacion
acerca del conocimiento que moviliza y en consecuencia dar respuesta a la pregunta de

investigacion, estos resultados se presentan.

IV.1. El conocimiento que pone en accion el profesor de matematicas en la

planificacion de la enseiianza del tépico limite al infinito de una funcién

Los resultados del estudio se exponen por casos y cada uno muestra el conocimiento
puesto en accidon por el profesor de matemadticas en la planificacion del concepto de limite
al infinito de una funcién para su ensefianza, en consecuencia, se responde la pregunta de

investigacion planteada en el capitulo II.

IV.1.1. El conocimiento de matematicas para la ensefianza del concepto de limite al

infinito de una funcion: El caso del PEA

Las justificaciones del PEA sobre la planificacion del concepto de limite al infinito
de una funcién para su ensefianza, permitid reconocer la movilizacion de los siguientes
subdominios del MKT: El conocimiento comiin del contenido, especializado del contenido,
del horizonte matemdtico, de los contenidos y los estudiantes, de los contenidos y la

ensefianza, de los contenidos y el curriculum.
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CCK: Conocimiento Comun del Contenido

El CCK del MKT modeliza el conocimiento matematico que pone en accion el
PEA, un profesor de matematicas, en determinados momentos de su practica profesional.
Se analiza con base en el conocimiento que evidencia del contenido matematico a ensefiar
asi como de la notacion y términos matematicos, y si reconoce cuando los estudiantes dan
respuestas incorrectas o un libro de texto da una definicion imprecisa (e. g. Ball et al.,
2008), también, si sabe a qué o hasta donde llegar en un ejemplo o ejercicio (Sosa, 2011).
En este sentido, se indago el conocimiento que el PEA moviliza acerca de la definicion del
concepto de limite, del concepto de limite al infinito; de propiedades y teoremas articulados
al topico; y del calculo del limite en cualquier registro de representacion semiotica, ya sea
numérico, analitico y/o grafico, en el sentido de Duval (1993), desde la planificacion y

durante la entrevista.

Al preguntarle por la definicion del concepto de limite al infinito, el PEA presenta
un conocimiento de la definicion formal planteada por Weierstrass, aunque lo hace a nivel
descriptivo, entendemos que es debido a la entrevista. En ese proceso, alude a conceptos
asociados al topico (numeros naturales, infinito, sucesion), de su relacion con estos (ver

HCK) y de aspectos procedimentales.

En el marco de la planificacion, el conocimiento que el PEA pone en accion sobre el
topico, se inscribe en la definicion del concepto de limite al infinito y conceptos asociados
(funcién, sucesion, limite, infinito, continuidad, discontinuidad, sucesion, limite de
funciones, limite de una sucesion, limites laterales y limite puntual, entre otros), mas que en
la formacion del concepto y su definicion. Por cuanto a las actividades que la constituyen,
las enfoca a trabajar con el limite de funciones: polindmicas (constantes, lineales,
cuadraticas, etc.) especiales (racionales y radicales) y trascendentales (exponencial,
logaritmica y trigonométrica) en el marco del registro grafico y numérico, privilegiando
este ultimo. Este hecho se reconoce porque una mayoria de actividades sittian a determinar
o bien calcular limites (en el marco de conceptos como continuidad, discontinuidad, limite

al infinito), a fin de obtener un nimero.
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SCK: Conocimiento especializado de contenido

Se estudia a partir de la aproximacién desde la que se plantea la ensefianza del
concepto de limite al infinito de una funcién y la justificacion de dicha eleccion desde el
punto de vista del rigor de la matematica. En ese marco, el PEA sabe que el estudio del topico
desde la aproximacion métrica es poco util para calcular su limite.

PEA: La definicion formal también tiene una dificultad escolar... puede servir
para justificar que un limite es correcto o no... pero no ayuda mucho en

su cdlculo... mas el entender una cuestion de intervalos... de entornos...
de valor absoluto... es complejo.

Por ello en su planificacion las actividades estan centradas en una definicion de este
concepto, desde la dindmica, en la que se calculan valores para identificar la tendencia de la
funcion y en consecuencia su limite.

PEA: Calculamos valores y si nos dan un valor... si se va acercando a un valor
finito... le decimos (al estudiante) que ese es el limite y si se va acercando
a un valor digamos en positivo o en negativo... cada vez va
aumentando... le damos un valor... de infinito positivo o negativo

dependiendo del signo que tenga... vamos una cosa es la cuestion
formal... y otra es la cuestion educativa.

HCK: Conocimiento del horizonte matematico

El HCK que moviliza el PEA, se estudia con base en las relaciones que evidencia
reconocer, entre el topico con otros conceptos en el mismo topico; con otros que aparecen
anteriores o posteriores a ¢l, o con un contenido con otro mas general o mas especifico, en
las distintas etapas de escolarizacion, y; con otras areas de conocimiento. El saber como se
relacionan (Sosa, 2011), estd implicito el papel que juega el conocimiento curricular, pues

a través de éste, puede saber, de los distintos programas.

En este sentido, los datos dan cuenta que mientras el PEA describe el concepto de

limite al infinito (durante la entrevista), se remite en primer término, a varios conceptos
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previos, como el de sucesion, seguidamente indica una de las relaciones que tiene con el

topico, en el marco de los nimeros naturales, asi como de formas de proceder.

PEA: ...cl célculo de términos de sucesiones y las tendencias de sucesiones
son el camino por el que se inicia... la idea del limite en al infinito... Se
calculan valores cada vez mas grandes y después se hace un salto

[T3KL)

cualitativo y se pasa de niimeros naturales al infinito con la “x”, pero

99

primero se empiezan con “n”...

También sabe que el concepto de limite al infinito de una funcién esta relacionado

con el concepto de continuidad y que es posterior a él.

PEA: Eso (se refiere a las graficas de la PA) rambién puede servir para
continuidad y discontinuidad... porque alli las dos cosas van juntas (el
limite de una funcion y la continuidad).

De otra parte, en su planificacion, evidencia que en la ensenanza del topico, articula
conceptos previos (funcién, dominio de una funcidon, rango de una funcidn, sucesion,
limite, limite de una funcion, etc.) a ¢€l, y posteriores como el de continuidad. En la
entrevista, hace saber que su planificacion estd condicionada por una exigencia externa, el
examen de admision para acceder a estudios superiores en Espafia. En estos exdmenes, se
demanda el calculo de limites relacionados con L’ Hopital y el uso de la calculadora en la

universidad.

PEA: En la selectividad (examen de admision para acceso a estudios superiores
en Espafia) no aparece ningiin problema de limites que no sea por
Hopital... tii en un momento determinado debes dar unos instrumentos
para que resuelvan limites... pero en un momento determinado el que
interesa practicar para cumplir esa funcion es Hopital... ellos deben
entender determinadas cosas jvale? ... aprobar su asignatura y... aprobar
aquello (la selectividad)... si no... se les cierran muchas puertas... pero
alli (en la selectividad) solo piden el Hopital... nunca ha aparecido un
limite que no fuera Hopital... te ponen expresamente limite por el
Hopital.

I: Potencia el uso de la calculadora... ;verdad?

PEA: Si... la selectividad (se refiere al examen de admision para acceso a los
estudios universitarios en Espafia) en Esparia... ha ido modificdindose y...
la universidad acepta hasta calculadoras cientificas.
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En otro momento, el conocimiento que el PEA moviliza en este subdominio, se
reconoce cuando alude a las dificultades (sin especificar cudles) asociadas al desarrollo
conceptual del limite, que lo torna complejo para su ensefianza.

PEA: Como profesor también debo tener en cuenta que Arquimedes hizo
aproximaciones de drea pero nunca entendio el concepto... que Cauchy
da una definicion maravillosa de cada valor a medida que x se acerca a
un nimero la funcion se acerca a otro y él tampoco entendio la idea
formal de limite que después formalizo Weierstrass... es decir... intentar

que un profe en diez horas resuelva una dificultad historica que es
compleja... es grande.

De cémo se relaciona el topico con otras areas de conocimiento, el PEA lo explicita
al momento que se remite al contexto en que el investigador plantea en su planificacion la

ensefianza del topico, a través de la funcion logistica. Esto es, un contexto extramatematico.

KCS: Conocimiento del contenido y los estudiantes

El analisis de este subdominio del MKT, toma como base el conocimiento del PEA
acerca de los procesos cognitivos de los estudiantes destinatarios de la planificacion, ante
determinadas tareas o situaciones de ensefianza sobre el topico. Se caracteriza a partir de
como el profesor predice que las tareas pueden o no, ser de interés a los estudiantes, por el
contexto, de aquello que les sera facil o dificil (por los errores y dificultades que pueden
encarar), asi como de los posibles obstaculos de tipo didactico y/o cognitivo que pueden
manifestarse. Presentamos este conocimiento en el marco de cuatro aspectos que el PEA
considera fundamentales: a) Interés que pueden manifestar los estudiantes para resolver las
tareas de la planificacion, por el contexto utilizado, b) Errores y dificultades de los
estudiantes ante determinadas tareas, ¢) Su conocimiento sobre los procedimientos que
pondran en juego los estudiantes para resolver determinadas tareas, y; d) los obstaculos

didacticos que pueden emerger.
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a) Interés del estudiante por las tareas debido al contexto usado

El PEA considera que el contexto en que se proponen las tareas es importante,
porque es una manera de motivar a los estudiantes a interesarse por resolverlas. A través de
su experiencia docente reconoce que manifiestan un interés particular por tareas planteadas

en inglés, de ahi que las propone en la ensefianza del concepto del limite al infinito.

PEA: Eso (ejercicios redactados en inglés) lo he incorporado en los ultimos
afios... llevo no mucho dos o tres... es de un articulo de éstos (véase Elia
et al. (2009)) de lo que he leido yo de limites... hay un grupo de griegos...
que ellos tienen... vamos, tenian un articulo sobre limites y ese era una
cosa buena... de hecho... cuando ven (se refiere a los estudiantes) lo del
inglés hasta les gusta... vamos, que en algiin momento determinado... uno
hasta... un dia antes incorpora cosas... eso (los ejercicios redactados en
inglés) es de un articulo que yo he estado leyendo... para lo que hago de
la tesis.

I: ;Y qué tienen de particular?
PEA: Es una hojita que uno incorpora y grdficas... limites.
I: De relacionar.

PEA: Si... encima estd en inglés... hombre... aqui se han enamorado (del

inglés) dltimamente.

Al momento de remitirse al contexto en que se plantean las tareas que componen la
planificacion del investigador, el PEA lo considera adecuado, aunque reconoce que solo les
resultaran interesantes a algunos estudiantes, pues muchos se inclinan por situaciones de
otro tipo. Sin profundizar en el tema, considera que un contexto de interés podria ser el de
las redes sociales, como el uso del teléfono.

I: /Estd cerca de la realidad del estudiante esto que estamos haciendo
(estudio del concepto de limite al infinito de una funciéon usando el
contexto enfermedades epidémicas que involucran a la funcién logistica)?

PEA: Sies un estudiante... que tiene aficiones... por ejemplo... a medicina si...

si es un ingeniero a lo mejor no... seria mejor haber utilizado... el
contexto de redes sociales.

Otro contexto adecuado desde la perspectiva del PEA, es el de los registros de
representacion semiotica (en el sentido de Duval, 1993), el registro grafico en particular le
parece Util para introducir la idea de limite al infinito. No obstante, en su planificacion, el

registro que privilegia es el numérico.
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PEA: ... como profesor en el aula debo intentar explicar una o introducir la
idea de limite en este caso en el infinito... uno puede utilizar tablas, puede
utilizar grdficas... cuando introduces la idea de limite... el registro
grdfico es comodo... es itil... es prdctico... a la hora de calcular un
limite... de calcular el niimero al que tiende... si hay tendencia... el
registro es nuUMeErico.

b) Errores y dificultades de los estudiantes

Durante la entrevista, el PEA evidencia que en el disefio de su planificacion también
tiene presente las dificultades de los estudiantes en torno al concepto de limite y de manera
particular, en la demostracion de teoremas. Por su experiencia docente, reconoce en
primera instancia, que el concepto de limite es complejo de comprender, aunque sabe que
son las funciones cuyo limite involucran al numero e lo que mas les cuesta entender a los
estudiantes y lo atribuye a que se favorece el uso de la calculadora, mas que en el uso de

métodos procedimentales.

PEA: Algunos conceptos son complicados...
I: ;Cudles en especifico usted considera que son... tienen su grado de
complejidad?
PEA: La misma definicion de limite... el propio limite...

PEA: Cuando uno utiliza la calculadora y no utiliza métodos procedimentales
(se refiere a métodos algebraicos)... los limites que mds les cuestan
entender son los limites del niimero e... si en un momento determinado
intentan argumentar (se refiere a los estudiantes) que eso es... estdn
haciendo un salto pedagogico muy fuerte.

El conocimiento del PEA acerca de las dificultades de los estudiantes sobre
determinados procesos de demostracion, contribuye a que reconozca que se les presentan al
exigirles que justifiquen un resultado. En razén de que los estudiantes en general, no

sienten la necesidad de demostrarlos (los teoremas).

PEA: ... también les cuesta muchisimo... cuando tu intentas justificar un
resultado... cuando intentas justificar un teorema... ellos muchas veces
con un ejemplo concreto tienen bastante... es decir... la necesidad (se
refiere a la necesidad de la demostracion).

I:  Ellos no ven la necesidad de demostrar.

PEA: No.
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Por cuanto a las dificultades que prevé podrian presentarse en los estudiantes en el
marco de las actividades de la planificacion del investigador (PI), el PEA alude nuevamente
a la complejidad del concepto. Con base en su revision a esta planificacion, opina que los
estudiantes s6lo podrian aproximarse al concepto de limite al infinito de una funcion, por el
tipo de funcion sobre la que se ubica el estudio del topico, la funcion logistica. Considera
que existe la posibilidad de generarles la idea (erronea) de que siempre hay limite (de que el
limite existe).

I: La planeacion dada (se refiere a la PI)... jcontribuye al aprendizaje del
limite al infinito?

PEA: El limite en el infinito... es un concepto complejo... la implementacion
ayuda a acercarse a una de las partes de ese concepto... pero no es el
concepto en si... pero si va en la linea... del infinito... de hecho ya te lo
comentaba antes... es vital que entiendan... que hay funciones que no
tienen limite... no seria conveniente que ellos pensaran que siempre hay
limite.

I: Que no todas se comportan (alude a una convergencia rapida y la
existencia del limite de una funcion)... de esa manera.

¢) Procedimientos que usan los estudiantes

Del conocimiento que el PEA tiene sobre determinadas formas de proceder de los
estudiantes mientras determinan el limite de una funciéon que involucra radicales, se
evidencia al momento en que reconoce que en ese proceso, se apoyaran del conjugado
(aunque no lo dice, se refiere a limites indeterminados que involucran radicales en este
caso). Lo indica mientras se refiere a la actividad 5 (algunos casos, aunque no lo indic6) del
apartado 2 de su planificacion (ver anexo 2.1).

I: Luego... ;serian estos ejercicios (PA: Apartado 2, actividades 4 y 5)?
PEA: Si cualquier tipo de limite... pero alli... por ejemplo... hay algunos que...

en lo de los radicales han hecho ... han multiplicado por el conjugado ...
o en las fracciones algebraicas... hay quien suma.

d) Obstdculos diddcticos y/o cognitivos

Los obstaculos que enfrentan los estudiantes ante determinadas tareas también

fueron objeto de analisis en el PCK del MKT que pone en accién el PEA. En la
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planificacion del investigador, considera que un obstaculo es debido a la funcion logistica,
por una idea equivocada que puede quedar en los estudiantes sobre el concepto de limite al
infinito. Es debido a que con ese ejemplo (asi le llama a la funcién logistica), no podria
generalizarse el concepto, por ello se remite al concepto de limite en el infinito de
funciones logisticas.
I: Enlas actividades (de la P1)... ;identificaria usted algiin obstdculo en un
futuro para el estudiante? ... obstdculo en el sentido de quedarse con una
idea equivocada... respecto limite al infinito.
PEA: [Pero]... cuando ti hablas de limite al infinito en esta implementacion
debiera ir acompaiiada de la funcion logistica... del ejemplo concreto no
puedes generalizar... si das... un salto cualitativo y me hablas del limite
al infinito diré... que a lo mejor le estas dando una imagen no adecuada ...

pero si estamos hablando del limite en el infinito de funciones logisticas
la imagen es buena.

Y aun cuando el PEA no categoriza el tipo de obstaculos que pueden generarse en
los estudiantes. Se reconoce que uno de tipo didactico es cuando sostiene que existe la
posibilidad de generarles la idea (errénea) de que siempre hay limite (de que el limite

existe), tal como se dijo en el inciso b de este subdominio (el KCS).

KCT: Conocimiento del contenido y la ensefianza

El KCT que moviliza el PEA, se estudia con base en las decisiones que toma y
como justifica, acerca de la secuenciacion de las tareas y el contexto en que se plantean (en
su planificacion y la del investigador). Del mismo modo, con qué conceptos matematicos
empezar (de los previos), con qué tareas introducir el topico y cudles dejar como trabajo

independiente a fin de que profundicen en él.

Explicamos este conocimiento en el marco de cuatro aspectos: a) La secuenciacion
de las tareas; b) Los registros de representaciéon semidtica que se favorecen; y c) La

organizacion del trabajo en el aula de clases.
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a) La secuenciacion de las tareas

Los datos evidencian que las tareas de la planificacion del PEA para el estudio del
topico, se plantean en el contexto intramatematico. El orden en que las propone, toma como
base la secuenciacion establecida en el programa de estudios de la Comunidad Autéonoma
Valenciana. Por su experiencia docente, afirma que suele hacer algunos ajustes a esta
secuenciacion, al momento en que las desarrolla en condiciones de ensefianza. Esta clase de
decisiones las toma por razones estrictamente ajenas al programa de ensefanza, lo atribuye
mas bien factores como un mal funcionamiento del proyector, y ello lo obliga a usar otro
tipo de recursos didacticos, como el libro que usan como texto para el curso (aunque en la
entrevista no lo indica).

I: ;Esto (lectura de ejercicios resueltos del libro de texto) lo hace al final?
PEA: Puede ser... no es tan secuenciado... ni tampoco se hacen todos después.
I: No estd secuencial... ;se podrian tomar secuencial en algiin momento?
PEA: Tan secuencial no... ya no funciona tan secuencialmente... por
ejemplo... cuando hoy he salido de la clase de segundo... ayer me
Jfunciono mal el proyector ;vale? ... ayer tire (se refiere al uso) del libro...

hicimos algo parecido... hoy he tirado un poco digamos... del proyector-...
hoy como no sabia si el proyector servia o no... me puse que iria del libro.

Sin dejar de lado la secuenciacidon de las tareas, para el estudio del concepto de

limite al infinito de una funcion refieren a tres tipos:

1) Célculo de términos de una sucesion para identificar la tendencia de la

funcion;

I: De manera global... ;como organiza el contenido de la ensefianza de los
limites al infinito... como esta estructurada?

PEA: El acceso al infinito empieza con las sucesiones... es decir... el cdlculo
de términos de sucesiones y las tendencias de sucesiones son el camino
por el que se inicia la idea del limite al infinito... primero se empiezan
con “n” con niimeros naturales y después se sigue con niimeros no
naturales... aunque muchas veces la técnica que se emplea a la hora de

calcularlo o de aproximarlo siguen siendo niimeros naturales.

2) Lectura y andlisis de resoluciones de limite de funciones para desarrollar

la comprension lectora del estudiante, y;
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PEA: Hay series de ejercicios resueltos... siempre leemos alguno.
I: ;Y estdn aqui (se refiere al libro de texto)?

PEA: Si... al final de todos los temas hay una serie de problemas resueltos y de
vez en cuando les... mando como trabajo de casa léete este léete el otro...
pero alli selecciono yo... a la vista de lo que yo he visto... aqui tampoco
es decir léetelos todos... vamos algo que se parezca a lo que estamos
haciendo.

3) Desarrollo extraclase de limite de funciones para valorar la comprension
del alumnado.
PEA: Yo tengo puesto alli (en su planificacion) TC... y TC quiere decir que si
yo estoy haciendo ese (sefiala la actividad 10 de su planificacion) y veo un

TC... para mariana me haces ese... este es trabajo de casa... y eso lo
recojo... lo corrijo y se lo devuelvo.

En la planificacion del investigador, el PEA identifico la construccion del concepto
de limite al infinito de una funcidn indicando que las tareas propuestas contemplan un
estudio gradual y progresivo del topico para el transito de una nocidn intuitiva a una formal
desde el punto de vista del rigor de la matematica.

PEA: Y no digo que es equilibrado (las actividades planteadas por el
investigador) porque para decir que es equilibrado tendria que haberme
molestado en haber contestado todas las... preguntas y eso no lo he
hecho... vamos en un principio tocas... diferentes registros de
representacion... y tiene... digamos... un avance progresivo... a medida

que vas avanzando... vas pidiendo mds... pasas del lenguaje comiin y
empiezas a pedir también expresiones un poco mds formales.

En esta planificacion, reconoce una secuenciacion en términos de los registros de

representacion que usa el investigador.

Reconoce que en la ensefianza se desfavorece el planteamiento de tareas sobre
funciones que carecen de limite. Esto lo reafirma en el analisis de la propuesta del
investigador argumentando que la riqueza del concepto demanda para su ensefianza ese tipo

de tareas y otras que involucren limites negativos (considerado en su planificacion).

PEA: El concepto del limite en el infinito o en un punto son de una riqueza tal
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que la dificultad que uno tiene en la enseiianza es darles muchas
imdgenes buenas y adecuadas... y muchas veces tenemos tendencias
que... a lo mejor ponemos una o... dos imdgenes... normalmente
grdficas de funciones que no tienen limite... también depende del nivel
educativo en el que uno se encuentre.

b) Los registros de representacion semidtica que se favorecen

El PEA reconoce la importancia del uso de los registros de representacion semidtica

para el estudio del topico. En su planificacion, potencia el registro de representacion

numérico, las razones que establece son:

1) Es util en el calculo de distintos tipos de limite, evaluando tres nimeros

en el dominio de la funcion para identificar su tendencia;

PEA:

2) Contribuye a determinar el valor del limite cuando las respuestas de los

Usted siempre menciona tablas de valores... ;favorece mucho ese
registro? ... jel registro numérico con las tablas?

Yo lo que intento es... un registro aplicable... en muchos sitios... no me
interesa que me dividan de esa manera en un sitio... que me
multipliquen por el conjugado en el otro... pongan por el exponente...
me lo resten y cosas de esas... es decir... para cada ejercicio un método
no me interesa... pero si alguien lo conoce... se lo acepto... me parece
bien y si me pide uno se lo hago.

estudiantes difieren, y;

PEA:

3) Es facil de recordar y utilizar a diferencia de las propiedades

Imaginate por un momento determinado que uno dice... me da 21 (el
resultado del limite de una funcion) y el otro dice me da 14... yo cojo y
hago una tabla mds exhaustiva de la que hacen ellos... hasta que les
aburro resultados... ellos son habiles con la calculadora.

matematicas.

PEA:

En algun momento de mi vida... he hecho los limites en el infinito... si la
potencia es positiva no sé cudnto... si la potencia es negativa no sé
cudntos... eso lo he hecho... hay que mirar la mdxima potencia... eso
con el tiempo se olvida.
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¢) La organizacion del trabajo en el aula de clases

Por cuanto a la forma de organizacion de la actividad en el salon de clases, su papel

., . . ., . . . . 14 ..
se sitia en explicar las tareas, orientar su resolucion e institucionalizar ~ el conocimiento

matematico sobre el topico. Respecto a los estudiantes plantea el trabajo en dos momentos:

1) Individual, dado que deben usar sus propias herramientas matematicas

para resolver las tareas, y;

I: /En cuanto a forma?... o sea como es que yo planteo esta actividad...
luego esta actividad... y como organizo todo en el aula... trabajos en
equipos... individuales... a eso me refiero a forma.

PEA: El primer contacto debe ser individual... colectivo no... en grupo no...
vamos ellos en un momento determinado deben tener la capacidad
digamos de coger una calculadora y calcular términos individualmente.

I: De manera individual.

PEA: Si... en segunda colectivamente... porque si no podria quedarse uno
mirando como lo hace el otro y uno no aprende mirando... desde mi
punto de vista uno aprende manipulando.

2) En equipo, ya que la discusiéon con sus pares permite validar sus
resultados aunque los limita en sus respuestas cuando reconocen a los
lideres del grupo. En la discusion de la planificacion del investigador
propone que los equipos sean conformados al azar, pues considera que
las competencias de cada integrante se complementan en el trabajo
colaborativo.

I: ;Por qué usted considera que el trabajo en equipo es importante?
PEA: El trabajo en grupo tiene digamos una doble particularidad... les
refuerza en sus resultados individuales... dejemos la parte de que el
resultado sea correcto o incorrecto... pero les refuerza... es decir... en un

momento determinado si alguien es capaz de argumentar que su
resultado frente a otro distinto y convencerle... es un buen método.

Indica que es importante contemplar tiempo suficiente para que los estudiantes

reflexionen sobre las tareas, las analicen y las discutan.

'* Asumimos por institucionalizacion el establecer las definiciones asociadas al contenido matematico en

estudio.
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I: El tiempo para el desarrollo de las actividades es de dos sesiones de cien
minutos cada uno... ;serd adecuado este tiempo?

PEA: Dos sesiones de 100 minutos... son tres horas... a dos problemas por
hora... podria ser... pero eso te lo dard la experiencia... en un
principio......irds justo de tiempo... a no ser que las respuestas sean
telegrdficas (con telegraficas se refiere a proporcionar respuestas sin la
redaccion de los procedimientos)... pero si explicas... si pides algiin
razonamiento y que te escriban algin razonamiento... irds corto de
tiempo.

KCC: Conocimiento del contenido y el curriculum

El conocimiento del PEA en este subdominio, se analiza con base en lo que
evidencia que sabe, acerca de qué contenidos aparecen en el curriculum y de la profundidad
con que son abordados, de como estan organizados en el libro de texto en que se apoyan.

Asi también, de qué temas se deben ver posteriormente en el curso.

a) El programa de estudios del Bachillerato de la Comunidad Valenciana

Su experiencia docente le permite contemplar deficiencias curriculares, sefialando
que el programa de estudios: 1) no establece la profundidad del tratamiento del concepto de
limite al infinito de una funcion, quienes lo hacen son las editoriales; y 2) desvincula el
estudio de las matemadticas del cotidiano del estudiante, es decir, poco se relacionan con la

que necesita en la sociedad.

PEA: En los programas oficiales... dice iniciacion al limite... iniciacion
intuitiva... es decir... la ley no marca qué tipo de limite tenemos que
hacer... no dice en ningiin momento hazlo de esta manera... de esta y de
la otra... quien marca las formas de hacerlo son las editoriales... y tu
podrias tener en una localidad como ésta (alude a Mutxamel, Alicante,
Espafia)... bueno en la comarca donde estamos... la comarca de
Alicante... puede haber veinte institutos... tu podrias tener 5 o 6 lineas de
editoriales distintas y que alguna pone un ejemplo de la definicion
formal... pero pone un ejemplo de la definicion formal pa justificar...
para demostrar que un limite es correcto... no para calcularlo.

... yo en una cosa discrepo de lo que hace el ministerio... en Espaiia las
matemadticas son como dirtamos... demasiado enciclopédicas... hacen un
programa que viene dado desde la administracion... tiene poco contacto
con la realidad y quiere que en todos los sitios se ensefien los mismos sin
tener en cuenta las personas.
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El estudio del topico lo establece desde la aproximacion dindmica, lo justifica a

partir de su contexto particular, el Bachillerato de la Comunidad Valenciana (Espaia).

I: ;Menciona la definicion formal (a los estudiantes)?

PEA: No.
I: ;Se debe al nivel educativo mds que nada? ... o sea... al nivel en el cual se

encuentran los estudiantes.
PEA: Si.

Conoce los contenidos planteados en el programa de segundo de Bachillerato, por

ello, su planificacion sobre el topico se establece desde el enfoque de funciones en lugar de

sucesiones.

I:  ;Qué es lo que les presenta de este apartado (se refiere al 2 de la PA)?
PEA: Limites cuando x tiende a infinito... cosas de esas (seiala en la PA el
apartado 2)... es que las sucesiones en segundo del bachiller no se ven.

Admite la pertinencia de la planificacion del investigador en su contexto particular.
Lo justifica en el marco del programa de matematicas correspondiente, el cual plantea el
estudio de la tendencia de funciones y la ensefianza del concepto de limite al infinito de una
funcion mediante el registro algebraico.
I: ;Se puede implementar (se refiere a la PI) en el curriculum espaiiol?
PEA: Bueno en un principio si.
I: ;Porqué?

PEA: Se buscan tendencias de funciones y las tendencias de funciones
aparecen en el curriculum espariol.

Su experiencia docente le lleva indicar que es posible que en la planificacién del
investigador exista falta de apoyo en el uso de los registros de representacion grafico y
numérico para la ensefianza del topico.

PEA: En el sistema espaiiol trabajamos mds desde... las funciones algebraicas
que desde las grdficas... muchas veces las grdficas las utilizamos como...

apoyo didactico... y eso también puede ser... por la propia forma... en el
tiempo que he dado clases... de limites.
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b) El libro de texto y la literatura cientifica

Su experiencia como profesor e investigador le ha permitido conocer diversos
instrumentos para la ensefianza del concepto y elegir aquellas con base en su contexto
particular. Por ello, las actividades que plantea las retoma de los libros de texto y la
literatura cientifica. La siguiente unidad de analisis evidencia el ultimo aspecto

PEA: Eso (ejercicios en inglés) lo he incorporado en los iltimos aiios... llevo
no mucho dos o tres... es de un articulo de éstos (véase Elia et al. (2009))
de lo que he leido yo de limites... hay un grupo de griegos... que ellos
tienen... vamos tenian un articulo sobre limites y ese era una cosa buena...

de hecho... es una hojita que incorpora grdficas... y limites... encima estd
en inglés... hombre aqui se han enamorado (del inglés) dltimamente

¢) El tiempo escolar

Este profesor reconoce que el tiempo escolar lo limita en el estudio de los
contenidos asociados al topico limite al infinito, tal como el caso de la continuidad de una
funcion.

I: ;Aborda continuidad en un intervalo?
PEA: No... no da tiempo.

I: ;Aqui (continuidad en un punto) finaliza su planificacion entonces?
PEA: Si... mds o menos con continuidad.

Los protocolos sefialados ponen de manifiesto que el PEA usaba subdominios del
MKT, a niveles distintos, en la planificacion del concepto de limite al infinito de una
funcion. En el CCK manifesto la definicion del concepto de limite desde la aproximacion
métrica, a un nivel descriptivo, involucrando la idea de aproximaciones y sucesiones y la
notacion épsilon delta. En el marco de la planificacion, se evidencia el tratamiento de
topicos asociados al concepto de limite al infinito de una funcidn, en el marco del registro
grafico y numérico. Respecto al SCK evidencié que el topico puede estudiarse desde la
aproximacion dindmica y métrica, su contexto particular lo lleva a optar por la dindmica e
indica que la métrica permite justificar el limite de una funcién usando la notacion

matematica correspondiente. En el HCK reveld que el tdpico es esencial para la
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introduccion de otros contenidos del Calculo Diferencial e Integral y del Analisis
Matematico; justifico el uso de la calculadora y la regla de L’Hopital con base en las
exigencias institucionales posteriores; e indicd que el desarrollo conceptual del limite torna
complejo su ensefianza. En el KCS sefialo el interés que pueden manifestar los estudiantes
para resolver las tareas de la planificacion, por el contexto utilizado. En este subdominio,
indicé algunas dificultades y errores que pueden encarar los estudiantes ante la resolucion
de las tareas propuestas, posibles actitudes procedimentales y los obstaculos didacticos que
pueden emerger. En el KCT indico la secuenciacion de las tareas de su planificacion a partir
del programa de estudios y discutio las actividades planteadas por el investigador, a partir
de su contexto particular, mencionando que son adecuadas pero limitadas para el estudio de
topico de forma profunda. Estas tareas se enmarcaron en el contexto extramatematico e
intramatematico y se establecieron desde la aproximacion dinamica del topico. Menciond
las ventajas del uso de los registros de representacion semidtica para la ensefianza del
concepto de limite al infinito, asi como las formas de trabajo en el aula de clase y el tiempo
escolar. Justificé el uso de la calculadora y propuso contemplar tareas sobre funciones que
carecen de limite. Respecto del KCC evidencid aspectos que se enmarcaron en el programa
de estudios, por ejemplo, los contenidos propuestos y la aproximacion desde la que se
plantea la ensefanza del topico. Asimismo, reconocid limitaciones en el programa de
estudios y manifesto el uso de libros de texto y la literatura cientifica para la ensefianza del

concepto de limite al infinito de una funcion.

Consideramos que el uso de una planificacion externa posibilitd tener una mayor
aproximacion al conocimiento que pone en accion el PEA, ya que reconocid limitaciones
en la planificacion del investigador con base en su contexto particular, el programa de
estudios de la Comunidad Auténoma Valenciana (Espaia), sefialando que el tratamiento del
concepto de limite al infinito de una funcién es limitado porque se emplea una funcion
especifica cuyo comportamiento es similar en todos los casos. Esto lo llevo a proponer

tareas sobre la funcion logistica con diversos comportamientos.
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IV.1.2. El conocimiento de matematicas para la ensefianza del concepto de limite al

infinito de una funcion: El caso del PEB

Las justificaciones del PEB respecto a la planificacion del concepto de limite al
infinito de una funcion para su ensefianza, permitid identificar la activacion de los seis
subdominios del MKT: El conocimiento comiin del contenido, especializado del contenido,
del horizonte matemdtico, de los contenidos y los estudiantes, de los contenidos y la

ensefianza, y los contenidos y el curriculum.

CCK: Conocimiento comun del contenido

Este subdominio del MKT se estudia a partir del conocimiento que el PEB revela
del contenido matematico a ensefiar asi como de la notacion y términos matematicos (Ball
et al., 2008). En ese sentido, se examiné el conocimiento que el PEB pone en accion acerca
de la definicion del concepto de limite, del concepto de limite al infinito; de propiedades y
teoremas vinculados al topico; y del calculo del limite en cualquier registro de
representacion semiotica, numérico, analitico, grafico y/o lenguaje coloquial, en el sentido

de Duval (1993), desde las planificaciones y la entrevista.

Al indagar sobre su definicion del concepto de limite, sin profundizar en su
explicacion, el PEB revela un conocimiento de la definicion formal del topico planteada por
Weierstrass. Al cuestionar sobre su definicion del concepto de limite al infinito, se apoya
del limite de una funcion para explicarla, a un nivel descriptivo, mediante un caso particular
involucrando la idea de desigualdades en la coordinacidon de procesos de aproximacién en
el dominio y el rango de la funcion (Valls et al., 2011). En ese proceso, alude a conceptos
asociados al topico (épsilon, delta, dominio, rango, aproximaciones).

I: ;Qué es para usted el limite al infinito... como lo enunciaria?
PEB: Si me pides una definicion tengo que acabar haciendo la rigurosa... es un
concepto topologico... en el sentido matemdtico... estando en un
dominio... en un sitio... por ejemplo... el acercarme... a un determinado

punto a un determinado sitio... qué produciria en el otro... ese seria el
concepto de limite... topologico
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En el ambito de la planificacion, las tareas planteadas se enfocan al estudio del
topico en cuestion y contenidos vinculados (funcioén, continuidad, tendencia de funciones,
limite de funciones, limites laterales, entre otros), mas que en la formacion del concepto y
su definicion. Las actividades estan enfocadas a trabajar con el limite de funciones:
polindmicas (lineales y cuadraticas), especiales (racionales y radicales) y trascendentales
(trigonométrica) en el marco del registro numérico y grafico, privilegiando la conversion
entre ambos. Las tareas situan a calcular limites y analizar graficas de funciones, para

obtener un namero.

SCK: Conocimiento especializado del contenido

El analisis de este subdominio del MKT contempla la aproximacion desde la que se
plantea el estudio del concepto de limite al infinito de una funcién y la justificacion de

dicha eleccion desde el punto de vista del rigor de la matematica.

En ese marco, reconocemos que el PEB sabe que el estudio del concepto de limite al
infinito de una funcion puede establecerse desde tres aproximaciones: dindmica, métrica y
dptima. En su planificacion opta por desarrollar la dindmica y la métrica, pero potencia la
primera, ya que desde el punto de vista matematico reconoce mas facil su asimilacién a
través de los limites laterales. Se apoya para ello, de los registros grafico y numérico.

PEB: El concepto de limite desde mi punto de vista de Weierstrass tiene una
definicion muy abstracta... pero desde el punto de vista dindmico... es un
acercamiento... ver la tendencia por la izquierda... ver la tendencia por
la derecha y si hay coincidencia hay limite y si no... no hay limite... por

eso... ver la tendencia por el otro lado y luego afinar... observar si hay
limite o no... si esas tendencias son iguales.

Durante la entrevista, sefiala que el estudio del concepto de limite al infinito desde
el punto de vista de las sucesiones resulta mas complejo para los estudiantes, por ello, opta
por un tratamiento del topico desde el punto de vista de las funciones matematicas.

PEB: Leyendo a Freudental... vi que y Luis Puig que es un profesor de diddctica
de las matemdticas... hablaban de que o se estudiaba limite desde el
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punto de vista de sucesiones o desde el punto de vista de funciones y me
parecio mds interesante desde el punto de vista de funciones porque si
nos centrabamos en sucesiones pues era mucho... mds complejo.

HCK: Conocimiento del horizonte matematico

Contempla las tareas para conectar la enseflanza del concepto de limite al infinito de
una funcioén con otros contenidos matematicos planteados en el programa de estudios. Se
analiza como influye el desarrollo histérico del concepto de limite en la planificacion de su
ensefianza. Presentamos este conocimiento en el marco de cuartro aspectos: a) Contenidos
matematicos previos y posteriores al estudio del concepto de limite al infinito de una
funcién; b) Los tipos de limite objeto de estudio en la matematica escolar; c¢) Influencia del
desarrollo historico del limite en las decisiones del profesor; y d) Exploracion del topico en

otros conjuntos matematicos.

a) Contenidos matemdticos previos y posteriores al estudio del concepto de limite al

infinito de una funcion

El PEB considera que el concepto de funcion es elemental para el estudio del topico
limite al infinito. Este aspecto se ve reflejado en su planificacion al plantear tareas sobre
funciones matematicas que tienen como objetivo establecer los conocimientos previos. En
el analisis de la planificacion del investigador reconoce al infinito, como un topico previo
para el estudio del concepto de limite al infinito de una funcion.

PEB: He empezado con las funciones porque consideramos que las funciones
son muy importantes... para el estudio del limite.
I: Claro... pero lo que estd haciendo alld usted es recuperar

conocimientos... o sea recuperar el conocimiento de funcion.
PEB: Si... es primordial.

A pesar de la complejidad del topico, desde el punto de vista matemadtico, el PEB
sefiala que su estudio es primordial para la introduccién de otros contenidos del Calculo y

Anadlisis Matematico, como las derivadas y las integrales. Este aspecto se evidencia en su
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planificacion cuando propone una tarea relacionada con la nocién de continuidad de una
funcion.
I: ;Por qué los estudiantes tienen que aprender limites al infinito?
PEB: El concepto de limite es muy importante para... todo el cdlculo ya Orton
dice que uno de los mayores dificultades para la ensefianza de
derivada... integrales es el concepto de limite que no se tiene un nivel
interiorizado y de hecho si ocurre... el concepto de limite a mi me costo
muchisimo aprenderlo de joven... y prdcticamente lo llegué a entender ya

casi estudiando la carrera... pero no cabe la duda que ese concepto
ayuda bastante para... derivar... integrary todo eso.

b) Tipos de limite

Durante la entrevista, este profesor revela un conocimiento sobre la diferencia entre
la tendencia de una funcion y el limite de una funcidon. Asimismo, sabe bajo qué
condiciones, determinadas funciones matematicas tienen limite finito o infinito.

I: ;Qué diferencia existe entre tendencias y el limite?

PEB: Una funcion... puede tender hacia algo por un lado o por otro 'y no
coincidir y no hay limite... puede haber una tendencia por la izquierda
hacia un valor tres y por la derecha un valor menos cuatro... y no va
haber limite en el punto hacia el cual se acercan la variable “x”... ese es
el concepto de tendencia.

I: Esladiferencia... con el limite... bien.
PEB: Latendencia es... a los valores a los que se aproxima... la funcion.

En su planificacion, las tareas demandan el analisis de limites laterales para calcular

el limite de la funcidn en un punto.

¢) Desarrollo historico del concepto de limite

Reconoce dificultades en la ensefianza del topico, lo atribuye a su evolucion
conceptual. Sin profundizar en ello, revela que este hecho lo sabe por la revision a la
literatura especializada. Esto justifica el planteamiento de tareas que demandan un estudio a

nivel intuitivo del topico.
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I: Esa eleccion... de plantearlo de esa forma (el estudio del concepto de
limite al infinito de una funcién)... intuitivo... y que aterricen en la
simbologia matemdtica... ;a qué se debe que presente eso?

PEB: Pues porque en la literatura sobre diddctica de las matemdticas... estuve
observando... leyendo los problemas epistemologicos que tenia el
concepto de limite y problemas de... aplicacion diddctica del concepto de
limite en la ensefianza... leyendo Bldzquez y Ortega... unos profesores
diddcticas sudamericanos también creo que son... ellos decian que... el
concepto de limite habia que hacerlo muy intuitivo... nunca basado en...
el formalismo riguroso matemadtico... entonces... segui un poco eso lo
que venia en la literatura matemdtica sobre el limite.

d) Analizando el topico en otros conjuntos

Durante la entrevista, el PEB sefiala que es importante explorar el topico limite al
infinito en otros conjuntos matematicos con el objetivo de aumentar su complejidad y
favorecer otro tipo de razonamiento. No obstante, el nivel educativo en el que se encuentra

inmerso lo imposibilita.
I: Esa definicion (se refiere al concepto del limite al infinito de una funcion)
que menciona... jestd relacionado con la planificacion que hace?
PEB: Si... en cierto modo si... lo que ocurre es que solamente estd hecha... en
la recta real... lo interesante a lo mejor seria lo que he hecho en otros
dominios (el nivel educativo no le permite hacer esta exploracion)...

porque podrian ser conjuntos convexos... bolas... circulos... cualquier
otra cosa.

KCS: Conocimiento del contenido y los estudiantes

Se analiza a partir del conocimiento que tiene el PEB del proceso cognitivo de los
estudiantes ante determinadas tareas o situaciones de ensefianza que se les plantean. Se
estudia a partir de como el profesor predice que las tareas pueden ser de interés o no a los
estudiantes por el contexto, de los errores y las dificultades que pueden encarar a fin de
prevenirlas o en su caso que las superen, asi como de los posibles obstaculos de tipo
didéctico y/o cognitivos que pueden manifestarse. Mostraremos este conocimiento en el
marco de cinco aspectos: a) El conocimiento previo de los estudiantes; b) El contexto en

que se plantean las tareas; c) Dificultades y obstaculos que pueden manifestar los
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estudiantes; d) Procedimientos que ponen en accion los estudiantes; y e) La evaluacion del

aprendizaje

a) El conocimiento previo de los estudiantes

A fin de establecer la definicion del concepto de limite al infinito de una funcion, el
PEB considera fundamental la comprension del topico funcion. Para tal proposito plantea
actividades que demandan el andlisis de graficas de funciones vinculadas a una situacion

del cotidiano.

I: ;Esto (PB: Sesion 1, parte final de la actividad 5, graficas) se lo presenta
a los estudiantes? ... ;el objetivo es observar?

PEB: Si... a veces son capaces de ellos a la vista de las grdficas ver qué tipo de
actividad puede ser eso... qué modelo de la vida puede representar esta
Jfuncion matemadtica y a lo mejor es una persona que va en una bicicleta y
que va aumentando la velocidad cuesta abajo... cosas de esas que ellos
modelicen ese tipo... de grdfica.

Ademas, contempla informacion sobre las caracteristicas de una funcion
matematica, pues considera que es un concepto muy amplio. Asimismo, plantea tareas para

analizar la variacion de los parametros de la funcion y como influye en su grafica.

PEB: El concepto de funcion al ser muy amplio... también... les damos a
entender de que esto (PB: Sesion 1, actividad 5) no puede ser una
funcion... esto tampoco y ésta tampoco porque... el concepto de funcion
es que... para cada variable no existan dos valores o tres... y entonces...
esto (se refiere a la PB: Sesion 1, actividad 5, ;qué relaciones no son
funciones?) lo encontré en un libro de texto y me parecié muy adecuado
como informacion para ellos.

I: ;Qué pretende cuando hace... esta modificacion (se refiere a la
modificacién de los parametros de la funcidn inicial dada en PB: Sesién 1,
actividad 8)?

PEB: Que las vayan viendo y como consecuencia... como cambia esas grdficas
dentro... del eje de coordenadas “y” entonces... que les ayude un poco...
a familiarizarse con ese tipo de expresiones... como va variando el que
este dentro de la raiz y el que este en un paréntesis y que este sumado

una cantidad... entonces... y que saquen conclusiones.
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b) El contexto en que se plantean las tareas

En el estudio del concepto de limite al infinito privilegia el uso del contexto
intramatematico. No obstante, cuando propone tareas sobre el concepto de funcién usa
ambos contextos (extramatematico e intramatematico), ya que predice la inexistencia de
dificultades en el transito de variables discretas a continuas.

I: Esta actividad (PB: Sesion 1, actividad 4)... ;se puede digamos sustituir
por una que este contextualizada y que sea continua?

PEB: Seria mucho mejor... pero realmente yo lo pasé ya directamente sin

buscar una contextualizada solamente para que lo trabajaran... de todas

maneras yo no creo que haya dificultad cognitiva... en esa

secuenciacion del mundo discreto al mundo continuo... no vendria mal
poner una contextualizada.

En el analisis de la planificacion del investigador, reconoce que el uso del contexto
extramatematico (enfermedades epidémicas) y una funcidén especifica (funcion logistica)
permiten dotar de sentido al topico y reconocer su utilidad.

I: Lo que he notado que rescata mucho de la planeacion (alude a la PI)...
son dos cosas... el hecho de usar solamente una funcion que es la funcion
logistica y el contexto... jestoy en lo correcto? El contexto en este caso...
son las enfermedades epidémicas.

PEB: Si... me parece interesante esas dos... me parece muy interesante y muy
acertadas.

Durante la entrevista, sefiala que las tareas planteadas en el contexto
extramatematico son de gran valor porque permiten introducirse al topico y reconocer sus
aplicaciones en otras areas del conocimiento, mientras que el contexto intramatematico

favorece definirlo desde el punto de vista del rigor de la matematica.

¢) Dificultades y obstdculos que pueden manifestar los estudiantes

El PEB contempla un obstaculo de tipo cognitivo en el estudio del concepto de

limite al infinito de una funcion desde la aproximacién métrica. Sin profundizar en ello,
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sefiala que los estudiantes comprenden parcialmente la definicion del topico desde esta

aproximacion.

En su planificacion involucra el estudio del dominio y el rango de funciones, ya que
contempla errores y dificultades sin mencionar de qué tipo.
I: ;Esta actividad (se refiere a la PB: Sesion 1, actividad 6) la desarrollan
ellos? ... ;El dominio y el rango de la funcion de cada figura?

PEB: Si... a los alumnos les cuesta bastante... el concepto de dominio y rango
a veces les produce muchos errores pero si.

En el andlisis de la planificacion del investigador identifica un obstaculo de tipo
didactico que refiere al estudio de situaciones no lineales a través de la interpolacion lineal
(apoyandose de tabla de valores). Para solventarlo, propone el uso de graficas para estimar
la imagen de la funcioén en un punto.

PEB: Yo he visto muchas veces en la ensefianza que los alumnos utilizan a
veces interpolaciones lineales... en fenomenos que no son lineales... y
este (se refiere a la funcion logistica) claramente no lo es... la inica
observacion que yo veria... es que en uno coma cinco (PI: Actividad 6,
item 2, inciso a) hicieran ellos su correspondiente grdfica... linea recta

hacia arriba... y entonces... a través de aqui (de la grafica construida por
los estudiantes) intentar un poco pues deducir un valor aproximado.

d) Procedimientos que ponen en accion los estudiantes

Su experiencia docente le permite predecir los procedimientos que ponen en juego
los estudiantes en la resolucion de las tareas, pero no los sefiala. Al momento de plantear las

tareas para el estudio del topico tiene en cuenta esos procedimientos.

Durante la entrevista, sefiala que el uso de tablas verticales y horizontales, graficas
centradas, menos centradas e incompletas demanda al estudiante un analisis detallado de la
situacién y su resolucion. Por ello, la eleccion de los registros de representacion debe
contemplar posibles actitudes procedimentales de los estudiantes con el objetivo de

potenciar el aprendizaje del topico.
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PEB: He comprobado con mis alumnos que las tablas... el ponerlas
horizontalmente o verticalmente también les influye a veces a ellos en su
propia observacion y deduccion de aspectos importantes... hay que
ponerles tablas horizontales... verticales... también... grdficas completas...
grdficas mds centradas (presenta, de su planificacion, como ejemplo la
grafica siguiente)

X TIENDE A 1

x=19

»
x = (),999

x—>1

... hay alumnos que el hecho de que una tabla este horizontal... o este
vertical les produce ciertas alteraciones en las observaciones y se
despistan y yo muchas veces he buscado hasta esos minimos detalles...
luego... cadlculos numéricos... por ejemplo... incluso una aproximacion
como ésta (PI: Tabla de valores de la actividad 3, item 2).

2. A continuacién, se presentan algunos datos en la tabla sobre la propagacion de la
enfermedad en cierta poblacion.

t P(t)

(en semanas) | (en millones)
0 0
1 4.621171573
2 7.61594156
3 9.051482536
) 9.866142982
% 9.981778976
8 9.993292997
10 9.999092043
23 9.999999998

Las tareas planteadas por el PEB establecen el célculo de limites a través de limites
laterales, ya que prevé un desorden en los procedimientos que realizan los estudiantes

cuando calculan limites.
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PEB: Muchos alumnos la aproximacion hacia un punto la hacian de forma
muy desorganizada... no proximas a los valores... solo por un lado o por
el otro y podian hacerlos alternativamente un poco... entonces... en un
solo eje tengo un punto (PB: Sesion 2, actividad 12) al cual me quiero
acercar... puedo empezar por la derecha... luego por la izquierda...
entonces... ir haciendo esos puntos alli no.

e) La evaluacion del aprendizaje

Para valorar el aprendizaje de los estudiantes, el PEB considera la resolucion de
diversas tareas, tales como las de su planificacion y las que plantea otro colega. Senala que
dos de las tareas, se enfocaron en las justificaciones del estudiante en torno a la existencia
del limite de una funcion.

I: El aprendizaje de los estudiantes... ;de qué manera evaliia el
conocimiento que han adquirido respecto al limite al infinito?

PEB: Observando las actividades que les propusimos vamos viendo como ellos
van avanzando... como van construyendo el concepto... luego les pase un
cuestionario que hizo un colega mio... para ver si ellos habian
construido bien el concepto de limite... eso me sirvio a mi de referencia...
las producciones mias que yo puse... después... de todas las actividades
que hicimos fue proponerles... dos limites que tenian que estudiarlos... de
dos funciones una que tenia limite y otra que no tenia limite... entonces...

de por qué tenia... por qué no tenia y que manejaran todo lo que habian
hecho antes.

Este profesor considera que la evaluacion debe realizarse en distintos momentos a

fin de reorientar el estudio del topico y llegar al objetivo.

KCT: Conocimiento del contenido y la ensefianza

Este subdominio del MKT contempla la secuenciacion de las tareas planteadas para
el estudio del topico, los registros de representacion semiotica que se favorecen y la forma
de organizacion del trabajo en el aula de clases a fin de promover la comprension del
concepto de limite al infinito de una funcidon. Explicaremos este conocimiento en el marco
de tres aspectos: a) La secuenciacion de las tareas; b) Los registros de representacion

semiotica que se favorecen; y ¢) La forma de organizacion del trabajo en el aula de clases.
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a) La secuenciacion de las tareas

Su planificacién se apoya en una trayectoria hipotética'® del aprendizaje para el
estudio del concepto de limite de una funcion, la cual involucra tres tipos de tareas: inicial,
reflexion y anticipacion. En ese sentido, el tratamiento del topico inicia con el estudio del
concepto funcion; se desarrolla desde la aproximacion dinamica y culmina con la métrica.

Las actividades que propone se organizan en cuatro sesiones (Anexo 1.2).

I: ;Como pretende lograr esos objetivos de la comprension del concepto
(se refiere al concepto de limite de una funcién)?

PEB: Haciendo varias... actividades basadas en una trayectoria hipotética del
aprendizaje del alumno del concepto de limite de que pensamos que en
base a los estudios que hay de como se aprende el limite... que esas son
las [pautas] que siguen para aprender el concepto... hemos propuesto
unas actividades que pensamos se adecuaban a esa trayectoria...hay
unas tareas iniciales... unas tareas de reflexion y unas tareas de
anticipacion... las iniciales son bdsicas de informacion para que ellos
vayan entendiendo unos conceptos que luego les puedan servir para un
futuro para reflexionar y luego para anticipar para cuando se les
plantea una cuestion como trabajarlas

La primera sesion plantea la resolucion de tareas sobre el concepto de funcion,
topico fundamental para el estudio del concepto de limite al infinito de una funcion. Las
actividades demandan el andlisis de funciones matematicas, en un primer momento, desde
el contexto extramatematico y usando numeros naturales; y en otro desde el contexto
extramatematico e involucrando los nimeros naturales. El objetivo de la primera sesion es
que los estudiantes definan el concepto de funcion, apoyandose para ello del dominio y el

rango.

PEB: Sigo con... funciones naturales (se refiere a PB: Sesion 1, actividad 2)...
luego pasamos a funciones ya de tipo real donde ya introducimos
niimeros reales (se refiere a PB: Sesion 1, actividad 4)... empiezan a
dibujarlas y a verlas asi también y al final... se le da otra vez una
informacion de conocimiento... el concepto de funcion cuando la x se
hace continua (PB: sesion 1... actividad 5)... cor una expresion
algebraica... e igual a f de x... la formalidad de expresarlo... ya se les
dice una funcion es una relacion entre dos variables numéricas...

habitualmente las denominamos “x” e “y”.. se les va dando los

" Las trayectorias hipotéticas del aprendizaje permiten al profesor realizar predicciones sobre la manera en
que los estudiantes pueden aprender al realizar las tareas (Simoén, 1995, citado en Gavilan, Garcia y Llinares,
2007a; p. 6).
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conocimientos... a una de ellas le llamariamos variable dependiente...
pues depende de la otra... etcétera... etcétera.

. se define el concepto de funcion... desde un punto de vista ya mds
abstracto y mds matemadtico.

La segunda y tercera sesion, proponen el tratamiento del tépico desde la
aproximacion dindmica. En un primer momento, demandan el estudio de la tendencia de

funciones y en otro el calculo del limite de una funcién a partir de los limites laterales.

I: Presenta varias funciones... luego dice... como me acerco a uno en
ambas funciones... haciendo referencia a estas no (PB: Sesion 2,
actividad 12)... ;qué objetivo tiene al plantear esa pregunta?

PEB: Pues ya empezamos con la lateralidad del limite... lo que es la
aproximacion a un punto... por la izquierda y por la derecha y luego
ver... lo que le ocurre a la funcion tanto si aproxima por la izquierda y
por la derecha... lo que planteaba Duval la coordinacion entre la
aproximacion en el eje x y la aproximacion en el eje y.

Durante la entrevista, sefala que las tareas involucran el analisis de diversas
funciones matematicas (racionales, exponenciales, logaritmicas, definidas por partes). Su
objetivo es que los estudiantes identifiquen en qué casos las funciones tienen asociado un
valor limite. Se apoya para ello de los registros grafico y numérico. Su forma de proceder lo

justifica desde la literatura cientifica.

I: Por qué elige... veo que tiene muchos... funciones... racionales.

PEB: Si... porque son muy interesantes... alli fui buscando muchas... de la
gama de ejercicios que hay... las que me parecieron mds adecuadas...
quise buscar de todo tipo exponenciales... no sé alguna logaritmica
también.

I: En la actividad cuatro (PB: Sesion 2, actividad 14)... le llama usted
funciones raras.

PEB: Si... funciones raras... le puse raras porque... yo leia a Euler que habian
una serie de funciones que no le gustaban desde un punto de vista
porque no eran holomorfas... entonces no es una funcion normal... o sea
que en el punto dos no vale el valor de esa expresion (se refiere que la
imagen de la funcioén en x=2 es diferente al que se obtiene si se evalua en
la expresion analitica proporcionada)... entonces... esa funcion alli no
tiene limite en el punto x igual a dos... y era un poco que vieran que
habian unas funciones raras y diferentes a las que ellos habian
trabajado... donde el concepto de limite no salia alli.
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La cuarta sesion plantea un breve tratamiento del topico desde la aproximacion
métrica. Las tareas situan a los estudiantes a calcular, apoyandose del registro numérico, el
valor de delta a partir de épsilon y bajo el supuesto de la existencia del limite. Culmina con

la demostracion del limite de una funcién usando la notacion épsilon delta.

I: En esta actividad dos (PB: Sesion 4, actividad 20)... ;qué es lo que
realizan?

PEB: Alli hacemos un ejemplo... o sea cogemos una funcion y suponemos que
hay limite... la funcion es conocida es esa que el limite cuando x tiende a
tres es siete... entonces... damos un épsilon... fijamos un épsilon que es
cero coma seis y entonces... encontramos un delta que... tres menos “a”
es menor que (menor que 0.01)... entonces... “f” (de)“a” menos siete hay
que buscar eso (que f(a)-7<0.006)... lo hacemos con el ordenador... como
consecuencia de alli me sale precisamente el valor que tiene que tener
delta... sale delta que es cero coma cero uno.

En el andlisis de la planificacion del investigador, el PEB reconoce que las tareas
planteadas son adecuadas. Su justificacion se establece en la estructura de la planificacion
(secuenciacion de las actividades) y los registros de representacion que se favorecen.

PEB: Me parecen todas adecuadas (se refiere a las tareas de la PI)... estd muy
bien estructuradas... empiezas muy bien que se vean la grdfica que vean

la tabla y... siempre utilizando la simbologia matemdtica adecuada... a
mi me parecen correctas en ese sentido.

El PEB propone estudiar el concepto de limite al infinito de una funcién iniciando
con la aproximacion métrica y culminando con la dindmica. Desde su punto de vista, podria
ser un método adecuado para que el estudiante comprenda la definicion del topico desde
ambas aproximaciones.

PEB: Veo que la dindmica es la que prevalece y no deja avanzar en las otras
(se refiere a la concepcion métrica)... entonces... a lo mejor empezar... a

ensefiar el... métrico al principio ... jugando un poco para acabar con el
dinamico.
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b) Los registros de representacion semidtica que se favorecen: grdfico y numérico

Para este profesor tiene gran valor el uso de los registros de representacion
semiodtica para el estudio del topico. Su justificacion remite a que la conversion entre los
distintos registros, en el sentido de Duval (1993), permite interiorizar el concepto de limite
al infinito de una funcién. Indica que mientras mas registros sean contemplados en el

tratamiento del topico, mejor serd su comprension.

I: En esta planeacion (se refiere a la PI)... incorporamos los registros de
representacion grdfico... numérico... verbal y analitico del limite al
infinito... ;considera que esto es importante y por qué?

PEB: Si... yo lo considero muy importante... porque la conversion ya lo dice
Duval... hay que saber eh convertir... competencias matemdticas desde
un registro numérico a un registro tabular o a un registro grdfico...
entonces... es necesario saber trabajarlas todas e ir pasando de uno a
otro... cuanto mds variabilidad haya... de registros tabulares... grdficos...
numéricos y luego pasar al lenguaje formal... mucho mejor... me parece
que es importante a la hora de... que el concepto luego se pueda mds o
menos interiorizar.

En su planificacion favorece el uso y la conversion de dos registros de
representacion semiotica: el grafico y el numérico. Desde su punto de vista, estos dos

registros son suficientes para aproximarse al concepto del limite al infinito de una funcion.

I: ;Qué registros de representacion semiotica del limite al infinito
favorece?

PEB: Sobre todo grdficos... y los de aproximacion con un zoom a esos grdficos
y luego... las tablas... que... el programa la produce muy bien y... todo eso
hace que se vaya uno aproximando mejor... al concepto de limite...
tabulares... numéricas... y grdficas todas las que caian en mi mano... que
fueran susceptibles de poder convertirse... pasar de unas a otras eran las
que les ponia... cudntas mds hayan mejor... pero sobre todo grdficas y
tabulares.

Para este profesor la conversion entre los registros juega un papel muy importante,

por ello, las tareas que propone contemplan este aspecto.

81

—
| —



CAPITULO IV. Resultados

¢) La forma de organizacion del trabajo en el aula de clases

El PEB establece el trabajo en el aula de clases en grupos de dos estudiantes
formados por afinidad, los cuales son reestructurados, en caso necesario, con base en las

competencias matematicas de los integrantes. Piensa que esta forma de trabajo favorece la

interaccion entre pares y el aprendizaje por cooperacion.

PEB:

PEB:

Su rol en el aula de clases se establece a nivel de coordinador de las tareas
planteadas, cuya labor consiste en la presentacion de las actividades y la aclaracion de
dudas en el proceso de resolucion. Otro papel que asume es el de institucionalizar el

conocimiento matematico, una vez que los estudiantes han culminado las tareas de cada

sesion.

PEB:

La resolucion de las tareas se establece en un ambiente virtual, es decir, mediante el
uso del software matematico Derive. Las razones que esgrime aluden a que en un estudio

intuitivo del topico los célculos son mas precisos y contribuyen en clarificar significados.

I:

;Como pretende desarrollar las actividades... individual o por equipos?
Por equipos... minimo de... dos alumnos.

JPor qué de esa manera (se refiere a los equipos) y no individual?
Porque interactiian y al interactuar ellos habrdn de comentar las cosas...
es doblemente efectivo... yo siempre he sido creyente del aprendizaje por
cooperacion... el alumno que trabaja solo apenas habla consigo mismo...
si esta con otro compariero puede decir mds cosas... aunque Yo les
indicaba muchas veces... que escribieran todo lo que decian... siempre
hay pues una tendencia generalizada a escribir lo menos posible... es
mas facil que vayan hablando... y la manera de hablar es que estén por
lo menos dos o tres personas en el grupo.

/Cudl es su papel en el aula durante el desarrollo de la leccion (se
refiere a las actividades de la PB) y cudl es el del estudiante?

El papel mio es presentar las actividades... organizar el trabajo... atender
las dudas que tengan en... el uso... del ordenador... del software... editor y
eso... un poco encauzar el trabajo que estin haciendo... coordinar y
dirigirlos a ellos en su logro... ir revisando los trabajos que hacen... el
objetivo no es dirigirlos completamente... sino coordinarlos... para que
ellos vayan un poco viendo... cudl es el proceso limite y desde fuera
intentar observar como construyen el concepto de limite.

(Por qué con un software y no manual (se refiere al estudio del concepto
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de limite al infinito de una funcion)... o que usen nada mads calculadora
para que ellos vayan estudiando?

PEB: Me da igual... una calculadora la cual vayan ellos haciendo los
cdlculos... me parece muy bien... pero los software... por ejemplo...
Derive... son cada vez mds precisos y son mucho mds intuitivos bajo mi
punto de vista... yo estoy convencido... que profundizar en el uso de
softwares... de programas como el Derive... que es el que mds se usa pero
podria ser cualquier otro... serd muy buenos... para que los alumnos
tengan un concepto mds claro del limite... derivadas... integrales y
demds... todo lo relacionado con cdlculo... me parece muy interesante.

Respecto al tiempo contemplado para el desarrollo de las tareas, el PEB propone
cinco sesiones de 50 minutos cada uno, mientras que el investigador dos sesiones de 100
minutos cada uno. Durante la entrevista, el PEB senala una demanda mayor del tiempo
debido a las caracteristicas de los estudiantes y la disponibilidad de mobiliario y equipo.
Cuando analiza la planificaciéon del investigador manifiesta que este tiempo debe ser
suficiente para organizar el trabajo en el aula de clases y la reflexion sobre la tarea con el
propdsito de reconocer errores y aciertos.
I:  ;Qué modificaciones realizaria en cudnto a formas de implementacion
(de la PI)... respecto a tiempos... maneras de trabajo... en el aula?
PEB: Las sesiones a lo mejor hay que alargarlas... porque necesitas un tiempo
previo donde ellos puedan ver todo lo que hay que hacer... como se tiene
que organizar el trabajo ... una vez que estd bien estructurado ... empezar
a trabajar... al terminar la primera sesion... analizarla un poco
individualmente ... para ver donde hay errores de indole importante y en

cuyo caso hacer un trabajo de feed-back (una retroalimentacion por parte
del profesor) de sentarse otra vez con los alumnos.

Su experiencia docente le permite reconocer que el tiempo dedicado al tratamiento

del topico puede influir en la motivacion de los estudiantes para resolver las tareas.

PEB: Los alumnos llega el momento en que se cansan también... necesitan
temas nuevos... el cambio en los temas les hace... si ellos estdan mucho
tiempo con un tema... les acaba aburriendo... despistando.
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KCC: Conocimiento del contenido y el curriculum

Se analiza a partir de los documentos curriculares y los recursos didécticos
utilizados por el PEB para disefiar las tareas sobre el topico. Abarca los contenidos
matematicos relacionados con el concepto de limite al infinito de una funcion y el enfoque
propuesto para su enseflanza. Se estudia como influye el tiempo escolar en las decisiones
del profesor para el tratamiento del topico. Explicamos el KCC en el ambito de tres
aspectos: a) El programa de estudios del Bachillerato de la Comunidad Valenciana; b) Los
libros de texto utilizados para el planteamiento de las tareas y la literatura cientifica; y e) El

tiempo escolar contemplado para la ensefanza del topico.

a) El programa de estudios del Bachillerato de la Comunidad Valenciana

Para el PEB el programa de estudios de su contexto particular, el Bachillerato de la
Comunidad Valenciana (Espafia), es un documento fundamental en el planteamiento de las
tareas sobre el concepto de limite al infinito de una funcién. En el proceso de planificacion
tiene en cuenta la aproximacion desde la que se propone el tratamiento del topico, los

contenidos matematicos y los registros de representacion semidtica.

Su experiencia docente le permite reconocer, desde el programa de estudios, un
cambio en el enfoque para establecer la definicion del topico. Por ello, su estudio se
enmarca desde la aproximacion dindmica con una sucinta introduccion a la métrica. Piensa
que de esa manera lograria definir el topico, desde el punto de vista del rigor de la

matematica, y estudiar algunas aplicaciones.

I: ;Qué objetivo plantea el curriculum respecto al concepto del limite al
infinito... 0 sea qué es lo que se tiene que aprender?

PEB: Lo pide a... nivel de saber cudl es el concepto... de saberlo definir y
expresar... explicar y... luego aplicarlo al campo de limites y de
funciones expresiones algebraicas y también de aplicarlo a casos reales
como el de la funcion logistica y otros que hay por alli.

I: No se pide un estudio formal... épsilon delta... en bachillerato.

PEB: Ahora no... antes si... se pone de una forma a lo mejor mds intuitiva...
menos formal desde el punto de vista matemdtico el épsilon delta... si se
suele un poco decir... algo de eso (se refiere a la aproximacion métrica).
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Otro aspecto revelado por el PEB es que las tareas planteadas contemplan diversos
contenidos matematicos, tales como el dominio y el rango de funciones. Cuando analiza la
planificacion del investigador reafirma este aspecto, al considerarla pertinente para el
estudio del topico debido a que las actividades involucran conceptos matematicos (limite de
una funcidn en un punto y limite de una funcidon cuando la variable tiende a mas infinito)
planteados en el programa de estudios de su contexto particular.

I: (;Qué tan apegado se encuentra el objetivo de la planeacion (alude a la
PI) respecto al curriculum espaiiol en este caso? Y ;por qué?

PEB: Me parece una buena presentacion... estd... prdcticamente dentro de los

conceptos del curriculum en Espaiia también... estd el limite de una

funcion en un punto y el limite de una funcion cuando la variable tiende
a mas infinito.

Respecto a los registros de representacion semidtica, el PEB indica que el programa
de estudios demanda definir el topico usando un registro de representacion formal, desde el
punto de vista del rigor de la matematica. Piensa que una de las potencialidades de la
planificacion del investigador es el uso de estos registros (grafico, numérico, lenguaje
coloquial y analitico) para el estudio del topico.

I: En esta planeacion (se refiere a la Pl)... incorporamos los registros de
representacion grdfico... numérico... verbal y analitico del limite al
infinito... ;jconsidera que esto es importante y por qué?

PEB: Si... ademds el propio curriculum escolar nos dice de acabar en un
registro formal con un lenguaje matemdtico especifico.

b) El libro de texto y la literatura cientifica

Este profesor se apoya basicamente de los libros de texto para el planteamiento de

las tareas. Su forma de proceder lo justifica desde la exigencia institucional.

PEB: Se preparan una serie de actividades... buscadas en la literatura de los
libros de texto... practicamente que mds se han usado en los centros
educativos.
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Otro recurso que usa para la seleccion las tareas es la literatura cientifica, ya que su
planificacion se enmarca en una trayectoria hipotética de aprendizaje y utiliza actividades

planteadas en la tesis doctoral del PEA.

¢) El tiempo escolar

El PEB reconoce que el tiempo escolar es un elemento que influye en su practica
docente, ya que desfavorece la ensenanza del topico usando diversas tareas que involucren
el contexto extramatematico. Por ello, las tareas que propone se enmarcan, en su mayoria,

en el contexto intramatematico.

I: Aqui (PB: Sesion 1, actividad 4) es el dltimo caso que pone discreto y
utiliza ya solo una expresion... ya no contextualiza tampoco (comienza a
plantear tareas en el contexto intramatematico).

PEB: Ten en cuenta que no puedo hacer muchas sesiones y no puedo
profundizar... si profundizdramos tanto seria un tema muy extenso...
entonces... dentro del curriculum que hay que dar.. no puedes
tampoco... profundizar completamente porque hay que dar muchas
cosas y el tiempo es... un elemento que no siempre corre a favor del
profesor.

I: Entonces... el hecho de que usted proponga unas actividades iniciales
contextualizadas y luego cambie a solo matemdticas ;influye por el
tiempo ... que nos plantea el curriculum?

PEB: También.

También, el factor tiempo influye en su decision para proponer el tratamiento del
topico limite al infinito desde el punto de vista de las funciones matematicas en lugar de las

sucesiones. De esta forma, el tiempo escolar es un elemento que condiciona la practica

docente del PEB.

Estos protocolos evidencian que el PEB movilizé aspectos del MKT, a niveles
diferentes, cuando justificé la planificacion del concepto de limite al infinito de una
funcion. En el CCK revel6 la definicion formal del limite desde la aproximacion métrica, al
explicarla us6 la idea de desigualdades en la coordinacion de los procesos de aproximacion
en el dominio y el rango de la funcion. La planificacion que propone plantea el estudio de

diversos contenidos matematicos asociados al topico, mas que en la formacion del concepto
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de limite al infinito de una funcion. Se apoya de los registros grafico y numérico,
favoreciendo una conversion explicita. En el SCK manifesto el estudio del topico desde tres
aproximaciones: dindmica, métrica y Optima. Optd por la dindmica con una breve
introduccion a la métrica, pues la dindmica favorece una primera aproximacion al topico y
la métrica contribuye en definirlo formalmente, desde el punto de vista del rigor de la
matematica. Justificd su eleccion por estudiar el topico desde el punto de vista de las
funciones matematicas. En el HCK afirm6 que el topico es fundamental para el estudio de
otros contenidos matematicos planteados en el programa. Indic6 los conocimientos previos
para el tratamiento del tdpico, tales como la funcion y el infinito; y los contenidos
posteriores (derivada, integral, continuidad de una funcién). Asimismo, reconocié que las
problematicas asociadas al desarrollo histérico del limite dificultan su aprendizaje. Propuso
explorar el concepto de limite al infinito en otros conjuntos. Respecto del KCS indic¢ la
importancia de establecer los conocimientos previos para que el estudiante asimile el
concepto de limite al infinito de una funcion. Sefial6 dificultades con el dominio y el rango
de funciones, el estudio del concepto desde la aproximacion métrica y la perspectiva de las
sucesiones, asi como errores en el uso de interpolaciones lineales en situaciones que no lo
son. Predijo que los estudiantes no tienen dificultades para transitar de variables discretas a
continuas y sefialé que el andlisis de graficas y tablas de valores demandan una mayor
actividad cognitiva. En el KCT revelo las distintas tareas para el estudio del topico y
debatio las del investigador, desde su contexto particular, indicando que son pertinentes
pero modificaria las tablas de valores para aumentar su complejidad. Las tareas se
enmarcaron en el contexto intramatematico para definir formalmente el topico y
extramatematico (enfermedades epidémicas y relacion de la edad y la estatura) para motivar
su estudio, dotarlo de sentido y significado. Asimismo, contemplé las dos aproximaciones,
dindmica para introducirse al estudio del tdpico y métrica para potenciar su ensefianza.
Considera muy importante establecer los conocimientos previos para el tratamiento del
topico, por ello planteo tareas sobre funciones que cumplen este papel. Reconocié que los
registros de representacion permiten aproximarse al topico e interiorizarlo. La forma de
organizacion del trabajo en el aula de clase se establece en equipos y la resolucion de las
tareas en el uso del software Derive, donde el tiempo destinado para la ensefianza del topico

es variable pero debe permitir la reflexion sobre la tarea para reconocer errores y aciertos.
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En el KCC evidencidé los contenidos planteados en el programa de estudios y la
aproximacion desde la que se propone la ensefianza del concepto de limite al infinito de una
funcién. Indico el uso de libros de texto para seleccionar las tareas y menciond que el

tiempo escolar determina la profundidad del tratamiento del topico limite al infinito.

Pensamos que el uso de una planificacion externa favorecid en tener una mayor
aproximacion al conocimiento que pone en accion el PEB en las decisiones y elecciones
para la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcién, prueba de ello es que
cuando analizo la planificacion del investigador lo justificd en su contexto particular, el
programa de estudios de la Comunidad Autéonoma Valenciana (Espafia). Asimismo,
contempld como una limitacion el uso de interpolaciones lineales en situaciones que no lo
son, razén por la cual, propuso solventarlo utilizando el registro grafico en lugar del
numérico. De igual forma, planted el redisefié de la planificacion del investigador, a través
de la incorporacion de diversas tareas relacionadas con el uso de graficas y tablas de

valores que demanden una mayor actividad cognitiva del estudiante.

IV.1.3. El conocimiento de matematicas para la enseilanza del concepto de limite al

infinito de una funcion: El caso del PMC

Las justificaciones presentadas por el PMC sobre la planificacién del concepto de
limite al infinito de una funcion posibilitaron determinar el conocimiento que moviliza. Es
con base en estas justificaciones que reconocimos la movilizacion de los seis subdominios
del MKT: El conocimiento comiin del contenido, especializado del contenido, del horizonte
matemadtico, de los contenidos y los estudiantes, de los contenidos y la enseiianza, de los

contenidos y el curriculum.

CCK: Conocimiento comiun del contenido

El analisis de este subdominio tiene en cuenta el conocimiento que el PMC pone en

accion acerca de la definicion del concepto de limite, del concepto de limite al infinito; de
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propiedades y teoremas articulados al topico; y del calculo del limite en cualquier registro

de representacion semiotica, en el sentido de Duval (1993).

Al indagar sobre su definicion del concepto de limite, el PMC indica que es un
numero que tiene ciertas propiedades matematicas. Al explicarla involucra la idea de
procesos infinitos asociados a una situacion limite y alude a contenidos matematicos
vinculados al tépico (nimero, infinito, cota superior e inferior, inexistencia de limite).

PMC: Para mi el limite es un numerifo... tiene una propiedad... si estd en mi
conjunto numérico bueno es un niimero especifico... si esta alld (senala
el simbolo de mas infinito y menos infinito en el eje y del plano
cartesiano) es mds infinito menos infinito... y que este por acad por alli no
significa que este stimbolo mds infinito menos infinito no tenga conectada
una situacion limite también tiene una situacion limite pero de esa

naturaleza... es decir... el principio de cosas no acotadas... siempre
crecientes... decrecientes... o cosas oscilantes... no hay limite alld.

Al preguntarle sobre su definicion del concepto de limite al infinito de una funcion,
identificamos que el PMC presenta un conocimiento de la definicion formal del topico que
se establece desde la aproximacion métrica. Al describirla, utiliza nuevamente la idea de
procesos infinitos asociados a una situacion limite.

I: ;Qué seria para usted el limite al infinito?
PMC: Para mi limite al infinito ... es la situacion limite de un proceso infinito ...

los procesos infinitos... que tienen asociados una situacion limite te
llevan a la definicion del limite al infinito.

En el ambito de la planificacion, el conocimiento que el PMC moviliza sobre el
topico se inscribe en la formacion del concepto y su definicion. Por ello, las tareas que la
constituyen estan orientadas al estudio del limite al infinito de una funcién en el conjunto
de los niimeros naturales a través del analisis de situaciones geométricas (Anexo 2.3),
utilizando el registro numérico, grafico y analitico sin una conversion entre ellos. Estas
tareas demandan la aproximacion del perimetro, el area y el volumen de determinadas
figuras geométricas, usando el método de exhaucion, a fin de obtener un niimero que

representa el limite. Las aproximaciones, por defecto y por exceso, involucran de forma
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implicita contenidos matematicos (infinito, funcion, limite lateral, tendencia de funciones,

limite).

SCK: Conocimiento especializado del contenido

Se estudia a partir de la aproximacioén desde la que se plantea la ensefianza del
concepto de limite al infinito de una funcién y la justificacion de dicha eleccion desde el
punto de vista del rigor de la matemadtica. Involucra el conocimiento de los procedimientos
que llevan a proporcionar una respuesta incorrecta en el calculo del limite y la justificacion
de la eleccion de determinados registros de representacion semiotica desde el punto de vista

matematico.

Las tareas propuestas por el PMC permitieron reconocer que el estudio del topico se
establece desde la aproximacion meétrica, la cual estd vinculada a diversos conceptos
matematicos que son necesarios para su comprension pero no los menciona. Al analizar la
propuesta del investigador, reconoce que las tareas planteadas se enmarcan desde la
aproximacion dinamica e indica que esta manera de proceder desfavorece la comprension
del topico desde la métrica.

PMC: ;Coémo logramos después que ellos (los estudiantes)... se metan en la
cabeza el significado de los épsilon-delta’... ;el significado de las
vecindades o puntos de acumulacion o desde la topologia con la version
métrica del concepto de limite?... entonces... yo no estoy diciendo que

todo eso se tenga que lograr en una sola (planificacion)... algo se tiene
que rescatar.

Este protocolo revela que para este profesor es fundamental que los estudiantes
logren dotar de significado a los elementos involucrados en la definicion del topico desde la
aproximacion métrica, tales como la notacion épsilon-delta y las vecindades o puntos de

acumulacion.
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HCK: Conocimiento del horizonte matematico

El andlisis de este subdominio del MKT contempla el conocimiento del PMC sobre
la evolucion del concepto de limite al infinito de una funcion a lo largo de las diversas
etapas educativas y las similitudes/diferencias que guarda con otros limites, para establecer
el fundamento matemdatico de lo que vendrd después. Involucra las consecuencias
matematicas conflictivas de algo que se ha dicho de manera explicita o implicita. Se analiza
a partir de cémo el profesor justifica la importancia del estudio del topico desde el ambito
curricular (Sosa, 2011) y como influye el desarrollo historico del concepto de limite en sus
decisiones al plantear las tareas. Este tipo de conocimiento aporta perspectiva a los
profesores en su quehacer profesional (Ortiz et al., 2012). Hemos enmarcado el HCK del
PMC en tres ambitos: a) Los contenidos matematicos (previos y posteriores) asociados al
topico; b) Los distintos tipos de limite que son objeto de estudio en la matematica escolar; y

¢) El uso inadecuado del lenguaje matematico.

a) Contenidos matemdticos (previos y posteriores) vinculados al topico limite al infinito

Durante la entrevista, sefala los contenidos matematicos previos al tratamiento del
concepto de limite al infinito de una funcién (sucesiones, maximos, minimos, supremos,
infimos, sumas infinitas, Teorema de Pitagoras, volimenes, areas y perimetros) y en las

tareas de su planificacion se confirma su uso.

PMC: Los chavos tienen que saber.. qué es una sucesion creciente...
decreciente... qué significa que la sucesion sea acotada por arriba... por
abajo o superiormente... inferiormente... tiene que tener una definicion
de elementos de supremo... de mdximo... de infimo y minimo... deben de
saber que hay sucesiones que tienen supremo y no tienen mdximo... y
hay sucesiones que su mdximo y supremo coinciden... igual... el infimo
con el minimo... como se deducen las sumas uno mds dos mds tres mds
cuatro mds cinco mds seis mds siete hasta n... la formula para sumar los
primeros n nimeros naturales... la suma de los primeros cuadrados
naturales... los primeros cubos... la definicion de sucesion geométrica es
Jundamental y la definicion de sucesion aritmética... digamos son los
elementos minimos que yo requiero para empezar a meterlos a la
construccion... de este concepto (limite al infinito de una funcion).
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Considera que estos contenidos matematicos son elementales para el estudio del
topico y en consecuencia establecer la definicion matemadtica correspondiente. Cuando
analiza la planificacion del investigador, reconoce a la funcion inversa como un tépico

previo para la resolucion de las tareas.

Por otra parte, el PMC revela un conocimiento sobre los contenidos vinculados al
concepto de limite al infinito de una funcion, cuyo tratamiento es posterior (continuidad,
integral definida, propiedades de limites). Se confirma cuando propone, en su planificacion,

el estudio de las aplicaciones del topico en el contexto intramatematico (Anexo 2.3).

I: ;Por qué los estudiantes tienen que aprender limites al infinito?

PMC: En todos los conceptos claves del Cdlculo Diferencial e Integral estd
presente el limite al infinito... va la redundancia en el mismo tema de
limites... en el tema de la continuidad... la integral definida es un limite
al infinito... o sea es el limite de una suma de Riemann... las
propiedades también involucran ese concepto... entonces gran parte de
la teoria del cdlculo... involucra el concepto.

Desde nuestra perspectiva, la importancia que tiene la conexion de los contenidos
matematicos, en el proceso de ensefianza, radica en reconocer el sentido que tiene el estudio

del topico y su trascendencia, aspecto que la ensefianza tradicionalista poco favorece.

b) Los tipos de limite

El PMC evidencia un conocimiento de los distintos tipos de limite (limite al infinito,
limite infinito, limite al infinito en el infinito, limite puntual finito), objeto de estudio en la
matematica escolar. Al explicarlas usa la idea de procesos infinitos asociados a una

situacion limite (resultado finito o infinito).

PMC: Muchos contenidos de la matemdtica involucran procesos infinitos... los
que tienen asociados una situacion limite te llevan a la definicion del
limite al infinito... los que no tienen asociados una situacion limite te
puede llevar a la definicion de limite infinito... y hay otro tipo de
procesos infinitos... aquellos que son procesos infinitos en el infinito o
sea el limite al infinito del infinito ... ve como estd el esquema... infinito y
sus acepciones... procesos infinitos... topicos de limites infinitos y...
limite puntual finito.
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En particular, las tareas de su planificacion se centran en el estudio del concepto de
limite al infinito de una funcién, es decir, de procesos infinitos que tiene como resultado un
numero finito. Las actividades que plantea involucran el analisis de situaciones geométricas

usando el método de exhaucidn.

¢) El uso inadecuado del lenguaje matemdtico

Una limitaciéon que el PMC identifica en la planificacion del investigador, desde el
punto de vista matematico, es el uso inadecuado del lenguaje para nombrar a los valores
numéricos. Sin profundizar en ello, indica que es conveniente clarificar medidas para que
los estudiantes comprendan el contexto (enfermedades epidémicas) desde la que se
plantean las tareas.

PMC: Aqui (PI: Actividad 6, item 1) nada mads... la poblacion en miles de
millones.
I:  Aja en millones ;no?

PMC: Alli le puse una marquita... es que mira... estd bien las cantidades son
grandes ;no?... pero... es bueno ir clarificando medidas... este contextos.

Esto es importante, ya que uno de los objetivos de la instruccidon matematica es el
uso adecuado del lenguaje matematico para comunicar los resultados y procedimientos en

la resolucidn de las tareas.

Desde un punto de vista matematico, el HCK le permite al PMC tomar decisiones

sobre el disefio de las tareas para el aprendizaje del topico.

KCS: Conocimiento del contenido y los estudiantes

Este subdominio del MKT se estudia a partir del conocimiento que tiene el PMC del
proceso cognitivo de los estudiantes ante determinadas tareas o situaciones de ensefianza
que se les plantean. Se analiza a partir de como el profesor predice que las tareas pueden ser

de interés o no a los estudiantes por el contexto, de los errores y las dificultades que pueden
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encarar a fin de prevenirlas o en su caso que las superen, asi como de los posibles
obstaculos de tipo didactico y/o cognitivos que pueden manifestarse. Presentamos este
conocimiento en el marco de cuatro aspectos: a) Influencia del contexto en el aprendizaje
del estudiante, b) Errores y obstaculos que presentan los estudiantes en el tratamiento del
topico, c¢) Procedimientos que ponen en juego los estudiantes, y; d) Evaluacion del

aprendizaje.

a) La influencia del contexto en el aprendizaje del estudiante

Las tareas planteadas se enmarcan en dos contextos: intramatemdtico y
extramatemdtico. Para el desarrollo del tdpico, propone tareas en el contexto
intramatemdtico que demanda el analisis de situaciones sobre el calculo de areas y
perimetros de figuras geométricas usando el método de exhaucion. Esta forma de proceder,
ayudaria al estudiante comprender los elementos involucrados en la definicion formal del
topico, tales como la notacion €psilon delta y las desigualdades; y en consecuencia dotarlo
de sentido y significado desde la propia matematica.

I: ;A qué se debe (que la PC involucre sucesiones)?

PMC: El modelo clisico (la definicion del limite al infinito desde Ia
aproximacion métrica) ya contiene sucesiones... pero como yo aprovecho
el hecho de que mis procesos infinitos se conectan con una situacion
limite... ya sé el papel que juega el para todo épsilon... ya mis alumnos
saben... que ya no importa agarrar un épsilon punto uno que es el que
nos interesa... los chiquitos mayores que cero... porque nos dicen como
se precisa de forma rdpida la convergencia... le digo no pues que tome
épsilon igual a un millon [o un billon] no pasa nada mientras entiendan
que este valorcito (se refiere al épsilon) es fundamental... o sea se logra
que a partir de n grande igual a mil ya son despreciables las diferencias

en cuanto al comportamiento del proceso infinito... yo al menos ya
habré logrado a estas alturas una madurez con los muchachos.

Al analizar las tareas de la planificacion del investigador, el PMC reconoce que se
enmarcan en el contexto extramatemdtico. Sefiala que son interesantes porque contribuyen
a que el estudiante dote de sentido y significado al topico, en un ambito diferente a la
matematica, ya que involucran explicitamente un modelo matematico (funcion logistica) y

un contexto especifico (enfermedades epidémicas). Ademads, motivan la reflexion sobre los
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procedimientos y la argumentacion de las soluciones, lo cual es relevante desde el punto de

vista didactico.

PMC: Aqui (PC: Actividad 6, inciso c¢) te puse... me parecen interesantes
algunas actividades que tii propones... estd bien eso de estudiar... la
curva logistica... el control de enfermedades... eso estd muy atractivo
porque muchas veces el concepto de limite no aparece explicitamente en
un modelo matemdtico asi como formula construida... muchas veces
aparece con datos entonces hay que estudiar grdficas... interpretar alli
tablas y no significa que no estamos trabajando el limite al infinito... estd
alli presente... por eso alli le puse las actividades que tii pones me
llaman mucho la atencion.

Estos argumentos presentados por el PMC lo llevan a optar por algunas tareas
propuestas por el investigador. No obstante, reconoce que el contexto extramatemdtico es
limitado para la ensefanza del topico porque desfavorece definirlo desde la aproximacion
métrica, provocando una comprension limitada; es incoherente con la realidad dado que al
inicio del registro, la cantidad de personas infectadas debe ser distinta de cero; y el dominio
y el rango de la funcion logistica estan acotadas al conjunto de los nimeros naturales, pero

se emplean los reales.

PMC: A pesar de que nosotros iniciamos... con situaciones problema el
objetivo es elevar y desarrollar la abstraccion en el estudiante... o sea
que él matematice las cosas... en su proceder y en su utilizacion del
concepto... no siempre va estar haciendo grdficas... porque él va
desarrollando su conocimiento de eso que va explorando... y en ese
nuevo contenido pues estd alli presente el concepto.

PMC: El tratamiento (de la enfermedad epidémica) a partir del tiempo cero
(sefiala la grafica de la PI: Actividad 4, item 1)... no inicia con cero
afectados... o sea a lo mejor cuando se empieza a tratar ya habia treinta
y siete (se refiere a los infectados)... y después pues se prolonga el tiempo
y se ve el niimero de infectados o la propagacion de la enfermedad.

I: Tendria mds sentido un comportamiento de este estilo (se refiere a que
en el tiempo cero la cantidad de poblacion infectada es diferente de cero).

PMC: Si.. claro... la variable independiente... segin tu modelo (funcion
logistica) si tiene sentido para todo t (variable independiente de la funcion
logistica cuyo dominio es el conjunto de los numeros reales)... pero
como... este modelito (funcidon logistica) estd asociado a un problema
(enfermedades epidémicas) hay que tener cuidado alli.
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Es decir, las justificaciones presentadas por el PMC revelan que el contexto
intramatematico ayuda al estudiante comprender la definicion del tépico desde la
aproximacion métrica, mientras que el extramatematico desde la dindmica. Para este
profesor la importancia que tiene el estudio del topico se establece en la formaciéon
matematica del estudiante y las aplicaciones que tiene en su entorno.

I: ;Por qué los estudiantes tienen que aprender limites al infinito?

PMC: Para que se formen pero ademds por las aplicaciones que puede tener o
que tiene.

Nuestra postura respecto a estos dos contextos, intramatemdtico 'y extramatemdtico,
es que contribuyen a un estudio significativo del topico cuando se combinan, favoreciendo
la comprension de la definicion formal y el estudio de las aplicaciones en otras areas del

conocimiento.

Estos protocolos ponen de manifiesto la importancia que tiene la seleccion de los
contextos para el estudio del concepto de limite al infinito de una funcion a fin de que el

estudiante reconozca su utilidad.

b) Los errores y obstdculos que presentan los estudiantes

Durante la entrevista, el PMC evidencia un conocimiento de los errores y los
obstaculos que pueden emerger en la resolucion de las tareas sobre el concepto de limite al

infinito de una funcion.

Sin profundizar en ello, considera que los errores cometidos por los estudiantes en
el aprendizaje de un topico matematico deben ser objeto de analisis, a fin de reorientar la

enseflanza y motivarlos.

En la resolucion de las tareas sobre el topico limite al infinito, el PMC vislumbra
dos tipos de obstaculos: cognitivo y diddctico. En el aspecto cognitivo, sefiala que la propia

definicion del concepto de limite al infinito de una funcion, desde la aproximacion métrica
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y el punto de vista de las sucesiones planteada por Heine-Borel, demanda un razonamiento
mayor en el estudiante al involucrar contenidos matematicos de tipo topologico. Por ello, su
planificacion plantea el estudio del topico de forma gradual.
PMC: Es un poco complicado entender la idea al inicio (el sentido que tienen
las tareas de la PC)... pero una vez que se instaura se facilita el proceso...
y te voy a decir por qué es complicado... existe una definicion de limite
al infinito por sucesiones y la establece Heine-Borel... pero no la
establecemos asi... Heine-Borel mete este conceptos topoligicos...
conjuntos abiertos y todo ese rollo yo no digo que [este malj... estd
perfecto pero bueno hay que primero saber que el chavo ya entiende cudl

es la idea del trabajo y como se puede llegar y después se le pone la
formalizacion al nivel riguroso que uno quiera.

Por cuanto a los obstaculos de tipo diddctico, el PMC reconoce que la ensefianza
tradicionalista ha favorecido el estudio de los procesos infinitos usando la teoria del finito,
provocando que los estudiantes tengan interiorizado la idea de finitud y en consecuencia
una escasa comprension del topico. En el marco de la planificacion contempla el analisis de
procesos infinitos asociados a una situacion limite, es decir, la resolucion de tareas que
demandan el estudio de situaciones geométricas usando el método de exhaucion y que
tienen como finalidad establecer la definicién del topico, en un primer momento, en el
conjunto de los numeros naturales y en otro desde los reales.

I: Hay un cambio de notacion.
PMC: Es alli (PC: Actividad 5, inciso a) donde veo el cambio (de los numeros
naturales a los reales) y ya no se me complica porque ya le di mucho a

este (lim,_, f(n) =1,n € N) con dos problemas (PC: Actividad 3,
inciso a y b)... entonces yo creo que es una extension de dominio.

Su experiencia docente le permite reconocer que la planificacion del investigador
puede inducir a obstaculos de tipo didactico. Las razones que establece son las siguientes:
1) el planteamiento de tareas que demandan el célculo de valores del dominio de la funcion
logistica a partir de su imagen, exige un mayor razonamiento; 2) el uso de cantidades
continuas en un contexto (enfermedades epidémicas) que involucra Unicamente valores
discretos, imposibilita diferenciar el trabajo desde el propio contexto y desde el punto de

vista matematico; 3) la elaboracion e interpretacion de graficas, en un ambiente de lapiz y
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papel, cuando la funcidon logistica involucra niimeros decimales, es complejo; y 4) la
movilizacion del contexto intramatematico al extramatemdatico para el andlisis del
comportamiento de la funcion logistica puede inducir a interpretaciones erroneas.
PMC: El modelito matemadtico ese si lo pueden hacer como quiera pero cuando
uno regresa a interpretar el problema... pues hay necesidad también de
interpretar el sentido de las variables... desde mi punto de vista el
estudiante al ver estas cosas pues... él dice que su funcion es
matemdtica... él razona asi y hace cosas asi y al final cuando le

preguntas qué paso con el problema... se da el caso de que pueda decir
quién sabe pero mi funcion se comporta asi.

Estos aspectos llevan al PMC a establecer la necesidad de redisenar las tareas. Las
modificaciones que propone contemplan el estudio de la asintota horizontal a partir del
contexto de las enfermedades epidémicas y el andlisis de la funcion logistica involucrando

mas valores numéricos.

¢) Los procedimientos que ponen en juego los estudiantes

Con base en su practica docente, el PMC prevé los procedimientos que ponen en
juego los estudiantes en la resolucion de las tareas. En el andlisis de la planificacion del
investigador, sefiala que es probable que los estudiantes: 1) no recuerden el significado de
la asintota horizontal, obstaculizando el desarrollo de las tareas; 2) relacionen las graficas
de la funcion logistica con su expresion analitica, debido al desarrollo de la actividad 1
deduzcan la expresion analitica de la funcion logistica a partir de las tablas de valores
(Anexo 2.4); y 4) reconozcan que conforme aumenta el tiempo indefinidamente la
propagacion de la enfermedad tiende a estabilizarse porque fue temporal o hubo
intervencion de las autoridades. La siguiente unidad de analisis evidencia este Ultimo
aspecto.

PMC: Tomando en cuenta los datos qué comportamiento presenta la cantidad
de poblacion infectada cuando el tiempo aumenta (P1. Actividad 3, item
2, inciso b)... van a aproximar mds o menos de forma andloga como
procedieron anteriormente (se refiere a las actividades 1 y 2 de la PI)...

que para cierto valor... antes de cierto tiempo... la propagacion... se
dispara un poco o crece mds rdpido que a partir de cierto valor en el
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tiempo ;no?... se estabiliza... y las interpretaciones en el contexto del
problema pues otra vez... a lo mejor hubo intervencion... la enfermedad
fue temporal no sé... factores que... se van comentando ;no?

Respecto a su planificacion, predice que los estudiantes cuestionen si el concepto de
limite al infinito de una funcién puede verse como un teorema.
PMC: Alguien me decia (se refiere a los estudiantes) oye y... la definicion del
limite al infinito ;no se puede ver como un teorema?... le digo no... como
se va ver como teorema es imposible... dice pero es que estd en términos

de épsilon y todos los teoremas casi tienen eso el limite... si pero... este
no tiene esa categoria estas son las razones.

Su practica docente le permite reconocer que los estudiantes poseen ideas intuitivas
sobre el topico, las cuales deben ser aprovechadas en la ensefianza. Asimismo, prevé un
desarrollo de la competencia numérica y se cuestiona como fortalecerlo en los registros de
representacion grafico, analitico y lenguaje coloquial.

PMC: ElI (se refiere al estudiante) si puede identificar en cuatro registros... la

labor se le facilita mds... en el numérico... bueno como lo llevo... a que
se fortalezca en aquél (en otro registro de representacion semiotica).

d) La evaluacion del aprendizaje

Para determinar el alcance del objetivo planteado en el estudio del topico, el PMC
contempla la participacion de los estudiantes; la resolucion de las tareas; las cuatro fases en
las que se organiza su planificacion (aproximacion, formalizacion, identificacion y
aplicacion); y la resolucion de problemas que demandan la aplicacion del topico en
diversos contextos y la justificacion del limite usando la notacion épsilon-delta. La
valoracion de estos aspectos facilita la toma de decisiones en el estudio del tdpico.

I: Como evaliia el conocimiento ya adquirido del limite al infinito.
PMC: Suponemos que conduje el proceso... revisé las actividades... valoré las
participaciones... todo... hay dos maneras... una de las maneras es
[propiamente] poner a trabajar al chavo con el concepto y su

aplicacion... aqui (PC) ya cuando paso por esto (fase 4 de la PC)... puedo
proponerles algunos problemas donde mi objetivo... no sea que calculen

99

—
| —



CAPITULO IV. Resultados José Rafael Couoh Noh

sino que el objetivo es que construyan un modelo matemadtico que
permita estudiar la situacion... hasta alli puedo llegar... o les puedo
pedir mira... este es el valor de este limite... quiero que me ayudes a
Justificarlo.

Para el PMC la evaluacion del aprendizaje debe ser continua y contemplar distintos

criterios, a fin de tener una mejor aproximacion del aprovechamiento del estudiante.

KCT: Conocimiento del contenido y la ensefianza

Se analiza a partir de como el PMC organiza las tareas para el estudio del topico y
justifica la eleccion de los registros de representacion semiotica, desde el punto de vista
metodoldgico, a fin de que los estudiantes comprendan el concepto de limite al infinito de
una funcion. Se estudia a partir de como el profesor organiza el trabajo en el aula de clases
y su justificacion. Desarrollamos este conocimiento en el marco de tres aspectos: a) La
secuenciacion de las tareas; b) La justificacion de la eleccion de los registros de
representacion semidtica, desde el punto de vista didactico; y ¢) La organizacion del trabajo

en el aula de clases.

a) La secuenciacion de las tareas

Para el PMC es muy importante la exploracion de propuestas de ensefianza porque
reconoce que la ensefianza tradicionalista poco contribuye a dotar de sentido al topico. En
ese sentido, su planificacion se establece desde una orientacion metodologica, cuyo disefio
es producto de su tesis doctoral, que involucra cuatro fases: aproximacion, formalizacion,
identificacion y aplicacion (Anexo 2.3). Estas fases determinan la secuenciacion de las
tareas cuyo objetivo es la asimilacion del concepto de limite al infinito de una funcion.

I:  ;Cudl es el objetivo principal de esta planificacion (PC)... es decir... qué
es lo que usted quiere lograr con esto?
PMC: El objetivo principal es la asimilacion del limite al infinito... para lograr

la asimilacion se deben de cumplir cuatro cosas (se refiere a las fases de
su planificacion)... son las que puse por alli (en la PC)... o sea la
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aproximacion al concepto... formalizacion del concepto... identificacion
del concepto y aplicacion del concepto desde mi posicion.

La primera fase, aproximacion, propone el calculo del limite de funciones con
dominio en los naturales y la identificacion de los limites al infinito; involucra las tareas 1 y
2. El apartado presenta algunos limites que son objeto de estudio en Calculo I.

I: ;Cudles son las actividades que pertenecen a la primera fase que usted
llama aproximacion?
PMC: La primera fase es digamos toda la actividad uno ... que son cdlculos con

limites en dominios naturales... menciono una clasificacion... con mds
fortaleza es la actividad uno y la actividad dos.

La segunda fase, formalizacion, pretende establecer la definicion del topico desde el
punto de vista del rigor de la matematica. Las tareas que incluye son la 3, 4 y 5 inciso a. La
tarea 3 propone el analisis de dos problemas de tipo geométrico sobre la aproximacion de
areas y perimetros para caracterizar los procesos infinitos que tienen asociado una situacion
limite. Demanda el estudio de problemas como la Curva de Koch y Aquiles y la Tortuga
para analizar los procesos infinitos que no tienen asociado una situacion limite y
diferenciarlos de los que si tienen. La tarea 4 plantea la discusion de las caracteristicas de
los procesos infinitos y la situacion limite. La tarea 5, inciso a, induce a los estudiantes a
establecer la definicion del topico limite al infinito en el conjunto de los numeros reales.
Esta fase adquiere relevancia en el estudio del concepto de limite al infinito de una funcién
porque plantea actividades para su desarrollo.

PMC: ;Qué es la etapa de formalizacion? ... se aprovecha la actividad de tipo
un tanto intuitivo que se hace aqui (PC: Actividad 3) y el objetivo
principal llegar a la definicion del concepto... donde el meollo del asunto

es en el caso de dominios naturales... porque el otro saltito lo hacemos
por extension de dominios.

La tercera fase, identificacion, propone caracterizar los procesos infinitos que tienen
asociado una situacion limite. Involucra la tarea 5, inciso b, que plantea el céalculo de

limites al infinito y su justificacion.
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I: La actividad cinco (PC: Actividad 5)... ;a qué fase pertenece?

PMC: A la fase tres... identificacion... aqui (PC: Actividad 5, inciso b)...
analizo los limites... todos los problemas tienen conectado una situacion
limite los voy metiendo a que ellos digan... qué los caracteriza... ;qué
diferencia los procesos infinitos que tienen o no situacion limite?

La cuarta fase, aplicacion, presenta la resolucion de problemas en el contexto
intramatematico y extramatematico y el desarrollo de la teoria asociada al topico
(propiedades de limites), usando la definicion clasica épsilon-delta. Contempla la actividad

6y7.

I: La ultima fase (aplicacion)... jes la siete (PC: Actividad 7)?
PMC: No... desde aqui mira (PC: Actividad 6)... agui (PC: Actividad 5, inciso
b) acaba digamos todo lo anterior (fase de identificacion).
I: ;La actividad seis?
PMC: Claro los alumnos analizan problemas dentro de la matemdtica y fuera
que involucran el concepto de limite al infinito construyen los modelos
matemdticos... los analizan... y se dan solucion a dichos problemas.

Culminadas las cuatro fases de su planificacion, el PMC propone el estudio de los

teoremas asociados al concepto de limite al infinito de una funcién pero no los menciona.

I: ;En qué momento... presenta definiciones... teoremas?
PMC: Ya que haya formado la definicion ya ahora si vienen todos los teoremas.
I: /Es antes de la aplicacion?

PMC: No... ya pasé la aplicacion... ya fuera de ello... ahora si ponles teoremas
todos los que quieras... antes no... porque no acabo... imaginate
establezco apenas la definicion y el teorema ;no?... o sea asimilo el
concepto y después analizo todas sus propiedades ... no pasa nada.

Con base en estas fases, reconoce que las tareas planteadas por el investigador
permiten identificar que se trata del concepto de limite al infinito de una funcion, es decir,

diferenciarlo de otros tipos de limite; por ello, acepta desarrollarlas.

I: ;La planificacion dada (sec refiere a la PI) contribuye... al aprendizaje del
limite al infinito?

PMC: Desde mi punto de vista... contribuye a favorecer un cierto nivel de
desarrollo en el proceso de asimilacion del limite al infinito pero no creo
que ya... porque al revisar las actividades... da bien para un cierto nivel
de desarrollo... es la aproximacion al concepto... al menos el alumno ya
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a estas alturas... si se logra que él identifique que no se trata de un limite
infinito... tampoco se trata de un limite finito puntual o puntual finito... no
se trata de un limite infinito al infinito... se trata de este (se refiere al
concepto de limite al infinito de una funcioén)... con estas caracteristicas.

No obstante, reconoce que la propuesta del investigador es limitada para un
tratamiento profundo del topico limite al infinito. Las justificaciones que presenta se
establecen en dos aspectos: 1) la funcidon logistica utilizada tiene un comportamiento
parecido en todos los casos, poco varian sus parametros; y 2) las preguntas planteadas son
similares, en consecuencia también las respuestas. Por ello, plantea redisefiar las
actividades con base en estos aspectos.

PMC: Al revisar toda la actividad (se refiere a la PI)... yo entiendo que pues es
estudiar esta curva (funcion logistica)... la entiendo pero casi en todas las
actividades (de 1a Pl)... al final... hay dos donde tu preguntas... creo que el
modelo no sé... la formula algo asi... todas son de esa misma clase y nada

mds varia el numerito este (se refiere a uno de los pardmetros de la
funcion logistica).

Este profesor propone estudiar el limite finito a partir del limite al infinito con el
proposito de dotarlo de significado, pues reconoce, desde su experiencia docente, que la
ensefianza tradicionalista poco favorece la conexion de estos dos topicos.

PMC: Los disefios para el tratamiento del concepto de limite a partir del...

limite al infinito... se ganaria mucho... primero la gente entenderia cudl
es el significado y porque estudiar digamos este concepto.

b) La justificacion de la eleccion de los registros de representacion semiotica: numérico,

grdfico y analitico

Durante la entrevista, el PMC sefiala que los registros de representacion semidtica
son muy importantes en el estudio del topico. Desde su punto de vista, facilitan el acceso al
objeto matematico y su comprension, dado que en el aula de clases se tienen estudiantes
con distintas competencias matematicas. Esto lo sabe por la revision de la literatura

cientifica.
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PMC: Los registros son fundamentales... yo si coincido con Raymond Duval...
dice... que un nifio o un adulto o una persona aprende... cuando él
identifica un objeto... un concepto... en sus diferentes registros de
representacion y cuando €l es capaz de hacer la transicion de un registro
a otro sin que pierda digamos la esencia de la idea fundamental acerca
de la descripcion o comportamiento de ese objeto matemadtico...

Las tareas de su planificacion contemplan tres tipos de registros de representacion
semiotica: numeérico, grdfico y analitico. El registro numérico se favorece a través de la
elaboracion de tablas de valores para aproximar el perimetro y el area de los cuadrados
inscritos, asi como el de la circunferencia y el circulo, respectivamente (Ver anexo 2.3); el
registro grdfico con la realizacion de graficas en el plano cartesiano a partir de las tablas de
valores; y el registro analitico mediante el uso de la notaciéon matematica correspondiente

para establecer la definicion formal del concepto de limite al infinito de una funcion.

I: ;Cudles son los registros de representacion semiotica del limite al
infinito en especifico que son los que digamos favorece?

PMC: Son bdsicamente... el numeérico... yo aprovecho que estas ideas (se refiere
al calculo de areas de figuras inscritas, ver PC: Actividad 3, inciso a y b)
las vayan planteando alli en una tablita y vayan viendo los
comportamientos... el grdfico... hago la comparacion de éstas cosas
(figuras de la PC: Actividad 3, inciso a y b)... se ponen alli... curvas o
puntos si son sucesiones (realizan graficas del comportamiento que
presentan las figuras de la PC: Actividad 3, inciso a y b)... aqui (PC:
Actividad 3, inciso a)... van anotando... las interpretaciones... las
Justificaciones y... yo le voy dando un intento de formalidad a esas
interpretaciones... para que se vaya facilitando después en el desarrollo
del proceso y en el camino hacia el concepto de limite al infinito.

Si bien estos registros juegan un papel relevante en el aprendizaje del topico, el
PMC reconoce que debe prescindirse de ellos porque sirven unicamente para acceder al
objeto matematico y no son el foco de las tareas planteadas.
PMC: ... si prescindimos de esos registros él entiende el objeto... él entiende la
definicion del objeto... si lo logramos ya la hicimos... la idea es...
prescindir de esas cosas... en un primer momento si tenerlas... porque

nos dan elementos para saber si él va evolucionando en esa
COMPrension... por eso creo que son importantes.
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¢) La organizacion del trabajo en el aula de clases

La forma de organizacion del trabajo en el aula de clases se establece de manera
individual y en equipo (dos integrantes). Su justificacion remite a la cantidad de estudiantes
de su contexto particular, la UAM-UAGro, donde en promedio el nimero de alumnos por
aula de clases es veinte.

I: ;Como desarrollan las actividades por equipos... individual?
PMC: Casi siempre los pongo por parejas... para... el andlisis de los problemas
estos de tipo geométrico... hay actividades (en la PC) que ellos hacen

solitos pero hay actividades donde son... en conjunto... lo que pasa es
que nuestros grupos son chiquitos aqui en la licenciatura.

Respecto a los equipos de trabajo, coincide con el investigador en que éstos deben
incluir al menos un integrante que tenga conocimientos consistentes en Calculo Diferencial
y propone incorporar, en cada equipo, un estudiante cuya habilidad matematica este
desarrollada en el registro numérico. Esta forma de proceder posibilitaria generar debate

entre los estudiantes y en consecuencia fortalecer sus competencias matematicas.

Su papel en el aula de clases se instaura a nivel de orientador en la resolucion de las
tareas para que los estudiantes se apropien del contenido matematico. Otra de sus funciones
consiste en institucionalizar el conocimiento matematico, es decir, establecer la definicion
formal del topico usando la notacidn matematica correspondiente.

I: ;Cudl es el papel principal que usted desemperiia en el aula durante el
desarrollo de esta leccion (se refiere a la PC) y cudl es el del estudiante?

PMC: Ser un orientador del proceso... yo tengo.. la mds grande

responsabilidad de que las cosas puedan salir bien o puedan truncarse...

cuando ya llegamos al contenido matemadtico... en particular la

definicion... esa definicion tiene que ser solida... tiene que darnos como
generalizacion de lo que ti llamas topico del limite al infinito.

La resolucion de las tareas se establece en un ambiente de lapiz y papel y el tiempo
destinado para el estudio del topico es variable. El PMC contempla diez horas, mientras que
el investigador tres horas y veinte minutos. En el andlisis de la propuesta del investigador,

sefiala que el tiempo considerado es factible si el profesor cuenta con una adecuada
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formacion matematica y los estudiantes poseen los conocimientos previos para el

tratamiento del topico.

I: Para el desarrollo de las actividades (de la Pl) se estd considerando dos
sesiones de 100 minutos cada uno... ;serd adecuado este tiempo y por
qué?

PMC: Yo creo que si porque trabajarias cuatro modulos en... la practica son
cuatro modulos... es factible pero depende mucho... de dos cosas...
primero el profesor tiene que estar formado este desde el punto de vista
matemdtico... sobre el contenido de fondo es importante... sus diferentes
representaciones como se conecta uno de otro... sus interpretaciones y la
asociacion con el problema que estd analizando es importante eso es lo
primero y... lo segundo... debe asegurarse como algunos conocimientos
bdsicos... que el alumno tenga para poder hacer operativo.... cuatro
modulos serd adecuado para incluso platicar... exponer... aclarar
cosillas hacer otras generalizaciones de las que se puedan desprender.

De esta manera, el contexto real del aula de clases (la cantidad de estudiantes y las
herramientas didacticas disponibles en la institucion) condiciona la manera en la que se

ensefia el topico limite al infinito de una funcion.

KCC: Conocimiento del contenido y el curriculum

Este subdominio del MKT se estudia a partir de los documentos curriculares y los
materiales de ensefianza que utiliza el profesor para plantear las tareas sobre el concepto de
limite al infinito de una funcion. Se analiza a partir del conocimiento que moviliza el PMC
acerca del enfoque propuesto para el tratamiento del topico y los contenidos matematicos
relacionados; y como el tiempo escolar influye en sus decisiones. Presentamos este
conocimiento en el marco de dos aspectos principales: a) El programa de estudios de la

UAM-UAGtro; y b) Los materiales de ensefianza utilizados para plantear las tareas.

a) El programa de estudios de la UAM-UAGro

La planificacion presentada por el PMC se enmarca en su contexto particular, el

programa de estudios de la UAM-UAGro (México) que plantea la ensefanza del concepto
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de limite de una funcidén. Aun cuando no establece de forma explicita el tratamiento del
concepto de limite al infinito de una funcion, el PMC sabe que su estudio es importante
desde el punto de vista matematico, ya que es fundamental para la introduccion de otros
contenidos del Calculo Diferencial e Integral y del Analisis Matematico. A partir de este
programa opta por una ensefianza del topico desde la aproximacion métrica. En el analisis
de la planificacion del investigador reconoce que el foco es el estudio del concepto de
limite al infinito desde la aproximacion dindmica. Por ello, sefiala que esta propuesta es

distinta al que exige el programa de estudios de su contexto.

I: ;Qué tan apegado se encuentra el objetivo de esta planificacion (se
refiere a la PI) respecto al curriculum mexicano?

PMC: Pues mira obviamente esto (se refiere a la PI) es de entrada pues distinto
a.. como se propone digamos... el trabajo con el concepto en el
curriculum... no tiene... una correspondencia directa en el sentido de
que el punto central del curriculum mexicano... en particular el de la
universidad (UAM-UAGro)... es centrarse en el estudio del limite
puntual... generalmente el limite al infinito... no es el meollo del asunto
en el tratamiento del concepto de limite... casi siempre viene propuesto el
trabajo de la siguiente manera... una introduccion intuitiva o definicion
intuitiva del limite.

Durante la entrevista, pone de manifiesto que el estudio del concepto de limite al
infinito de una funcidén estd asociado al del limite de una funcion. Lo considera una
deficiencia curricular, pues conlleva a que los profesores tomen decisiones en el
tratamiento del topico, tales como la profundidad de su estudio y el desarrollo de la teoria

necesaria para abordarlo.

I: ;Qué objetivo plantea el curriculum respecto al concepto de limite al
infinito?

PMC: No estd explicito... yo creo que los que hicieron eso (el programa de
estudios)... parten del principio de que la gente que ve un programa...
debe entender y desmenuzar la idea... yo he visto a colegas... incluso a
mi me ha pasado... los desarrollos asi como estdn (planteados en el
programa de estudios)... llega un momento en el que no tengo el
desarrollo de la teoria necesaria para estar en esta parte (sc refiere a la
secuenciacion de los contenidos matematicos)... me veo en... una etapa de
preocupacion... y ahora como le hago... supuestamente yo trabajo esas
cosas (contenidos del Calculo Diferencial)... pero aqui (se refiere a
cualquier concepto matematico) necesito en particular este principio esta
definicion o este teorema y claro que no me regreso... ese es el problema
de que no estdn desglosadas muchas cosas (en el programa de estudios)...
estan enunciadas de manera general... el que lo hace (los que disefan
los programas de estudios) piensa que la gente lo entiende.
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Otra deficiencia curricular que reconoce es la desvinculacion del estudio del

concepto de limite finito con el del limite al infinito.

b) El libro de texto y la literatura cientifica

Su experiencia como profesor de matematicas e investigador en el area de la ME le
permite contemplar diversos recursos didacticos para la ensefianza del concepto de limite al
infinito de una funcidon. Por ello, las tareas que plantea provienen de dos fuentes

principales: el libro de texto y la literatura cientifica.

El PMC admite que los libros de texto son utiles para la seleccion de las tareas. En
el marco de la planificacion, reconocemos que las actividades planteadas provienen de
libros de texto de Geometria, Célculo Diferencial e Integral y Analisis Matematico, las

cuales son redisenadas con base en el objetivo planteado.

I: ;Las actividades... usted las crea... son de su disefio o... las retoma de
algiin lugar?

PMC: Ah no para nada yo te puedo asegurar que ninguna es de mi creacion...
por ejemplo esta actividad (PC: Actividad 3, inciso a)... no tengo
precision de qué libro la haya retomado.

I: ;Ahpero es de un libro?

PMC: Si... son de libros cldsicos que hablan de sucesiones... que hablan de

cdlculo.

Para este profesor es insuficiente el uso del libro de texto, por ello, contempla

actividades que provienen desde la literatura cientifica (Anexo 2.3).

I: Esta actividad (PC: Actividad 3, inciso a)... para mi es nueva.

PMC: Ah ok... hay un grupo de investigacion que hizo disefios para la
Matemdtica Educativa... estd publicado en el articulo de 2005... es un
sefior que estd en Canadd... Fernando Hitt y su equipo de trabajo... y la
que gradud en el 2005 es la que... analiza esta figurita (PC: Actividad 3,
inciso a)... este grupo de investigadores fue el que hizo... algunos
disefios para estudiar el cdlculo en general y hablaban de procesos
infinitos y de otras cosillas... hay muchas situaciones por ejemplo estdn...
la espiral y todo eso... esta idea nace de tomar cuadrados dividir los
lados a la mitad y tomar otros cuadrados dividirlos a la mitad y formar
otros cuadrados y de alli salen estas variantes.
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Esta forma de proceder es relevante para y en la formacion de los profesores de
matematicas, ya que desde nuestra perspectiva el uso de diversos materiales para la
planificacion de la ensefianza de un topico en particular, brinda una perspectiva mas amplia

sobre su tratamiento.

Los protocolos sefialados muestran que el PMC manifest6, a niveles diferentes,
aspectos del MKT en la planificacion del concepto de limite al infinito de una funcion para
su ensefianza. En el CCK present6 la definicion formal del tdpico desde la aproximacion
métrica, al explicarla utiliz6 la idea de procesos infinitos asociados a una situacion limite y
alude a contenidos matematicos vinculados al toépico. En su planificacion incorpora tareas
centradas en establecer la definicién del concepto de limite al infinito de una funcion,
utilizando el registro numérico, grafico y analitico. En el SCK manifesté que el concepto de
limite al infinito puede estudiarse desde dos aproximaciones: dindmica y métrica En
particular, opt6 por la métrica debido al nivel educativo en el que se encuentra inmerso. En
el HCK revel6 los contenidos matematicos (previos y posteriores) vinculados al concepto
de limite al infinito. Reconocio los distintos tipos de limite que son objeto de estudio en la
matematica escolar e identificé un error en el uso del lenguaje matematico. En el KCS
predijo que los estudiantes se interesaran en la resolucion de problemas en el contexto
intramatematico y extramatematico. Asimismo, contemplo las dificultades siguientes: la
identificacion del sentido que tienen las tareas, el calculo de valores del dominio de la
funcion logistica a partir de su imagen, la elaboracion de graficas en un ambiente de lapiz y
papel cuando involucran niimeros decimales y el estudio de los procesos infinitos usando la
teoria del finito. También, mencion6 como podrian actuar los estudiantes ante las tareas
planteadas: tienden a olvidar el significado de la asintota horizontal, deducen la expresion
analitica de la funcion logistica y la relacionan con su grafica e indican que conforme
aumenta el tiempo indefinidamente la propagacion de la enfermedad se estabilizé porque
fue temporal. Indic6 que la evaluacion del aprendizaje debe contemplar diversos
instrumentos y realizarse en distintos momentos. Respecto del KCT indicd que las tareas
planteadas se organizaron en cuatro fases para la asimilacion del concepto de limite al
infinito de una funcion: aproximacion, formalizacion, identificacion y aplicacion.
Manifestd que los registros de representacion semiotica facilitan la interiorizacion del

topico, pero debe prescindirse de ellos porque sirven Unicamente para acceder al objeto
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matematico. Contemplo el trabajo individual y en equipo y establecio la resolucion de las
tareas en un ambiente de 1apiz y papel donde el tiempo destinado debe ser suficiente para la
aprehension del topico. Propuso estudiar el concepto de limite finito a partir del limite
infinito con el objetivo de dotarlo de significado. En el KCC indico los contenidos
matematicos propuestos en el programa y la aproximacion desde la que se plantea el
estudio del topico. Reconocid limitaciones del programa, tales como la desvinculacion del
tratamiento del concepto de limite al infinito con otros contenidos matematicos y el no
establecer la profundidad de su ensefianza. Mencion6 que las tareas para el estudio del

topico son seleccionadas de los libros de texto y la literatura cientifica.

Consideramos que el uso de una planificacion externa permitid tener una mayor
aproximacion al conocimiento que pone en accion el PMC en las decisiones y elecciones
que hace para la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcidn, ya que cuando
analiz6 la planificacion del investigador lo justifico en su contexto particular, la UAM-
UAGro. Prueba de ello es que reconocid limitaciones en la planificacion del investigador,
tal como el uso de una funcién especifica cuyo comportamiento es similar en todos los
casos y el planteamiento de preguntas similares que llevan a respuestas iguales y propuso
fortalecerla incorporando tareas que atiendan estos aspectos. Ademas, identifico
potencialidades en las tareas propuestas por el investigador, por ello, las incorporé en un

apartado de su planificacion.
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CAPiTULO V Conclusiones

Esta investigacion determind el conocimiento que pone en accion el profesor de
matematicas en la planificacion del topico limite al infinito de una funcidén. Para tal
objetivo, se realizaron las acciones siguientes: 1) Se disefid, por el primer autor, una
planificacion del concepto de limite al infinito de una funcidn sustentada en la teoria de los
registros de representacion semiotica de Duval (1993), 2) Se analizaron las planificaciones,
sobre el topico limite al infinito de una funcidn, que plantearon los profesores, 3) Se disefio
un guidn de entrevista que involucrd aspectos relacionados con la planificacion del profesor
y del investigador sobre el topico limite al infinito de una funcién, 4) Se analizaron las
respuestas de los participantes a las preguntas planteadas en wuna entrevista
semiestructurada, y 5) Se determind el conocimiento que pone en accion el profesor de
matematicas en la planificacion de la ensefianza del concepto de limite al infinito de una
funcién, tomando como base el modelo del MKT propuesto por Ball et al. (2008). La
revision a la literatura cientifica permitié reconocer los estudios desarrollados en torno a

esta linea de investigacion, el conocimiento profesional del profesor de matematicas.

V.1. Los subdominios del MKT movilizados en la planificaciéon del concepto de

limite al infinito de una funcion

La determinacion del conocimiento que puso en acciéon cada profesor de
matematicas se sustentd de las respuestas a una entrevista semiestructurada que versé sobre
la planificacion del concepto de limite al infinito de una funcion. Con base en estas
respuestas, reconocimos la movilizacion de los seis subdominios del MKT (Ball et al.,
2008). A continuacion se describe, en cada subdominio del MKT, el conocimiento

movilizado por los profesores en la planificacion del topico:

1. Conocimiento comiin del contenido. Los profesores evidenciaron un

conocimiento de la definicion formal del concepto de limite desde la
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aproximacion métrica. Al explicarla, el PEA y el PMC, usaron la notacion
épsilon delta y la idea de aproximaciones y sucesiones; mientras que el PEB
involucr6 la idea de desigualdades en la coordinacion de los procesos de
aproximacion en el dominio y el rango de la funcion. En el marco de la
planificacion, el PMC plantea tareas enfocadas a definir el topico, mientras
que el PEA y el PEB involucran el estudio de otros contenidos matematicos

vinculados al concepto de limite al infinito de una funcién.

2. Conocimiento especializado del contenido. Saben que el concepto de limite
al infinito de una funcidon puede estudiarse desde dos aproximaciones, la
dindmica y la métrica. No obstante, el contexto particular de cada profesor
influyo en la decision para elegir una de ellas, el PEA por la dindmica, el
PEB por la dindmica y una sucinta introduccion a la métrica, y el PMC por
la métrica. Desde un punto de vista matematico, la aproximacién dinamica
permite introducirse al concepto de limite al infinito y calcular el limite de
la funcién, pero desfavorece la comprension del topico desde la
aproximacion métrica, la cual involucra la notacion épsilon delta. Respecto
a esta aproximacion, el PEA sefala que es util para justificar el valor limite
de una funcion desde el rigor de la matematica y el PMC que involucra
diversos contenidos matematicos. Otra aproximacion desde la que se estudia
el concepto de limite al infinito de una funcion es la 6ptima, revelado por el
PEB quien ademas justifico su eleccion de ensenar el topico desde el punto

de vista de las funciones matematicas.

3. Conocimiento del horizonte matemdtico. Reconocieron que el concepto de
limite al infinito de una funcion es fundamental para la introduccion de
otros contenidos del Calculo Diferencial e Integral y del Analisis
Matematico. Los profesores consideraron los contenidos matematicos

previos para el estudio del topico, tales como sucesiones, maximos,
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minimos, supremo, infimo, funcién e infinito. Asimismo, indicaron los
contenidos matematicos posteriores al estudio del topico, tales como
continuidad, derivadas e integrales. El PEA contempld exigencias
institucionales como el caso del examen de ingreso a estudios
universitarios, razon por la cual favorecio el uso de la calculadora y la regla
de L’Hopital en el calculo del limite de funciones. EIl PMC reconocio el uso
inadecuado del lenguaje matematico y los distintos tipos de limite que son
objeto de estudio en la matematica escolar. Dos profesores indicaron que las
problematicas asociadas al desarrollo historico del concepto de limite tornan
complejo su ensefianza. El PEB propuso explorar el topico en otros

conjuntos matematicos.

4. Conocimiento del contenido y los estudiantes. Indicaron la necesidad de
establecer los conocimientos previos del estudiante para el aprendizaje del
topico. Sefialaron lo que los estudiantes encontraran interesante en las tareas
propuestas; tales como el uso del inglés, el contexto extramatematico
(enfermedades epidémicas) y el contexto intramatematico (problemas
geométricos). Asimismo, indicaron las dificultades y los obstaculos que
pueden encarar los estudiantes en el estudio del topico y que los lleva a
errar, tales como: demanda cognitiva mayor tanto en el calculo de limite de
funciones que involucran nimeros decimales como el andlisis de distintas
gréaficas y tablas de valores, complejidad para asimilar el dominio y el rango
de funciones, idea erronea del infinito como algo finito por el uso de la
funcion logistica, complejidad para asimilar el topico desde la aproximacion
métrica y la perspectiva de las sucesiones, inducir a un error por el uso de la
interpolacion lineal en situaciones no lineales, complejidad para identificar
el sentido de las tareas, dificultad para la elaboracion de graficas en un
ambiente de lapiz y papel porque involucran niimeros decimales, dificultad
para transitar de variables discretas a continuas, obstaculo de tipo didactico

tanto en el célculo de valores del dominio de la funcion logistica a partir de
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su imagen como en el estudio de los procesos infinitos usando la teoria del
finito, y dificultad de tipo cognitivo por los conceptos matematicos

involucrados en el teorema de Heine-Borel.

Por otra parte, previeron formas de proceder de los estudiantes en el estudio
del concepto de limite al infinito, indicaron que €stos: utilizan propiedades
matematicas para el calculo del limite de la funcion, organizan mejor sus
procedimientos cuando calculan el limite apoyandose de los limites
laterales, olvidan el significado de la asintota horizontal, relacionan las
graficas de la funcidon logistica con su expresion analitica, deducen la
expresion analitica de la funcion logistica, indican que conforme aumenta el
tiempo indefinidamente la propagacion de la enfermedad tiende a
estabilizarse porque fue temporal, poseen ideas intuitivas sobre el concepto
de limite al infinito de una funcidén, dominan el registro numérico y tienden
a cuestionar la naturaleza de la definicion del topico. Respecto a la
valoracion del aprendizaje del concepto de limite al infinito, coincidieron en
el uso de diversos instrumentos (tareas, participaciones, resolucion de

problemas) y su realizacién en momentos diferentes.

5. Conocimiento del contenido y la ensefianza. Indicaron la estructura de las
planificaciones del concepto de limite al infinito de una funcion y
discutieron las tareas contempladas en cada una. La secuenciacion de las
tareas de cada planificacion se establecio desde el programa de estudios o la
literatura cientifica y se organizaron por apartados, sesiones o fases. Las
tareas se enmarcaron en el contexto intramatemdtico (problemas
geométricos, justificacion del limite de una funcidon usando la notacion
épsilon delta) el cual permite definir formalmente el concepto de limite al
infinito desde el punto de vista del rigor de la matematica; y
extramatematico (enfermedades epidémicas, crecimiento poblacional,
relacion entre edades y estaturas) porque es util para motivar el estudio del

topico, dotarlo de sentido y reconocer su utilidad. Las tareas propuestas para
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el estudio del concepto de limite al infinito de una funcion presentaron las
caracteristicas siguientes: estudio de funciones para establecer los
conocimientos previos del estudiante, calculo de los términos de una
sucesion para identificar su tendencia y en consecuencia el limite, analisis
de ejercicios resueltos para desarrollar la comprension lectora del
estudiante, definicion formal del concepto de limite al infinito,
identificacion y célculo de los limites al infinito, resolucion de problemas
geométricos que involucran aproximacion de 4areas y perimetros,
caracterizacion de los procesos infinitos que tienen asociado una situacion
limite, uso de la notacion épsilon delta para justificar el valor limite de una
funcién y teoria asociada al tdpico. Indicaron la pertinencia de las tareas
planteadas por el investigador para la ensefianza del topico, las
justificaciones fueron: contemplan un estudio gradual y progresivo del
concepto de limite al infinito y la funcién logistica acota el tratamiento
porque presenta un comportamiento similar en todos los casos, permitiendo
identificar que se trata del topico limite al infinito. No obstante, la poca
variacion de los parametros de la funcion logistica y las preguntas
planteadas inducen a un estudio muy limitado del concepto de limite al
infinito de una funcién. Por ello, propusieron que las tareas de la
planificacion del investigador sean redisefiadas. Asimismo, plantearon la
incorporacion de tareas sobre funciones que carecen de limite y cuando la
variable independiente tiende a menos infinito para potenciar el estudio del
topico dado su riqueza conceptual, asi como la ensefianza del concepto de

limite finito a partir del limite infinito para dotarlo de significado.

El estudio del concepto de limite al infinito se estableci6 desde la
aproximacion dindmica para introducirse al topico; y desde la métrica para
potenciar su ensefianza y establecer la definicion formal desde el punto de

vista del rigor de la matematica.

Los profesores reconocieron potencialidades del uso de los registros de

representacion semiodtica para la ensefianza del concepto de limite al infinito
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de una funcidn. En particular, indicaron que los registros numérico, grafico,
verbal y analitico favorecen la interiorizacion del topico, pero debe
prescindirse de ellos porque sirven uUnicamente para acceder al objeto
matematico. Asimismo, el registro numérico es util y potente para calcular
distintos tipos de limite, el grafico para el andlisis de limites finitos y el

analitico predomina en la ensefianza del topico.

La forma de organizacion del trabajo en el aula de clases se planted de
forma individual y en equipos. Individual, porque consideraron importante
que los estudiantes usen sus propias herramientas matematicas en la
resolucion de las tareas; en equipo ya que permite complementar las
competencias matematicas de los estudiantes, interactuar con sus pares y
debatir las resoluciones promoviendo de esta manera el aprendizaje por
cooperacion. La resolucion de las tareas se establece en un ambiente de
lapiz y papel, porque se demanda el andlisis de situaciones concretas
(problemas geométricos, enfermedades epidémicas); y el uso de las
tecnologias de la informacion que ayuda a clarificar significados asociados
al topico, potenciar su estudio y calcular cualquier tipo de limite dado que
no existe un método general. El tiempo destinado para el estudio del
concepto de limite al infinito de una funcion varia de acuerdo al contexto
real del aula de clase y debe ser suficiente para la reflexion sobre la tarea, su
analisis y discusion con el objetivo de reconocer errores y aciertos en su
aprehension. Los profesores indicaron que la institucionalizacion del
conocimiento matematico se realiza al finalizar las tareas de cada apartado

de la planificacion o al culminar todas las tareas.

Reconocieron que los errores de los estudiantes y los teoremas asociados al
topico potencian su estudio. Indicaron que la ensefianza tradicionalista poco
favorece dotar de sentido al concepto de limite al infinito y las propiedades

matematicas representan un método limitado para el célculo del limite.
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6. Conocimiento del contenido y el curriculum. Recurrieron al programa de
estudios, en su contexto particular, para justificar la planificacion del
concepto de limite al infinito de una funcion, indicando los contenidos
matematicos planteados y la aproximacién desde la cual se propone el
estudio del topico. Las limitaciones del programa de estudios que
reconocieron, el PEA y el PMC, se enmarcaron en la profundidad del
tratamiento del topico limite al infinito de una funcién y la desvinculacion
de su estudio con el cotidiano del estudiante y con otros contenidos del
Calculo Diferencial. Para seleccionar las tareas del topico utilizaron libros
de texto y recurrieron a la literatura cientifica. Finalmente, el PEA y el PEB,
indicaron que el tiempo escolar tiende a determinar la profundidad del

tratamiento del concepto de limite al infinito de una funcion.

A pesar de que se movilizaron los seis subdominios del MKT en la planificacion del
concepto de limite al infinito de una funcion, cada uno se manifestéd a un nivel diferente. Es
decir, el Conocimiento del contenido y la ensefianza y el Conocimiento del contenido y los
estudiantes, subdominios del MKT vinculados al dominio Conocimiento diddctico del
contenido, fueron los que principalmente se manifestaron en la planificacion del concepto
de limite al infinito de una funcién. Pensamos que la movilizaciéon a un mayor nivel de los
dos subdominios vinculados al Conocimiento diddctico del contenido se debe a las
caracteristicas de los profesores que participaron en el estudio, ya que su experiencia
docente les ha permitido reflexionar sobre su quehacer profesional y replantear la
definicion formal del concepto de limite al infinito de una funcidon para su ensefianza
considerando los aspectos reales del aula de clases y los estudiantes. Esto confirma la
postura de Llinares (1995) quien sefiala que cuando un profesor de matematicas ensefia un
contenido concreto a unos alumnos determinados, luego de muchos afios de realizar este
trabajo, lleva con ¢l una serie de experiencias que la practica le ha ido confirmando, por
ello, su conocimiento del contenido matemadtico se torna contextualizado (situado) en su

contexto particular.
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V.2. Reflexiones finales

La adaptacion del modelo del MKT, propuesto por Ball et al. (2008), en los niveles
educativos en los que se enmarcé nuestra investigacion, Bachillerato y Superior, implicd
comprender a profundidad cada uno de los subdominios para identificar el conocimiento
puesto de manifiesto por cada profesor. La dificultad que enfrentamos al usar este modelo
del MKT radic6 en la ambigiiedad para discernir entre un subdominio y otro. No obstante,
fue de gran ayuda para entender el conocimiento, en su caracter multifacético, que puso en
accion el profesor de matematicas en la planificacion del concepto de limite al infinito de
una funcion. Cada profesor movilizo los seis subdominios del MKT, a niveles distintos, en
la planificacion de la ensefianza del topico. Los casos analizados evidencian la importancia
de contemplar diversos materiales para la ensefianza del concepto de limite al infinito de
una funcion y predecir posibles obstaculos de su uso. Esto confirma nuestra hipdtesis de
que los estudios desarrollados sobre el conocimiento profesional del profesor de
matematicas dotan de herramientas para la formacion del profesorado y su desarrollo
profesional, es decir, estdn enfocadas al disefio de procesos de formacion de profesores de

matematicas (Rojas et al., 2013).

El uso de una entrevista semiestructurada y dos planificaciones, una propia y otra
disefiada por el investigador, para indagar sobre el conocimiento que pone en accion el
profesor de matematicas permitid tener una mejor aproximacion al conocimiento que
pretendiamos examinar, ya que los profesores movilizaron ciertos conocimientos cuando
justificaron su planificacion del concepto de limite al infinito de una funciéon y confirmaron
y/o manifestaron otros en el analisis de la planificacion del investigador. Esto reafirma la
importancia del uso de diversas herramientas para examinar el conocimiento profesional
del profesor de matematicas con el objetivo de tener una mejor aproximacion. El contexto
institucional ha contribuido parcialmente en la decisiéon de usar estas herramientas para
examinar el conocimiento que pone en accion el profesor en la planificacion de la
ensefanza de un tdpico en particular, ya que el concepto de limite al infinito de una funcién

no era objeto de estudio en el aula de clases al momento de desarrollar la investigacion y
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ademas el contexto educativo de Espafia exige la solicitud de permisos'® para videograbar
las clases. Por ello, no hemos realizado observaciones en el aula de clases durante el

desarrollo de la planificacion, aspecto que seria muy interesante para estudios posteriores.

Para finalizar, consideramos pertinente el rediseio de la planificacion del
investigador con base en las sugerencias de los profesores que participaron en esta

investigacion, asi como su desarrollo cuyo foco sea el analisis de la préactica profesional.

' Dado que los estudiantes son menores de edad, en Espafia se incurre en un delito el hecho de
videograbarlos, por ello, es necesario solicitar permiso a cada padre de familia el cual puede ser denegado.
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Anexo 1 . Descripci(’)n de las planificaciones

En la descripcion de la planificacion de cada profesor participante y del investigador
sobre el concepto de limite al infinito de una funcioén, se consideraron los aspectos
siguientes: el objetivo, el nivel educativo, las secciones o apartados, los registros de
representacion que se favorecen, las formas de trabajo y la aproximacion dindmica o

métrica del concepto de limite.

Las planificaciones de los profesores estan organizadas por apartados, sesiones o
fases. Las que presentaron el PEB y PMC especifican los conceptos matematicos
articulados a la definicion del concepto de limite al infinito de una funcion. En el caso del
PEA aun cuando omitio declararlos, es claro que las actividades por apartado estan

articuladas a conceptos matematicos que conllevan al topico de interés.

1.1. La planificacion del PEA

El objetivo general de la planificacion del PEA es que los estudiantes identifiquen la
tendencia de una funcion y resuelvan problemas en otros contextos que involucran limites.
El tiempo considerado es de doce horas. La planificacion la estructur6 por apartados en los

que se describen las actividades y su respectivo proposito (Tabla A.1.).

Tabla A.1. Apartados, actividades y objetivos de la planificacion del PEA sobre el
concepto de limite de una funcidn en un punto

Apartado Actividad Objetivo

Limite de
funciones. Actividad 1
Continuidad

Utilizar la calculadora y sustituir algunos valores para
determinar el limite de una funcion.

Actividad 2 | Calcular el limite de polinomios.

Limite de una . Determinar el limite de funciones con radical y
., Actividad 3 -
funcién cuando logaritmicas.
X = +oo ’ . . .
Actividad 4 Hallar el limite de funciones que involucran

operaciones con radicales y logaritmicas.
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Encontrar el limite de funciones racionales y con

Actividad 5 .
radicales.
Actividad 6 I;Iallar el limite de funciones que involucran al nimero
.. Determinar el limite de funciones relacionados con el
Actividad 7 ,
namero e.
Analisis de . ) o - .
graficas de Actividad 8 | Relacionar el limite de una funcién con su grafica.
funciones para
deterr“ml.nar el Actividad 9 | Asociar el limite de una funcion con su grafica.
limite
Célculo de
limites cuando .. , . . .
X - + oo Actividad 10 | Calcular el limite de funciones racionales.

cociente de
polinomios y de
otras
expresiones
infinitas

Actividad 11

Determinar el limite de funciones racionales que
involucran radicales.

Limite de una
funcion cuando
X > — 00

Actividad 12

Hallar el limite de funciones polinémicas.

Actividad 13

Encontrar el limite de funciones racionales y radicales.

Limite de una
funcién en un

Actividad 14

Calcular el limite de una funcion determinada por
partes.

Actividad 15

Determinar el limite de funciones racionales.

punto i ; ;
Actividad 16 Encontrar el . limite de funciones racionales que
involucran radicales.
Continuidad en Actividad 17 | Definir una funcion continua en un punto.
un punto
Actividad 18 Expllf:ar el s1gn1ﬁc’ad(’) .de los elementos que
constituyen la expresion limite.
. . Actividad 19 | Calcular el limite de funciones racionales.
Recapitulacion Actividad 20 | Analizar la continuidad de una funcion.
Actividad 21 | Estudiar los tipos de discontinuidades.
Actividad 22 | Analizar la continuidad en un punto.

Las actividades se enmarcan en el segundo curso del Bachillerato de la Comunidad
Valenciana de Espafia, cada una demanda el uso de la calculadora para determinar el limite
de la funcion. La forma de organizacion de la actividad en el salon de clases se plantea en
tres momentos: individual, equipo y grupal. El rol del profesor se concibe a nivel de
observador y guia. En la planificacion se favorecen los registros numérico y grafico, sin una

conversion entre ellos, potenciando el primero. El estudio del concepto se establece desde



Anexos

José Rafael Couoh Noh

la aproximacion dinamica y las definiciones asociadas se proporcionan al culminar las

actividades de la planificacion.

1.2. La planificacion del PEB

Se sustenta del uso de software Derive y tiene como propodsito que los estudiantes
aprendan el concepto de limite de una funcién y lo apliquen en la resolucion de problemas.
El tiempo destinado para su estudio es de cuatro horas con diez minutos y se plantea en el

marco del primer curso del Bachillerato de la Comunidad Valenciana de Espafia. La

estructurd por sesiones con sus respectivas actividades y objetivos (ver Tabla A.2.).

Tabla A.2. Sesiones, actividades y objetivos de la planificacion del PEB sobre el concepto
de limite de una funcion en un punto

Sesion Actividad Objetivo
Actividad 1 | Aproximar a la realidad el concepto de funcion.
Familiarizar al estudiante al uso del programa y a la
Actividad 2 | relacion  establecida  entre  las  funciones
visualizandola, con los zoom.
Actividad 3 Indugir relacion§§ y ver como las construyen,
relacionar la funcion natural con un lenguaje formal.
Actividad 4 | Pasar de funciones naturales a funciones reales.
. Observar funciones sin procedimiento analitico, e
Actividad 5 | . . . S ,
inducir una posible modelizacion de un fendémeno.
. Relacionar lenguaje simbolico rafico con el
Actividad 6 g1y y &
verbal.
Funcién . .
Conocer el lenguaje simbdlico y manejar con soltura
Actividad 7 | los comandos del programa para acercar y alejar una
grafica.
. Inducir cambios graficos tras las manipulaciones
Actividad 8 uelr. & pu
algebraicas.
Crear estrategias o hipotesis, para buscar
. descomposiciones genéticas de la construccion del
Actividad 9 P > Bene
concepto de funcion, asi como expresar formalmente
en intervalos los dominios y rangos.
Indagar en la construccion de sus aprendizajes de
Actividad 10 | funcién, y de los elementos identificativos de la
expresion algebraica, dominio y rango.
Tendencias Actividad 11 | Conjeturar el paso a una situacion limite, pasando por
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diversos valores muy grandes o pequefios y manejar
el zoom del programa conforme a esa adaptacion al
limite.

Construir pautas de comportamiento de unas

Actividad 12 .
funciones.

Actividad 13 Relacwgar variables y
tendencias.

separar sus respectivas

Apreciar la diferencia en el rango segun las

Actividad 14 . . L
aproximaciones derecha-izquierda.

Definir conceptos y aplicarlos con el ordenador,
Actividad 15 | manejando el cursor y pasando al lenguaje simbdlico,
comprobando los célculos.

Estudiar limites de funciones en puntos, que tienden a
Actividad 16 | +/-0, por ejemplo por la izquierda, derecha y
formalizar en el punto dado.

Relacion entre
dos
aproximaciones, | Actividad 17 | Calcular y explicar el significado de ciertos limites.
cuando x = a,

Definir el concepto de limite como una aproximacién
f)—L Actividad 18 | previa al concepto métrico, para facilitar el concepto
mas formal de Spivak.

Formalizar la definicion de limite, dando graficas que

Actividad 19 L
puedan ayudar a visualizar el concepto.

Formalizar el lenguaje simbdlico con el grafico,

Actividad 20 manejando el concepto de valor absoluto.

Definicion formal | Actividad 21 | Afianzar la practica del concepto métrico de limite.
del limite

Probar matematicamente el limite de una funcidon

Actividad 22 usando épsilon-delta.

Aplicar lo aprendido en una posible construccion del
Actividad 23 | concepto de limite con lenguajes algebraicos,
graficos y de razonamiento en la prueba.

La forma de organizacion de la actividad en el salon de clases se plantea en grupos
de dos estudiantes. El rol del profesor se establece a nivel de observador y guia. Al final de
las actividades de cada sesion plantea la institucionalizacidén del conocimiento matematico.
Favorece los registros de representacion grafico, numérico y analitico, y fomenta una
conversion explicita entre los dos primeros. El estudio del tdpico se establece en un primer
momento desde la aproximacion dinamica y en otro, desde la métrica, aunque se privilegia

la primera.
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1.3. La planificacion del PMC

La finalidad de la planificacion del PMC es que los estudiantes asimilen el concepto
de limite al infinito de una funcién y se plantea en el marco de la unidad de aprendizaje
Célculo I del Plan de Estudios de la Licenciatura en Matematicas de la UAM-UAGro.
Propone siete actividades agrupadas en las cuatro fases siguientes: Aproximacion,

formalizacion, identificacion y aplicacion (ver Tabla A.3.).

Tabla A.3. Fases, actividades y objetivos de la planificacion del PMC sobre el concepto de
limite al infinito de una funcién

Fases Actividad Objetivo
Actividad 1 | Calcular el limite al infinito de una funcion.
Aproximacion .. Identificar el limite al infinito de una funcion en el
Actividad 2

dominio de los numeros naturales.

Actividad 3 | Construir el concepto de limite al infinito de una funcién.

Discutir la naturaleza de los procesos infinitos y el sentido

Actividad 4 . .
L, de la situacion limite.
Formalizacion
. Establecer la definiciéon del limite al infinito de una
Actividad -, . .
e funcion en el conjunto de los numeros naturales y
5, inciso a .
extenderlo a otros conjuntos.
. ., Actividad | Caracterizar los procesos infinitos que tienen asociado una
Identificacion . . SR
5, inciso b | situacion limite.
.. Resol 1 laci 1 1
Actividad 6 | Resolver, pro_b emas re a01qr’1ados con el concepto de
L limite al infinito de una funcion.
Aplicaciéon ol odad 2dos al el
.. nalizar teorem: ropi i n
Actividad 7 alizar teoremas y propiedades asociados al concepto de

limite al infinito de una funcion.

Las actividades las propone en un ambiente de lapiz y papel. La forma de
organizacion del trabajo en el aula de clases se plantea en grupos de dos estudiantes. El rol
del profesor se establece a nivel de observador y guia. El tiempo destinado para el estudio
del topico es de diez horas. Se favorecen los registros numérico, grafico y analitico, sin una
conversion entre ellos. El estudio del topico se establece desde la aproximacion métrica. Se
plantea que al final de las actividades de la planificacion se definan conceptos matematicos

y se demuestren teoremas asociados al topico.
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1.4. La planificacion del investigador

La planificacion del investigador se plante6é en un ambiente de lapiz y papel y tiene
como objetivo que los estudiantes establezcan una definicion del concepto de limite al
infinito de una funcion usando la simbologia matematica, en particular, lim,_, P(t) =
a,donde a € R. Esta dirigida a estudiantes del nivel superior cuyos programas contemplen
el estudio del topico y estd previsto para tres horas y veinte minutos. Se diseiid bajo el
marco de la teoria de los registros de representacion semiotica de Duval, en la que se
privilegié la conversion de los registros de representacion numérico, grafico, lenguaje
coloquial y analitico del concepto en cuestion, utilizando el contexto de la resolucion de
problemas que involucran a la funcion logistica. Las actividades se organizan en tres

apartados: Para Aprender, Sintesis y Método. La Tabla A.4 describe el proposito de las

actividades por apartado, asi como los registros de representacion que se movilizan.

Tabla A 4. Secciones que conforman la planificacion del investigador, proposito de las
actividades y los registros de representacion que se movilizan

Registros de
.. - representacion
Apartado | Actividad Propésito present:
semiotica
movilizadas
Analizar los parametros de la funcion que Analitico,
Actividad 1 | modela el comportamiento de una numeérico y
situacion. grafico.
. Asociar 1 i0 liti Analiti
Actividad 2 | AAsociar la expresion ana itica de una al ticoy
funcion con su grafica. grafico.
Calcular el limite al infinito de una funcion,
Para que modela un determinado problema Analitico,
Aprender Actividad 3 | contextualizado, a partir de los registros de numérico y
representacion algebraica, numérica y grafico.
gréfica.
Conversion entre los registros de
representacion grafico, lenguaje coloquial y | Analitico, grafico
Actividad 4 | analitico del limite al infinito de una y lenguaje
funcién para analizar el comportamiento de coloquial.
cierta situacion.
Escribir una definicion del concepto de
limite al infinito de una funcioén, utilizando Analitico y
Sintesis | Actividad 5 | lenguaje comun y otra, usando la lenguaje
simbologia matematica (lim,_,, P(t) = coloquial.
a,a € R).
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Estudiar el comportamiento de otras Grafico,
situaciones modelados por la funcién numérico,
Método | Actividad 6 | logistica, conforme aumenta el tiempo, a lenguaje
partir de los registros de representacion coloquial y
grafico y numérico. analitico.

Las actividades 1 y 2 son el puente para el desarrollo de la actividad 3, porque con
ellas los estudiantes se familiarizan con los parametros de la funcién que modela la
situaciébn y con sus registros de representacion analitico, grafico y numérico. A

continuacion, describimos las actividades que componen la planificacion.

1. Actividad 1. Se presentan la definicion de la funcion logistica, la féormula
matematica correspondiente y su aplicacion en el contexto extramatematico.
Con base en lo anterior, se muestra la formula matematica que modela el
contagio de una enfermedad epidémica en una determinada poblacioén. Se
cuestiona el papel que tienen la variable independiente y la variable
dependiente en la férmula, el valor esperado para la poblacion cuando el
tiempo es igual a 0, 5 y 9.5 semanas. Se induce a la reflexién de por qué la
formula plantea t > 0, donde ¢t es el tiempo. Finalmente, se pide elaborar

una grafica apoyandose de una tabla de valores elaborada previamente.

2. Actividad 2. Se presentan cuatro funciones y cuatro graficas relativas a la
propagacion de la enfermedad epidémica en poblaciones diferentes. Se pide
al estudiante que relacione las funciones con su respectiva grafica. Luego,
se cuestiona sobre el comportamiento presentado en cada una; el
significado, en términos del problema, de la asintota horizontal en cada
caso; y la ecuacion de la asintota horizontal. Finalmente, basados en las

formulas y las graficas se pide un analisis del contagio de la enfermedad.

3. Actividad 3. Consta de dos secciones. La primera, retoma el trabajo
realizado en la actividad 1, pero se cuestiona, con base en la grafica, sobre
el comportamiento que presenta la cantidad de poblacion infectada cuando
transcurre considerablemente el tiempo. También se le sita a analizar
valores maximo de la funcion a fin de que describa el comportamiento que

observa usando lenguaje comin y expresion matematica. La segunda,
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muestra una tabla de valores de la propagacion de la enfermedad en cierta
poblacion. Se solicita elaborar una grafica a partir de los datos de la tabla;
asi también, identificar el comportamiento que presenta la cantidad de
poblacién infectada cuando el tiempo aumenta y expresarla por medio de la

simbologia matematica.

4. Actividad 4. Sintetiza el trabajo realizado por los estudiantes en el apartado
Para Aprender. Se sita a los estudiantes a analizar el comportamiento de la
enfermedad en cada poblacion a través de la conversion entre los registros
grafico, lenguaje coloquial y analitico. Por ejemplo, en la primera poblacion
se presenta el grafico que modela el contagio de la enfermedad y se deben

completar los registros de representacion lenguaje coloquial y analitico.

5. Actividad 5. Se plantean tres preguntas basadas en las conclusiones a las
que arribaron en las actividades anteriores, que conduciran a los estudiantes
a escribir una definicién del concepto de limite al infinito de una funcion,
utilizando lenguaje comun y una simbologia matematica (lim;_. P(t) =
a,donde a € R). Las preguntas son: 1) Cuando el tiempo aumenta
considerablemente, ;qué comportamiento presenta la  poblacion
contagiada?; 2) De manera general y utilizando lenguaje comun, describe el
comportamiento anterior; y 3) Ahora, utilizando la simbologia adecuada,

expresa matematicamente lo anterior.

6. Actividad 6. Consta de dos secciones. La primera, presenta una grafica que
modela el nimero de habitantes en una poblacién conforme transcurre el
tiempo. Se cuestiona sobre la cantidad de la poblacion al comenzar el
registro y cuanto aumenta al transcurrir un afio. Se pide describir el
comportamiento que presenta el nimero de habitantes cuando los afios
aumentan considerablemente, usando el lenguaje coloquial y la simbologia
matematica. La segunda, muestra una tabla de valores del niimero de
usuarios de redes sociales conforme transcurren los meses. Con base en la

tabla, se solicita aproximar el valor para el nimero de usuarios cuando el
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tiempo es igual a 1.5 meses y describir el comportamiento que presenta el
numero de usuarios de redes sociales cuando aumenta el tiempo utilizando

lenguaje coloquial y simbologia matematica.

En el disefio de la planificacion se considerd la propia experiencia docente y la
literatura especializada. Nos percatamos que se favorece el registro de representacion
algebraico en la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcidon. No obstante,
poco se trabaja con los registros grafico, numérico y lenguaje coloquial, y cuando éstos son
considerados, la conversion entre ellos es casi nula, esto representa, mas adelante, un
posible obstaculo para el aprendizaje del estudiante. Se consideraron problemas
contextualizados para motivar a los estudiantes en su resolucién y en consecuencia, al
estudio del topico. Se establece desde la aproximacion dinamica el estudio del concepto.
Cabe sefialar que las actividades, han sido resueltas por cuatro profesores de matematicas
en formacién en la UAM-UAGro, México, quienes argumentaron que las actividades
planteadas contribuyen al logro del objetivo planteado (una mayor explicacion puede verse

en Couoh y Cabafias, 2013).
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Anexo 2 Las planificaciones

Se presentan las actividades que componen cada una de las planificaciones
utilizadas para estudiar el conocimiento que pone en accion el profesor de matematicas en

la ensefianza del concepto de limite al infinito de una funcion.

2.1. Actividades de la planificacion del PEA
Apartado 1. Limite de funciones. Continuidad
Actividad 1. Utiliza tu sentido comun para dar el valor de los siguientes limites:
a) 1m0 22, My ye 3, 1imy Lo (03 — 3x2)
b) lim,,_e x2, lim,_ o x3, lim,,_ o (x3 — x?)
¢) lim,_, x2, lim,_, x3, lim,_,, (x3 — 5x% + 3)
x

d) I ~ li i
) im0 2 MMysqoo “50 MMy 400 57

i 1 i X
5 1rnx—>—oo x_z’ 1rnx—>—oo X241

R 1P

e) lim,__q

If L i L i
f) My 0 ;v 1My 0 x_z’ 1My 0 X241

3 x3—-5x2

’ X ’
8) Ny oo g Himy o0 =577

x2

3
x
h) lim — lim —_—
) Xm0 w249’ X279 3545

Con calculadora

Tanteando con la calculadora, da el valor de los siguientes limites:
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’ sen x
) limy o2

b) lim,_3;(x —3) -In(x — 3)

Q) limpe (14 z)zx

Apartado 2. Limite de una funcién cuando x — +o
Actividad 2. Halla los siguientes limites.

a) lim, 400 (x? + 3x — x3) b) limy 40 (—=5+2%%)
Actividad 3. Calcula estos limites.

a) lim, e VX2 +2 b) limy 4 (—2l0g10%)

Actividad 4. Sin operar, di el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

a) (x2—3V2x+1) d) 3% —2%
b) (x% —2%) e) 5% —Vx® -2
c) Vx2+1-—+/x ) Vx —logsx*

Actividad 5. Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

a) 3x3+5_4x3—x o) 3x+5_x2—2 e) 2x—\/m
x+2 x—2 2 X

b) ¥ x d) Vx2+x—vVx2+1 D Va+tl-vx+2
2x2+1 2

Actividad 6. Halla los siguientes limites cuando x — +oo:

a) (1 +§)x b) (5 +§)5x o (1 +$)5
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0 (143

e) (5 + ;)Sx

Actividad 7. Calcula estos limites cuando x — +co:

o (1+ %)33{

a) (1+ %)396_2

o (1-3)"

d (1+

3

=)

Apartado 3. Analisis de graficas para determinar el limite de la funcién

Actividad 8. Find the functions of Colum B that correspond to the four graphs of Colum A.

Column A

Column B

5

=7

£,

S,

C

\JA

(Sgl, Sg2, Sg3, Sg4)

oS,
lim f(x) =+

b.
Iim g(x) = &

C.
lim h(x) = +w

X -

d.
lim ¢(x) = -

[ N
,“.m o(x) =a

f.
lim x(x) = -

Actividad 9. Asocia cada limite con su grafica. Intenta explicar por qué haces esas

asocilaciones.
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Feont=5E iy 22200
4

A/I/ 3

|

i
=
b

1 lim f(x) =— A B C D Ninguna
2 xl_i);;loop(x) =0 A B C D Ninguna
3 xl_i)I;w h(x) = -2 A B C D Ninguna
4 xl_i);loor(x) = -2 A B C D Ninguna
5 xl_i)r;loo q(x) = +oo A B C D Ninguna
6 zl__l);l: g(x) =4 A B C D Ninguna

Apartado 4. Calculo de limites cuando x — +c0: Cociente de polinomios y de otras

expresiones infinitas

Actividad 10. Resuelve usando tabla de valores.

3x3+4+2x-1 , 10x-3

s [ ] e —

° llmx_)J,oo—loxz_m+3 llm""*‘°°—5x2+2
—3x3-5x%2-1 , 10x*+5x

{ 2t e T e Ilim —_—

o lim,, ox—7? x—+o0 Gy

Actividad 11. Calcula los siguientes limites utilizando calculadora.

3x+1

Moo T en

V5x3-2x

2x+5

o lim,, 0
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Apartado 5. Limite de una funcién cuando x - —oo

Actividad 12. Sin operar, di el limite cuando x = —oo de las siguientes expresiones:

a) x> —3V2x+1 f) Vx5 —1-5%
b) x* + 2% g) 2% —x?

c) x?—2% h) x2 —Vx*—1
d) x?—27% ) Vx+2-—x?
) 27% —37% i) 3F—o

Actividad 13. Calcula el limite cuando x — —oo de las siguientes expresiones:

g B1S_ax &) Vi 2+ x
x+2 x-2
2x
X _x n (1+3
b) 20241 2 ( x)
5x+3
c) Vx2+x—Vx2+1 g) (1—%)
d) 2x++Vx?+x a1y 3% 1
h) ( X242 )
Apartado 6. Limite de una funciéon en un punto
x+1,x<1

Actividad 14. Calcular, si existe, lim,_,,; f(x), siendo: f(x) = {—xz dx—1x>1

Actividad 15. Calcula los limites siguientes:

i x3-2x%242x+5
a) limy =5
x3-5x+1

b) lim _
) Xo+4 34 0x2 3y



Anexos José Rafael Couoh Noh

Actividad 16. Calcula los limites siguientes:

Vx2+2x-3

a) lim, s 5o
R S

b) lim 4_“53"‘
=1 Vx24x—2

Apartado 7. Continuidad en un punto

Actividad 17. Definicion. Se dice que una funcion f es continua en un punto de abcisa ¢

cuando se cumple que

lim () = £(c)

Apartado 8. Recapitulaciéon

Actividad 18. Definicion de limite. Explica el significado de estas expresiones:

a) lim,_ ., (x3 —100x2) = +o0 : -t
) N ( ) c) limy,, 27
b) lim, o 2 = 2

Actividad 19. 0/0 con radicales. Calcula:

x|l =
+|| +
=
|
W N

lim
x-3

Actividad 20. Funcion continua.

a) Estudia la continuidad de esta funcion segtn los valores de a:

—2x+ax<1
x> —ax,x>1

Fe ={
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b) Representa la funcidn en el caso en que es continua.

Actividad 21. Tipos de discontinuidades. Clasifica las discontinuidades de la funcion

siguiente:

x3—2x%+x-2

x2—-—x—-2

y =
Actividad 22. Continuidad en un punto.
a) Calcula a y b para que sea continua la siguiente funcion:

x> +ax,x < -1
f(x)=4b-1<x<1
2x+4,x =3

b) Halla: lim,_, o f(x) ylim,_,_o f(x)

2.2. Actividades de la planificacion del PEB
Sesion 1: Funciones

Relacionar 2 magnitudes: Mi altura varia con el tiempo: tiempo—altura. ;Qué magnitud

depende de la otra?

Viendo la grafica siguiente, ;qué altura tiene la persona a los 5 afios? ;Y a los 15?

ESTATURA MEDIDA
CADAANO

200

150

100 +

Centimetros

50 +

5 15 20 ARos
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Establece pares ordenados en corchetes de las 2 magnitudes en diversos instantes, como

recién nacido, a los 10 afios yalos 20.[, ][, ][, ]

Otro ejemplo, el precio desde 1 a varias barras de pan varia con la cantidad que compres:

cantidad de pan—precio.
Actividad 1: Buscar 6 magnitudes que se puedan relacionar por parejas.
El objetivo es aproximar a la realidad el concepto de funcion.

Actividad 2: Establecer pares ordenados de nimeros por una relacion fijada de antemano
con comandos del programa y dibujarlos en coordenadas cartesianas, marcando el dominio

de la variable "n" y el recorrido de su relacion.

El objetivo es habituarse al uso del programa y a la relacién establecida entre ellos,

visualizandola, con los zoom.

En nuestro caso escogemos las magnitudes cantidad de pan—precio, y la relacion es que
cada barra vale 0.75€, por lo que la relacion es que a cada "n"(n° de barras de pan) le

asociamos su precio que resulta ser de 0.75n.

Los iconos de la barra de herramientas de la ventana de graficos 2D permiten centrar la

grafica y hacer zoom.

Ver mayor intervalo en los ejes = reducir
la imagen

Ver mayor intervalo del eje OY =

reducir la imagen en vertical

Volver a la pantalla de algebra o de
expresiones

Dibujar la funcién activa

Borrar la 0ltima funcion

Centrar la imagen en la posicion del cursor-cruz

Centrar la imagen en el origen de coordenadas

[ | Ji) L) [

En la parte inferior izquierda aparecen las coordenadas de la posicion del cursor. Sitaa el
cursor (aproximadamente) sobre los puntos en que la grafica corta al eje OX y anota el

valor de la abscisa que aparece abajo. Compara las raices con las abscisas obtenidas.
[n, 0.75:n]

VECTOR ([n, 0.75-n], n, 1, 10, 1)
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[ 3 9
1 & J—
2
3 21
2 g —
4
9 a8 6
3 =,
4 27
9 P
4 3 4
15 15
¥ 5 0 —
4 ! 2 |

1 0.75 ] 6 4.5
PIE 7' (525
3¢ LN 8 6
4 3 9 6.75
S 375 | 10 7.5

Con los diversos zooms, buscamos la grafica que veamos mds en consonancia con la

relacion de la que partimos.

Introducimos ahora una relacidon constante, por ejemplo, durante cada dia, el 1°, 2° etc., se

da un bono regalo de 2 € para la compra en un supermercado. Dias—bono.

[n, 2]
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1 2
2 2
3 2
5 2
5 2
VECTOR([ris 2. gt a4y =
6 2
i 2
8 2
9 2
| 10 2 |
29
¥ 110
la
l6
14 +
B o
l>2 4 6 & 10 12 14

Otra relacion, por cada pregunta bien respondida en un concurso se le dobla en € el premio.

[n, 2n ]

5 10
VECTOR([n, 2.n], n, 1, 10, 1) =
6 12

7 14

| 10 20 |
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¥ t20 "

15 G W N

0 - o= "

5l.' + %

Buscamos ahora relaciones numéricas de pares, con numeros negativos y positivos sin que
estén plasmadas en la realidad, sino solamente por sacar nuevas relaciones entre niameros,

por ejemplo con 2 veces su cuadrado.

.25 D
-4 32
-3 18
-2 B
=X 2
[n. 20’]
VECTOR(Ln, 2.n I, n, -5, 5, 1) = 0 0
1
2 8
3 138
4 32
5 50
g <o ¥ 40 ;
L] 2 a0 - L
[ I 20 .
B 10 s : : g EN
+ + — 5 . . .
-5 -4 -2 102 4 & &
20
=30 -

Actividad 3: Que los alumnos busquen 2 relaciones numéricas ellos solos, las comenten y

las dibujen. Pensar en otras 2 relaciones de aplicacion real y que hagan lo mismo.
El objetivo es inducir relaciones y ver como las construyen.

Formalizamos la relacion al concepto de funcién con f(n). Por ejemplo, la grafica de la
altura es una funcion que informa sobre el crecimiento de una persona en el tiempo, la del

pan me dice como saber lo que cuesta una determinada cantidad, etc.
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Con el objetivo de pasar a funciones naturales, formalizamos la funcién en lenguaje

matematico,
— escribiéndola con la terminologia habitual, f(n), g(n), h(n), etc.
— asignandole su comando en el programa, f(n):=
— repitiendo el proceso de [ n, f(n) ].

El objetivo es relacionar funcidn natural con un lenguaje formal.

Actividad 4: Introducir nimeros reales en la funcién. Con el objetivo de pasar de funciones
naturales a funciones reales, sustituyendo la "n" por la "x" pasando de valores discretos a
continuos. Empezamos con funciones naturales, el ejemplo de las barras de pan con

numeros naturales.

f(n) == 0.75'n

F@ =2

2
f2)=1.5
f(4)=3

[n, f(n)]

VECTOR([n, f(n)], n, 1, 10, 1)

1 0.75 ] 6 4.5
2 1.5 N -
3 2.25 8 6
4 3 9 6.75
5 3.75 [ 10 7.5 |
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Cambiamos n de natural, por x de real y damos valores con diferencias de 0.5

fx) = 0.75x
£(1.25) = %
£(1.25) = 0.9375
a8 =2
£(3.5) = 2.625
£(4.05) = 3.0375
)

VECTOR ([x, fx)], %, 1, 5, 0.5)

1 0.7
1.5 1.125
-
2.5 1.875
32.25
3.5 2.625
4 3
4.5 3.375
5 3.75
y 410 -
18
16
-;.-ilh...T .
2 |lsi1 oz 3 4 5 6
.._.4 .

Pasamos a numeros reales, cantidades continuas, con nuevas relaciones como 2x2

fx) = 2x?
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-1 2
-0.95 1.805
ik 0.05 0.005
-0.85 1.445 0.2 0.02
os 1 0.15  0.045
-0.75 1.125 9.2 0.8
B Gk 0.25 0.125
-0.65 0.845 0-3: 018

0.35 0.245
-0.6 0.72

0.4 0.32
-0.55 0.605

0.45 0.405
-0.5 0.5

0.5 0.5
-0.45 0.405

0.55 0.605
-0.4 0.32

0.6 0.72
-0.35 0.245

0.65 0.845
-0.3 0.18

0.7 0.98
-0.25 0.125

0.75 1.125
-0.2 0.08

0.8 1.28
-0.15 0.045

0.85 1.445
-0.1  0.02

0.9 1.62
-0.05 0.005

0.95 1.805

VECTOR([x. £(x)]. x. -1, 1, 0.05) =| © 0
1 2

[l ¥
L

Si aumentamos el numero de puntos, la grafica de la funcion se hace continua. Dibujamos
ahora la grafica directamente de la expresion algebraica. Introducimos el cursor para ir

viendo la variacion del punto en ambos ejes en el angulo inferior izquierdo.

fx) = 2x?
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Actividad 5: Definir el concepto de funcion y=f(x) cuando la "x" se hace continua, con una

expresion algebraica. Asignar un concepto, de imagen a un valor de x.

e Una funcion es una relacion entre dos variables numéricas, habitualmente las
denominamos x e y; a una de ellas la llamamos variable dependiente pues
depende de los valores de la otra para su valor, suele ser la y; a la otra por tanto

se la denomina variable independiente y suele ser la x.

e Pero ademds para que una relacion sea funcion a cada valor de la variable
independiente le corresponde uno o ningun valor de la variable dependiente, no

le puede corresponder dos o mas valores.

... $QUE RELACIONES NO SON FUNCIONES?

FI concepto de funcién es muy amplio. Y, de hecho, muchas relaciones son
uncionales, pero no todas. Veamos una serie de relaciones que no caen en el
marco de las funciones y por qué razén.

No es una l’unpién la relacion que al nimero (x) de DNI de cada cliente
dp un b'fmco le asigne el ndmero (y) de su cuenta corriente, porque hay quien
tiene mds de una cuenta. Para ser una funcién tendria que hacer corresponder
a cada x un tnico valor y.

34 y y

A
>

— X e — > X

—-———-e
-

2 RS

——-

Figura 8.9.

Definir dominio y recorrido 6 rango como trozos, intervalos o rectas donde se mueven la

ne,n

"x"yla"y".
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Funciones definidas graficamente

Cuando una funcién estd expresada graficamente, determinar su do
e valores reales del eje de abscisas que tienen in

observar el conjunto d .
procedimiento visual consiste en proyectar la grafica sobre el eje de ak
(=0, 21U (5, +e0).

o ves en la figura; en este caso: Dom fx) =

el dominio y el rango de la funcién de
figura:

y
(b) y
A

4
-t
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Halla el dominio y el rango de las funciones
cuyas graficas se dan a continuacién:

() i/ (b)

3 A A
| |
2--\ sq= &
\ !
i i ' : !
\ 50 5
= T : X | o~ v X
0 1 2 l
| |
VA
| |
y
(C) A
{ t } T > X
-3 =2 10| } 1
_1.'..
_2-..

Hay funciones que son de tipo experimental, no tienen expresion algebraica o no la
conocemos, como las siguientes. El objetivo es observar funciones sin procedimiento

analitico, e inducir una posible modelizacién de un fenémeno.

distancia distancia distanpia
recorrida recorrida / recorrida
&
/,/ /;
P
¥ ”,_——// /
> s
o
/’/ / -
/. / e B e
i iem| tiempo
@) tiempo ) tiempo (©) p
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Que los alumnos discutan sobre que pueden indicar dichas gréaficas, comentando las
magnitudes, como se relacionan y qué nos estan diciendo sobre algun fenémeno o

situacion.

Actividad 6: Dibujar varias funciones por el comando grafico directamente de su expresion
algebraica (Procedimiento analitico) y delimitar su dominio y recorrido, bien de manera

informal o como intervalos formales.

El objetivo es relacionar lenguaje simbolico y grafico con el verbal de los alumnos.

g(x) =3x
Mok i
155
=3 22 =1 Aoud 2 3 4
-1 -
21 55
h(x) =3x%2+1
>
G a3 w0 LEEs 2 3 3
=)
-3
-4

Actividad 7: Hallar dominios y recorridos de varias funciones. Para afianzar los conceptos
al observar las graficas con el zoom. Podemos ahora introducir la expresion y= en vez de
f(x)=. El objetivo es conocer el lenguaje simbdlico y manejar con soltura los comandos del

programa para acercar y alejar una grafica.

y=x+2
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.:I_l g z = 2
40 -30 -20 -10 \._1 10 20 20 40

1-2

-3

—4

Actividad 8: Trabajar sobre una funcidn, después de las vistas anteriormente, observando
como le afecta a su grafica el cambio de la expresion algebraica. El objetivo es inducir
cambios graficos tras las manipulaciones algebraicas. Elegimos la siguiente funcion.

Caracterizamos su dominio y recorrido.

y=vx



Anexos José Rafael Couoh Noh

1-2
1-3

Modificamos los nimeros y radicandos, para ver como cambian las funciones al variar su

expresion algebraica.

Vx +2
Vx -2
Jix+2)
J&x-2)

Observamos las graficas y las tablas

[\/E,\/E+ 2,Vx — 2,4/ (x +2),y/(x — 2)]

x:€R

VECTOR ([Vx,Vx + 2,Vx = 2,{/(x + 2),4/(x = 2|, %,0,5,0.5)
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0 2 -2 1.4142 1.4142.0
0.7071 2.7071 -1.2928 1.5811 1.2247.¢
1 3 -1 1.732 L
1.2247 3.2247 -0.77525 1.8708 0.7071.¢

1.4142 3.4142 -0.58578 2 0
1.5811 3.5811 -0.41886 2.1213 0.7071
1.732 3.732 -0.26794 2.236 1
1.8708 3.8708 -0.12917 2.3452 1.2247

2 4 0 2.4494 1.4142

2.1213 4.1213 0.12132 2.5495 1.5811

2.236  4.236 0.23606 2.6457 1.732

Sacar conclusiones en cada una de las 4 variaciones. ;/Qué pasa con las primeras imagenes

dela ultima funcion? ;Y si modificamos el indice?

W=

<
ilr—k .
b

ull =

X

-2 -1 1 . 3 < 5
Sacar las tablas de cada una, y escribir conclusiones.

Actividad 9: Los alumnos analizan 3 funciones, las dibujan y van conjeturando cémo sale

el dominio y rango.
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Hallan los dominios y recorridos de las funciones dadas en expresion analitica. Primero
intentan responder verbalmente y luego confirman o no con la grafica. El objetivo es crear
estrategias o hipdtesis, para buscar descomposiciones genéticas de la construccion del

concepto de funcidn, asi como expresar formalmente en intervalos los dominios y rangos.

_x2+1
M
_ 4x — 1
Y=+ 7x

y=y&x+1

Actividad 10: Que inventen varias funciones (unas 3 6 4) a partir de su expresion
algebraica, las dibujen, calculen diferentes pares de valores con tablas, identificando sus
dominios y recorridos. El objetivo es indagar en la construccién de sus aprendizajes de

funcién, y de los elementos identificativos de la expresion algebraica, dominio y rango.

Sesion 2: Tendencias

Actividad 11: Tendencias de las funciones. El objetivo es empezar a conjeturar el paso a
una situacion limite, pasando por diversos valores muy grandes o pequefios y manejar el

zoom del programa conforme a esa adaptacion al limite.

TENDENCIAS DE UNA FUNCION En ocasiones nos interesa saber como se
comporta la funcién cuando la variable independiente aumenta mucho o disminuye
mucho o cuando se acerca a una valor concreto. A los valores a los que se aproxima

es lo que llamamos tendencia de la funcion.

Dibujar las siguientes funciones y ver con el zoom que le ocurre cuando aumenta mucho la

X

y=x3+3x2+2x+1
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/-/—2 4 Jwml 2 & u

Ir viéndolo con el cursor y con el zoom

Lo B e B
£ O Co

.M__\ . sy

~0.4-0.27 |_gl2 0.4 0.6 0.8 1
3 3 '—0.4 2 £ £

y 1-2000
1-4000
{6000
{8000
1-10000
{-12000
{-14000
{-16000

Que vayan creando algunas funciones y buscando la tendencia al aumentar mucho la "x".

Después estudiar las tendencias de las siguientes.
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_3x2—5x+1
Y= 2x2
]
S owsmy sam : TR
125
1oz
_4

(Hacia donde se acerca la funcion cuando x aumenta mucho, es decir tiene una valor muy

grande? Observarlo con el cursor.

|

{9 50 100 150 200 250 200 350

| R R R ¥

¥

Jes
x2+3
y="—0%
¥ 1o oo6
logoz -~ - - -

1500 2000 2500 3000 3500

y = SIN (x)
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+2
s 1.5
Tk
7045
-5 1o\ L0 015 20 0 35 30
iz :
-1.5%
T4
T3
T2
+1 v
-4 -3 -2 e 2 3 4
-2
r—3
-4
¥ S P
12
Gl
11 ; : P
Iale | | NIt gL

Ll Rol ) g B! &0 (oo | nzG 140
11y

Actividad 12: Hacer lo mismo cuando x disminuye mucho, e indagar en diferentes
funciones esas tendencias. El objetivo es ir construyendo pautas de comportamiento de

unas funciones.

y =3x3—-5x2+7
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y:

-20 -15 -10

-5

-2 5 10 15 20

—x3 4+ 2x* +7
x?2—-2x+3

Tendencia cuando x se acerca a un valor, por ejemplo a 1 en

-3 -2

-2 -1
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Por cierto, ;como me acerco a 1 en ambas funciones? El objetivo es discernir entre una

aproximacion en torno a un punto, y la aproximacion de su imagen.
Visualizar una tendencia cuando x se aproximan a un valor.

Para diferenciarla de la tendencia de x a +/- co.Vemos el ejemplo de x—1.Se empieza a

diferenciar la aproximacion por la izquierda y por la derecha.

X TIENDE A 1

o -
x=0,5

x=14

x =101

x = 0,999

X—=¥1

Actividad 13: Visualizar graficamente mediante tablas y dibujo, una tendencia cuando
aumenta mucho n 6 x. El objetivo es relacionar variables y separar sus respectivas

tendencias.
1
2]

1
VECTOR ([n, —2] ,n, 1,10, 1)
n

1 1

2 0.25

3 0.11113111111

4 0.0625

5 0.04

6 0.02777777777
7 0.02040816326
8 0.015625

9 0.01234567901

L 10 0.01
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Formalizar esa visualizacion. Relacionarlo con lenguaje simbolico y riguroso.

4.n
VECTOR| | n,

5
—_— . m; A, A0, A =
n + 4 6

1

lim—=20

n—oo n2

[ 10

0.8

.333333333

LF14285714

2

L222222222

2.4

.545454545

. 666666666

. 769230765

.857142857
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Probamos con la siguiente relacion

1 0.2
2 0.6666666666
3 1.285714285
4 2
2
n 5 2777777777
VECTOR| | n, P S 1
n+ 4 6 3.6
7  4.454545454
8 5.333333333
9 6.23076923
L 10 7.142857142 |
y {8 F
6 .l.
4 "
2 .l' ®
-.+
-15 -10 -5 s 10 15 20
-4
-6

Se pueden dar valores grandes para intuir su tendencia

100 96.15384615
110 106.1403508
120 116.1290322
130 126.1194029

2 140 136.1111111
n
VECTOR| | n, , n, 100, 200, 10| = | 150 146.1038961

n+ 4

160 156.0975609
170 166.091954
180 176.0869565

190 186.0824742

200 196.0784313

ol LY

1300
1200 -
1100 : 5

300 -200 100 | _1g00 200 300 40
1200
1 300-

Anin.,




Anexos José Rafael Couoh Noh

. nz
lim =00
n-oon + 4

Ahora cuando x se acerca a un valor, por ejemplo a 3 por la izquierda, en la siguiente

funcion.
fO)=x*—1
1 o F 3
1.05 0.1025 2.05 3.2025
1.1 0.1 2.1 3.41
1.15 0.3225 213 3.8223
1.2 0.44 2.2 3.Ba
1.25 0.552% 2.25 4.0625
1.3 0.89 z2.3 4.9
1.35 0.8225 2.35 4.5225
1.4 0.96 2.4 476
1.45 1.102% 2.45 5.0025
1.5 1.5 2.5 5.2%
1.55 1.4028 Z.55 5.5025
1.6 1.5 7.6 .76
283 1.7433 2.65 6.022
1.7 1.89 27 6.2
BT R 2.75 6.5625
el 2.8 €.84
1.8B5 2.4225 s gz w33t
19 2.6
29 1.4
1.95 2.8025
VECTOR([x, #(x)], x, 1, 2.89, 0.05) = | 2.95 7.7025 |
s
+
%
-2 4 ) 8 10 12
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Formalizar
lim f(x) =8
x—3~

Ahora me acerco la x a 3 por la derecha.

3.5 11.25
3.45 10.9025
3.4 10.56
3.35 10.2225
33 989

VECTOR([x, f(x)], %, 3.5, 3.05, -0.05) =
3.25 9.5625
3.2 9.24
3.15% 8.9225

3.1 8.6l

[ 3.05 8.3025

y 114
12

| S N |

ol 1 2 3 4 5 6
lim f(x) =8
x—-3%
Observar las 2 aproximaciones conjuntamente.

y 114
12
10
&

L
4
2

}Ci_rg f(x)=8
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Actividad 14: Introducimos funciones "raras", como cortadas, y con el cursor vamos viendo
las aproximaciones laterales. El objetivo es apreciar la diferencia en el rango seguin las
aproximaciones derecha-izquierda. También introducimos el manejo de funciones

condicionadas en el programa.

fOoO:=
x?—4
If (x#2——,3
x—2
i : /
4 . : ;
/Iﬂ
/1 ' *
-2 -1 A 2 3 4 5
-2
1.9 3.9
1.91 3.91
Z.m 4.
1.9z 3.92
z.0z 4.0z
1.93 393 203 403
1.94 3.94 R
F4 -
A=y s Z.05 4.05
1.96 3.96 Z06 4.06
T 3 2.07 4.07
1.95 3.93 R
199 309 S
VECTOR([x, F(x)], x, 1.9, Z.1, 0.0} = 2 3 ERr.C T O O

I

Oud& 1 A2 Lod ANE Lads 2 22

Lo hacemos con aproximaciones mas finas, y conjeturamos sobre la tendencia
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1.991 3.991
1.99z 3.992
1.993 3.993
1.994 3.994
1.995 3.993
1.996 3.996
1.997 3.997
1.993 3.998
1,599 3.959

VEETOR([x, f(x1], =, 1.99, Z.01, 0.001) =

kd
L

Z2.001 4,00

Z.002 4.002

Z.003 4.003

Z.004 4.004

Z.005 4.005

Z.005 4.005

Z.008 4.008

Z.008 4.009

T X

1.97/1. 881,59 2 2012022032 04

(Cuadl es la tendencia de la funcion cuando hacemos aproximaciones laterales?

(Cual es el valor de la funcioén en x=2?
lim f(x) =4
xX—27
Jig 00 =4

f2)=3

(Existe limite de la funcion? ;Se alcanza?
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Veamos la siguiente funcion

VETOR([x, f(x)], =, 1.99, 2,00, 0.00L) =

fl0):=

I ¢2x2_4
X ,——

f xX—2
1.99 3.99

1.591 3.991

1.932 3.992

1.593  3.993

1.994 3.994

1.995 © 3.995

1.996 3.998

1.897 3997

1.998 3.998

1.939  3.393

kd
=l

.00l 4.001

kJ

.00z 4,002

Fd

.0o3 4.003

L)

.04 4,004

kd

.005 4005

Fd

.06 4.006

kd

.noy  4.007

kd

0B 4,008

Fd

.0 4.0

Fd

ki
=
*
&

Jim 700 =4
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Ji, £ = 4
f(2)=?
chizg f(x) =?
(Existe limite de la funcion? ;Se alcanza?

Nos hacemos las mismas preguntas que antes.

Veamos ahora la siguiente funciéon y hacemos lo mismo. Primero con el cursor, nos

acercamos lateralmente, y luego nos hacemos una tabla.

f:i=

If (x < 3,x%2 —2,2x)

[ .99 6.940

£.991 6.9460681

2.992 6.052064 Lom:  EIE

2.893 §.953049 it
3.003  5.006
2.994 £.954035
3.004 6. 00&
2.995 &.970025
3.005 6.0
Z.995 6.976006
3.006 6.0z
2.997 6.952009
3. 007 6.004
2.993 6.933004
3.008 6. 006

2.999 §.99400
3.008 6.018

VECTOR([=, fixJ], x, 2.99, 3.00, 0.000] = 3 ]
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TR

2.972.982.99 3 3.013.023.033.04
Conjeturamos, ¢ Existe limite en x = 3?

lim f(x) =7

x—3"
Jlim f() =6

fB)=6

Actividad 15: Si existen los 2 limites laterales de una funcién en un punto “a” del dominio,
son finitos y coinciden, entonces existe también el limite de la funcién cuando x—a. Si no

es asi, la funcion no tiene limite en x = a.

El objetivo es definir conceptos y aplicarlos con el ordenador, manejando el cursor y

pasando al lenguaje simbolico, comprobando los calculos.
Trabaja los siguientes limites:
f):=

If (x<4,2,If(x=4,4,2x—6))

-2 2 4 6 & 10 12
lim f(x) =2
x—4~

lim f(x) =2
x—4%
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(Hay limite? ;Se alcanza?

lim f(x) =
x—4
| x|
xX) = —
fo =2
4
LTS
2
25 z
Sl s sim 11 2 3 4
L2
e
4

lim f(x) =—-1
x—-0~
Jim f(x) =1
lim f(x) = +1
x—0
(Qué le pasa al ordenador? ;Como ve el limite?, ;Qué piensas tu?

(Existe limite de la funcién? ;Se alcanza?

F(x) = SIN (%)

.14
13
3 . 3 1z .
§ . f‘..“'-"’.ll'lh N ek
—od-0.3-0. 20101 a1 b3 0.4
I DA
4 .

(Qué puedes decir del limite cuando x—0?, ;Hay limite?, Razona tu respuesta
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Sesion 3: Relacion entre 2 aproximaciones, cuando x—a, f(x)—1

Actividad 16: El objetivo es estudiar limites de funciones en puntos, que tienden a +/-co,
por ejemplo por la izquierda, derecha y formalizar en el punto dado, aunque podriamos
aceptar un lenguaje cualitativo de las tendencias, como por ejemplo: cuando x se acerca a

un punto, la funcién se hace muy grande, rapidamente.

im_ f(x) =+
O 2 9

lim f(x) = —0 s c
X = = '
fim P ;
X — ¢ / () / \/—P:

|/

Significado de lim f(x) cuando x — ¢*

El significado de  fim  f(x) (limite de [(x) cuando x tiendea c¢ por
X =t

la derecha) es similar al del  fim  f(x). Veamos graficamente los tres
Xyl

comportamientos que pueden darse, idénticos a los vistos para x — ¢,

o

i 't

fim  f(x) = +ao lim f(x)=—x fim f(x)=1
x—= X=>c” A=yt

Los limites cuando x - ¢~ y x — ¢ se llaman limites laterales.
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Significado de [im f(x) cuando x — ¢

fim f(x) (limite de [(x) cuando x tiende a ¢ es el comportamien-
X —>:€
to de la funcién cuando x se aproxima a ¢, sin importar si es por la
derecha o por la izquierda.

Si lim f(x)= lim [f(x)=1[ decimos que lim f(x)=1L.
X x—ct xX—c
Andlogamente, cuando los dos limites laterales son +o0 o -,

Si los dos limites laterales no toman el mismo valor, se dice que no
existe el  /im f(x).

xX—=c
1 S '
\_/ : : "/
I " i 1
: : h

fim f(x) = +m tm f(x) =-cx tm f(x) =1

A= C X—=C X—=>C

Limites de las siguientes funciones

0.94 -32.333
VECTOR([x, f(x)], %, 0.9, 0.99, 0.01) =

0.95 -39

0.96 -49

0.97 -65.666

0.98 -99
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x+1

im
x-1tx — 1

VECTOR([x, f(x)],x,1.1,1.01,—0.01)

1.1

1.08

1.07

1.06

1.05

1.04

1.03

21

23.222

26

29.571

34.333

41

51

67.666

101

201

Seguirlo con el cursor desde la izquierda y derecha de 1. Hacer conjeturas.

-8

o x+1
lim = —0o0
x->1- x—1

oo x+1

lim =0
x-1+ x —1

o x+1
lim = t+oo
x-1 X —

Explica el resultado que da el ordenador.

Actividad 17: Calcula los siguientes limites y explicalos razonadamente antes de dibujarlos.

Compruébalos con el ordenador con una tabla y su grafica.
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lim —
erPAL x+4

¥ 14
3
2
1 ¥
-12 -1 -8 -6 -4 = =1 2
-2
-3
. x+x—6
lim —————
x-2 XxX+3
¥lg g
4 +
3 5
2
1 ¥
23 y/fe 3 4 05
; 3 Y ; ; ; 3
o x3 —2x% +4x
lim
xX—+00 x—2
4 e
¥ |a ,
2
1 X
4 -3 2 -1 IM1 2 3 4
-2
3
-4
. x’+x-6
lim
x--00 X+ 3
¥
+

-2—1y/2345
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I ul
x—l>r—noo (4 + 2x)3

i : i g Yalbgmis i :
; 3 3 <4102 ; ;
-5 -6 -4 —2[ _0.E 4 6
. 1
lim 77x
X—+00
A R : 2
\ 0.5 i@
-5 -6 -4 -2 0.7 4 5
: -1
-1.%

10 -5 |45 10 15 20 25
_2 3 i ]
-3
x2 -5

A0 =5 e log 50 A0 (15 20: Z5
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Actividad 18: Un n° real “L” FINITO es limite de una funcion f(x) en un punto “a”, si al
tomar valores de x cada vez mas proximos al “a”, sus imagenes correspondientes, estdn mas

proximas a L. Si |x — a| — 0, entonces |f(x) — L| — 0. El limite es inico en ese punto.

Definimos limite como una aproximacion previa al concepto métrico, pensando que puede

facilitar el concepto mas formal de Spivak, manejando distancias.

f(x) =x*—-2

TR

5 4 2~]Ag2 4 s =
3 E 3 .._4 3 E 3 E

Hacemos una tabla de |x —a| y |f(x) — L| para ver sus tendencias, en x=3, por lo que

buscamos “a” proximo a 3.

En primer lugar los pares [a,f(a)]

2.99

2.991
2.992
2.993
2.994
2.995
2.996
2.997
2.998

2.999

VECTOR([a, f(a)], a, 2.99, 3.01, 0.001) = 3

6.9401
. 946081
.952064
.958049
. 964036
. 970025
. 976016
. 982009
. 985004
. 924001
7

3.001 7.006001
j.002 7.012004
3.003 7.018009
3.004 7.024016
3.005  7.030025
3.00e 7.036036
3.007 7.042049
3.008 7.048064
3.009 7.054080999

3.0 7.0601
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Nos acercamos al 3 por la izquierda, y vemos la diferencia con 3, [a,a-3]

[:2:199 -0.01 7
2.991 -0.009 2.996 -0.004
2.992 -0.008 2.9957 -0D.003
2.993 -0.007 2.998 -0D.002
2.994 -0.006 2.99% -0.001
VECTOR([a, a - 3], a, 2.99, 3, 0.001) = | 2.995 -0.005 | 3 0

Lo hacemos ahora por la derecha, y observamos las diferencias con 3, [a,a-3]

[ 3.01 0.01
3.009 0.009
3.008 0.008
3.007 0.007
3.006 0.006
VECTOR([a, a - 3], a, 3.01, 3, -0.001) = | 3.005 0.005
3.004 0.004
3.003 0.003
3.002 0.002

3.001 0.001

] 0

Ponemos en valor absoluto esas diferencias, y s6lo contamos ya distancias positivas.
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13 —al
[2.99  0.01
w0 Y 3.001 0.001
2.992 0.008 3.002 0,002
oot BIF 3.003 0.003
man e 3.004 0.004
s adla 3.005 0.005
2.996 0.004 3.006 0.006
2.997 0.003 3.007 0.007
2.998 0.002 3.008 0.008
2.99% 0.001 3.009 0.009
VECTOR([a, |3 - a|], a, 2.99, 3.01, 0.001) = | 3 0 | 3.01 0.02
Lo hacemos ahora con f(a) y sus diferencias con 7, |f(a) — 7|
VECTOR ([f(a),|f(a) — 7|],a,2.99,3.01,0.001)
6.94  0.0599 7.006 0.006001
6.946 0.053919 7.012 0.012004
6.952 0.047936 7.018 0.018008
6.958 0.041951 7.024 0.024016
6.964 0.035963 7.03  0.030025
6.97  0.029975 7.036 0.036036
6.976 0.023384 7.042 0.042049
6.982 0.017991
7.048 0.048064
6.988 0.0115%6
7.054 0.054081
6.994 0.0059%9
7.0601 0.0601
7 0

Las podemos juntar para observarlo mejor que si |3 — a| — 0, entonces |f(a) — 7| = 0

VECTOR ([a, 13 — al, f(@), |f(a) — 7], a,2.99,3.01,0.001)
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[ 2.99 0.01 6.94 0.0599

2.991 0.009 6.946 0.053919
2.992 0.008 6.92 0.047936
2.993 0.007 6.958 0.041951
Z2.994 0.006 6.964 0.035963
2.995 0.005 6.97 0.023975
2.996 0.004 6.976 0.023984
2.997 0.003 6.982 0.017991
2.998 0.00Z 6.988 0.011996

2.99% 0.001 6.994 0D.005999
3 0 7 0
3.001 0.001 7.006 O0.006001
3.002 0.002 7.002 O0.012004

3.003 0.003 7.018 D.01E003

3.004 0.004 7.024 0.024016
3.005 0.005 F.03 0.030025%
1.006 0.006 7.036 0.036036
3.007 0.007 7.042 0.042049
3.008 0.008 7.048 0.048084
3.009 0.009 7.054 0.054081

L 3.01 ©0.01 7.DeD1 0.0&01
Lo que implica que

chiiré fx)=7

Sesion 4: Definicion formal de limite

Actividad 19: Formalizamos la definicién de limite, dando graficas que puedan ayudar a

visualizar el concepto.
Definicion rigurosa

Informalmente, se dice que el limite de la funcién f(x) es L cuando x tiende a p, y se

escribe
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lim f(x) =1L
xX-p

si se puede encontrar para cada ocasion un x suficientemente cerca de p tal que el valor de

f(x) sea tan proximo a L como se desee. Formalmente:
[lim f(x) =L] ©Ve>036>0: Vx(0< |x—p|<d=|f(x)—L| <é¢).
X—p

Esta definicion se denomina frecuentemente definicion épsilon-delta de limite, y se lee

como.

“para cada real ¢ mayor que cero existe un real 6 mayor que cero tal que, para todo x, si la

distancia entre x y p (x no es igual a p) es menor que J, entonces la distancia entre la

imagen de x y L es menor que ¢ unidades”.

YA



http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%89psilon
http://es.wikipedia.org/wiki/%CE%94
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k)| | ‘ | 1 (x)

: I | ()| . l(x) .
’ | ‘ ‘
<l Wi N o s ‘ ; Lhel
! \ \ | Lte

L
3 X — X f a"’\ —
5|8 a-8a+sé s 3
Para cadae > 0 hay un'é > 0 tal que 0 <|x—al<¥6 = ) =Li<e

Actividad 20: Relacionamos la definicion con el ejemplo practicado. El objetivo es
formalizar el lenguaje simbolico con el grafico que ya vimos, manejando bien el concepto
de valor absoluto que ya conocian, y cotejandolo con el ordenador en el comando

Resolver>>Expresion.

En nuestro ejemplo, dado un &>0/e=0.06, encontramos un 6>0/6=0.01/ si|3-a|<0.01
entonces |f(a) — 7| < 0.06. Lo hacemos con el ordenador y lo formalizamos

matematicamente.
|f(a) — 7| < 0.06
—0.06 < f(a) —7 < 0.06
7—-0.06 < f(a) <7+0.06
6.94 < f(a) < 7.06
|(x?2 —2)—7] <0.06
—0.06 < (x2—2)—7<0.06
7—-0.06<x?—-2<7+0.06
6.94 < x?2—-2<7.06
6.94 + 2 < x? < 7.06 + 2

8.94 < x? < 9.06
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x </9.06 = 3.009983388
SOLVE(|f(a) — 7| < 0.06,a, Real)
2.989983277 < a < 3.009983388 vV —3.009983388 < a < —2.989983277
3.009983388 — 3 = 0.009983387999
13.009983388 — 3| = 0.009983387999
2.989983277 — 3 = —0.010016723
12.989983277 — 3| = 0.010016723
la — 3] < 0.01
—0.01<a-3<0.01
3-0.01<a<3+0.01
2.99 < a < 3.01

Actividad 21. Ahora buscamos nosotros el §, dando de antemano el €. Por ejemplo, sea
€ =0.0001 > 0 en la misma funcion. El objetivo es afianzar la practica del concepto

métrico de limite.
SOLVE(|f(a) — 7| < 0.0001, a, Real)
2.999983333 < a < 3.000016666 v —3.000016666 < a < —2.999983333
|2.999983333 — 3| = 1.666699999 x 10~>
|3.000016666 — 3| = 1.6666 x 10~°
8 = 1.6666 x 107>

Busquemos en el entorno de 3, valores de a/ [a-3|<d
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VECTOR ([a, |a — 3|], @, 2.9999, 3, 1.6666 x 10~°)

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999%

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

2.9999

0.0001

-5

9.8333.10
-5

9.6666-10

-5

9.5.10

-5

9.3333.10

9.1666-10
s
9.10
-5
8.8333.10
3
8.6667-10
-5
8.5.10
8.3333.10
-5
8.1667.10
8.10
7.8334.10
7.6667.10
7.5-10
-
7.3334.10
-5
7.1667.10
-5
7.0001.10
6.8334.10
6.6668.10
6.5001-10
6.3334.10
-5
6.1668.10
-5
6.0001-10
-5
5.8334.10
-5
5.6668.10
-5
5.5001.10
-5
5$.3335.10
-5
5.1668.10
-5
5.0002.10

-5
4.8335.10

-5
4.6668.10

L
4.5002.10
=
4.3335.10
=5
4.1669.10
=5
4.0002-10
3.8335.10
-5
31.6669.10
=
3.5002.10
=
3.3336.10
-5
3.1669.10
-5
3.0002 .10
=5
2.8336-10
=
2.6669.10
25
2.5003.10
5
2.3336.10

-5
2.1669.10

-5
2. 000310

=5
1.8336.10

-5

1.667+10

-5
1.5003+10
1.3336.10

-5
1.167.10

=5
1. 0003 .10
§.337.10

-5
6.6703.10

£
5.0037.10

]
3.3372.20

]
1.6705.10

-4
4.10
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Y veamos como |f(a)-7|<0.0001

VECTOR ([f(a),|f(a) —71],a,2.9999, 3,1.6666 x 107°)

6. 5993
6. 9954
6., 9054
6. 55954
6. 99594
6.9994
6, 9994
6. 9954
6. 9994
6. 0004
6. 9995
6. 95955
6. 95955
L
6, 0055
6. 5555
6. 9555
6. 9995
6, 0005
€. 5005
6. DG
6. 55956
6. 9956
6. 9006
6. 9906
[
6. G995
L]
6. 99596
6. 5056
6. 9996
6., 9O57
6. 5557

0.000599%59
-00058999
00057999
. 000565955

=2 o O o

00055955
0.0005 4930
0.00053%50
0.00052%%%
0.00051%%9
0.0005 0999
0. 0004590
0. 00048555
0. 00047 %%
0. 0004695
0. 00045 %00
0. 00045
0. 00da44
0. 00043
0. 00042
0. 00d41
0. 0004
0. 00035
0. 0038
0. 00037
0. 00036
0. 00035
0.00034

0.00032

0.00031

0.0003
0. 0002 %001
0. 00028001

6.9997
6.9997
6.9997
6.9997
6.9997
6.9997
6.9997
6.9997
6.9998
6,9998
6.9998
6.9998
6.9998
6.9998
6.9998
6.9998
6.9998

0.00027001
0.00026001
0.00025001
0.00024001

o

.00023001
00022001
00021001
. 00020001
00019001
.00018001
.00017001
-00016001
.00015001
.00014001
-00013001
.00012001

.00011001

O O © 0 O 0 0o © 0o o o oo ©

-00010001

-5
9.002.10

-5
8.002-10

-5
7.0021.10
6.0021-10

-5
5.0021.10

-5
4.0022-10

-5
3.0022-10

-5
2.0023.10

-5
1.0023.10

-8
2.4.10
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Actividad 22: Vamos a usar la definicion &-0 de limite para probar que en la funcién

f(x)=3x-2, tiene limite, con el objetivo de hacer la prueba matematica de un concepto.
}Ci_r)r% Bx—-2)=4
Para cada £>0, existe un 6>0/ |(3x-2)-4|<e, siempre que [x-2|<0
[3x — 2 — 4| = 3|x — 2|
B3x —2—-4|=3|x—-2|<¢

SOLVE(3|x — 2| < &,x,Real)

2-fex<iyn
35%53

Hacemos que § = 8/3. Por lo tanto si quiero que € = 0.01,6 = 0.003333 ...

f(x)=3x—-2

3.7 0.3

3.73

L=l

iy
3.76 0.24

3.79

=l

.21
3.82

=

.18
3.85 0.15
3.88 0.12

3.91 0.09

1.993 0.007 3.94 0.06

1.9964 0.0036 3.97 0.03
1.9998 0.0002
VECTOR([a, |a - 2|1, a, 1.993, 2.01, 0.0034) =
2.0032 0.0032

4 0
VECTOR([F(a), |f(a) - 4|1, a, 1.9, 2.11, 0.01) =
4.03 0.03

2.0066 0.0066 4.06 0.08

2.01 0.01 4.09 0.09
4.12 0.12
4.15 0.15
4.18 0.18
4.21 0.21
4.24 0.24
4.27 0.27

4.3 0.3

4.33 0.33
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Actividad 23: Calcular el limite de la siguiente funcion algebraica y graficamente y
demostrarlo con la definicion de limite. El objetivo es buscar una secuencia de aplicacion
de lo aprendido para ver una posible construccién del concepto de limite con lenguajes

algebraicos, graficos y de razonamiento en la prueba.

i x? -5
xlzg 2X2—8
x%> -5

2.3. Actividades de la planificacion del PMC
Tratamiento del concepto de limite al infinito
Nivel: Licenciatura.

El tratamiento del concepto se realiza en 6 sesiones, cada sesion contempla dos modulos de

50 minutos.

La planeacién de actividades responde a 4 fases que he llamado: aproximacion,
formalizacion, identificacion y aplicacion del concepto del limite al infinito. Desde un
punto de vista particular, estas fases son fundamentales para favorecer el proceso de

asimilacion del concepto en cuestion.
Actividad 1. Resolver los siguientes limites:

a) limn—)Z(nz +1) b)lim,, 4 ¢) lim,_, (2 — n_lz)

1
n
d) lim,_(n?) e) lim,,_e (iz) £) lim,, 00 (=1
n

Actividad 2. Los casos anteriores ejemplifican casos particulares de tipos de limite, los

casos generales de tales tipos son los siguientes:
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lim,_, f(n) =1, lim,_ f(n) =L, lim,,_, f(n) = o, lim,,_,, f(n) = o; donde n, a son

numeros naturales y / un nimero real.

* De los limites tratados en la Actividad 1, enlistar aquellos que sean casos del tipo:

lim, o f(n) =L
» ;Qué interpretacion analitica o geométrica le das a la expresion lim,,_,, f(n) = L.

= El profesor y los alumnos reflexionan sobre la posibilidad de existencia de
problemas dentro y fuera de la matematica que involucran el concepto de limite al
infinito, en particular analizan la posibilidad de construccion de modelos

matematicos del concepto. Ejemplifican algunos casos.

Actividad 3. Los alumnos analizan situaciones de tipo geométrico que involucran el

concepto de limite al infinito y establecen algunas conjeturas sobre su comportamiento.
a) Se tiene un cuadrado ABCD de lado a unidades.

Sobre el lado AD se traza el subsegmento AE de longitud 1, es decir, AE = 1, de manera
analoga sobre los lados DC, CB y BA se trazan segmentos de longitud unitaria, empezando
por D, C y B. Al unir los puntos finales de cada subsegmento trazado se construye un
cuadrado. Si se continta el proceso anterior se construye una sucesion de cuadrados, como

se muestra en la siguiente figura:
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(S1 se sigue la construccion de la sucesion de cuadrados, el proceso es finito, es

decir, se sabe o se conoce del ultimo cuadrado a construir?

Inducir a una férmula analitica del comportamiento de las areas y de los perimetros

de la sucesion de cuadrados.

Si en cada etapa del proceso se determina el area del cuadrado construido, ¢cual es

el comportamiento de la sucesion?

(El numero de cuadrados a construir es finito o ilimitado? Argumenten sus

respuestas.

De los tipos de limite dados, cual de ellos se relaciona con estas situaciones.

Argumente.

b) Sea C un circulo dado de radio r, en tal circulo se han inscrito poligonos regulares de 4,

6, 8 y 10 lados, como se describe a continuacion.

Si se inscribe un cuadrado de lado /” en el circulo C y [/ indica la medida de la
circunferencia del circulo, entonces el area del cuadrado es una aproximacion al
area del circulo. La suma de los lados del cuadrado, es decir, 4/’ es una

aproximacion a la longitud / de la circunferencia, como se observa en la figura:

Si se inscribe un hexdgono de lado /” en el circulo y / indica la medida de la
circunferencia. Entonces el area del hexdgono es una aproximacion al area del
circulo. La suma de los lados del hexagono, es decir, 6/’ es una aproximacion a la

longitud / de la circunferencia, como se observa en la figura:
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Si se inscriben poligonos de 8 y 10 lados en el circulo y en cada proceso /” indica el
lado de cada poligono inscrito, 8/’ es una aproximacion a la longitud / de la

circunferencia del circulo y 70/’ también lo es, como se observa en las figuras:

Determinar la medida de las areas de los poligonos de 4, 6, 8 y 10 lados y analizar
el comportamiento. Posteriormente induzca el comportamiento geométrico de la

sucesion de areas.

Establecer una conjetura sobre como determinar la medida del area del circulo a

partir del andlisis de las areas de los poligonos regulares inscritos.

Siguiendo el proceso anterior, /en cudntas etapas mas llegaremos a cubrir el area

del circulo?

(Es posible determinar el numero exacto de poligonos a inscribir en el circulo para
determinar exactamente su medida de area? En otras palabras, ;el proceso es

finito?
(Qué regularidad presentan los términos 4/°,6/°,8/" y 101"?

LA qué tienden la sucesion de areas y perimetros de los poligonos inscritos?

Como actividad adicional se propone estudiar el comportamiento de la curva de Von Koch,

en particular, sobre el comportamiento de su longitud y el caso de area que se presenta.



Anexos José Rafael Couoh Noh

Actividad 4.

a)

b)

d)

El profesor junto con los alumnos establecen la definicion del concepto de proceso
infinito y situacion limite. Reflexionan sobre los tipos de limite y su relacion con los

procesos infinitos.

El profesor y los alumnos estudian la situacion del area y la circunferencia de un
circulo, dado en los casos anteriores. En particular se centran en la induccion del
modelo matematico para determinar dichas medidas. Para el caso del area de n-ésimo
poligono regular inscrito establecen la siguiente formula
A[B,] = r®nsen(m/n) cos(m/n) y para el caso del perimetro, inducen P[P,] =
2rnsen(m/n). Posteriormente los alumnos construyen una tabla y determinar algunos
valores para las areas y los perimetros. Luego, argumentan sobre las siguientes

cuestiones:
1. (Cual es el comportamiento de las 4reas y los perimetros?

ii. Investigar los  siguientes limites:  lim,_ o r?nsen(mw/n) cos(m/n) vy

lim,,_, ., 2rnsen(m/n).

El profesor y los alumnos analizan la siguiente cuestion: ;Todos los procesos infinitos
tienen asociada una situacion limite? ;Qué es lo que caracteriza aquellos procesos

infinitos que tienen asociada una situacion limite?

El profesor introduce el principio de exhaucién y/o la propiedad arquimediana, como
condiciones que cumplen los procesos infinitos asociados a una situacion limite y se
inicia la formalizacion matematica de la relacion de los procesos infinitos y la situacion

limite.

Luego de establecerse que los limites de las sucesiones de las areas y perimetros de los
poligonos regulares inscritos en un circulo son casos particulares del limite al infinito,
los alumnos dan otros ejemplos de casos que involucran el concepto y de casos en que

no ocurre asi.



Anexos José Rafael Couoh Noh

Actividad 5.

a) Los alumnos conjeturan la definicion de los siguientes limites: lim,_, f(n) =L, n €

N, limy,_e f(x) =1, x € R.

Para ello, consideran en un primer momento sucesiones y/o funciones crecientes

acotadas, decrecientes acotadas y posteriormente generalizan.

b) De la lista de limites dados a continuacion, los alumnos identifican aquellos que
ejemplifican casos de limite al infinito, los resuelven y justifican sus resultados

utilizando las definiciones dadas.

: ; 2 _ ce 9. 1 . 10\*
2 . sen x . 1
. x“+1 .
' X v. lim -
iv. lim,_, o AT x>0 vi. limy e =
Actividad 6.

Los alumnos analizan problemas dentro de la matematica y fuera de ella que involucran el
concepto de limite al infinito, construyen los modelos matematicos, los analizan y le dan

solucién a dichos problemas. Por ejemplo se les pueden proponer.
a) Resolver la siguiente integral: [ OOO i dx.

b) Se pueden proponer problemas geométricos que involucren procesos infinitos asociados

a una situacion limite y otros que no tengan esa propiedad.

¢) En el contexto de la economia, la biologia o en las ciencias de la salud, se pueden
proponer problemas que involucren por ejemplo el estudio de la curva logistica, en
particular para estudiar la evolucion y por tanto, el control de enfermedades (aqui me

parecen interesantes algunas actividades que tu propones en tu disefio).
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En mi caso, trabajé situaciones de tipo geométrico de determinacién de volumenes, areas,

perimetros.

Actividad 7. El profesor y los alumnos analizan los conceptos introducidos, el de limite al

infinito como contenido central y se formaliza el contenido matematico.

2.4. Actividades de la planificacion del investigador
Nivel educativo y tiempo

Esta dirigida a estudiantes del Nivel Superior que hayan cursado Unidades de Aprendizaje
donde se contemple el estudio de Limites al infinito. Para su implementacion se han

considerado dos sesiones de aproximadamente 100 minutos cada uno.
Objetivo

Los estudiantes estableceran, en un primer momento, una definicion del limite al infinito de
una funcion usando el lenguaje coloquial y en otro, sustentados de la simbologia

matematica, en particular, lim;_,,, P(t) = a,donde a € R.
Actividad 1. (Analizando el Comportamiento de Enfermedades Epidémicas, parte 1)
Objetivo: Tabular y graficar la funcion que modela el problema en estudio.

Consigna. Reunidos en equipos de trabajo analicen y resuelvan el siguiente problema.

Justifiquen sus respuestas.

La funcion logistica es una funcion matemdtica que aparece en diversos modelos de
crecimiento de poblaciones, propagacion de enfermedades epidémicas y difusion en
redes sociales. La funcion logistica simple se define mediante la formula:

P(t) =——
© 1+et

Donde P(t) es la poblacion en millones y t es el tiempo en semanas.
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Se ha detectado una nueva enfermedad epidémica en una determinada poblacion. El
contagio (propagacion) de esta enfermedad se ha modelado mateméaticamente, obteniéndose

la formula siguiente:

1
P(t) = - 0. t>
© 30(1+e—f 05)' =0

a) En la formula, ;cudl es la Variable Independiente y la Variable Dependiente?, ;qué

funcién tiene cada uno?
b) (Por qué la formula plantea que t > 0?

¢) Utilizando la féormula, ;qué valor se esperaria para la poblacion cuando t = 07, ;por

que?

d) Completen la siguiente tabla a partir de la formula dada.

t 0 |15 4 7 10
P(t) 11.42391234 14.79921447 14.99629816

e) Si se mantiene el comportamiento dado inicialmente, ;cudntas personas estaran
contagiadas al transcurrir 5 semanas?, ;y después de 9.5 semanas? Justifiquen sus

respuestas.

f) A partir de la tabla, realicen un bosquejo de la grafica que modela la situacion.

Actividad 2. (Analizando el Comportamiento de Enfermedades Epidémicas, parte 2)

Objetivo: Asociar la grdfica de una funcion con su expresion algebraica y con base en

dichas representaciones analizar el problema.
Consigna. Reunidos en equipos de trabajo analicen la situacion y determinen lo que se pide.

Miguel es médico y estd interesado en controlar el contagio de la enfermedad detectada.
Por tanto, le han presentado las funciones y las graficas de la propagacion de la enfermedad

en cuatro poblaciones, las cuales debe analizar para comprender mejor la situacion. Sin
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embargo, por un descuido se han traspapelado los documentos que contienen la
informacion. Ayuden a Miguel a organizar la informacion, relacionando la funcion con su
respectiva grafica, para ello coloquen dentro del paréntesis de la izquierda la palabra
“Grafica 17, “Grafica 27, “Grafica 3” 6 “Grafica 4”, segun corresponda. Enseguida realicen

un andlisis apoyandose de las preguntas planteadas.

1. = - 0. >
( ) PO =75(; P 05),620
2. = - 0. >
( ) PO =65 P 05),620
3. = - 0. >
( ) P(t) = 40 (1 +1e—f 05>,t_ 0
4. = - 0. >
( ) P(t) 25(1+e—f 05>,t_0
Grafica 1 Grafica 2
P(Y) P9t
35 35+
25
13
i/l
10 20 ¢ B 10 20 4
Grafica 3 Grafica 4

Py

35

30

B et EEE L EEPEEPEEE b

10 20 4 10 20 f
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a) (Qué procedimientos realizaron para asociar las férmulas con sus respectivas

graficas? Describir detalladamente.
b) En cada caso, ;cudl es el comportamiento que presenta la grafica?
¢) En términos del problema, ;qué significa que en cada grafica haya una asintota?
d) En la formula, ;qué parametro determina la asintota horizontal?
e) Determinen la ecuacién de la asintota horizontal en cada funcion.

f) Con base en el analisis realizado de las formulas y las graficas, ;qué conclusion le

presentarian al médico? Expliquen detalladamente en términos del problema.

Actividad 3. (Analizando el Comportamiento de Enfermedades Epidémicas, parte 3)

Objetivo: Calcular el limite al infinito de una funcion, que modela un determinado

problema contextualizado, a partir de las representaciones algebraica, numérica y

grdfica.

Consigna. Reunidos en equipos de trabajo analicen la situacién y respondan las preguntas

planteadas. Justifiquen sus respuestas.

1. Retomando la actividad 1, donde analizaron el contagio de la enfermedad en una
poblacion en particular y cuya funcion matematica que modela la situacion es:

P(t)=30< t—O.S),tZO

1+e”
a) Con base en la grafica que elaboraron previamente, ;qué comportamiento presenta
la cantidad de poblacion infectada cuando transcurre el tiempo, por ejemplo, cuando

t =227

b) ¢Existe un valor maximo de dicha funcion? Determinenlo en caso afirmativo, si no,

justifiquen por qué no existe.
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¢) Utilizando lenguaje comun, describan la relacion que guardan el namero de

personas contagiadas con el aumento del tiempo.

d) Utilizando la expresion matematica adecuada, ;coOmo expresarian la relacion

anterior?

2. A continuacion, se presentan algunos datos en la tabla sobre la propagacion de la

enfermedad en cierta poblacion.

t P(t)

(en semanas) | (en millones)
0 0
1 4.621171573
2 7.61594156
3 9.051482536
5 9.866142982
7 9.981778976
8 9.993292997
10 9.999092043
23 9.999999998

Con base en los datos, realicen lo siguiente.
a) Elaboren una grafica a partir de los datos de la tabla.

b) Tomando en cuenta los datos de la tabla, ;qué comportamiento presenta la cantidad

de poblacion infectada cuando el tiempo aumenta?
c) El comportamiento, ;de qué manera se observa en la grafica?

d) Expresen lo anterior, utilizando la simbologia matematica adecuada.
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Actividad 4. (Analizando el Comportamiento de Enfermedades Epidémicas, parte 4)

Objetivo: Utilizar una simbologia matemdtica de limites al infinito de funciones en la

resolucion de problemas.

Consigna. De manera individual, completa la siguiente tabla donde se muestran la grafica,
el comportamiento y la expresion matematica sobre el contagio de la enfermedad en tres

poblaciones distintas.

= Griafica Comportamiento Expresion
tg (Poblacion en millones y tiempo en (Lenguaje comiin) | matematica
= semanas)
=
)
&
1
) lim P(t) = a
t—oo
Cuando las
semanas
transcurridas
3 crecen demasiado,
la poblacion
infectada se acerca
a 57.5 millones.
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UNA SINTESIS

Actividad 5. (Sintesis)
Sintesis

Objetivo: Que el estudiante describa el concepto de limite al infinito de una funcion

utilizando lenguaje comiin y simbologia matemadtica.

De acuerdo con las actividades realizadas, en esta leccion, trabajaron la resolucion de
problemas sobre un concepto matematico muy importante en el calculo diferencial e
integral. En particular, analizaron cémo cambia la poblacion infectada por una cierta

enfermedad conforme transcurre el tiempo.

De manera individual y con base en los problemas que estudiaste anteriormente, analiza y

responde las siguientes preguntas.

1. Cuando el tiempo aumenta considerablemente, ;qué comportamiento presenta la

poblacion contagiada?

2. De manera general y utilizando lenguaje comun, describe el comportamiento anterior.

3. Ahora, utilizando la simbologia adecuada, expresa matematicamente lo anterior.

Con base en lo que aprendiste en la leccion, elabora un reporte abarcando basicamente lo
siguiente: el comportamiento (de manera general) observado en los distintos problemas, el
concepto matematico involucrado en los problemas y los métodos que fueron utiles para la

resolucion de los problemas.
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LOS METODOS

Actividad 6. (Método)

Método

Objetivo: Describir los procedimientos realizados en el cdlculo de limites al infinito de

una funcion, en determinados problemas contextualizados.

Con base en lo que aprendiste en esta leccion, de manera individual, analiza y resuelve los

siguientes problemas. Describe en cada caso los procedimientos de resolucion, asi como el

comportamiento presentado en dichos problemas.

1. La gréfica siguiente representa el nimero de habitantes en una poblacion conforme

transcurre el tiempo, donde P(t) es la poblacion en miles de millones y t es el tiempo

en anos.

b

Pl

Con base en ello, realiza un andlisis apoyandote de las siguientes preguntas:

a) (Cuadl es la poblacion inicial al comenzar el registro?
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b) Aproximadamente, ;cuanto aumenta la poblacion al transcurrir un afo?

c) Conforme transcurren los afios considerablemente, ;qué comportamiento presenta

el numero de habitantes?

d) Representa lo anterior utilizando la simbologia matematica correspondiente.

2. Se ha notado cierto comportamiento sobre el nimero de usuarios de redes sociales,
conforme transcurren los meses. La siguiente tabla proporciona evidencia sobre este

hecho.

t P(t)
(en meses) | (en millones)
1 18.48468629
2 30.46376624
3 36.20593015
5 39.46457193
15 39.99997553
20 39.99999984

a) Aproxima el valor para el niimero de usuarios cuando el tiempo es igual a 1.5

mescs.

b) Con base en la tabla de valores, ;qué comportamiento presenta el niimero de
usuarios de redes sociales cuando aumenta el tiempo? Concluir en términos del

problema.

c) Utilizando la simbologia matematica correspondiente, expresar el comportamiento

observado.



