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PERSPECTIVA ONTOSEMIOTICA DE LA VISUALIZACION ESPACIAL Y EL

RAZONAMIENTO DIAGRAMATICO
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Universidad de Granada (Espafa), Universidad Publica de Navarra (Espafia), Universidad de Santiago de Compostela (Espafa). Universidad de
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ostensivos

Key words: diagrams, mathematical reasoning, visual languages, sequential languages, non — ostensive objects
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RESUMEN: Los diagramas, y en general el uso de visualizaciones y materiales manipulativos, desempefian un papel
importante en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En este trabajo aplicamos algunas
herramientas teoricas del enfoque ontosemidtico del conocimiento matematico para analizar la diversidad de objetos y
procesos implicados en la actividad matematica, que se realiza con apoyo de representaciones diagramaticas. Esto
permite apreciar las relaciones sinérgicas entre los objetos ostensivos (lenguajes visuales y secuenciales) y los objetos
no ostensivos (entidades abstractas y mentales) imbricados en las practicas matematicas.

ABSTRACT: Diagrams, and in general the use of visualizations and manipulative materials play an important role
teaching and learning of mathematics. In this paper, we apply some theoretical tools from the onto-semiotic approach to
mathematical knowledge to analyze the diversity of objects and processes involved in mathematical activity, carried out
with the support of diagrammatic representations. This allows us to appreciate the synergistic relationship between
ostensive objects (visual and sequential languages) and non - ostensive objects (abstract and mental entities) interwoven
in mathematical practices.
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INTRODUCCION
Para favorecer el aprendizaje de las matematicas se propone el uso de diversas representaciones,
visualizaciones, diagramas, materiales manipulativos, asumiendo el supuesto de que tales
materializaciones constituyen modelos de los conceptos matematicos y de las estructuras en las
cuales se organizan. Se supone que el uso de representaciones materiales es necesario no solo
para comunicar las ideas matematicas sino también para su propia construccion.
El problema que abordamos surge de la constatacion de que algunos trabajos sobre el
razonamiento diagramatico, y en general sobre el uso de visualizaciones en educacion matematica,
no abordan de manera explicita la naturaleza y diversidad de objetos matematicos representados
mediante los diagramas y demas visualizaciones. Los objetos matematicos son considerados como
abstractos mientras que los diagramas lo son como concretos o perceptibles, y se insiste en no
confundirlos, pero las relaciones entre ambos tipos de objetos no son abordadas de manera
explicita. No es de extranar esta situacion dado que clarificar lo que sean los objetos abstractos y
su relacion con el mundo empirico es un problema filosofico y psicolégico de primera magnitud que
es abordado desde diversos paradigmas y marcos teoricos.
En este trabajo pretendemos progresar en la identificacién de los objetos involucrados y en la
descripcion de su naturaleza. Para ello, utilizaremos la perspectiva semidtica y antropoldgica
propuesta por el “enfoque ontosemiético” (EOS) del conocimiento matematico (Godino, 2002; Font,
Godino y Gallardo, 2013).

VISUALIZACION Y RAZONAMIENTO DIAGRAMATICO

Godino, Gonzato, Cajaraville y Fernandez (2012) analizan la nocioén de visualizacién aplicando las
herramientas del enfoque ontosemiotico del conocimiento matematico (EOS) (Godino, 2002; Font
et al., 2013) y proponen distinguir entre “practicas visuales” y “practicas no visuales” o
simbdlico/analiticas. Fijan la atenciéon en los tipos de objetos linglisticos y artefactos que
intervienen en una practica, los cuales son considerados como visuales si ponen en juego la
percepcion visual. Las representaciones simbdlicas (lengua natural o lenguajes formales), aunque
consisten en inscripciones visibles, no son consideradas como inscripciones propiamente visuales,
sino como analiticas o sentenciales. Los lenguajes secuenciales (por ejemplo, légicas simbdlicas,
lenguajes naturales) usan solo la relacién de concatenacién para representar relaciones entre
objetos. Por el contrario, en los diagramas se hace uso de relaciones espaciales para representar
otras relaciones.

El rol de los diagramas en el trabajo matematico

En las investigaciones analizadas en el campo de la educacién matematica se proponen diferentes
concepciones sobre el uso de diagramas. Arcavi lo incluye como un recurso visual mas que articula
con la visualizacion; pero segun la literatura sobre razonamiento diagramatico, los diagramas,
entendidos en el marco de la semidtica peirceana (Dorfler, 2005; Bakker y Hoffmann, 2005; Rivera,
2011), constituyen un recurso esencial del razonamiento matematico, asi como en otros campos y
disciplinas cientificas (Shin y Lemon, 2009).

Encontramos que dichas investigaciones presentan una doble concepcion sobre la nocién de
diagrama. Una concepcion amplia en la que casi cualquier tipo de inscripcion que hace uso del
posicionamiento espacial en dos o tres dimensiones (derecha, izquierda; delante, detras; arriba,
abajo; inclusion, interseccidn, separacion; acumulacién, ...) es un diagrama (figuras geométricas;
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graficos cartesianos; matrices; grafos; mapas conceptuales; organigramas; croquis y mapas, ...).
Otra concepcion mas restringida requiere poder realizar con dichas representaciones determinadas
transformaciones, combinaciones y construcciones segun ciertas reglas sintacticas y semanticas
especificas. Las partes constituyentes de un diagrama pueden ser cualquier tipo de inscripcion
como letras, numerales, signos especiales o figuras geométricas.

El razonamiento diagramatico implica tres pasos (Bakker y Hoffmann, 2005, p. 340): en primer
lugar, construir uno o varios diagramas mediante un sistema de representacion; en segundo lugar,
experimentar con los diagramas; y en tercer lugar, observar los resultados de la experimentacion y
reflexionar sobre ellos. Cualquier experimentacion con un diagrama se esta ejecutando dentro de
un sistema de representacion y es una regla o actividad, situado dentro de una practica.

CONFIGURACIONES ONTOSEMIOTICAS
En el marco del Enfoque Ontosemidtico (EOS) se postula que en las practicas matematicas
intervienen seis tipos de objetos los cuales pueden ser contemplados desde cinco pares de puntos
de vista duales (Font et al., 2013). Se propone la siguiente tipologia de objetos matematicos
primarios:
* Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros (escrito,
oral, gestual, etc.).
* Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios).
* Conceptos- definicién (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta, punto,
nuamero, media, funcioén).
* Proposiciones (enunciados sobre conceptos).
* Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo).
* Argumentos (enunciados usados para justificar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo).
Tanto las dualidades como los objetos se pueden analizar desde la perspectiva proceso-producto.
La emergencia de los objetos primarios (problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos) tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de comunicacion,
problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracién de procedimientos (algoritmizacion,
rutinizacién, ...) y argumentacién. Por otra parte, las dualidades dan lugar a los siguientes procesos
cognitivos/ epistémicos: institucionalizacién — personalizacion; generalizacién — particularizacion;
analisis/descomposicion — sintesis/reificacion; materializacion /concrecion — idealizacion/
abstraccion; expresion/representacion — significacion.
Esta manera antropologica de entender la abstraccion, esto es, la emergencia de objetos generales
e inmateriales que constituyen las estructuras matematicas, tiene importantes consecuencias para
la educacién matematica ya que el aprendizaje matematico debe tener lugar mediante la progresiva
participacidn de los estudiantes en los juegos de lenguaje matematicos realizados en el seno de
comunidades de practicas matematicas (instituciones o grupos socioculturales). De esta manera, el
dialogo y la interaccion social cobran un papel clave, en contraposicion a la mera manipulacion y
visualizacién de objetos ostensivos.
Detras del razonamiento diagramatico, del uso de visualizaciones y manipulativos para facilitar el
aprendizaje matematico, hay la adopcion implicita de una posicidon empirico - realista sobre la
naturaleza de las matematicas, que no concede el papel esencial al lenguaje y la interaccién social
en la emergencia de los objetos matematicos. En cierta manera, se supone que el objeto
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matematico “se ve”, se abstrae de manera hipostatica de cualidades empiricas de las colecciones
de cosas. Frente a esta posicion proveniente de la epistemologia y semidtica peirceana se
encuentra la concepcién antropologica de las matematicas, segun la cual los conceptos y
proposiciones matematicas se deben entender, no como abstracciones hipostaticas de cualidades
perceptibles, sino como regulaciones de las practicas operativas y discursivas realizadas por las
personas para describir y actuar en el mundo social y empirico en el que vivimos.

En trabajos previos venimos desarrollando una técnica de analisis semiotico de las practicas
matematicas mediante la cual tratamos de desvelar la trama de objetos matematicos que se ponen
en juego en dichas practicas. En la seccion 4 mostramos una version del analisis semiotico que
consideramos mas operativa y eficaz para mostrar la configuracion de practicas, objetos y procesos
matematicos puestos en juego en la resolucion de un problema. Consideramos que esta técnica
puede estar al alcance de los profesores de matematicas y puede ayudar a que tomen conciencia
de las relaciones entre los diversos tipos de lenguajes y sus relaciones con los objetos y procesos
matematicos. Ello requerira, no obstante, el disefio, implementacion y evaluacién de procesos
formativos especificos.

CONFIGURACIONES ONTOSEMIOTICAS IMPLICADAS EN EL RAZONAMIENTO

DIAGRAMATICO
En esta seccion analizamos los tipos de practicas, objetos y procesos que se ponen en juego en la
resolucion de un problema sobre fracciones aplicando un procedimiento que involucra el uso de
razonamiento diagramatico. Se tratard de mostrar que acompafiando al lenguaje visual -
diagramatico es necesario el concurso del lenguaje secuencial — analitico, y que junto a los objetos
ostensivos, consustanciales con ambos tipos de lenguajes, esta siempre presente una
configuracion de objetos abstractos que participan de la practica matematica. Asi mismo,
mostraremos que la resolucion del problema implica la realizacion de procesos de particularizacion
de objetos abstractos previamente compartidos y procesos de materializacién (construccion y
manipulacién de diagramas).
Problema del coctel de Martini (fraccion de alcohol)
Un Martini es un céctel que se hace con 5 partes de ginebra y 1 parte de vermut. Supongamos que
2/5 de la ginebra es alcohol y que 1/6 del vermut es alcohol. ;Qué porcentaje de alcohol lleva un
Martini?
La secuencia de diagramas de areas de la figura 1 es explicativa del proceso de resolucion para
alguien que conozca las convenciones asumidas, asi como los conceptos y procedimientos
implicados. Sin embargo, la justificacién y explicacién de la soluciéon requiere realizar la siguiente
secuencia de practicas discursivas y operativas:

1) La cantidad unitaria de Martini se representa mediante un cuadrado (figura 1A).

2) El cuadrado se divide en 6 partes iguales verticalmente (figura 1B).

3) La fraccion de ginebra son los 5/6 del cuadrado unidad (color rojo, figura 1B).

4) La fraccion de vermut son 1/6 de dicho cuadrado (color blanco, figura 1B).

5) El rectangulo blanco que representa la cantidad de vermut se divide en 6 partes iguales de

las cuales 1 parte corresponde a la cantidad de alcohol (1/6 de 6) (figura 1C).
6) La cantidad de alcohol de la ginebra se representa por las dos barras azules de la figura 1D
(2/5 de 5).
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7) Las cantidades de alcohol en la ginebra y el vermut se deben expresar en la misma unidad
de medida, para lo cual los dos rectangulos azules que representan la cantidad de alcohol
en la ginebra se debe dividir horizontalmente en 6 partes iguales (figura 1E).

8) La cantidad total de alcohol en el Martini seran 12 + 1 = 13 cuadraditos (figura 1E).

9) La cantidad total de Martini representada por el cuadrado inicial se debe medir también con
la misma unidad que se mide las cantidades de alcohol, para lo cual se prolongan las seis
lineas horizontales (figura 1F).

10) La fraccién de alcohol del Martini sera 13/36 (figura 1F).

11) Puesto que la proporcion (tanto por uno) de alcohol del Martini es 13/36 = 0,3611, el
porcentaje (aproximado) sera del 36,11%.

Figura 1. Diagramas de areas para resolver el problema del Martini

A

C D

En términos de la teoria de los registros de representacion semidtica de Duval (2006) se comienza
con una conversion, pasando del registro secuencial de la lengua natural (enunciado de la tarea) al
registro grafico (diagramas de areas); dentro de este registro se realizan determinados tratamientos
para finalmente pasar de nuevo al registro secuencial: La fraccion de alcohol del Martini es 13/36.
Pero como se muestra en la secuencia de practicas 1) a 9) el registro secuencial acompafa
necesariamente al registro grafico. Asi mismo, las practicas operativas y discursivas puestas en
accion estan guiadas por la trama de objetos y procesos no ostensivos que desvelamos en la tabla
1.

Tabla 1. Configuracién de objetos y significados

OBJETOS OSTENSIVOS OBJETOS NO OSTENSIVOS (SIGNIFICADOS)
(Medios de expresion) (Conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos)
 Enunciado: |

Un Martini se hace con 5 Concepto: Un todo unitario de volumen
partes de ginebra y 1 parte de Procedimiento: Composicion de un todo unitario a partir de

vermut partes iguales

(LS, lenguaje ordinario) Particularizacion: Una cantidad unitaria de volumen de Martini
se compone de 6 partes, 5 de las cuales son ginebra y 1 parte
vermut

2/5 Concepto: fraccién; un todo unitario se divide en partes iguales

(LD, diagrama aritmético) de las cuales se individualiza una parte.

Particularizacién: Aqui se particulariza la division a 5 partes
iguales y se consideran aparte 2.
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2/5 de la ginebra es alcohol
(LD y LS)

1/6 del vermut es alcohol

(LD y LS)

¢, Qué porcentaje de alcohol
lleva un Martini?

(LS, lenguaje ordinario)
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Concepto: Fraccion de alcohol en un volumen unitario de
ginebra.

Particularizacion:

Un volumen unitario de ginebra se divide en 5 partes iguales; 2
de dichas partes son alcohol

(IDEM)

Conceptos: Todo unitario; fraccidn, parte de un todo dividido en
partes iguales; porcentaje.

Particularizacion:

El todo unitario es un volumen indeterminado de Martini; la
parte fraccionaria corresponde al alcohol contenido en el todo.

Resolucién

1) La cantidad unitaria de
Martini ... (figura 1A)

[LD, diagrama de areas; [LS,
descripcion en lengua natural
del significado del cuadrado]

2) El cuadrado se ... (figura
1B)

[LDyLS]

3) La fraccion de ... (figura
1B)

[LD, diagrama grafico vy
aritmético]

[ LS, descripcién del
significado de los diagramas]

4) La fraccion de .... (figura
1B)

IDEM

5) El rectangulo blanco,... se
divide en 6 partes... (figura

1C)

[LD yLS]

6) La cantidad de alcohol de
la ginebra ...(figura 1D)

[LD yLS]

7) Las cantidades de alcohol y
ginebra ... (figura 1E)
[LD yLS]

8) La cantidad total de alcohol
... (figura 1E)

[LD yLS]

9) La cantidad total ... (figura
1F)

[LD yLS]

10) La fraccion de alcohol ...

(figura 1F)
[LDyLS]

11) Puesto que la proporcién

Concepto: cantidad unitaria
Particularizacion: un cuadrado de dimensiones arbitrarias
representa la cantidad unitaria de Martini.

Procedimiento: division de la unidad en partes iguales
Particularizacion: el cuadrado unitario se divide en 6 partes
iguales

Concepto: fraccion como parte de un todo dividido en partes
iguales

Particularizacion: el cuadrado se divide en 6 partes y se marcan
5 de rojo para representar 5/6.

Convencién: la fraccion se expresa de dos maneras
equivalentes, con un diagrama aritmético (5/6) y un diagrama
grafico
IDEM

Procedimiento: divisidon de una unidad en partes iguales
Concepto: fraccion como operador

Particularizacion: al caso del rectangulo que representa la
cantidad unitaria de vermut

Concepto: fraccion como operador

Particularizacion: al caso de la cantidades de ginebra
consideradas como nueva unidad (2/5 de 5).

Concepto: unidad de medida; medida

Procedimiento: medir un area con una unidad dada.
Particularizacion: al caso del rectangulo que representa el
alcohol de la ginebra, medido con la cuadra pequefio que
representa la cantidad de alcohol del vermut.

Concepto: magnitud volumen (sumable)

Procedimientos: conteo y adicion

Particularizacién: cantidad total de alcohol en el Martini
Procedimiento: medir un area con una unidad dada.

Concepto: producto cartesiano de numeros naturales
Particularizacion: al caso del cuadrado que representa la
cantidad de Martini (6 x 6 = 36).

Concepto: fracciéon como parte de un todo

Proposicion: La fraccion del alcohol en el Martini es 13/36
Argumentacidn: esta formada por la secuencia de pasos 1) a
10), apoyada en el uso de los diagramas aritméticos y de areas
y del lenguaje secuencial natural

Particularizacion: al caso de la fraccion de alcohol en el Martini
Conceptos: numero racional; proporcionalidad; fraccion;
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... 36,11% aproximacion decimal
[LS] (conversion de expresion Procedimientos: Obtencién de la expresion decimal mediante el
fraccionaria a decimal y cociente del numerador y denominar; paso a la expresion
porcentaje) porcentual.

Particularizacion: al caso del racional 13/36.

Nota 1. Usamos las abreviaturas: LD, Lenguaje Diagramatico y LS, Lenguaje Secuencial

Ademas de los procesos indicados en la tabla 1 el sujeto que resuelve el problema basando su
razonamiento en el uso de diagramas de areas realiza procesos de materializacion de los
conceptos y operaciones con fracciones implicadas en el enunciado y de composicién de los
resultados parciales que va obteniendo. La soluciéon la encuentra finalmente mediante un
procedimiento aritmético de conteo de las fracciones unitarias que ha representado en el ultimo
diagrama mediante un proceso de idealizacion (la razén del numero de cuadraditos azules al
numero total de cuadraditos es la fraccion de alcohol del Martini).

REFLEXIONES FINALES
En este trabajo hemos mostrado que existe una estrecha imbricacion entre los objetos que
intervienen en la actividad matematica, especificamente entre

* los lenguajes diagramaticos - visuales y los lenguajes secuenciales,
* los objetos ostensivos (materiales) y los no ostensivos (inmateriales),
* los objetos extensivos (particulares) y los intensivos (generales).

El uso de diagramas en la practica matematica debe ir acompafiado de otros medios de expresion
no visuales para lograr la justificacion y explicacion de las tareas matematicas y las practicas
operativas y discursivas implicadas en su realizacién. La génesis del conocimiento matematico se
sitta en un punto medio entre ambos lenguajes, donde es necesaria su interrelacion e
reinterpretacién mutua. Pero ademas hemos mostrado que los medios de expresion son
“artefactos” empiricos que conllevan el uso implicito de un sistema de objetos no ostensivos de
naturaleza conceptual, proposicional, procedimental y argumentativa, que constituyen la esencia de
la actividad matematica realizada con el apoyo de los objetos ostensivos. También hemos
desvelado algunos procesos de particularizacién, generalizacion; descomposicién, composicion;
materializacion, idealizacion que se ponen en juego en el proceso demostrativo — explicativo
realizado.

La manera de entender los diagramas tiene importantes consecuencias para la educacion
matematica toda vez que el uso de estos recursos penetra en toda la actividad matematica escolar.
Consideramos que es necesario superar posiciones empiristas ingenuas sobre el uso de
manipulativos y visualizaciones en los procesos de ensefianza y aprendizaje matematico:
acompafiando a las necesarias materializaciones que intervienen en las situaciones - problemas y
las practicas matematicas correspondientes hay siempre una cohorte de objetos no materiales
intervinientes que son imprescindible para la solucion de tales situaciones. Esta vision
ontosemiotica de las practicas matematicas (antropoldgica y pragmatista) ayuda a tomar conciencia
que tales objetos inmateriales no proceden de un mundo inaccesible sino que son de este mundo
social en que vivimos y estan implicados en nuestra practica cotidiana.
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CAPITULO 2 / PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Matematica Educativa

El profesor de matematicas debe tener conocimiento, comprensién y competencia para discriminar
los distintos tipos de objetos que intervienen en la practica matematica escolar, apoyada en el uso
de diversos sistemas de representacion y siendo consciente de las relaciones sinérgicas entre los
mismos. Debe ser competente para disefiar y gestionar procesos de materializacion e idealizacion
de los objetos matematicos, junto con los correspondientes procesos de particularizacion y
generalizacion.

Reconocimiento: Trabajo realizado en el marco de los proyectos de investigacion EDU2012-31869
y EDU2013- 41141-P, Ministerio de Economia y Competitividad (MINECO).
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