View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Funes

LA REVOLUCION NO EUCLIDIANA
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Varios autores coinciden en que la aparicion de las geometrias no euclidianas,
con los trabajos del hingaro Bolyai y el ruso Lobatchevsky, en los comienzos
del siglo XIX, representa una revolucion en matematicas. Uno de esos trabajos
es el trabajo de Trudeau (1987) del cual he tomado el nombre para este cursillo.
El cursillo pretende hacer un recorrido por la historia del quinto postulado de
los Elementos de Euclides y los intentos mas representativos por demostrarlo a
partir de los demds axiomas, y la demostracion de su independencia con respec-
to a ellos en el siglo XIX. Se reflexionara sobre por qué se consideran las geo-
metrias no euclidianas una revolucién en matematicas, en ciencia y en filosofia.

EL QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES

Para comenzar es conveniente recordar el enunciado de los cinco postulados
que abren el primer libro de los Elementos de Euclides (1991, trad.)', luego de
23 definiciones:

1. Postulese el trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un
punto cualquiera.

Y el prolongar continuamente una linea recta finita en linea recta.

Y el describir un circulo con cualquier centro y distancia.
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Y el ser todos los angulos rectos iguales entre si.

5. Y que si una recta al incidir sobre otras dos hace los dngulos internos
menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se
encontrardn en el lado en el que estan los (dngulos) menores que dos
rectos.

' He tomado la version al espafiol de la prestigiosa editorial Gredos por ser la mas confiable
hasta el momento, ya que ha sido traducida directamente del griego por Maria Luisa Puer-
tas y tiene una excelente introduccion de Luis Vega Refion, reconocido historiador y filoso-
fo espafiol.
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Desde la antigiiedad el quinto postulado fue cuestionado por los gedmetras; lo
sabemos por Proclo (siglo V), quien en sus Comentarios al primer libro de los
Elementos de Euclides afirma:

Debe ser borrado por completo de los postulados porque se trata de un teorema
henchido de dificultades, que Tolomeo [siglo IT] se propuso resolver en un libro,
y su demostracion requiere varias definiciones y teoremas. Mas atn: la proposi-
cion conversa es efectivamente demostrada por el propio Euclides como un teo-
rema. (Proclo, citado® por la traductora de Euclides, 1991, p. 198)

La historia de las geometrias no euclidianas es en alto grado la historia de los
intentos por demostrar el quinto postulado de los Elementos. La lista de quie-
nes lo intentaron a partir de los otros cuatro postulados es bastante larga; aqui
nos concentraremos esencialmente en dos intentos: el de G. Saccheri (1667-
1733) y el de J. Playfair (1748-1819), que muestran dos aspectos interesantes
de la historia. Saccheri intent6 hacer una demostracion por reduccion al absur-
do y no percibi6 la importancia de su trabajo. El postulado de Playfair: “Por
un punto exterior a una recta pasa a lo mas una paralela”, comenz6 a usarse en
los libros de texto, y es el que generalmente se asocia y conoce como el quinto
postulado o el postulado de las paralelas de Euclides. Este postulado es equi-
valente al quinto postulado de Euclides pero es mas sencillo en su enunciado y
tiene la misma caracteristica de evidencia que caracterizaba a los otros cuatro.

Los cuadrilateros de Saccheri

Cuando uno intenta construir con regla y compas un cuadrado ABCD dado su lado, el ca-
mino que se sigue de manera casi generalizada es el siguiente: dado un segmento AB, se
traza un perpendicular a AB por A y otra perpendicular a AB por B, luego se “cortan” so-
bre esas perpendiculares los segmentos AC y BD.

A B A B A B
Hipotesis del angulo recto  Hipotesis del angulo obtuso Hipotesis del angulo agudo

La figura resultante sin duda es un cuadrilatero con tres lados iguales y dos
angulos rectos, pero no hay garantia de que el cuarto lado sea igual a los otros

? Cita hecha en el comentario al quinto postulado.

80



tres y que los angulos en C y en D sean rectos. Saccheri analiz6 los tres casos
posibles, a los que llamo: hipdtesis del angulo recto, hipotesis del &ngulo obtu-
so e hipdtesis del dngulo agudo como se observa en la Figura anterior. Su idea
era probar que estos dos ultimos casos eran imposibles y de esta manera solo
quedaba el caso del angulo recto. Saccheri encontré una contradiccion en el
caso del angulo obtuso, pero no pudo encontrar una en el caso del angulo agu-
do, y la descart6 por encontrar resultados que contrariaban la intuicion.

El postulado de Playfair

En 1795, Playfair enuncia como postulado alternativo para el quinto postulado
la afirmacion “Por un punto exterior a una recta pasa a lo mas una paralela”.
Aunque este enunciado se conocia desde Proclo, es a partir del trabajo de
Playfair cuando empieza a usarse regularmente. En Elementos se prueba (pro-
posicidon 27) que por un punto exterior a una recta se puede trazar (por lo me-
nos) una paralela sin necesidad del quinto postulado, pero no se puede probar
que hay exactamente una, sin el quinto postulado. De esta manera resultan
equivalentes.

Los trabajos de Bolyai, Lobatchevsky y Gauss

Los trabajos de Janos Bolayi (1802, 1860), de Nicolai Lobatchevsky (1792,
1856) y de Karl Friedrich Gauss (1777, 1855) se basan en construir una teoria
en la cual se cambia el quinto postulado por uno que afirma que por un punto
exterior a una recta pasan por lo menos dos paralelas. Con ello se puede de-
mostrar que en realidad pasan infinitas. De los axiomas de la teoria se deduce
que la suma de los angulos internos de un triangulo es menor que 180°. Como
la teoria parece contradecir la experiencia, a pesar de ser légicamente consis-
tente, estos trabajos fueron considerados meras especulaciones intelectuales
sin ningun tipo de utilidad, apenas un “juego 16gico”. En la segunda mitad del
siglo X1X, Henri Poincaré (1854, 1912) y Eugenio Beltrami (1835, 1900) die-
ron modelos para la teoria y desde entonces la comunidad matematica y cienti-
fica comenzd a percibir la trascendencia de estos resultados.

El trabajo de Riemann

Por su lado Bernhard Riemann (1826, 1866) escogi6 el camino de que por un
punto exterior a una recta no pasan paralelas. Se inspir6 en la superficie terres-
tre, y consider6d que la infinitud de la recta podia cambiarse por la nocién de
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ilimitada, sin principio ni fin, como lo es una circunferencia, con lo cual cam-
bi6 también el segundo postulado. Asi que una recta en su sistema es un circu-
lo maximo de la esfera y de esta manera todos los circulos méximos se cortan
en los “polos™ o en el Ecuador terrestre y no hay rectas paralelas. En este sis-
tema la suma de los angulos de un tridngulo es mayor de 180°.

LA REVOLUCION NO EUCLIDIANA

(Por qué considerar las geometrias no euclidianas una revolucion en matema-
ticas? (Véase Kline, 1967/1992; Zheng, 1992/1995; Campos, 2008) Porque,
sin duda, cambi6 el paradigma de lo que hasta entonces se consideraba mate-
matica: una ciencia que tenia nexos indiscutibles con la realidad, el espacio
fisico coincidia con el espacio euclidiano. Al haber tres geometrias, tres teo-
rias logicamente consistentes, es necesario preguntarse por la nocidon de espa-
cio y cudl de ellas coincide con la “realidad” (ver Gray, 1979/1992). La ma-
tematica perdid su caracter de obtener verdades absolutas y la nocion de espa-
cio absoluto de Newton quedo cuestionada. Asi que la pregunta de qué enten-
demos por verdad y el papel de la matematica en la ciencia seran temas de re-
flexion de los fildsofos y los cientificos. Desde entonces ni la matematica ni la
ciencia son las mismas de antes, y eso es lo que se llama una revolucién, un
cambio de pensamiento que trasciende todas las esferas del conocimiento.
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