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E.CUACION DE RICCATI MEDIANTE GRUPOS
DE LIE

Alberto Campos
Profesor Honorario Universidad Nacional de Colombia
Bogota D.C, Colombia

Se consideran dos de las llamadas ecuaciones de Riccati, a saber,

e La estudiada por Daniel Bernoulli, y generalmente llamada ecuacion reducida de Riccati

uy = u® + R(z).
e La llamada (1763) por D’Alembert, ecuacion generalizada de Riccati
uy = L(z)u® + M(z)u + N(z).
Para funciones L(z), M(x), N(x) cualesquiera, la ecuacién de Riccati no es, en general, soluble
mediante cuadraturas.

La cuestion aqui, practicamente, es la de qué tanto permite avanzar en el estudio de la ecuacién
la introduccién de los grupos de Lie; ademas, la de si la consideracién de los métodos de solucién
mediante grupos de Lie permite esclarecer la estructura de las ecuaciones de Riccati que admiten
grupos de Lie, o la del conjunto de soluciones.

Si se logra determinar para una ecuacién, o una familia de ecuaciones, de Riccati un grupo de
Lie mediante el cual la ecuacion sea invariante, es posible que puedan enunciarse propiedades
geométricas de la ecuacion, o de la familia de ecuaciones.

Se usa un condicional, dado que no toda operacién algebraica tiene una interpretacion geométri-
ca.

Ecuacién determinante de simetrias
Los axiomas para tal estructura pueden ser presentados como sigue [?].

Se consideran abiertos en espacios euclidianos E", E” y una aplicacién C'*

E" x E* — E",
(p,z) — g(z,p),
donde los signos » = (z!,...,2") indican puntos de E” y van a designar las coordenadas; y
donde p = (p',...,p") indican puntos de E" y van a designar los pardmetros.

Un primer axioma es que ha de existir una operacién P que determine analiticamente sobre un
abierto de E" que contenga el vector nulo de E” una estructura de grupo.

Un segundo axioma es que la composicion verifique

T=g (5‘:75) =g (g(fr,p),z?) =g (rr,P (p,z*a)) :
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Un tercer axioma es relativo a la transformacion idéntica del grupo que corresponde al elemento
neutro para la operacién P entre parametros:

g(z, elemento neutro) = x.

Para un grupo con un parametro que actia sobre el plano, R x R? — R?, una transformacién g
es dada por expresiones

tales que para p = 0 se tenga T = x, © = u. Mediante desarrollo de Taylor se obtiene

z=x+pf(z,u)+ 0’
U= u+ph(z,u)+O@p?)
donde
0X (z,u;
p p=0
op p=0

Lie llama transformacion infinitesimal al campo de vectores

0

v= f(:z:,u)g + h(:):,u)a.

ox

Se llama campo de vectores prolongado, v, al campo de vectores

0 0 0
M = — +h — + (Dyh — ug Dy f) —
donde 9 9
D, =— S
T ox + s ou

La expresion D, h — u, D, f resulta del siguiente desarrollo

o _du_ dutph+0(p%) g+ (he + hutia)p + O(p)
Pgr d@+pf+00?) 1+ (fo+ fute)p+O(p?)
=ty + [(ha + hutia) = (fo + futte)uz]p + O(p°)
=ty + [Dyh — uy Dy flp + O(p?)

= Uy + [hac + (hu - fac)uac - fuu?c]p + O(p2)'

El campo de vectores prolongado realiza la accion del grupo sobre funciones derivadas de primer
orden; puede decirse, sobre elementos de contacto de primer orden de la curva.
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Una ecuacion diferencial admite, o mejor, es invariante respecto a un grupo de Lie de transfor-
maciones si estas aplican curvas integrales en curvas integrales para la misma ecuacién.

i, Cémo se determina, para una ecuacion diferencial dada, un grupo de Lie admitido por la
ecuacion?

La pregunta y la respuesta, ambas dadas por Lie, constituyen el criterio infinitesimal de in-
variacion.

A * * .
Una vez efectuada la transformacion x = X (z, u, p), u = U(x, u, p) importa comparar las ecua-
ciones inicial y transformada:

uy = E(z,u), e :E(f}é,ﬂ)
para lo cual se emplea un desarrollo de Taylor.

Por una parte, se obtiene el par de funciones f(z,u), h(z, u) componentes del campo de vectores.

Por otra parte, se tiene, también por desarrollo de Taylor,
. oF oF
E():E T2+ o).
5.2) = Bla) +p | 15 +15E] +007)

El criterio infinitesimal de invariacion, debido a Lie, consiste en igualar los coeficientes de los
desarrollos en el primer orden. Asi se obtiene

hy + (huy = fo)uz — fuut = fE; + hE,.
Para una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden,
e(z,u,uy) =0 =1u, — E(z,u)
el criterio infinitesimal de invariacién puede enunciarse asi [?].

Teorema. Un grupo conexo de transformaciones, G, es un grupo de simetria para la ecuacion
e(z,u,uy) = 0 = uy — E(z,u), si y solo si vV (e) = 0, siempre que e(x, u,u,) = 0, para cualquier
generador infinitesimal v, del dlgebra de Lie, g, del grupo, G.

Asi, pues, se ha de cumplir que

) ) )
vM(e) = -t ot (Deh — Do f)5—| [ur — Bz, u)] =0

siempre que u, — E(x,u) = 0.
Al desarrollar la condicién, resulta una ecuacién diferencial parcial

he + (hy — fo) E = fuE® = fEy — hE, =0,
ecuacién determinante de las simetrias, si la ecuacion diferencial tiene alguna.

Hay dos funciones incégnitas f, g que han de satisfacer a una sola ecuacién, por lo que es de
suponer que siempre haya solucién. Lo que va a suceder generalmente es que ella no es expresable
mediante funciones elementales.
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Aplicar el criterio infinitesimal de invariacién a la ecuacién generalizada de Riccati,
uy = L(z)u® + M (2)u + N(z) = E(z,u),
consiste en reemplazar F, E,, F, en la ecuacién determinante; se obtiene
0= [—ful®]u" + [-2fuLM] 0’ + [(hu — fo)L — fuM® — 2fuLN — fL.] u”
+ [(hu — fo)M = 2f,MN — fM, — 2hL]u
+ [he + (hu = fo)N = fuN? — fN, — hM] .
Esta es una ecuacién diferencial parcial de primer orden con dos funciones incégnitas f(z,u),

h(z,u) escrita como un polinomio respecto a la indeterminada wu. Por lo tanto, se tiene el sistema
diferencial

fu =0

(hy — fz)L— fLy =0

(hy — fo)M — fM, —2hL =0

hy + (hy — fo)N — fNy, —hM =0

(A)

De la primera ecuacién del sistema diferencial (A) se sigue que f no depende de u.

Primera hipétesis: v = f(x)% + h(:):)agu

Las funciones coeficientes del campo de vectores f, h no dependen de u, sino solamente de la
variable z; entonces es posible expresar f en funcién de L y de ahi obtener la derivada f,. En
efecto, si h, = 0, de la segunda ecuacion se sigue que

facL'i'fLac:O?

de donde, dado que L(x) # 0, para que la ecuacién sea de Riccati,

1

flz) = @)
Por lo tanto I
xT

fac - _ﬁ'

De la tercera ecuacion del sistema diferencial se sigue entonces que

M, LM
0:2hL+fo+fo:2hL+Tx— 22
LM, L,M d (M

= 2hL T —92nL 4+ — [ — ).
R R +dm<L)

Por lo tanto

Resulta
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Al reemplazar estas expresiones en la cuarta ecuacién del sistema diferencial se obtiene
d (MNIM _Ld (1NE_d (NN 1 (d /fd MY\
de \ L ) |2L  2dz \L de \ L) 2L \dx \dx \ L -

Si las funciones L(z), M (z), N (z) de la ecuacién generalizada de Riccati satisfacen esta condicién
diferencial entonces la ecuacién de Riccati es invariante respecto al grupo de Lie generado por
el campo de vectores cuyas funciones coeficientes son f(z), h(z).

Es decir, ’U(l)[ux — Lu?> — Mu — N] = 0 siempre que u, = Lu® + Mu+ N, donde

L dx
(MY Ld(d (MYY L d ()] 0
de \ L 2L dx \dz \ L Y \ L Oug
Proposicién. La ecuacion generalizada de Riccati
uy = L(x)u® + M(z)u+ N(x)
cuyos coeficientes L(x), M(x), N(z) satisfagan la condicién diferencial
A (MNIM _1d (1N} d (NN 1 fd fd (MANY
de \L ) |2L 2dx\L)] dr\L) 2L \de\der\L B

es invariante respecto al campo de vectores

v = f(z)

£+h( )3 1 0 1 d
Ox “ou L(z)0x 2L(z)dx

Ejemplo. Considérese la familia de ecuaciones
uy = La®u® + MaPu + Na°,

en la cual
L(z) = La®, M(x)= Mz’ N(z)= Nz°

donde L, M, N, a, b, ¢ son constantes determinables por el cumplimiento de la condicién
diferencial.

Se tienen las relaciones

i (z) ~ (ze) -
i (ALJ((:;ED = Tz (#77) = Lo
£ () - e
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Por lo tanto,

=(b- a)f:r o [QLx“ i §Lx“+1] (e a)%xc_a_l
M pb—a—2
—(b—a)ib—a—l)QiW
=(b— a)%w%_%_l + %xbﬂ‘“? —(c— a)%xC—a—l
—(b—a)(b—a-— 1)2]\%:);’1’_2“_2

Para que los exponentes de x sean iguales, ha de tenerse
2b—2a—1=c—a—1=b—2a—2.

De 2b—2a —1=0b—2a — 2 se sigue b = —1.

Dec—a—1=(-1)—2a— 2 se sigue que c = —a — 2.

Asi, los tres exponentes son iguales a —2a — 3.

En cuanto a los coeficientes se obtiene:

M?  (b—a)aM N (b—a)(b—a-1)
Y2 Rl Gk TE =
a+1

=5 [2aM + M (M +2) —ALN|

(b—a)

Hay dos maneras interesantes de anular este producto.

Una es a = —1; entonces, la ecuacién es de la forma
Lu?>+ Mu+ N
Uy = .
T

0
El campo de vectores toma la forma v = %8_ y el campo prolongado es
x
S 29 us 0
Loxr L Ouy,

y se cumple la condicién de invariacién.
Las variables en la ecuacién resultan separadas

du dx

Lil+Mu+N L
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Por otra parte, si M = 0 ha de ser también N = 0.

La ecuacién se reduce a
uy = La®u?,
igualmente de coordenadas separables.

Un segundo modo de anular el producto, como ha de ser, es suponiendo M # 0,
ALN — M (M + 2)
“= 2M ’
Se dispone de las tres constantes L, M, N para obtener valores de a; por ello se habla de familia
de ecuaciones de Riccati.

El campo de vectores sera de la forma
1 90 (a+1)M 1 0

YT Ta0 oz + 202  x2(a+1) 9y’

Un caso particular es aquel en que L = M = N = 1. Entonces

1

73
U *:rl/2u2—|—g+i
r r  x5/2
1 0 3 0

V= 128s T 423 0u

oo Lt 0 30 (91 u )0
21202 423 Ou 44 93/2

Se cumple la condicién de invariacion.

ou

Para aplicar el algoritmo de Lie, que conduce a la separacién de las coordenadas en la ecuacion
diferencial, se determina una funcién invariante respecto al campo, es decir, una funcién ¢ tal
que

oty =0=— 2L, 3 0
21/20x  4a3 du
Se obtiene
11
t=u-+ 5@
Luego se determina una segunda funcién w tal que
1 ow
v(w)=1= mYCi
Se obtiene 5
w —512‘3/2

Las funciones ¢, w son difeomorfismos expresados en funciéon de las variables x, u. Donde sean
inversibles, x # 0, se tiene
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d_u
dz’

Al reemplazar en la ecuacion de Riccati en cuestion, esta deviene una con coordenadas separadas,
es decir, integrable

Ahora puede calcularse u, =

dt

Al reemplazar en la solucion
1
w = —;,

las funciones w = w(x,u), t = t(x,u) se obtiene la expresién de la solucién expresada en las
coordenadas iniciales.

Segunda hipdtesis: v = f(x)% + [i(z)u+j(z)] é%

La funcién f solo depende de z. La funcién h(z,u) = i(x)u + j(z) depende linealmente de w.

Mediante la ecuacién determinante de campo de vectores respecto del cual una ecuacién u, =
E(z,u) sea invariante, se ha de tener

0=hy + (hy — f2)E — fE, — hE,.
Para la ecuacién generalizada de Riccati
uy = L(z)u® + M (2)u + N(z) = E(z,u),

es )
FE, = L,u”+ Myu+ N,

E,=2L,+ M.
Por lo tanto, en la ecuacién determinante se tiene

0 = igu+ jo + (i — fo)(Lu® + Mu + N) — f(Lyu? + Myu + N,)
— (iu+j)(2Lu+ M)
=’ [~iL — Lfy — fLs] + uliz — foM — fM — 2j1]
+ [Je —JM +iN — foN — fN,]

De donde se obtiene el sistema (B)

fu=0

iL+ fol+ fLy =0

iy — foM — fM, —2jL =0

jo — M +iN — fuN — fN, =0

De la segunda ecuacion en el sistema diferencial (B) resulta
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por lo tanto
Lyo L?

T

L
ac:_facac_fxfx_fl; + LQ'

De la tercera ecuacién del sistema diferencial (B) resulta

.7(37) = 5 fac —f 12 f fac fT
De donde
. L? L L Ly L
2.7;18 = facacac - fac + fac fac ;238 - f la;a;ac + 2f o
L M My M,L,
_3fL_Z_2fac +fac _f T +f L2

Al reemplazar en 2(j, — jM + iN — fu N — fN,) = 0, se obtiene

L. L2 L M M, M?
0_<_ )facacac+fac|:_ L3 72 I +T_4N
Lyve  LyLyw  LyeM L3 LM, L>M
+f[_ 7,2 +4 .3 + 7,2 _3[;1 2 23
L.N MM, M
Finalmente,
L L2 L.M
Ozfacacac‘i'fac <2%_3L2 QZ —|—4LN)
L2 L L3 L L2

+ 2L, N — MM, + M., +2LN,).

Las funciones f(z), L(z), M(x), N(x) han de verificar esta ecuacién diferencial ordinaria de
tercer orden, lineal en la incégnita f, para que la ecuacién generalizada de Riccati admita un
grupo de Lie de transformaciones.

El problema de resolver una ecuaciéon de primer orden, la generalizada de Riccati, se ha compli-
cado, puesto que requiere resolver una ecuacién de tercer orden, lineal en la incognita f, pero
con diez y siete términos.

Es posible modificar el problema. En efecto, la ecuacion generalizada de Riccati puede ser trans-
formada de modo que el coeficiente L(z) del término cuadrdtico sea la unidad. Entonces, la
ecuaciéon de tercer orden con diez y siete términos, deviene

0= feaw + fo(2My — M? +4LN) + f(My, — MM, + 2LN,)

Ademas, la ecuacion de Riccati puede ser transformada de modo que sea nulo el coeficiente M
del término lineal. La ecuacion de Riccati toma la forma llamada reducida

uy = u? + R(z),

555



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

forma inicialmente considerada por Riccati y por quienes posteriormente se ocuparon de ella.
La ecuacion de tercer orden toma la forma
Jowzw + 4R fo +2f Ry = 0.
Teorema. Una ecuacion reducida de Riccati,
uy = u? + R(w)
es invariante respecto del campo de vectores

0 0
v = f({l?)% - <ufac + %fxm) %7

st y solo st
fozz +4R(2) fz + 2f Ry = 0.

Como la de Riccati, es esta una notable ecuacién de tercer orden en la funcion incégnita a la que
puede llegarse desde diversos enfoques. Como para la de Riccati, no es trivial hallar soluciones.
A diferencia de la de Riccati, esta es lineal. Ademads, puede ser estudiada mediante el algoritmo
de Lie. Para dar algunos pasos en este sentido, conviene precisar lo que se entiende por ecuaciéon
diferencial ordinaria de tercer orden; por prolongacién de un campo de vectores al tercer orden;
por invariaciéon de una ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden respecto de un campo de
vectores.

El tema es extenso. Se consigna aqui lo indispensable para la ecuacion de tercer orden que
resdulta asociada a la de Riccati. Para mds detalles, ver: ([?], pp. 158-160); [?], capitulos 1, 2,
3).

Se denota R? el espacio euclidiano de dimensién dos.

Una curva f, C*™ en R?, tiene tangente tinica en cada punto (:):, f (:):)) Se denota R? la variedad
diferenciable de los elementos lineales de R? y (z, f(z), f.(z)) un elemento cualquiera de R?. Se
tiene que dimR? = 3.

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es una relacién entre elementos de R?.

Una transformacion entre elementos lineales hace corresponder, punto por punto, a una curva y
su tangente, la curva transformada y su tangente transformada.

Mediante desarrollo de Taylor al primer orden se tiene

z =g +p f(z,u)+ 0@

* du
u; = — Ug —|—p(D h uacDacf) + O(p2)
dx
donde se designa la derivacion total mediante
0 0
D, =— —.
T oz Tt ou
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La transformacion actiia entonces mediante el campo de vectores prolongado

ay _ 0 0 0
v = f(z,u)=— + h(x,u)=— + (Dyh —u Dy f ) —.
Mediante invariacién por el campo de vectores prolongado una vez son invariantes una ecuaciéon
diferencial de primer orden y las propiedades que esta conlleva relativas a elementos lineales, o
lo que es lo mismo, elementos de contacto de primer orden.

A mas de elementos lineales sobre una curva es posible considerar elementos de curvatura, es a
saber, propiedades explicitas relativas al radio de curvatura de una curva en cada punto. Cada
elemento se representa mediante cuatro nimeros reales (:1:, f(z), fo(z), fm(x)) Si la variedad
de estos elementos de segundo orden de R? es designada mediante R2, entonces, dimR3 = 4.

Una transformacién actia sobre los elementos de contacto de segundo orden mediante la segunda
prolongacién del campo de vectores.

Una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden es una relacién entre elementos de contacto
de segundo orden.

. . * * * ~ .
A las tres expresiones escritas antes para z, u, Us, hay que anadir una cuarta

. i« ,
donde
D. = g + g + 9
* = or " "hu umﬁux'

El campo de vectores prolongado al segundo orden es la expresién

0 0 0
(2 = il il _ i

+ [Dac(Dach - uacDacf) - uﬂfﬂfDmf] i

Oy

El criterio infinitesimal de invariacién se enuncia en ([?], p. 179).

Teorema. Un grupo conexo de transformaciones, G, es un grupo de simetria para la ecuacion
diferencial ordinaria de sequndo orden

e(T, U, Uy, Ugy) = 0 = Uy — E(2,u, uy),

st y solo st
'U(2) [uacac - E(QZ, u, uac)] =0,
siempre que Uy, = E(x,u,u,) para cualquier generador infinitesimal, v, del dlgebra de Lie, g,

del grupo, G.

Si se consideran una curva C*°, y en cada punto de ella, elementos de contacto de primero, de
segundo y de tercer 6rdenes, entonces la variedad asi constituida a partir de R? se denota R3:
es la variedad de los elementos de contacto de tercer orden de R?. dim R% = 5.
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Una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden es una relacién diferencial entre elementos de
contacto de tercer orden de R?. Cada elemento de R% se representa mediante cinco niimeros reales

Una transformacién actia sobre elementos de contacto de tercer orden mediante la tercera
prolongacién del campo de vectores.

* ok ok * . .
A las cuatro coordenadas x, u, U, Uss del elemento de contacto imagen expresado mediante las

coordenadas x, u, Uz, Uz, del elemento de contacto que se transforma, se afiade una quinta

= tga +P{ D [Do(Doh = s Do f) = s Duf] = tzas Daf | + O?)

El campo de vectores prolongado hasta el tercer orden toma la forma

0 0 0
3) = — — 4+ (Dyh — uyDy f) —
+ [De(Dyh — up Dy f) — g Dy f] —85

T

0

Una ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden es una relacion diferencial entre elementos de
contacto de tercer orden

6(21?, Uy Ugy Uy, uacacac) =0 = ugzs — E(QZ, U, Ugs uacac)
El criterio infinitesimal de invariacién puede expresarse asi:

Teorema. Un grupo conexo de transformaciones, G, es un grupo de simetria para la ecuacion
diferencial ordinaria de tercer orden

6(32‘, Uy Ugy Uy uacacac) =0= Upgr — E(QZ, U, Ug, uacac)a

st y solo st
’U(3) [uacacac - E(Q?, Uy Uy, uﬂfm)] = 0’

siempre que Ugz, = E (2, u, Uy, uyy) para cualquier generador infinitesimal, v, del dlgebra de Lie,

g, del grupo de Lie, G.

Para estudiar segtn el algoritmo de Lie la ecuacién

es preciso aplicar a esta ecuacion el criterio infinitesimal de invariaciéon para las ecuaciones
diferenciales ordinarias de tercer orden, vale decir, el ultimo teorema enunciado.

Dada la extension que tomarian los calculos, se abrevia el procedimiento, al suponer conocido
el teorema siguiente demostrado por el mismo Lie.
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Proposicién. Una ecuacion diferencial ordinaria de orden r > 2 admite a lo mds r + 4 trans-
formaciones infinitesimales independientes entre si.

Las siet 3 0 0 0 0 g ,0 50 +3 0
as siete para r = 3, son —, —, r—, T— r—, r°— + 3ru—.
P M 0 ow Tox Touw Mou T ou " ox ou
Se esta indagando si existe una funcién f tal que respecto del campo
0 0
= P h—
! f@x * ou’

donde h se expresa mediante funciones derivadas de f, sea invariante la ecuacién reducida de
Riccati: u, = u? + R(z).

En tal indagacion se ha llegado a una condicién necesaria y suficiente expresada mediante la
ecuacion

Ahora se trata de estudiar esta tltima ecuacién siempre mediante el algoritmo de Lie, lo cual
implica determinar un campo de vectores nuevo, es decir, uno respecto del cual sea invariante,
no ya la ecuacion de Riccati, sino la ecuacion diferencial de tercer orden que expresa la condicion
necesaria y suficiente para que la de Riccati sea invariante respecto de un campo de vectores.

Para evitar confusién, en la ecuacién de tercer orden se sustituye la funcién incégnita f por la
funcién incégnita u; se obtiene

Ugpe + 4Ruy + 2uR, = 0.

En lo que sigue, salvo que se escriba lo contrario, el signo de f es el del corficiente en un campo

0 0

de vectores genérico v = f — —|— h—
ou’

Averiguada la invariacion respecto de cada uno de los siete posibles campos de vectores, resulta

que la ecuacion wgq, +4Ru, +2uR, = 0 inicamente es invariante respecto del campo v = u—.

ou
0
Para el campo de vectores v = ua—, es f=0,h=u.
U

Por lo tanto, para la primera prolongacién se obtiene

0 0
D,h —uyD,f = Dyh —0 = <% —I—ux%) (u) = uy.

Para la segunda prolongacion es

Dy(Dyh — ugDyf) — gDy f = Dy(Dygh — 0) — 0 = Dy (Dyh)

Para la tercera prolongacién es

= Dy [Dy(Dyh —0) — 0] = 0= Dy [Dy(Dyh)]
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0
Por lo tanto el campo de vectores v = u— prolongado tres veces es igual a

ou
v(g)*ug—l—ui—l—u i—I—u L

Se verifica que la ecuacién es invariante respecto de v(3). En efecto

1)(3)(11,xm + 4Ru, + 2uR,)

0 0 0 0
_ + + _ +4Ru, +2uR
(u ou Y Ouy Uz OUgy Yzaz OUgppa ) (Uaza U uRz)

0

=u2R,; + u4R 4 tyyr = 2uR;: + 4Ru, — 4Ru, — 2uR, = 0.

0 0
= u%(Qqu) + Uy 5

€T

Es decir, se cumple el criterio de invariacion infinitesimal para una ecuacién diferencial de tercer
orden.

Dado que la ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden es invariante respecto a un campo de
vectores, ella es canénicamente reducible a una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden.
Ello se logra mediante integracion del campo de vectores.

Al campo v®) corresponde, por la teorfa, la integral del sistema de ecuaciones diferenciales.

F=0 du  duy  dugy  dugey

U uﬂf,’ ul’ﬂf,’ uﬂCﬂCﬂC

La integral del sistema suministra una secuencia de invariantes fundamentales.
Dado que f es idénticamente nulo, el primer invariante asociado a la transformacién es I = z.

Un segundo invariante es obtenido mediante solucion de la ecuacion diferencial ordinaria asociada
a la primera prolongacion

du  duy
U Uy
Se expresa la solucién en la forma
uiU
J=—.
U

Con los invariante I, J se obtiene ([?], p. 140) un invariante, en este caso (J es de orden 1), de
orden dos, mediante derivacién, asi

dJ d(ux/u) d [ug Ugy Ug \ 2 Ugy 2
_—=— = — —_— = — — —_— :——J .
dl dx d:r(u) U (u) u
De donde
dJ
Tr — J2 7
U u[ +dl]
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Basta derivar una vez mas para obtener una expresion invariante para ;.-

2
i (ar) ~ =)= () - )

:@_<%><@>_2Jﬂ

u u u dl
_ Uggg dJ 9 dJ  Upzsx dJ 3
—u—J<dI—|—J)—2JdI—u 3Jd[ J°.

Por lo tanto

dr? dI

Al reemplazar en la ecuacion g, + 4Ru; + 2uR, = 0, se obtiene

d?J dJ
Uggr = U (— —|—3J——|—J3) .

27 dl .
43S+ P ATR+ 2R, = 0

Se logra, pues, una ecuacion diferencial de orden menor en uno, pero la resultante es una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden no lineal, por consiguiente de mds dificil estudio que la
lineal de tercer orden; puede ser estudiada, no se hard aqui, segtin Vessiot, 1895.

Estudio de una ecuacién de Riccati-Bernoulli

Se puede aplicar el criterio de Lie a la ecuacion considerada por Riccati y por Bernoulli
Uy = u? + ca™ = E(z,u),

cuando se supone que h(z,u) depende linealmente de w.

Es N
E, =cma™™

E, =2u.
Por la ecuacion determinante se tiene entonces

0=1iyu+ju+ (i — fz) (u2 +cz™) — f (cmxm_l) — (lu+7)(2u)
= u?(—i— fu) +uliy, — 2j) + (jo — cfox™ +ica™ — cmfxm_l)

De donde, el sistema diferencial

fu =0
i+ fr=0
S (©)
iy —27 =0
Jo +icz™ — cfpx™ —emfa™ =0
De la segunda ecuacién se obtiene i = —f,.. Por lo tanto, i, = — f..

De la tercera ecuacion se sigue
1

. ) 1
J = §zx = _§facac
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Por lo tanto
. 1
Jz = _§facacac

Al llevar estos valores a la cuarta ecuacion se obtiene
fozz + dcx™ fr + 2ema™ 1 f = 0.

Es la condicién a la que ha de satisfacer f para que pueda ser la funcién mediante la cual se
define un campo de vectores respecto del cual es invariante una ecuacién de Riccati.

Cuando se elige una f, puede irse mas alld en el estudio de la ecuacion.
Sea f(x) = 22!, Entonces
fo=(a+1)z"

fow = (a+ V)az®”
facacac = (a + 1)a(a - 1)37&_2'

1

La condicién de determinacién toma la forma
(a4 1a(a— 1)z + dea™(a + 1)2% + 2ema™ 1207 =
= (a+ Da(a— 1)z 2 + 4(a + 1)ez™ ™ + 2ema™ = 0.

Ha de ser
a—2=a+m.

Por lo tanto, m = —2, es decir, la ecuacién es
9y C
T

Por otra parte

(a+1ala—1)+4(a+1)c+2ecm=a(a+1)(a— 1)+ dac
=af(a+1)(a—1)+4c] = 0.

Se obtiene asi
oesa=0, oesa?—1+4c=0.

Una de las dos constantes, o a, o ¢, es arbitraria, pues las dos estan ligadas por una sola relacion.
Hay, entonces, una infinidad de posibilidades.

Para continuar en el estudio de la ecuacién cuando f(z) = 2%+, se calcula h(x, u) = i(z)u+j(z).
Dado que

i(x) = —(a+ 1)z,

() = —gla+ azt,

se tiene que

1
hz,u) = —(a+ 1)z%u — §(a + 1)az® L
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Se calcula la funcion ¢, invariante para el campo de vectores v, es decir,

] ot

o o
ou’

v(it)=0==x o

1
— (a4 1)z%u + §(a + 1)ax®

La integral de este campo de vectores es la solucién de la ecuacion diferencial

dx —du

29+ (a4 V2% + L(a + 1)azet’

es la solucion de la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden lineal

d_u+(a+1)u+(a+1)a:

0.
dx x 212
Su solucién es candnica
du (a+1)u
_— = 0
dx T
suministra .

Luego, la composicién u = p(z)g(x) lleva a la ecuacién

a+1 a+1)a
q px+gp +pqx+%:0-
T 2x

El coeficiente de ¢ es nulo.
Se obtiene, finalmente

) = ploate) = iy |0 -

donde ¢ es la constante de integracion.

Se determina una segunda funcién mediante la ecuacién

dw
— 1 = pot! .
v(w)=1=z =

De donde
dx

dw = —atl

1 1
w= = :
—az®  (—1)ax®

Lo que sigue supone desarrollo en el campo complejo para garantizar la correccién de operaciones
con potencias del niimero menos uno.
La inversa es
1
(_1)1/aa1/aw1/a ’

xr=

Asi, puede escribirse también u = u(¢, w), es decir, la expresién

a a a 1
u= (—1)__(1‘—_1a__a‘—_1w__a‘—_1t — a—2|—

(_1)1/aa1/aw1/a'
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Por lo tanto, puede obtenerse

du ( 1)ﬁ-_2aﬁ-_2aw2(a+1) dt
dr dw

a a a 1
(D% (a4 D 4 (—1)H a2/ (%) w/e,

Ug

Se calcula por otra parte u? + ¢/?.
El resultado es

SN CEL S

a

— (—1)%—_2a%—_2(a + 1)tw%—_2 + ¢(=1)Y % ¥/,

Ahora, se comparan términos semejantes en una y en otra expresion.

A la izquierda se tiene
at2 a+2 at?2
—(=1)aa < (a+1tw«
A la derecha se tiene exactamente la misma expresion. Por lo tanto, se anulan.

Se comparan ahora los términos en w?/?.

A la izquierda se tiene
(_1)2/aa2/aa2iw2/a

Este término se lleva a la derecha para adicionarlo a sus semejantes

a+1 a+1)?
Latl, (a+)

w2/a(_1)2/aa2/a 5 7

+c

El paréntesis rectangular es i [—1 +a®+ 46]. Se muestra que la relaciéon entre los paréntesis
rectangulares ha de ser nula.

Restan los términos:

a la izquierda

at+2 a+2 2(a+1) dt
—(=1)aaaaw « —;
dw

a la derecha
2(a+1)
a

2(atl) o 2(atl)

a o tw e .

Al igualar se obtiene

2(atl) 2(atl) o
a a o .

Por lo tanto

( ) 2( )
_ﬂ B (_1)2 a:—l az “:1 2 _ (_ )2a+2{l—a—2a2a+2a—a—2 ﬁ
dw (—1)%?@%?@ a

2
—1
_ (_1)a/aaa/at_ _ ( )at2 _ —t2.
a a
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Es decir, se ha llegado a la ecuacién en coordenadas separadas

dt
La solucién de esta ecuacién, sin la constante de integraciéon, es w = — Dado que
22u+a+ 1
t=a srutat ] )
2
1
w=—:";
_axa
la solucion en las variables iniciales es
a—1
u =
2x
Se verifica que es solucién porque al reemplazarla en la ecuacién
c
Uy = u? + —
T
se llega a la identidad
I—a 1-a
202 222

Cémo obtener ecuaciones reducidas de Riccati, invariantes respecto a un
campo de vectores

es una ecuacion funcional, de tercer orden y lineal en f; o de primer orden y lineal en R.

La ecuacién ha aparecido en otros capitulos del analisis; aqui ha sido generada en el estudio de
las ecuaciones de Riccati mediante grupos de Lie.

Diversas consideraciones matemaéticas pueden hacerse acerca de la ecuacién, pero conducen en
general a ecuaciones mas complicadas, por ejemplo, una de segundo orden no lineal. Asi que no
relaciona, lo cual podria haberse esperado, ecuaciones lineales ordinarias de segundo orden con
alguna ecuacion de Riccati, como lo hace la transformacién de Jakob Bernoulli.

Algo general que puede hacerse es aprovechar que la ecuacién es lineal y de primer orden en la
funcién R(x). Es decir, suponer que se conoce f(z), que esta funcién satisface las condiciones
requeridas. Se resuelve entonces la ecuacién.

Se puede enunciar una propiedad general.
Proposicién. A partir de la ecuacion diferencial
facacac + 4Rfac + QfRac =0,

donde f es una funcion no nula por lo menos tres veces continuamente diferenciable, siempre es
posible determinar una solucion, R(x), por lo menos una vez continuamente diferenciable. Mds
precisamente

R(z) = % [constante — % /ffxm d:r] )
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Con esta propiedad puede considerarse una més, dado que R(x) puede entenderse como la
funcién de x, que figura en una ecuacion reducida de Riccati.

Proposicién. La ecuacion reducida de Riccati

1 1
uy = u’ + 7 [constante ~3 /ffacacx dfl’]

donde f es una funcién de una variable, de clase C3, no nula, es invariante respecto del campo
de vectores

Es, por lo tanto, soluble mediante el algoritmo de Lie.

Por ejemplo, para la funcién f(z) = x%, se obtiene

_ constante  a(a — 2)

x2a 41.2

R(z)

Este ejemplo, puede relacionarse con uno que figura en la exposicién del algoritmo de Kovacic.

No es seguro, sin embargo, que la teoria de Lie pueda facilitar los complejos calculos del algoritmo
de Kovacic.

Algebra de Lie infinita asociada a las ecuaciones de Riccati

9 c
Uy = u” + —, (z #0).
T
La condicién de invariacion conduce a la condicién diferencial
4c 4c
T T
Para f constante, no se cumple la condicién.

Para f(z) =z, es fp =1, fox = foze = 0. Por lo tanto

4c  4c
0—1-?—?:0

La condicién diferencial se cumple cualquiera sea el valor de c.

El campo en este caso es

3} d
V=T— —Uu—.
Ox ou
Para f(z) = 22, la condicién diferencial se cumple solo si ¢ = 0.
Para f(x) = 23, la condicién diferencial se cumple si ¢ = —3/4.
Para f(z) = 1/, la condicién diferencial se cumple si ¢ = —3/4.
Para f(r) = 1/22%, ha de ser ¢ = —2.
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Se puede escribir, para facilitar las operaciones que siguen, en general,

_ aa a—1 a(a_l) a—2 0
Vg =T ax—[ax u+ 5 x o0
) L bb—1) , ] 8

I A P 0b—1) p o O
vb—:):ax [b:r U+ 2 T ]au

Estos son campos de vectores de la forma bésica (porque surgen de la pregunta inicial de campos
de vectores respecto de los cuales una ecuacién de Riccati es invariante)

Al hacer el producto de Lie con los campos de vectores v,, vy, se obtiene, a < b,

[va; ve] = (b — a)Upta—1-

Precisamente, a < b,

[Va, vp) = (b — a):):“+b_lé%

I { [a(a—1) —b(b—1)] [:ru + (%ﬁ)] xa—l—b—B} 8%

Se obtiene el vector nulo, cuando a = b.

Igualmente, se cumple la identidad de Jacobi
[’Ua, [’Ub, 'Uc]] + [’Ub, [’Uca 'Ua]] + [’Uca [’Uaa 'Ub]] =0

Se tiene, pues, un algebra de Lie.

En particular, con los campos de vectores vy, v1, vo se tiene

‘ Vo ‘ U1 ‘ U2
Vo 0 Vo 2’1)1
(% —V0 0 V2
V2 —2’1)1 —V2 0

Esta es la estructura del algebra finita SL(2,R).

Cuando un subindice es diferente de 0, 1, 2, el dlgebra se extiende indefinidamente. Una ilus-
tracién muestra el resultado hasta subindice 8. Desde luego, el cuadro completo se obtiene
escribiendo los simétricos negativos.
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Vo | V1 | V2 U3 V4 Us Ve v Ug
Vo 0 Vo 2’1)1 3’1)2 4’1)3 5’1)4 6’1)5 7’1)6 8’1)7
U1 0 (%) 2’1)3 3’1)4 4’1)5 5’1)6 6’1)7 7’1)8
(%) 0 V4 2’1)5 3’1)6 4’1)7 5’1)8 6’1)9
V3 0 V6 2’1)7 3’1)8 4’1)9 5’1)10
V4 0 (O} 2’1)9 3’1)10 4’1)11
Vs 0 | vio | 2011 | 3v12
Vg 0 | vig | 2vu13
v7 0 V14
(] 0

El 4lgebra resulta asociada a la ecuaciéon de Riccati u, = u? + ¢/z2, en cuanto se cumpla la
condicion diferencial

4c 4c
facacac + _chc - _3f =0,
x x
la cual para f(x) = %! implica la relacién algebraica

a® —1+4c=0.
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