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1 Introduccion.

El origen de la teoria del espectro primo de un anillo se encuentra hacia
1930 en las ideas desarrolladas por Stone, cuando mostré la correspondencia
uno a uno entre los reticulos Booleanos y los anillos Booleanos (Teorema de
Stone), luego toma la forma actual gracias a los trabajos desarrollados por
Jacobson y Zariski, entre otros. Uno de los resultados importantes sobre el
tema se refiere a que el espectro puede verse como un funtor de la categoria de
los anillos conmutativos unitarios a los espacios topoldgicos, lo cual permite
establecer un “diccionario” de propiedades entre los objetos y morfismos
de dichas categorias. De esta forma lo que se buscé fue “traducir” ciertas
propiedades topoldgicas supuestas en Spec(R) en propiedades algebraicas del
anillo R. Algunas de estas propiedades topoldgicas han sido estudiadas desde
el origen de dicha teoria y han sido incluidas como ejercicios en algunos textos
clasicos ([3], [6], [31]) y desarrolladas en parte en [1] y [11].

Ahora bien en la literatura consultada no se encuentra la “traduccién” de
ciertas propiedades topoldgicas como compacidad secuencial, conexidad por
arcos, regularidad, axiomas de separacién entre T y 71 ([4]). El objetivo de la
presente conferencia es mostrar los anillos que caracterizan algunos axiomas
de separacién, incluyendo los que se encuentran entre Ty y 717, pues es bien
sabido que los anillos cuyo espectro es Ty (y T3), son aquellos donde primos
y maximales coinciden, esto significa que imponer esta condicién a Spec(R)
es muy fuerte, pues claramente esta clase de anillos es “muy pequena”.
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2 Preliminares.

2.1 Anillos conmutativos.

Ahora se presenta la forma de definir la topologia de Zariski sobre el conjunto
de ideales primos propios de un anillo conmutativo unitario y se da una base
para dicha topologia. Una exposicién méas detallada de este tema se encuentra
en [1], [3] y [11].

Sea R un anillo conmutativo unitario, con Spec(R) se denotard al conjunto
de todos los ideales primos propios de R. Paran E C R, se define V(FE) =
{P € Spec(R)/E C P}, con esto se tienen las siguientes propiedades:

1. V(0) = Spec(R), V(1) =10

2. Si {E;}ies es una familia de subconjuntos de R, entonces (,.; V(E;) =
V(Uiel EZ) :

3. Si E; y E, son subconjuntos de R, entonces V(E,) UV (Ey) = V(< E; >
N < Ey >) = V(< Fy >< Ey >)

Al definir £ = {V(E)/E C R}, se tiene por las propiedades anteriores que
esta coleccion satisface los axiomas para subconjuntos cerrados de un espacio
topoldgico, luego si se define 7 = {Spec(R) — V(E)/E C R} se tiene que
(Spec(R), T) es un espacio topolégico, llamado espectro primo del anillo R y
7 se llama topologia de Zariski.

Una base para esta topologia estd dada por la coleccién § = X/ f € R donde
Xy = Spec(R) — V(f). Existen relaciones interesantes entre los elementos
Xy y propiedades algebraicas del anillo R, pueden consultarse en [11].

2.2 Algunos axiomas de separacion.

El estudio de los axiomas de separacién mas fuertes que 77, se inicié con los
trabajos de Uryshon y posteriormente por Freudenthal y Van Est en 1951
([9]). El desarrollo de los axiomas entre Tg y 77, se inicié con los trabajos de J.
W. T. Young ([30]) y C. T. Yang ([17]), finalmente C. E. Aull y W. J. Thron
([4]), introdujeron nuevos axiomas, dando caracterizaciones equivalentes para
algunos de ellos, analizando sus relaciones de inclusién y observando que
todos ellos pueden ser descritos en términos del comportamiento de conjuntos
derivados de puntos.
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Los axiomas de separacién usualmente conocidos y sus relaciones de inclusion
se observan en Fig.1.

Nota: por conjunto degenerado se entendera que es vacio ¢ unitario y ALIB
significard que existe un abierto G, tal que AC Gy GN B = 0.

HEIEEIFEI RSN R EN
Fig.1

Donde un espacio topoldgico (X, t) se dice:

Tp si y solo si para todo x, y € X, x # y se tiene que x[y 6 yx.

T; siy solo si para todo x, y € X, x # y se tiene que x[y 6 y[x.

T, si y solo si para todo x, y € X, x # y existen abiertos G, H, tales que
reG yéGyyeH, x¢ H.

T3 si y solo si es regular y T7. Regular significa que para todo z € X y
todo cerrado F' de X, con = ¢ F', existen abiertos disyuntos G, H, tales que
FCGyzeH.

T35 si y solo si es completamente regular y T;. Completamente regular
significa que para todo x € X y cualquier subconjunto cerrado F' de X,
con x ¢ F| existe una funcién continua, f : x — [0,1] tal que f(z) =0y
f(F)=1.

Ty siy solo si es normal y T;. Normal significa que para todo par de sub-
conjuntos cerrados disyuntos F'y K de X, existen abiertos disyuntos G, H,
talesque FC Gy K C H.

Las definiciones anteriores pueden “visualizarse” en el siguiente diagrama:
Aunque en los textos clasicos solo se presentan los axiomas de la Fig.1, estos
no son los unicos, pues en [29] se estudian axiomas entre 7o y 77 y en [4]
axiomas entre Ty y T. Algunos de estos ultimos se presentan en el siguiente
diagrama de implicaciones.

T = | Tpp = Th
U
U Tys U
I
TF F | = Ty = TF = TU D | = T(]

Fig.3
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Fig.2

Donde un espacio topoldgico (X, 7) se dice:

Typ siy solo si para todo x € X, {x} es unién de cerrados disyuntos.

Tp siy solo si para todo z € X, {z}' es cerrado.

Tpp siysolosies Tp y paratodox,ye X,z #y, ' Ny =0 .

Tr siy solo si para todo x € X y cualquier subconjunto finito ' de X, con
x ¢ F| se tiene que zJF 6 Fzx.

Trr siy solo si para todo Fy, F, C X finitos y F} N Fy, = (), se tiene que
F10OF2 6 F20F1.

Ty siy solo si para todo z, y € X, x # y se tiene T Ny es degenerado.

Tys siy solo si para todo z, y € X, x # y se tiene TNy es 0 6 {x} 6 {y}.

3 De nociones topolégicas a clases de anillos.

3.1 El funtor Spec como mecanismo de traduccién.

Ya que el espectro primo de un anillo, Spec(R), se puede ver como un funtor
de la categoria de los anillos conmutativos unitarios a los espacios topoldgicos,
se tiene que Spec es el mecanismo que nos permite determinar si una cla-
se de anillos caracteriza una propiedad topolégica particular, en el siguiente
sentido: dada una propiedad topologica P se dice que la clase de anillos C
caracteriza dicha propiedad si para todo anillo R, con R € C' se tiene que
Spec(R) tiene la propiedad P siy solo si R € C. De esta forma surge natu-
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ralmente la pregunta de cual es la traduccion de los axiomas de separacién,
en el "lenguaje algebraico”.

Fécilmente se puede observar que para todo anillo R, Spec(R) es Tp.

Ahora en [1] se muestra que Spec(R) es T si y solo si dimR = 0 (equivalente
a decir que los primos coinciden con los maximales) y en [3] se encuentra
propuesto como ejercicio que Spec(R) es T si y solo si es Ts.

Es decir la traduccion de las propiedades de la Fig.1 es la clase de todos los
anillos y la clase de los anillos de dimensiéon cero. Lo anterior conduce a
que los axiomas entre 77 y Ty son condiciones muy fuertes y ser T es una
condicién muy débil.

Entonces vale la pena preguntarse sobre la traduccion de la normalidad, de
la regularidad y de los axiomas entre Ty y T7.

En [7] expresan que la clase de anillos que caracterizan la propiedad de ser
normal son los pm-anillos, definidos como aquellos donde cada primo esta
contenido en un tnico maximal. Es decir el diagrama reticular del espectro
es como el de la siguiente figura:

Fig.4

Ejemplos de estos anillos son los de dimensién cero, los dominios de valuacién,
el anillo de todas las funciones continuas de un espacio topoldgico en los reales
([7], [13]) v por el siguiente teorema demostrado en [20], se pueden construir
pm—anillos de cualquier dimension finita.

Teorema 1 Dado un conjunto parcialmente ordenado finito X existe un ani-
llo conmutativo unitario R, tal que Spec(R) ~ X (como conjuntos parcial-
mente ordenados).

En la literatura consultada no se encuentran las clases de anillos que carac-
terizacion la propiedad de ser regular 6 T5s.
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Ahora observando el diagrama de la Fig.3, surgen naturalmente las siguientes
preguntas:

1. Spec(R) cumple los axiomas de separacion entre Ty y T para todo
anillo R?

2. Spec(R) cumple los axiomas de separacién entre Ty y T3 si y solo si
primos y maximales coinciden?

En [5] se muestra que Spec(Z) no es T pero si es Ty p, lo cual responde ambas
preguntas negativamente. Esto debe conducir necesariamente a clases de
anillos diferentes a las ya mencionadas, que caracterizan dichas propiedades.
En este mismo trabajo se muestra que la traduccion del diagrama de la Fig.
3 es el siguiente:

Ay | = | AM, = A
I
4 M, 4
I
Bl=| V9 |4 |=|7|=A

Fig.5

Donde:

A es la clase de los anillos conmutativos.

A; es la clase de los anillos conmutativos R con dimR < 1.

U, es la clase de los anillos R que son Y —anillos y dimR < 1.

A es la clase de los D—anillos.

M es la clase de los anillos R que son m—anillos y dimR < 1.

ADM; es la clase de los anillos R que son m—anillos, D—anillos y dimR <1 .

B es la clase de los anillos R con dimR = 0 6 dimR < 1 y existe a lo mas
un primo minimal no maximal 6 un primo maximal no minimal.

Ag es la clase de los anillos R con R = 0.

Si YA es la clase de los anillos cuyo espectro es Typ v Y es la clase de los
U—anillos, se tiene que Y=Y A.
Los D—anillos estan definidos como aquellos donde para todo primo P no

maximal, la interseccién de los primos que lo contienen estrictamente es
distinta de P.
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Los Y —anillos estan definidos como aquellos donde para todo par de ma-
ximales distintos P y @, el conjunto de los primos minimales que ambos
contienen es degenerado.

Los m—anillos estan definidos como aquellos donde todo primo contiene un
unico primo minimal.

Los U—anillos estan definidos como aquellos donde para todo primo P, el
conjunto de primos que lo contienen estrictamente es una familia comaximal.

3.2 Algunas generalidades sobre los D—anillos,
Y —anillos y U—anillos.

En la siguiente tabla se presentan algunas generalidades sobre los anillos
en cuestién como existencia, cocientes, anillo de fracciones, anillo producto,
dimensién. Un desarrollo méas formal de estos hechos puede consultarse en

5].

Propiedad D—anillos U —anillos Y —anillos
De dimensiéon 0
De (?limensién 0.y 1../ D. de va- Locales, DI
. . Semilocales de | luacion De fun- .
Existencia . ., . pm-anillos
dimension 1. De | ciones. A. cuyo .
: m-anillos.
espectro finito espectro es. un
arbol
Cocientes Si Si No siempre?
A. de Fracciones | Si Si ?
Producto (finito) | Puede ser! Puede ser? Puede ser!
Dimension Finita: para todo Infinita: ? Finita: para todo
n>0 n>0
Infinita: si Finita: para Infinita: s
nrnita: Si. tOdOnzO nimnita: Si.
Tabla 1.

1 El producto de anillos con espectro finito.
24 El anillo Z x Z.
3 Ver [5].
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Aunque en la tabla anterior se encuentran algunas propiedades (algebraicas)
de los anillos anteriormente definidos, quedan por desarrollar algunos temas
de importancia como el estudio de sus espectros, el anillos de polinomios, el
anillo de series formales, extensiones de anillo y otras caracterizaciones de
dichos anillos.
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