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ABSTRACT

This presents the development of an initially straight beam element for geometric non-linear
analysis of elastic structures considering large deflection and finite rotations. There are many
popular finite element formulations for solving nonlinear beams. Finite rotational
transformation of variables became a challenging task because of the non-linear character of
space of 3D rotations. In this study, the space configuration of the element is directly
interpolated via an attached local coordinate system and a moving coordinate system which
revealed all the kinematic expressions of the element with twelve parameters. Finite rotational
transformation between configurations is carried out only between principal axes of cross-
sections in vector form with Rodrigues transformation which overcame the difficulties of
rotational transformation. Direct equilibrium equations are obtained on the deformed
configuration by averaging the stress resultants over the problem domain.

OZET

Bu calismada, sekil degistirmeden onceki geometrisi dogru olan {i¢ boyutlu elastik kirislerin
nodal yiikleme altinda biiyiik yer degistirme ve biiyiik donmeler dikkate alinarak
hesaplanmast sunulmustur. Literatiirde geometri bakimindan dogrusal olmayan kirislerin
analizi i¢in bir¢cok degisik yontem mevcuttur. Bu yontemlerdeki en biiyiik zorluk varyasyonel
bliytikliiklere uygulanan sonlu donme transformasyonun toplama 6zelligi olmamasi yiiziinden
ortaya ¢ikmaktadir. Bu calismada kiris elemaninin sekil degistirmis (uzay) geometrisi, kirig
diiglim noktalarin1 takip eden yapisik lokal eksen takimi yardimi ile tanimlanmstir. Sekil
degistirmemis (referans) geometri ile uzay geometri arasindaki bagintilar kiris kesitlerinin
asal eksenleri arasinda Rodrigues vector donilisiimii uygulanarak kurulmustur. Uzay
geometride tanimlanan hareketli eksen takimi yardimi ile kiris elemanina ait kinematik
bagintilar elde edilmisitr. Denge denklemleri uzay geometride varyasyonel biiyiikliikler
kullanilmadan olusturulmustur.
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1.GIRIS

Kirislerin ii¢ boyutlu biiyiik yer degistirme ve sonlu donme analizi olduk¢a cailsilmis bir
konudur. Bathe [1] Hermitte yaklasim fonksiyonlar1 ve Euler acilarimi kullanarak Total
Lagrangian ve Updated Lagrangian formulasyonlar1 sunmustur. Konuyla ilgili birgok ¢alisma
yaninda Reissner’in geometri bakimindan kesin sonlu sekil degistirmeli kiris teorisi
(Geometrically Exact finite-strain beam theory) [2] oldukea ilgi ¢ekmis ve [3-8] tarafindan
sonlu donmelerin ele alinmasi bakimindan g¢esitli iyilestirmelerle sunulmustur. Sonlu
donmelerin toplanamama 6zelligi gerek varyasyonel biiyiikliiklerin dontisiimlerinde gerekse
bolge degiskenlerinin doniisiimlerinde zorluklara sebep olmaktadir. Ibrahimbegovic [9] sonlu
donme transformasyonlar: ile ilgili dokuz parametreli orthogonal tansor doniisiimiinden, {i¢
parametreli donme vektoriine kadar olasi sonlu doniisiimleri incelemistir. Zupan and Saje [10]
iic parametreli donme vektoriiniin biiylik donmeleri ifade etmek icin yeterli oldugunu
gostermiglerdir. Literatiirde sonlu donmelerin dezavantajin1 ortadan kaldirmaya yonelik
caligmalar da mevcuttur. Bu calismalardan [11,12] donme bilinmeyenleri yerine eleman
nodlarin1 kaydirmak suretiyle olusturulan dénme parametresiz (Rotation Free) formiilasyon ve
kiris tegetlerini dikkate alan [13,14] mutlak nodal koordinat formiilasyonu (Absolute nodal
coordinate formulation) dikkate deger ¢alismalardir. Jonker ve Meijaard [15] bagimsiz ayrik
deformasyon modlar1 tanimlayarak yapisik eksen takimi ve klasik kiris teorilerini birlestiren
yeni bir formulasyon elde etmislerdir.

Bu caillsmada yukarida belirtilen ¢aligmalardan farkli olarak uzay geometriyi tanimlayan
parametreler donistiiriilmiis asal eksen bilesenleri ¢insinden ifade edilmek suretiyle bolge
biiytlikliikleri ile ilgili doniisiimlerden kaginilmistir. Ayrica denge denklemleri ve sonlu
eleman formulasyonu direk olarak uzay geometride belirlenen serbest cisim diyagrami ile elde
edilmis, teget rijitlik matrisi sayisal olarak hesaplanmistir. Bu baglamda varyasyonel
biiyiikliikler ve bu biiyiikliiklerin sonlu donme doniisiimleri ile ilgili olusacak karmasik
formiilasyonlardan kaginilmaistir.

2. KiRIS GEOMETRISI

Kiris uzay geometrisi, p, ve p,diigiim noktalar1 konum vektorleri ve global eksen takimi
yardimi ile tamimlanan {m,,m,,m,} esken takimi (1) ve (2) verilmistir. Bu eksen takimi
diizlemlerine izdiisen v,(x) (i =2,3) yaklasim fonksiyonlar1 (3) ile tanimlanmistir (Sekil 1a).
v,(x) yaklasim fonksiyonu merkezsel eksen etrafinda donme serbestligi saglamaktadir (Sekil

1b). Kiris kinematik bagmtilarin1 elde etmek amaci ile hareketli eksen takimi (7) ve (8)

bagintilariyla verilmistir.

Yapisik eksen takimmin m, bileseni kiris diiglim noktalarin1 tanimlayan p,ve p, vektorleri

yardimi ile (1) denklemiyle tanimlanir. Burada L diigiim noktalar1 arasindaki mesafedir;
L=|p,-p)| 1)

m, =(p,—p,)/L

m, ve m, lin se¢imi sonsuzdur. Global eksen takimi yardimiyla (2) denklemleri ile
sabitlenebilirler. (Deyatlar i¢in Ek A ya bakiniz)
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Sekil. 1. a) Kiris uzay geometrisi b) Kesit asal eksen takimi

m, =m, ><k/||m1 xk”

2)
m, =m, xm,

k'’ ={0,0,1} global z yoniidiir. ilk once uzay egrisinin pozisyon vektdrii r tanimlanmalidir.

Bunun i¢in x parametresi p, ,p, arasinda gezinmek lizere egrinin 1-2 ve 1-3 eksenlerince

tanimlanan diizlemlere olan izdiisiimleri (3) ile verilen kiibik Hermite fonksiyonlar: ile
tanimlanmistir (Sekil 1a).

x’ x’
v (%) =(a, +0¢,{2)F—(205k1 +ak2)7+ak1x k=23 3)
a lar projeksiyon tanjantlari olarak isimlendirilmis olup (4) bagintilar ile tanimlanirlar.

_ v
KT

_ A

k2 —
x=0 dx

k=23 4)

x=L
Uzay egrisinin konum vektorii yapisik eksen takimi bilesenleri cinsinden (5) ile verilmistir;
r(x) =xm, +v,(x)m, +v;(x)m, (5)

Egri boyu s ile x arasinda (6) bagintis1 yazilabilir.

2 2
b 4= 1+(ﬁ o (6)
dx dx dx
Uzay egrisinin hareketli eksen takimi 6n tanim olarak (7) vektorleri ile tanimlanmustir.
dr
n, = A(x)"' —
1 =Ax) n
n, =n, xk/|n, xK| (7)
n, =n, xn,
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Hareketli eksen takimina n, etrafinda kesit donme serbestligi vermek amaci ile asal eksenler
(8) esitlikleri ile genellestirilmislerdir. (Sekil 1b). (Detaylar i¢in Ek B ye bakiniz)

n, =N, cos(v,(x))+n, sin(v,(x))

8
n, =-n, sin(v,(x)) +n, cos(v,(x)) ®
Donme serbestligi i¢in (9) ile verilen lineer yaklagim fonksiyonu secilmistir.
vi(x)=¢(1-=x/L)+¢x/L 9)

Bu asamaya kadar uzay egrisi p, ,p, nodal koordinatlar ve «,, , &;, ,a,, ,a;, ,4 , ¢, olmak
tizere toplam 12 parametre ile ifade edilmistir. Projeksiyon tanjantlari, yapisik eksen takimi ve
hareketli eksen takimi nilesenleri cinsinden (10) ifadeleri ile hesaplanabilir.

_n, -m,

a,, i=1,2 k=23 (10)

1

n,;-m,
Burada n,, ve n, kiris u¢ noktalariin teget vektorleri olup (11) ile tanimlanir.

n, =n(x=0)

(1)

n,=n(x=1L)

Hareketli eksen takiminin ortagonal olma kosulu kullanilarak kesit donme agilar1 (12) ve (13)
ifadeleri ile elde edilebilirler.
cos(¢) =n,, -0,

sin(¢)=n,, -0, i=12

(12)

¢, = arctan 2(sin(¢,), cos(¢,)) i=1,2 (13)

Sonlu eleman formiilasyonu i¢in global bilinmeyenlerin tanimlanmasi gerekir. Oteleme tiirii
bilinmeyenler i¢in nodal koordinatlar secilmistir. Donme serbestlikleri ise (14) ile verilen
global eksen etrafinda sonlu donme acilar1 olarak belirlenmistir. i indisi diiglim noktasini
gostermektedir.

0,=1{0.0,.0.} i=1,2 (14)

Ifade (14) ile verilen sonlu dénme vektorii, w, birim dénme ekseni ve bu eksen etrafindaki

@, donme agis1 tanimlari ile (15) ifadelerine doniistiiriilebilir [9].

=010 40’
(01 Xi Yi Zi (15)
w,=0,/¢ i=1,2

@, =0 6zel durumu i¢in nodal donme olmadig1 sOylenebilir. Asal eksen takimi doniisiimleri

Sekil 2. de gosterilmistir. R(¢,,w,) Rodrigues doniisiimii olmak {iizere;
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referans geometri

Sekil 2. Referans geometri asal eksenlerinden uzay geometri asal eksenlerine doniisiim.

Referans konum igin verilen n|, teget vektoriinden uzay konum teget vektorii n,, ye gegis

Rodrigues donme formulii [9] kullanilarak sonlu donme agilar1 cinsinden (16) ifadesi ile
saglanir.

n, =n, cos(¢,)+(w,xn},)sin(¢p,) +w,(w, -n)(1-cos(¢,)) (16)
Referan konum igin verilen n), vekodrii benzer doniisiime tabi tutularak n,, vektorii (17) ile
elde edilir.

n,, =n), cos(¢,)+(w, xnJ,)sin(@,) +w,(w,-n),)(1—cos(p,)) (17)
n,, (12) ve (13) denklemlerinde kullanilarak kesit burulma donmeleri elde edilmektedir. Bu

denklemlerde n,, ve n;, vektorleri (16), (11) and (7) ile tanimlanmistir. Kiris elemanimin
bilinmeyenlerini igeren nodal bilinmeyenler vektorii (18) ile verilmistir;

u’ ={p;,0/,p;.05} (18)
3. KINEMATIK BAGINTILAR

Hareketli eksen takimi yardimi ile uzay konuma ait burulma ve egilme egrilikleri (19)
ifadeleri ile hesaplnmustir. (Detaylar i¢in Ek C ye bakiniz).

dx
= A S, (19)
_,dn
Ky = A(x) 1d_xl 2

4. KESIT TESIRLERININ HESABI
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Uzay konumda kesit momentleri (19) denklemleri ile verilen egrilikler ve kesit rijitlikleri
kullanilarak (20) denklemleri ile hesaplanmaistir.

M, =Gl x,(x)
M, =-El k,(x) (20)
M, = El,x,(x)

Eksenel kuvvet ve kesme kuvvetleri kesit asal eksenleri dogrultularinda (21) ifadeleri ile
hesaplanmagtir.

_ 0
e
M
T, =—A(x)" dd—x 1)
1, = a0 2L
dx

(21) denklemlerinde. Formiilasyonda eksenel kuvvet eleman boyunca sabit kabul edilmistir.
5. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Sonlu eleman denklemlerini olusturmak i¢in (20) ve (21) ile verilen kesit tesirleri,

[R,M]

[RI’MI]

Sekil. 3. Eleman sol parcgasinin serbest cisim diyagrami

(22) denklemleri ile vektor formda ifade edilip Sekil 3. de verilen serbest cisim diyagramina
uygun olarak;

R ="Tn,
(22)
M=Mn, i=123
eleman ug kuvvetleri cisim dengesinden (23) ile elde edilmistir.
R, =-R
(23)
M, =-M-rxR

Ug kuvvetler eleman boyunca integer edilerek sonlu eleman denklemlerinin yaris1 (24) ifadesi
ile olusturulmustur.
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1 L
R, =—— | Rdx
1 LL
., (24)
(M +rxR)dx

x=0

-t
L

Tiim elemanin dengesi yazilarak sonlu eleman denklemlerinin diger yarisi olusturulmustur.

R, =-R,

(25)
M, =-M, -Lm, xR,
Eleman denge denklemleri vektor formda (26) ile gosterilmistir;
k" ={R/,M/,R;, M} (26)

6. TEGET RIJITLIK MATRISi

Teget rijitlik matrisi K, (26) vektoriiniin u vektoriine gore gradyani alinarak elde edilir. Bu
islem (27) ile verilen merkez farklar sayisal tiirevleri alinarak gerceklestirilmistir.

K = k. (u, + hé‘jk) —k;(u, — hé‘jk)
Y 2h
burada o, Kronecker deltast olup £ (28) ifadelerinde oldugu gibi se¢ilmistir;

i, jk=1.12 27)

h=0.001u, = u,;#0
(28)
h=0.001 = u,=0
7. Sayisal Ornekler
7.1 Konsol kiris ucuna tekil yiikleme
Sekil 4. ile verilen konsol kiris ve yiiklemeye ait 6zellikler; L=2 , 0.1x0.1 kare kesit,
elastisite modiilii £ =207x10° ve yiikleme P =3EI/L* =1293.75 dir.

AZ

A
\

Y=

u
< X \J

Sekil.4. Konsol kiris ucuna tekil yiikleme

Tablo 1 Konsol kiris u¢ deplasmanlart u_ve u_.
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Bu galisma Jonkera and Meijaard [15] Gerstmayr and Irschik [16]
Eleman u, u, u, u, u,
Sayisi
1 0.528667 1.211120 0.901067 1.521304 0.362244 0.994144
4 0.508928 1.208041 0.523295 1.223753 0.507428 1.205533
8 0.508674 1.207391 0.512121 1.211296 0.508509 1.207197
16 0.508659 1.207346 0.509427 1.208249 0.508536 1.207238
32 0.508658 1.207342 0.508759 1.207492 0.508537 1.207239
Teorik [16] 0.508537 1.207239

7.2 Iki ucu ankastre L cerceve kosesine moment yiiklemesi

Sekil 5. ile verilen konsol kiris ve yiiklemeye ait 6zellikler: L, =1000, L, =500. B noktas1
M, =2x10’ile yiiklii. Elastisitt modiili £ =20600 ve atalet momentleri kGI, =2916 ,

I,=1,=1728.
Sekil.5. iki ucu ankastre L cerceve
Tablo 2 L ¢ergeveye ait B noktas1 yer degistirme ve donmeleri.
ux uy uz

Eleman SAP2000 ANSYS Bu galisma SAP2000  ANSYS Bu galisma  SAP2000 ANSYS Bu gasilma

Sayisi

1 -18.57 -18.19 -81.21 37.06 36.26 45.26 -188.02 -186.07 -167.65

2 -63.46 -65.76 -88.48 34.46 39.40 39.32 -156.88 -166.34 -150.71

3 -77.63 -82.55 -89.81 35.50 39.90 38.86 -150.10 -156.81 -148.62

8 -87.17 -93.34 -93.71 36.51 40.44 39.88 -145.31 -149.98 -148.29

10 -87.73 -93.97 -94.15 36.58 40.51 40.10 -145.03 -149.65 -148.49
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0, 0, 0.

Eleman SAP2000 ANSYS Bu ¢asilma SAP2000  ANSYS Bugasiima  SAP2000 ANSYS Bu ¢asilma
Sayisi

1 0.5752 0.5477 0.5941 1.3108 1.2670 0.9769 0.0203 -0.0761 -0.1544

2 0.5838 0.5241 0.5360 1.2513 1.2580 1.1090 -0.1144 -0.1286 -0.1610

3 0.5819 0.5075 0.5381 1.2394 1.2674 1.1701 -0.1543 -0.1509 -0.1626

8 0.5806 0.5055 0.5546 1.2324 1.2673 1.2273 -0.1843 -0.1668 -0.1708
10 0.5805 0.4972 0.5573 1.2320 1.2719 1.2315 -0.1860 -0.1663 -0.1719

7. SONUCLAR VE DEGERLENDIiRMELER

Bu ¢alismada referans geometrisi diiz olan kiris elemanlarin ii¢ boyutlu elastik biiyiik sekil
degitirme ve sonlu donmeleri incelenmistir. Referans eksenden uzay eksene doniisiim eleman
uc noktalarinin kesit asal eksenleri arasinda gerceklestirilmistir. Uzay geometriyi tanimlayan
parametreler doniistiiriilmiis asal eksen bilesenleri ¢insinden ifade edilmek suretiyle bolge
blyiiklikleri ile ilgili donlisimlerden kaginilmistir. Ayrica denge denklemleri ve sonlu
eleman formulasyonu direk olarak uzay geometride belirlenen serbest cisim diyagrami ile elde
edilmis, teget rijitlik matrisi sayisal olarak hesaplanmistir. Bu baglamda varyasyonel
biiyiikliikler ve bu biiyiikliiklerin sonlu dénme doniisiimleri ile ilgili olusacak karmagik
formiilasyonlardan kaginilmistir. incelenen drneklerde tek eleman performanslarmin oldukca
iyi oldugu sdylenebilir. Ayrica eleman sayist arttik¢a elde edilen yakinsama oranlari tatmin
edicidir.

Ek A. Yapisik eksen takimi

p, Ve p,, elemanin u¢ koordinatlari olmak {iizere;

L =p,—p,
L=+ +1I (29)
m=L/L i=1,2,3

mlT ={m,,m,, my}

m, = {-mm,/ B,—m,m, / B, B}

30
m; ={m,/ B,—m, / B,0} (30)
B= 1—m32
Ek B. Hareketli eksen takimi
1
T _
n, _E{SX’Sy’JB}
T 1 2,2
n = BAzc{sASy —cJS,,~cJS, —sAS,,cBAC} (31)
n] = {cAS, +5JS,,5JS, cAS,,~sBA'C’)
BAlCc\ ! “
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C=A"T0+v)-m;(1-v?)=2Bmy}]>

S, =mM +myV,

S, =mM —my;

M =B-m,y, (32)
J =m, + Bv),

s =sin(v,)

c=cos(v,)

Ek C. Burulma ve egilme egrilikleri

K =AY
K, = AC ' (cAH - 5G) (33)
K, = A7C7(sAH +cG)

H =m,D+Bv]

G =B(F+v))-mE

D =vv) —vivy (34)

r..n r..n

E=vv; +viv;

22_n roron

F=viv, —vviy;
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