View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

TURETRME

XVIII. ULUSAL MEKANIK KONGRESI
26 - 30 Agustos 2013, Celal Bayar Universitesi, Manisa

DUZLEM KiRIiSLERIN ELASTIK BUYUK YER DEGISTIRMELERI ICIN
YENI BiR SEKIL DEGISTIRME ALANI ve SONLU ELEMAN ANALIZI

Murat Yilmaz'
I.T.U. insaat Fakiiltesi, Maslak, Istanbul

OZET

Bu ¢alismada, sekil degistirmeden Onceki geometrisi dogru olan diizlem elastik kirislerin
nodal yiliklemeler altinda biiyiik yer degistirme ve biiyiikk donmeleri dikkate alinarak
hesaplanmast sunulmustur. Kiris elemaninin sekil degistirmis geometrisi, kiris digim
noktalarin1 takip eden yapisik lokal eksen takimi ve Hermite polinomlari yardimi ile
tanimlanmistir.  Sekil degistirmemis  geometri ve degistirmis geometriye ait konum
parametreleri arasinda onerilen doniistim ve siirekli ortam formiilasyonlar1 kullanilarak yeni
bir sekil degistirme alani elde edilmistir. Kesit tesirleri sekil degistirme alani ve malzeme
ozellikleri kullanilmak suretiyle integrasyon formda elde edilmis ve sonlu eleman denge
denklemleri, sertbest cisim diyagramindan elde edilen denge bagintilarinin eleman bolgesi
boyunca ortalama degerleri alinmak suretiyle kurulmustur.

ABSTRACT

In this study, large deformation and finite rotation analysis of initially straigth beams under
concentrated loads is presented. Deformed geometry of the element is represented by an
attached local coordinate system and Hermite polinomials. With the help of a simple mapping
between configuration parameters and continuum mechanics formulations, a new strain field
is obtained. Stress resultants are calculated by using material properties and the strain field
with integral form and equilibrium equations is obtained by averaging the equilibirium
functions over the element domain.

1. GIRIS

Dogrusal olmayan sonlu elemanlar problemleri ilk olarak dogrusal burkulma hesaplamalari
yapmak ic¢in geometrik rijitlik matrisi kullanimi ile glindeme gelmistir. Yine biiyiik yer
degistirme hesaplamalari i¢in artimsal formiilasyon teknikleri ilk olarak Truner ve Argyris’ in
caligmalar ile baslamistir (Argyris 1964). Artimsal tenkniklerle yapilan hesaplamalarda hata
birikiminin fazla olmasi nedeni ile iteratif bir teknik olan Newton-Raphson yontemleri Mallet,
Marshal, Oden ve diger arastirmacilar tarafindan uygulanmaya baslanmistir (Oden, 1967).
Newton-Raphson yonteminde zaman icerisinde iterasyonun hizlandirilmas: amaciyla
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modifiye edilmis ve teget rijitlik matrislerinin giincellenmesini denetleyen Modifiye Newton-
Raphson metotlar1 Oden ve Zienkiewicz tarafindan kullanilmistir (Zienkiewicz, 1991).

Bir ¢ok arastirmact dogrusal olmayan sonlu elemanlar iizerine sayisiz makale ve kitap
yaymlamistir [1-12]. Bunlardan bazilar1 ¢ubuk teorileri lizerine yogunlasmis olup digerleri
siirekli ortamlar i¢in yaddogrusal yontemleri incelemiglerdir (Bathe, 1996). Donel eksen
formiilasyonu Crisfield, Hsiano, Horrigmoe ve Bergan tarafindan kullanilmaya baslanmistir
(Crisfield, 1991). Bu calismada, sekil degistirmeden onceki geometrisi dogru olan diizlem
elastik kirislerin nodal yiiklemeler altinda biiyiik yer degistirme ve biiyiik donmeleri dikkate
almarak hesaplanmasi sunulmustur. Bu c¢aligmada, sekil degistirmeden onceki geometrisi
dogru olan diizlem elastik kirislerin nodal yiiklemeler altinda biiyilik yer degistirme ve biiytlik
donmeleri dikkate alinarak hesaplanmasi sunulmustur. Bu calismay1 konu ile ilgili diger
calismalardan ayiran en Onemli husus Bolim 2 de elde edilen sekil degistirme alanidir.
Diizlem kesitler diizlem kalir ve ¢cubuk merkezsel eksenine dik kalirlar kabiilii (Bernoulli
hipotezi) ile olsusan tiim kinematik kisitlamalar1 elastisite denklemleri ile oryata koyan bu
sekil degistirme alani diizlem ¢ubuklarin sonlu yer degistirme ve donme teorisi i¢in basarill
sonugclar ortaya koymustur.

2. KINEMATIK BAGINTILAR

Sekil degistirmis cisim iizerinde denge denklemlerini yazabilmek i¢in cismin sekil degistirmis
formunu yaklasik bir fonksiyonla ifade etmek gerekecektir. Bu noktada elemanin biiyiik
donme ve Otelemesini ifade etmekte biiyiik kolaylik saglayan ve elemanla birlikte donen
yapisik lokal bir eksen takimi se¢ilmistir (Sekil 1).

n

merkezsel eksen

Sekil 1. Yapisik lokal eksen takiminda elemanin merkezsel ekseni.
m-neksen takimi sekil degistiren elemanla birlikte hareket etmektedir. Eleman merkezsel
ekseni v, (x) egrisi ile tarif edilmistir. Burada x, elemanin iki diiglim noktas: arasinda
tanimlanan dogrusal lokal eksen parametresidir. o, ve «, ise elemanin u¢ noktalarindaki

lokal donme agilaridir. Eleman diigiim noktalarinin toplam doénmesi € agis1 yardimiyla
hesaplanacaktir. L mesafesi elemanin sekil degistirmis konumda iki diigiim noktasi arasi
mesafe olarak tanimlanmistir. n, ve n, merkezsel ekseni takip eden hareketli eksen

takimidir. Elemana ait deformasyon gradyani ve sekil degistirme Olgiilerinin hesaplanmasi
icin hareketli eksen takiminin tam olarak tanimlanmasi gerekmektedir.
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Elemanlar aras1 egim siireksizliklerini ortadan kaldirmak tizere merkezsel eksen egrisi (1) de
verilen {igiincii derece Hermite fonksiyonu se¢ilmistir.

a +a, x3_2a1+a2
LZ

Vm(X): x2+a1x (1)

Burada g, =tan(e,) sekilinde tanimlanmstir. Eleman lokal eksen takimi @ ya bagl olarak;

cos(#) —sin(d)
n =1 sin(d) m =14 cos(f) 2)
0 0

(2) de ki gibi ifade edilebilir. Eleman merkezsel ekseni (Sekil 2) den goriilecegi tizere lokal
eksen takimi ve x koordinati cinsinden (3) ifadesi ile verilebilir.

Sekil 2. Merkezsel eksenin vektorel ifadesi.
X, =X, +Xn+v,m 3)

Dogal eksen takimini tarif etmek i¢in (3) lin merkezsel eksen yay boyuna gore tiirevi alinirsa

dx. dx_(ds, \'
n, =—"‘=—"‘(—'"] )
ds, ~ dx \ dx

elde edilir. Merkezsel eksenin diferansiyel boyu

ds, =+dx’ +dv’ ()

seklinde hesaplanabilir. Buradan Yay boyunun x e gore tiirevi hesaplarda oldukc¢a 6nemli bir
parametredir ve bu asamadan itibaren A ile gosterilecektir.

ds dv Y
A:—m= 1+ m = l_l_ )2 6
. [ () _ ety 0

(3) ifadesi x e gore tiiretilip (6) tanimi (4) da yerine yazildiginda
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X, =n+v m (7a)
dx "
% = An, (7b)

ifadeleri elde edilir ve bu ifadeler esitlenerek n, dogal eksen vektorii, donel eksen takimi

bilesenleri cinsinden
1 v
n,=—n+-—"m 8
Y ®)
seklinde tarif edilmis olur. n, yi tanimlamak {izere sayfa diizlemine dik n, =(0,0,1)
vektoriinden faydalanilabilir. (8) in de yardimiyla

!

1 v
n2:n3xn1:Xn3xn+X’"n3xm )

elde edilir. (9) ifadesi n,xn=m ve n,xm=-n oldugu goéz Oniinde bulundurularak
sadelestirilirse;

!

n, :—van+%m (10)

seklinde elde edilmis olur. Dogal eksen takimi eleman sekil degistirmesine iliskin kinematik
kosullar1 ifade edebilmek icin oldukca biiyiik kolaylik saglamaktadir. Elemanin kesiti
merkezsel eksenine dik olarak tarif edilirek eleman kesit koordinat vektori,

X=X_ +750,+710, (11)
seklinde elde edilebilir. (11) de 7, ve 7, sirayla n, ve n, dogrultularinda tanimlanan kesit i¢i

cisim koordinatlarini ifade etmektedirler. Boylece x, r, ve r, parametreleri ile elemanin sekil

degistirmis konumdaki her noktasina ulasilabilmektedir. Son olarak (11) vetdriinlin tam
diferansiyeli alinmalidir.

dn,

dx = (‘Z‘—mm )dx +n,dr, +n,dr, (12)
X

dx

(12) ifadesi elemana ait deformasyon gradyanini verecektir. (11) de x,, ve n, nin sadece x e

bagl olduklarina dikkat edilmelidir. Hesaplar ilerletebilmek i¢in (12) deki tiirevleri almak
gerekecektir. Bunun i¢in (10) ifadesi x e gore tiiretilirse

a;zcz =(—%+%)n—%m (13)
elde edilir. (6) ifadesini tiirtilerek;

A =1+() (14a)

AA'=V V! (14b)

elde edilir ve (14b) ifadesi (13) de yerine yazilarak A’ terimi yok edilirse
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" r.n

dn, % nY

any Vg VeV 15

dx A A (13)
ifadesi elde edilir. (15) dikkatle incelendiginde (8) ifadesi yardimiyla

dn, Vv,

—__m 16
dx A’ h (16)

oldugu kolaylikla gériilebilir. Benzer bicimde n, vektoriiniin tiirevi

dn, v
L/ 17
dx A? 7 17

seklinde elde edilir. (7b) ve (16) ifadeleri (12) de yerlerine yazildiginda konum vektorniin tam
diferansiyeli son haliyle elde edilmis olur.

n

dx = [A—%jnldx+n2drz +n,dr, (18)

(18) matris formda yazildiginda

(Cos(0)—Sin(@yy1 20y —CosOV =Sin(®)

A A dx
V' Cos(0)-Sin(O)

dx =| (Cos(@)V + Sin(09))(1- ’:243 ) y 0 | dr, (19)
0 0 1|l
olmaktadir. (19) ifadesi,
dx =J.dr (20)

seklinde kisaltilabilir. Elemanin referans konumunu (sekil degistirmeden 6nceki konum) tarif
etmek icin benzer sekilde referans konuma ait biiytikliikler (merkezsel eksen, dogal ve lokal
eksen) tanimlanmalidir. Bu tanimlar aynen sekil degistirmis eleman {iizerinde yapilan
islemlere benzer sekilde yapilarak dx, vektord,

2
0

dx, = [AO _%J n,,dx, + 0y dr, +0,,dr, 1)
seklinde yazilabilir. Referans konumdaki tiirevler x, a gore alinmalidir. Hesaplar referans
sekli dogrusal olan bir eleman i¢in yapilacaktir. Bu durumda v, ,=v/ =v) =0 ve A, =1

olacaktir. x ve x, arasindaki haritalamay: elde etmek i¢in,

x=tL 0<r<l1
(22)
x, =tL, 0<r<l1
oldugu diisiiniiliirse
L
dx, = Zde (23)
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olarak yazilabilir. (23) ifadesi (21) de yerine yazildiktan sonra dogrusal elaman igin
deformasyon gradyani

dx =F.dx,
J.dr =F.(J,.dr) (24)
F=JJ,

seklinde hesaplanir. Son olarak elemana ait sekil degistirme tansoriiniin referans konuma ait
eksen takimindaki ifadesi elde etmek i¢in

Cos(6,) -Sin(6,) O
T, =| Sin(6,) Cos(6,) 0 (25)
0 0 1

doniisiim matrisinden faydalanilarak

€= %TOT (FTF-1)T, (26)

islemi yapildiginda (27) ile verilen sekil degistirme ifadesi elde edilir.

A2 P 2 I

—r—=—" 0 0
202 A 2l A4( v
€= 0 0 0 (27)
0 0 0

(27) ile verilen sekil degistirme alani, uzama genlemesi ve egrilik ifadeleri tlirtinden (28)
sekline doniistiiriilebilir.

L2A2
(kr, —0.5x°r)) (28)

En=28 ~
o

3. SONLU ELEMAN DENKLEM TAKIMININ ELDE EDILMESI

Denge denklemleri sekil degistirmis eleman {lizerinde saglanmalidir. Elemana ait u¢ kuvvetler,
kesit tesirleri cinsinden (Sekil 3) dikkate alinarak belirlenebilir.

(Sekil 3) de her iki parcada yatay denge denklemleri
Nn, —Tn,+0i+Q,j=0 (29a)
—Nn, +Tn, +Q,i+0,j=0 (29b)

seklinde yazilabilir. (2), (8) ve (10) ifadeleri (29) da yerlerine yazilip diizenlendiginde yatay
denge denklemleri

—(N +1v!)Cos(0)+(Nv,, —T)Sin(8) = AQ, (30a)
—(N+1v)Sin(0)— (Nv, —T)Cos(0) = AQ, (30b)
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Sekil 3. Eleman ug¢ kuvvetleri ve kesit tesirleri.

0,=-0, (30c)

Qs =-0, (30d)
sekline donlismektedir. Moment denge denklemi;

Mk+Qk+x, xR+x, xR, =0 (31)
seklinde yazilabilir. Yatay ve diisey denge denkleminden

R+R,=0 (32)
oldugu bilindigine gore (31) ifadesi

Mk+QOk+(x, —x,)xR=0 (33)
sekline dontistir. Kesit tesirleri ve koordinat vektorleri

R =Nn, -Th, (34a)

X, —X; =xn+vy,m (34b)

olduguna gore (34) ifadeleri (33) de yerlerine yazilirsa
AQ,=-MA-NV x+Tx+Nv, +Tv, v, (35)

elde edilmis olur. (35) ifadesi elde edilirken asagidaki bagintilar kullanilmalidir.

’ !/

nxnlzv—’”nxm:v—mk (36a)
A A
nan:—nxm:ik (36b)
A A
mxn ——m><n——i (36¢)
YA A
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!

mxnzz—v—’"mxn:ﬁk (36d)
A A

O, ug kuvvetini bulmak i¢in eleman denge denklemlerinden ; ucuna gore moment alinarak

Q, =0, - Q,LSin(6) + Q,LCos(0) (37)
elde edilir.
4. BUNYE DENKLEMLERI VE iC YOK VEKTORUNUN ELDE EDILMESI

Normal kuvvet, b ve h kesit boyutlari olmak iizere (28) genlemesi kullanilarak
tanimlanmustir.

h
N =bE [ &,dr, (38)
—h
Kesit egilme momenti yine (28) ifadesinden
h
M =-bE [ 1,5,,dr, (39)
—h

Hesaplanabilir. Kesme kuvvetleri
_daM _dM dx _M'

T -
ds, dx ds, A

(40)

seklinde olacaktir. Elemanlar arasi siireklilik kosullarinin saglanmasi iizerine eleman
bilinmeyenlerinin se¢ilmesi gerekmektedir. Ag¢i siirekliliginin saglanmasi i¢in eleman ug
noktalarinin, eleman referans konumundan itibaren donmeleri dikkate alinmalidir. Bu
baglamda elemanin agisal bilinmeyenleri (Sekil 4) de gosterilen g, ler secilmelidir.

Sekil 4. Elemanin agisal bilinmeyenleri.

B =a,+6-6, (41)

Boylece (1) elastik egri ifadesinde kullanilan a, bilinmeyenleri
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a, =Tan(e,)=Tan(p, +6,—0) (42)

seklinde yazilmalidir. Diger bilinmeyenler ise elemanin sekil degistirmis konumdaki ug
noktalarinin koordinatlari olarak se¢ilmistir. Son olarak elemana ait denklem takimi segilen
bilinmeyenler cinsinden ifade edilecektir. (30), (35) ve (37) denklemleri sekil degistirmis
konumda x parametresine baghdir. Bu bagimliliktan kurtulup sonlu uzaya ge¢mek iizre
ifadeler 0 <x <L integre edilerek (44) denge denklemlerine ulasilir. Sekil degistirmis eleman
boyu;

A= j: Adx (43)
olmak tizere eleman u¢ kuvvetleri

O, =[-1,Cos(0) + 1,Sin(6)]/ A (44a)

0, =[-1,Sin(60)—1,Cos(6)]/ A (44b)

0= (—I[MA] — TNV, X1+ 1[Tx]+ I[Ny, 1+ 1[Tv, v, 1)/ A (44c¢)
seklinde hesaplanmustir. (44) deki gosterimde

111= (dx (452)

I, = I[N1+I[TV' ] (45b)

I, =I[Nv,]-1[T] (45¢)
Sayisal Ornek 1

Gelistirilen eleman konsol kirig probleminde test edilmis ve sonuclar ANSYS ve SAP2000
programlari ile karsilagtirilmigtir. Elemanin 6zellikleri (Sekil 5) de verilmistir.

P Kirig Kesiti
2 E =3456 1 15

| LZIOOO | —

Sekil 5. Konsol kirig 6rnegi.
Sonuglar P yiikiiniin gesitli degerleri ve degisen eleman sayilari igin (Sekil 6) de verilmistir.

Grafiklerde konsolun u¢ ¢O6kmesi verilmistir. Sonuglar incelendiginde gelistirilen elemanin
tek eleman performansinin oldukg¢a yiiksek oldugu goriilmektedir. Ayrica konsol Kkiris
boyunun yarisina varan ¢dkme degerlerini iki elemanla kesin olarak hesaplayabilmesi de
oldukca dikkate degerdir.

Sayisal Ornek 2

Ikinci drnek bir gerceve problemi olarak secilmistir. (Sekil 7) de verilen sistem igin yiik-yer
degistirme grafikleri elde edilmistir.
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Sekil 6. Konsol kiris statik analizi : ANSYS ve Sap2000 ile karsilagtima.
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Sekil 7. Cergeve statik analizi.
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Sekil 8. Degisik eleman sayilari i¢in yiik-deplasman grafikleri.
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(Sekil 8) de 2, 4 ve 16 eleman i¢in “C” noktasina ait diisey yer degistirme grafikleri
verilmistir.

Grafiklerden de goriilecegi tizere 2x2 eleman i¢in bile olduk¢a dogru sonuglar elde edilmistir.
Bu durum gelistirilen eleman performansinin oldukga iyi oldugunu gostermektedir. (Sekil 8)
deki grafikte isaretlenen “A” noktasina kadar 1x1 elemanin bile oldukea iyi sonuglar verdigi
goriilmektedir. “A” noktasindaki yer degistirme degerine dikkat edilirse eleman boyunun
yaklagik 1.5 kat1 oldugu goriiliir. Bu derece biiyiik bir yer degistirme 1x1 elemanla oldukea iyi
hesaplanmastir.

DEGERLENDIRME

Calisma kapsaminda iki boyutlu ¢ubuk sistemlerin sonlu yer degistirme analizlerini yapmak
iizere gelistirilen elemanin performansinin oldukca bagarili oldugu sdylenebilir. Taminlan
yeni sekil degistirme alani ve elemanin gelistirilmesinde kullanilan yapisik eksen takimi
formulasyonununun biiytik yer degistirme ve sonlu donme analizi i¢in uygun oldugu gézlenmistir.
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