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ABSTRACT

The current study focuses on the mixed finite element solution of moderately thick plates
resting on elastic foundation and exhibiting large deflection. Strain field of the isotropic plate
was based on the Mindlin plate assumptions and von Karman kinematic relations. Pasternak
elastic foundation model is considered. Hellinger-Reissner principle was used to obtain a
mixed finite element solution. Non-linear equations of the problem were linearized using the
incremental formulation. Iteration procedure was conducted according to the Newton-
Raphson scheme. Proposed mixed solution strategy does not suffer from shear locking
problem and gives forces and force couples at the element nodes directly. A comparison study
was performed and convergence was observed. The influences of foundation on the large
deflection behavior of Mindlin plates were investigated through parametric studies.

OZET

Bu calismada elastik zemine oturan, biiyliik ¢okmeye maruz nispeten kalin plaklarin karigik
sonlu eleman yontemiyle incelenmesi amaglanmistir. Plak sekil degistirme alan1 Mindlin
varsayimi ve von Karman kinematik bagintilarina dayanmaktadir. Hellinger-Reissner prensibi
kullanilarak bir karisik sonlu eleman iiretilmistir. Dogrusal olmayan fonksiyonel artimsal
formiilasyonla dogrusallastirilmistir. Sayisal ¢oziim i¢cin Newton-Raphson ardisik yaklagim
semasina uyulmustur. Onerilen karisik sonlu eleman ¢dziim stratejisi kayma kilitlenmesi
problemini otomatik olarak agmakta ve kuvvet ile momentleri diigiim noktalarinda dogrudan
hesaplamaktadir. Bir karsilagtirma Ornegi ¢oziilmiis ve yakinsama davranisi gézlenmistir.
Parametrik ¢oziimler yapilarak plak biiyilk ¢6kme davramisina elastik zeminin etkisi
incelenmistir.

GIRIS
Yapi sistemlerinin davranist etkilesimde bulunduklar1 ortamla dogrudan iliskilidir. Ornegin su
ve/veya zeminle temas etmek, plaklarin mekanik davraniglarin1 6nemli mertebede etkiler [1].
Yiizeysel eleman ve elastik ortam etkilesimi bir¢ok miihendislik uygulamasinda karsilasilan
bir durumdur [2]. Binalarda doseme ve temeller, zeminle temas halindeki silo ve tanklar

insaat miihendisligi agisindan bu probleme verilebilecek 6rneklerdir. Plak zemin etkilesim
problemi bir ¢cok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Datta [3] Galerkin metonu kullanarak
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Winkler zemini ile etkilesen ince otrotropic elips geometrisindeki plaklarin biliyiik ¢okme
problemini incelemistir. Katsikadelis [4] formiile ettigi sinir eleman yontemi ile dogrusal ve
dogrusal olmayan ayni zamanda homojen olmayan Winkler zeminine oturan ince plaklar
incelemistir. Civalek [5] iki parametreli zemine oturan ince daire plaklarin statik ve dinamik
davranigint harmonik diferansiyel kuadratiir yontemini uzaysal bolge, sonlu farklar yontemini
de zaman alan1 ¢ézlimiinde kullanarak incelemistir. Bu ¢alismada izotrop ve dogrusal elastik
nispeten kalin plak ile elastik zemin etkilesimi biiyilk ¢okme problemi kapsaminda karisik
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak incelenmistir. Mindlin varsayimi ve von Karman
kinematik iliskileri kullanilarak sekil degistirme alani tarif edilmis ve denge denklemleri
Pasternak zemin etkilerini de kapsayacak sekilde yazilmistir. Hellinger-Reissner prensibi
kullanilarak bolge denklemleri zayif formda tarif edilmis ve dogrusal olmayan sonlu eleman
denklemleri elde edilmistir. Artimsal formiilasyon ile denklemler dogrusallastirilmis ve teget
sistem matrisi ile diizeltme terimleri elde edilmistir. Newton-Raphson ardisik yaklasim semasi
kullanilarak sayisal sonuglar iiretilmistir. Coziim yoOntemi literatiirdeki mevcut Orneklerle
karsilagtirma yapilarak dogrulanmis ve daha sonra bazi parametrik c¢oziimler yapilarak
sonuclar degerlendirilmistir.

ALAN DENKLEMLERI ve FORMULASYON

Kesitte sabit kayma agisi oldugunu varsayan Mindlin plak kurami ve von Karman’in
kinematik tarifi kullanildiginda, nispeten kalin plagin sekil degistirme alan1 su sekilde tarif
edilir .

2 2
£ = U, +%(w,x) s €, =V, +5(M{y) S Vg SU LV AW W Sy =W o+
Kxx = ¢x,x ; Kyy = ¢y,y ; ny = ¢x,y + ¢y,x ; 7yz = W,y + wy
Pasternak zemin etkilerini de i¢eren denge denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.
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Burada zemin yataklanma katsayis1 & Winkler yay parametresi olup, G, zemin kayma

modiilii [6]. Hellinger-Reissner varyasyonel prensibi, sistemin fonksiyonelinin birinci
varyasyonunun asagidaki sekilde hesaplanabilecegini sdyler:

6T = (" —e7) Godv+ [ ((o") 6" ~a"6u}d¥ - [ ¥ 5udr =0 (1)

Tanimlanan problem i¢in fonksiyonelin tam varyasyonu (1) denklemine gore asagidaki gibi
elde edilir [7].
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Uretilen fonksiyonel karisik yapida olup hem yer degistirme hem de kuvvet tipindeki bolge
degiskenlerini i¢inde barindiran sonlu eleman denklemlerini iiretir. Dogrusal olmayan terimler
iceren bu denklemlerin cebrik denklem ¢oziimiine doniisebilmesi i¢in dogrusallastirilmasi
gerekir. Artimsal formiilasyon [8] kullanarak dogrusallastirilan sonlu eleman denklemleri
Newton Raphson ardisik yaklasim semasina gore asagidaki gibi ¢oziilebilir.
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Denklemde ardisik yaklasim adimi (7) indisi ile gosterilmektedir. Yonteme gore her bir hesap
adiminda dis yiik vektori l+T ile diizeltme vektorii (ic kuvvet vektorii) K' deger olarak
birbirine yaklasmakta ve aralarindaki fark belli bir karsilastirma degerinin altina diistiigiinde
ardisik ¢6ziim durdurulmakta ve sonuglar elde edilmektedir.

SAYISAL SONUCLAR
Dogrulama Ornegi: Pasternak Zeminine Oturan Daire Plakta Biiyiik C6kme Analizi

Karsilagtirma 6rnegi olarak [9] de verilmis olan diizgiin yayili yiikleme altindaki ince daire
plak (h/r=0.01) ornegi secilmistir. Ankastre mesnetli plak izotrop Pasternak zeminine
oturmaktadir. Boyutsuz Winkler zemin parametresi k = 5 ve yine boyutsuz zemin kayma
parametresi G = 2 ’dir. Dértgen elemanlarm kullanildig: sonlu eleman ¢oziimiinde 48, 192,
768 eleman sayilar1 i¢in ¢oziim yapilmis ve yakinsama gozlemlenmistir. Daire plagin orta
nokta ¢okmesinin dis yiikke bagli olarak degisimi Sekil 1 de sunulmustur. Gevsek eleman
aginda (48 eleman) bile dogrusal olmayan davranisin oldukca iyi yansitildigr goriilmektedir.
D1s yiikiin biiylimesiyle birlikte daha sik bir eleman agma ihtiya¢c duyulmaktadir.
Parametrelerin boyutsuzlastirilmasi asagida ifade edilmektedir.

w=w/lh, G=Gr’/(ER), g=qr'/(Eh"), k = kr* | (ER), (3)
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Sekil 1. Ince daire plakta orta nokta ¢okmesi.
Plak Kalinhgimin Davramsa Etkisinin Cesitli Geometrilerde incelenmesi

Bu oOrnekte ¢esitli geometrilerdeki plaklarin (daire, kare, elips (a/b=2) ve dikdortgen
(a/b=2)) farkli kalinlik oranlart degerleri i¢in (4/b=0.01,0.1,0.25) plak davranisi

incelenmistir. Diizgiin yayil yiik altindaki ve k =5 ve G , =2 boyutsuz zemin parametreli

zemine yaslanan ve ankastre mesnetlenmis plaklarda dis yiike bagl olarak plak orta
noktasinin ¢ékme degeri boyutsuz parametrelerle Sekil 1’de sunulmustur. Sunulan grafikten
cikarilabilecek bazi yorumlar sunlardir. Cokme parametreleri, daire geometrisinden elips
geometrisine dogru gegcme durumunda, kare geometrisinden dikdortgen geometrisine gegme
durumundan daha ¢ok etkilenmektedir. Kare ve dikdortgen geometrilerdeki plaklarda
hesaplanan ¢okme parametrelerinin kalinlik degisimine kars1 duyarliligi, daire ve eliptik
plaklarin ¢6kme parametrelerinin plak kalinligindaki degisime duyarliligindan daha fazladir.
Artan yiikk parametresi i¢in; h/b=0.01 h/b=0.1e degisim orant biiyiirken,
h/b=0.1h/b=0.1den h/b=0.25e kiigiilmektedir.
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Sekil 2. Cesitli geometrilerde ve farkli kalinlikta plaklarda orta nokta ¢cokmesi.
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Farkh Zemin Parametrelerinin ve Plak Kalinhik Oraninin Plak Davramisina Etkisi

Bu 6rnek kapsaminda ankastre mesnetlenmis ve diizgiin yayili yilke maruz daire ve elips
(a =2b) seklindeki plaklar ele alinmis ve zemin parametrelerinin biiylik ¢okme davranigina

etkisi incelenmistir. Farkli zemin parametreleri i¢in problem ele alinmistir: (l; ,G)=(10,0),
(k,G)=(20,0). Béylece hem zemin Winkler yay sabitinin, hem de zemin kayma modiiliiniin

etkii incelenebilmistir. Diizgilin yayili yiikiin artisiyla birlikte olusan plak orta noktasi ¢cokme
degerleri Sekil 3’de sunulmustur.
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Sekil 3. Farkli zemin parametrelerinde ve ¢esitli plak kalinlik oranlar1 i¢in plak orta nokta
cokmeleri.

Sekil 3’den goriildiigli gibi zemin parametrelerinde meydana gelen artig, c¢okme
parametrelerinde azalmaya sebep olmaktadir. Daire plak ¢okme degerleri, elips plak ¢okme
degerleri ile karsilagtirildiginda Winkler parametresindeki degisimden daha ¢ok
etkilenmektedir. Bununla birlikte, eliptik plak ¢okme parametreleri, daire plak ¢okme
parametreleri ile karsilastirildiginda zemin kayma modiiliindeki degisimden daha cok
etkilenmektedir. Hem daire hem de eliptik plak; kalinhik oran1 arttikca Winkler
parametresinden daha ¢ok etkilenirken zemin kayma parametresinden daha az
etkilenmektedirler.

SONUCLAR

Bu ¢alismada elastik zemin ile etkilesen nispeten kalin plaklarin biiyiik ¢okme analizi karisik
sonlu eleman yontemiyle gerceklestirilmistir. Mindlin plak kurami ve von Kéarman sekil
degistirme varsayimlar1 ile Pasternak elastik zemin modeli bir araya getirilerek problemin
yonetici denklemleri tanimlanmistir. Hellinger-Reissner prensibi  kullanilarak sistem
fonksiyonelinin tam varyasyoneli karisik yapida elde edilmistir. Dogrusal olmayan sonlu
eleman denklemleri artimsal formiilasyonla dogrusallastirilirken teget sistem matrisi ile
birlikte i¢ kuvvet veya diizeltme terimleri de elde edilmistir. Sonlu eleman denklem sistemi
tiretilirken bolge degiskenleri dogrusal olarak eleman bolgesinde interpole edilmis, dort
diiglim noktal1 dortgen izoparametrik elemanlar iizerinden hesaplar yiiriitiilmiistiir. Newton-
Raphson ardisik yaklagim algoritmasi ile denklem sistemi ¢Oziilmiis ve sayisal sonuglar
tretilmistir. Dogrulama ve yakinsama o6rne8i sunulmus ve Onerilen yontemin diizgiin bir
yakinsama ile literatiirdeki mevcut sonuglarla uyumlu sonuglar iirettigi gozlenmistir. Karigik
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sonlu eleman formiilasyonu kayma kilitlenmesi problemini de kendiliginden agsmaktadir. Son
olarak bazi parametrik ¢oziimler yapilmis ve plak kalinlik oraninin, zemin parametrelerinin ve
plak geometrisinin biiyiik cokme davranisindaki etkileri incelenerek yorumlanmastir.
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