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ABSTRACT

In this study, geometrically non-linear flexure of moderately thick laminated plates was
investigated with mixed finite element method. Shear deformations at the cross section of the
plate was considered according to Mindlin plate assumptions. Non-linear functional of the
large deflection problem was obtained by using Hellinger-Reissner principle. Incremental
formulation was employed to linearize the non-linear equations where tangent system matrix
and correction vector were determined. During the solution process, the static condensation
was not preferred and the stress type variables were directly calculated with displacement type
variables. In the numerical solution procedure Newton-Raphson method was followed. Some
comparison problems were solved and displacement and stress type results were presented
with the proposed formulation which automatically overcomes the shear locking problem.

OZET

Bu ¢aligmada tabakali kompozit nispeten kalin plaklarin egilme problemi geometrik dogrusal
olmayan etkiler gozetilerek karisik sonlu eleman ydntemiyle incelenmistir. Plak kesitinde
kayma sekil degistirmeleri Mindlin plak kurami g¢ercevesinde dikkate alinmigtir. Biiytlik
¢okme probleminin fonksiyonel yapisi Hellinger-Reissner prensibi kullanilarak elde
edilmistir. Dogrusal olmayan sonlu eleman denklemleri artimsal formiilasyon kullanilarak
dogrusallastirilmis, teget sistem matrisi ve diizeltme vektorii elde edilmistir. Coziim silirecinde
statik kondensasyon yapilmamis ve gerilme tipindeki bolge degiskenleri, yer degistirme
tipinde olan degiskenlerle birlikte dogrudan hesaplanmistir. Sayisal ¢oziim ydnteminde
Newton-Raphson ardisik yaklasim teknigi takip edilmistir. Kendiliginden kayma
kilitlenmesini asan formiilasyonla dogrulama 6rnekleri ¢6ziilmiis yerdegistirme ve gerilme
tiirlinde sonuclar sunulmustur.

GIRIS
Kompozit plaklar, birim hacim agirliklarinin kiigiik, buna karsilik mukavemetlerinin biiyiik
olmas1 sebebiyle bir ¢ok miihendislik uygulamasinda siklikla kullanilmaktadir. Kompozit
plagin ger¢ek performansinin ortaya g¢ikabilmesi i¢in mekanik yiikler altindaki davranisinin

dogru bir bigimde ele alinmas1 gerekmektedir. Dolayisi ile sadece plaktaki yerdegistirmeleri
degil gerilme tipindeki durum degiskenlerinin de gergekci hesabi hedeflenir. Kompozit

420


https://core.ac.uk/display/85005731?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Kutlu ve Omurtag

plaklarda biiyilk ¢okme hesab1 bu sebeple birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir [1].
Kompozit plak ve kabuklarin genel mekanik davranisiyla ilgili bilgi, baz1 6zel durumlari igin
analitik c¢oziimler ve genis sonlu eleman ¢6ziim uygulamalart Reddy’nin genis kapsamli
kitabinda [2] bulunabilir. C° stirekliliginde bir sonlu eleman kullanan Kant ve Kommineni [3]
yiiksek mertebeden kayma iliskilerini géz oniine alarak tabakali kompozit plaklarin dogrusal
ve dogrusal olmayan analizini yapmislardir. Yine yiiksek mertebeden kayma etkilerini
gozeten ¢alismalarinda Savithri ve Varadan [4] tabakali kompozit plaklarin biliyiikk ¢okme
sonuclarini elde edebilmek i¢in Galerkin yontemini tercih etmislerdir. Singh ve dig. [5] dort
diigim noktali, C' siirekliliginde ve diigiim noktasinda onddrt serbestligi bulunan bir
dikdortgen sonlu eleman sunmuslar ve yiiksek mertebeden kayma etkilerini gozeterek tabakali
kompozit plagin geometrik dogrusal olmayan davranisini incelemislerdir. Liu ve dig. [6] dik
eksenlerde otrotrop Ozellikte simetrik tabakalanmis eliptik plaklari ele almislar ve plagin
bliyiik ¢okme problemi i¢in kayma etkilerini de gozetecek sekilde analitik bir ¢oziim elde
etmislerdir. Giinay ve Erdem [7] oldukca bilinen Heterosis elemanini gelistirmisler ve
tabakal1 plaklarin dogrusal ve geometrik dogrusal olmayan ¢oziimlerinde daha iyi performans
elde etmeye calismiglardir. Yakin zamanda yapilan bir ¢alismada Kapoor ve Kapania [8]
NURBS sonlu eleman formiilasyonunu tabakali kompozit plaklarin biiyiik ¢6kme problemine
uygulamislar ve birinci mertebeden kayma etkilerini de dikkate almislardir. Bu calismada
tabakali kompozit plaklarin biiyiik ¢okme problemi karisik sonlu eleman formiilasyonu ile ele
alimmustir. Mindlin plak kurami ve von Karman varsayimlari ile plak sekil degistirme alani
tarif edilmistir. Hellinger-Reissner prensibi dogrultusunda karisik sonlu eleman denklemleri
elde edilmis ve artimsal formiilasyon kullanilarak sistem teget ve i¢ kuvvet (diizeltme)
terimleri elde edilmis, Newton-Raphson ardisik yaklasim semasi ile sayisal problem
¢oziilmiistiir. Iki alanh (yer degistirme ve kuvvet-kuvvet cifti alanlar1) karisik sonlu eleman
formiilasyonunda yekpare (monolithic) ¢0ziim stratejisi tercih edilmis, bdylece yer
degistirmelerle birlikte gerilme bileskesi tipindeki alan degiskenleri de dogrudan elde
edilmistir.

FORMULASYON ve COZUM YONTEMI

Birinci mertebe kayma etkisini gézeten Mindlin plak kurami von Karman kinematik iliskileri
kullanildiginda plak sekil degistirme alan1 asagidaki gibi tarif edilir [9],

1 2 . 1 2 . .
€ =u,x+7(w,x) > &y :v,y+7(w,y) SV TU TV AEWW, S Ve TV T, (1)
Kxx = wx,x ; Kyy = ¢y,y ; ny = q)x,y + q)y,x ’ yyz = M},y + wy
Dogrusal olmayan plak denge denklemleri asagida tarif edildigi gibidir.
N"x’x * NWJ' =0 9.+ (NXXW,X + nyw,y ),x + (Nx)fwx + Nww,y ),y * S"Z,x + Syzyy =0 (2)

N,.tN, =0 ; M, M, -S.=0 ; M +M —-§_ =0

Hellinger-Reissner prensibi, hem denge denklemlerini hem de uygunluk kosulu ifadelerini
zayif formda ifade eder. Genel haliyle bu prensip asagidaki gibi yazilabilir [10],

ST,y =[ (& &) s67dV + jV((c“ ) oe" —qTéu)dV— [ 6udr=0 3)
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Ortotrop tabakalardan olusan plagin esdeger kesit kabuliine baglh olarak biinye denklemleri
kullanilmig Hellinger-Reissner prensibi dogrultusunda problemin fonksiyonelinin birinci
varyasyonu su sekilde elde edilir [9].

5HHR = L
.

+ f |, +v, +wow, — AN, ~ AN, AN, —B\M, —BL,M, —B,M_|5N, dO

u, + % (W,x )2 - Alllex - AI/ZNW - A1/3ny - Bl/lMxx - Bl,ZMyy - BI,SMxy 5N)cde

v, 44w, ) — AN, — AN, — AN, ~BLM,, lezMW—BZ’3MW]5NWdQ

+ [ |@... ~ B\N, ~BLN,, —~ BLN,, — D{\M,, — DM, — DM, |5M 4O

+ [ |0y, ~ BiN, ~ BLN, ~ BiN, —DiM,, — DM, —DiM, | M, d0

+ [ [, +0,.~ BN, —BLN, ~BLN, — DiM,, — DM, — DM, | M., d0
+[ [, +0,—ClS. —C1S,.|65,.4Q+ [ [w, +p,—CLS, —CLS,]55,.d4Q
+ [ [Noou, +N,0u,|d0+ [ [N,ov, +N,ov,[d0— [ swg.d
(Vw4 Nyw, 48, )w, +(N,w, + N, w, +S,. ) 6w, |d

+[[[M. S0, +M,5p,,+S.8,]d0+ [ [M, Sp, +M,5p,,+S,.50,]d0
+ [ (oyn,~i)suar =0

Dogrusal olmayan denklemler artimsal formiilasyon [11] kullanilarak dogrusallastirilmis ve
Newton-Raphson yontemine gore sonlu eleman denklem sistemi asagidaki gibi kurulmustur.

++ A+ + o+ o+ _ . ) +
(K+K"I(””)X(”:F—K(”” S X0 = XD L x® (4)

Denklemde goriilen (7) ile bir ardisik yaklasim adimi gosterilmektedir. Boylece her hesap
adiminda dis yiik vektorii F ile diizeltme vektorii (i¢ kuvvet vektdril) K' arasindaki fark
azalmakta ve degerin sifira belli miktarda yaklagmasi sonucunda ardisik ¢6ziim durdurularak
sonuglar elde edilmektedir. Plak bolgesi ayriklastirmasinda dort diigtim noktali, izoparametrik
elemanlar kullanilmis, eleman iginde bolge degiskenleri bilineer fonksiyonlarla interpole
edilmigtir [12]. Her bir diigim noktasinda onii¢ bdlge degiskeni mevcuttur ve sayisal
integrasyonlar 2x2 Gauss formiilleri ile hesaplanmuistir.
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SAYISAL ORNEKLER
izotrop ince Daire Plakta Biiyiik Cokme Analizi

Gelistirilen sonlu eleman ¢6ziimiinde dortgen elemanlar tizerinden hesap yapildigi i¢in cesitli
geometrilerdeki plaklar ele alinabilmektedir. Bu 6rnekte #/a =0.01 kalinlik oranina sahip,
ankastre mesnetli izotrop malzeme 6zellikli ve diizglin yayili yliklemeye maruz daire plakta
biiyliik ¢okme problemi incelenmistir. Plak i¢in Poisson orant v = 0.25 secilmis ve problem
parametreleri olan dis yiik ve plak orta nokta c¢okmeleri boyutsuz olarak sirasiyla

g=qa'/(Eh"), (w=w/h) seklinde hesaplanmistir. Dumir [13]’te sunulmus olan nokta

kollokasyon ¢oziimii sonuglart ile, bu ¢alismada gelistirilen sonlu eleman ¢6ziimiinden elde
edilen sonuclar yakinsamay1 da inceleyecek sekilde Sekil 1°de sunulmaktadir.

1w
2_
19 — Dumir[13]
1 — 4+, 48eleman
. . , 192 eleman
— . 768cleman
q
G L} L} L} L} I L} L} L} L} I L} L} L} L} I L} L} L} L} I L} L} L} L} I
0 12 24 36 48 60

Sekil 1 Ince daire plakta orta nokta ¢dkmesi.

Sekil 1’ de goruldiigi gibi 3 farkl ag sikligi igin (48, 192 ve 768 eleman) ¢6zliim yapilmistir.
Onerilen sonlu eleman ¢dziimiinden elde edilenler ile Dumir [13]’de verilen sonuglarin biiyiik
bir uyum ig¢inde oldugu goriilmektedir. Eleman sayisinin arttirilmasiyla birlikte diizgiin bir
yakinsama elde edilmektedir. Sekil 1’den anlasilacagi lizere yiikleme siddeti arttikca ag
sikligini arttirmak dogrusal olmayan problemde daha ¢ok dnem kazanmaktadir. Oldukea ince
bir plak i¢in sunulan bu sonugclar, gelistirilen sonlu eleman ¢dzlimiiniin kayma kilitlenmesi
sorununu otomatik olarak astigini da gostermektedir.

Tabakah Kompozit Kalin Kare Plakta Biiyiik Cokme Analizi

Bu oOrnekte, sonuglar1 [2] de verilen diizgiin yayili ylikleme altindaki dort kenar1 ankastre
mesnetlenmis kare plak incelenmistir. Ug farkli sonlu eleman ag1 igin (8x8, 12x12, 16x16)
¢Ozlimler yapilmis ve yakinsama incelenerek sonuglar karsilastirilmistir. Kare plakta kenar
uzunlugu a =b =12m, plak toplam kalinlig1 4 =0.3m ve ortotrop malzeme i¢in miithendislik

sabitleri £, =40x10°N/m*, E, =10°N/m*, G, =G,, =0.6E,, G,, =0.5E, ve v, =0.25 dir.
Esit  kalinliktaki  tabaka  yerlesiminde asal malzeme  dogrultularn1  sirasiyla
(0°/90°/0°/90°/0°/90°) olarak verilmistir. Plak orta noktasinin ¢dkmesi boyutlu
bliytikliiklerle Tablo 1°de verilmistir.
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Tablo 1 Ankastre mesnetli, tabakali kare plakta orta nokta ¢okmesi w,[m] degerleri.

g[N/m’] Reddy [2] 8x8 12x12 16x16
0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
100.00 0.0826 0.0933 0.0870 0.0848
200.00 0.1491 0.1623 0.1540 0.1513
400.00 0.2419 0.2535 0.2452 0.2431
600.00 0.3095 0.3156 0.3081 0.3065
800.00 0.3552 0.3635 0.3567 0.3555
1000.00 0.3957 0.4032 0.3967 0.3958
1200.00 0.4303 0.4374 0.4311 0.4303
1400.00 0.4607 0.4676 0.4614 0.4607
1600.00 0.4879 0.4948 0.4887 0.4880
1800.00 0.5126 0.5196 0.5135 0.5128

Sunulan karigik sonlu eleman yontemiyle bulunan plak orta nokta ¢okme degerlerinin Reddy
[2] ile olduk¢a uyumlu oldugu Tablo 1’de agikca goriilmektedir. 12x12 eleman ag ile
16x16 eleman agina ait sonuglar nerdeyse iist liste diismiis ve miihendislik agisindan yeterli
yakinsaklik saglanmistir.

Biiyiik Cokme Yapan Tabakah Kare Plakta Gerilme Bilesenleri

Sunulan bu 6rnekte, diizgiin yayili ylikleme altinda biiyiik ¢okme yapan, basit mesnetli kare
tabakali kompozit plakta yerdegistirme ile birlikte gerilme degerleri incelenmistir. Karisik
sonlu eleman ¢oziimiinden elde edilen sonuglar, Reddy [2]’da sunulan yerdegistirme tabanl
sonlu eleman sonuglar ile karsilastirilmistir. Plak tabakalarini olusturan ortotrop katmanlar

igin ortotrop miihendislik malzeme sabitleri E, =1.8282x10°N/m*, E, =1.8315x10°N/m’,
v, =02395, G,=G,=G,=03125x10°N/m’. Plak boyutlar1 h=0.096m ve

a=b=12m. Kompozit plakta esit kalinlikli tabakalarin yoénelimleri (0°/90°/90°/0%)
seklindedir. A4=6.75m, B=11.25m degerleri tanmimlandiginda, boyutsuz gerilmeler
G, =0, (4, 4,—-h/4)a’ | E,h* ve 6, =0,(B,B, —h/2)a’ | E,h’ olarak ilgili koordinatlarda

belirlenmistir. Bu arada &, 2. tabakada hesaplanmis ve sonuglar Tablo 2’de verilmistir.

Cokme degeriw plak orta noktasinda hesaplanmustir. Tablo 2°den géruldugii gibi sunulan
sonuglar ve Reddy [2]’de verilen sonuglar biiylik bir uyum i¢indedir. Iki farkli yapidaki sonlu
eleman ¢oziimiinden elde edilen sonuglarda ¢okme degerlerinin birbirine daha yakin oldugu

goriilmektedir. Ornegin ¢ =1.40N/m’ degeri i¢in w, 6, ve G, parametrelerinin farklari
strastyla %0.31, %2.33 ve %2.33 oranlarindadir.
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Tablo 2 Tabakali kompozit kare plakta orta nokta ¢okmesi ve gerilme bilesenleri.

g[N/nf] 10w G, G,
Bucalisma Reddy[2] Bucalisma  Reddy[2] Bucgaligma  Reddy [2]
0.20 0.7341 0.7324 -0.4128 -0.4254 1.5087 1.4812
0.40 0.9973 0.9946 0.4265 0.3911 2.1828 2.1387
0.60 1.1711 1.1677 1.2800 1.2271 2.6714 2.6145
0.80 1.3050 1.3012 2.0985 2.0315 3.0686 3.0012
1.00 1.4158 14116 2.8799 2.8012 3.4086 3.3326
1.20 1.5113 1.5067 3.6280 3.5386 3.7087 3.6249
1.40 1.5958 1.5908 4.3470 4.2481 3.9787 3.8881
1.60 1.6720 1.6667 5.0406 4.9331 4.2252 4.1284
1.80 1.7416 1.7360 5.7120 5.5965 4.4525 4.3503
2.00 1.8059 1.8001 6.3637 6.2408 4.6638 4.5567
2.20 1.8658 1.8597 6.9979 6.8680 4.8616 4.7501
2.40 1.9220 1.9156 7.6163 7.4798 5.0476 4.9322
SONUCLAR

Bu calismada, tabakali kompozit plaklarin biiylik ¢6kme analizi karisik sonlu elemanlar
yontemi yapilmistir. Ortotrop tabakalardan olusan plagin Mindlin varsayimlart ve von
Kéarman sekil degistirmeleri 15181inda alan denklemleri elde edilmis ve Hellinger-Reissner
prensibi kullanilarak probleme ait fonksiyonelin birinci varyasyonu, dolayisi ile sonlu eleman
denklemleri elde edilmistir. Artimsal formiilasyonla dogrusallastirilan denklemler, Newton-
Raphson ardisik yaklagim semasina uyularak ¢ozlilmiistiir. Bir ¢ok dogrulama ornegi
¢Oziilmiis ve ¢oziim yonteminin dogrusal olmayan problemde giivenle kullaniabilecegi
gosterilimistir. Cok ince plakla yapilan ¢6ziim sonucu formiilasyonun plaklarda kilitlenme
problemini kendiliginden ¢6zdiigii goriilmiistiir. Karisik sonlu eleman yonteminin bir diger
avantaji olan kuvvet tipi biylikliiklerin dogrudan hesaplanabilmesi sebebiyle gerilme
sonuclari elde edilmis ve sunulmustur.
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