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ABSTRACT

In this study, the point interpolation method (PIM) and radial point interpolation method
(RPIM) solutions of elastic thin beams are compared by using standard Gaussian integration
and a nodal integration based on Taylor series expansion. The effects of integration schemes,
support domain sizes and RPIM shape parameters on the convergency are also investigated.
Nodal stiffness matrices are obtained using Bernoulli-Euler beam theory. A cantilever beam
problem with concentrated load applied on one end is solved and the results are compared
with finite element solutions in ANSYS.

OZET

Bu calismada, ince kirislerin elastik davraniglarinin incelenmesi, agsiz yontemlerden olan
Noktasal Interpolasyon (NIY) ve Radyal Noktasal Interpolasyon (RNIY) yontemleri ile
gerceklestirilmistir. Her bir yontemde, iki farkli integrasyon teknigi kullanilmistir. Standard
olarak kullanilan Gauss integrasyon teknigi, Taylor noktasal integrasyon teknigi ile
karsilastirilmis, NIY ve RNIY iizerine etkileri arastirilmistir. Noktasal direngenlik matrisinin
elde edilmesi, Bernoulli-Euler kiris teorisine gore gerceklestirilmistir. Farkli etki alam
biiyiikliikleri ve farkli RNIY sekil parametrelerinin ¢oziimler iizerine etkileri ayrica ele
almmustir. Bir ankastre kiris problemi, serbest uca tekil yiik uygulanarak ¢oziilmiistiir. Elde
edilen c¢oziimler, ANSYS paket programi kullanilarak sonlu elemanlar ydntemiyle
kiyaslanmustir.

1.GIRiS
Klasik sonlu elemanlar yontemlerinde [1,2] ve sonlu hacimler yontemlerinde [3] problem
alan1 aglara(elemanlara ya da hacimlere) ayrilarak ¢6ziim yapilir. Agsiz yontemlerde [4,5,6]
ise, isminden de anlagilacag iizere, dnceden tanimli bir ag yapist olmaksizin, cebirsel esitlik

sistemleri sinir kosullari ile belirtilmis problem alanina dagitilan diigiim noktalar1 kullanilarak
olusturulur ve ¢6ziime ulasilir.

Sonlu elemanlar yonteminin kiiclik deformasyon problemlerinde ¢ok iyi sonuglar verdigi
bilinen bir gercek olmasina karsin, biliylik deformasyonlarin gerceklestigi durumlarda,
elemanlar ¢ok fazla sekil degistirebilmekte ve hata oranlari ylikselmektedir. Olusan hata
oranini azaltmak i¢in ise ylk tek seferde degil parca parca uygulanmakta, bunun sonucu
olarak, islem zamani uzamaktadir. Agsiz yontemlerde ¢6ziim diigiim noktalar1 iizerinde
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yapildigindan, biiylik deformasyon problemlerinde 6nemli avantajlar saglamaktadir. Ayni
zamanda, agsiz yontemler nokta dagiliminda serbestlik imkani sundugu i¢in, ¢dziim
dogrulugunun gelistirilmesinde miikemmel bir esneklik sunmaktadir.

Bir sistemin toplam potansiyel enerjisi, birbiri iistline gelmeyen integrasyon alanlarinda
yazilmig integrallerin toplamlar1 seklinde ifade edilebilir. Sabit egilme direngenligine sahip
ince bir kirigin integrasyon alanindaki ({q) birim sekil degistirme enerjisi agagidaki gibi
yazilabilir:

d2
Uaq = EL f (Gz)*dx (1)

2.NOKTASAL INTERPOLASYON YONTEMI (N1Y)

Diigiim noktalar ile olusturulmus ve sinir kosullari ile belirlenmis () problem alaninda tanimli
bir u(x) fonksiyonu ele alalim. u(x) fonksiyonu, integrasyon noktasi x; lizerinde [4]

tarafindan sunulan B;(x) temel fonksiyonu, a; temel fonksiyonuna ait katsayilar ve n yerel
destek alanindaki diiglim nokta sayisi olmak {izere asagidaki sekilde ifade edilebilir:

u(x, %) = i Bi(x)a; @)

Temel fonksiyonu olarak polinom kullanildiginda u(x) fonksiyonu asagidaki sekilde
yazilabilir:

u(x,x9) = X2 p;(0)a;(xg) = pT (%) a(xy) 3)

Burada verilen p;(x) kartezyen koordinatlarda tanimli terimleri, a, p;(x) temel fonksiyonun
katsay1r matrisidir. n destek alanindaki nokta sayis1 olmak iizere, bir boyutta polinom temel
fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilir:

pT(x) = [1,%,x%,x3, x4, ..., x?"71] (4)
k diigiim noktasinda (3) numarali esitlik asagidaki formatta ifade edilir:
us? = Pya )
Genel us? vektorii:
uw = {[wy, 6;,wy, 65, ..., Wy, 6,]73 (0)

ve bir boyutta moment matrisi Py su sekilde ifade edilir:

dp(xq) dp(x)]T
Po = [pCr), B2, p (), (7)

Eger, moment matrisin tersi varsa, (5) numaral esitligi kullanarak katsay1 matrisi:

a=Pylus (8)
Son olarak (3) numarali esitlik:
u(x,xg) = X1 pi(0ai(x) = p"Polu? ©)
H, NIY sekil fonksiyonu olmak iizere:
H=p"Py' = [Hy(x) Hy(x) ... Hyp(x)] (10)
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3. RADYAL NOKTASAL INTERPOLASYON YONTEMI (RNIY)

Polinom temelli NIY, kolay kullanimi ve yiiksek dogruluk avantajlari olmasina ragmen,
onemli bir dezavantaja sahiptir. Farkli diiglim noktalariin birbirine ¢ok yakin koordinatlarda
olmasi ya da ¢akisik olmas1 durumunda moment matrisi P, , tekil ¢ikabilmekte ve yontem
sonugsuz kalmaktadir. Bu dezavantajdan kac¢inmak icin, radyal temel fonksiyonlar
kullanilabilir. Ve alan degiskeni, radyal temel fonksiyonu kullanilarak hesaplanir.

Boylece, (2) numarali esitlik; a, radyal temel fonksiyonun katsayr matrisi; R, radyal temel
fonksiyonu olmak tizere asagidaki sekilde yazilir [4]:

u(x) = ¥ Ri(x)a; = RT(x)a (11)

r degeri, lizerinde hesap yapilan diiglim noktasi x ile destek alanindaki diger diigiim noktasi x;
arasindaki uzaklik oldugu iizere, vektorel olarak temel fonksiyonu R asagidaki sekilde ifade
edilir:

R" = [R1(7”1)0’Rz(rz)1:R3(r3)2: ---:Rn(rn)zn_l] (12)

Literatiirde birgok radyal temel fonksiyonu bulunmakla birlikte, bu calismada ikinci
dereceden radyal temel fonksiyonu (MQ RTF) ((# + (a. * d.)*)?) kullamlmistir. Burada
bulunan 7; incelenen diiglim noktast ile komsu diiglim noktas1 arasindaki mesafeyi
vermektedir. MQ RTF ‘nun yapisinda, sekil fonksiyonun kontrol eden a, ve ¢ olmak iizere iki
sekil parametresi bulunmaktadir. Bu parametrelerin alabilecegi degerler [7] numaral
kaynakta yapilan caligmada sunulmustur. Fonksiyonda bulunan d., problem alanindaki
noktasal yerlesimi ifade eder. Eger, diiglim noktalar1 esit araliklarla dagitilmigsa, bu deger iki
diiglim noktasindaki mesafeye esit olur. Diger durumlarda, diigiim noktalar1 arasindaki
ortalama mesafeye esit olur. Bu parametreler, ¢Oziimiin hassasiyetini artirma amagh
degistirilebilir.

0 diglim noktasinda yapilan interpolasyon neticesinde (11) numaral esitlik asagidaki sekilde
ifade edilir:

u(xq) = X a;Ri(xq) (13)

Yukaridaki esitlik, vektdrel formda genel u’? vektdrii kullamlarak asagidaki sekilde
yazilabilir:

u? = Rqa (14)
(14) numarali esitlikte bulunan R radyal temel fonksiyonunun moment matrisidir.
Ri(r1) Ra(r1) ... Rp(r)
Ry = R1(:7”2) Rz(:rz) Rngrz) (15)
Rl (rn) RZ (rn) Rn (rn)
R moment matrisinin tersi oldugundan, katsay1 matrisi a:
a = Rg'u*? (16)
Katsay1 matrisi a, (11) numarali esitlikte kullanildiginda:
u(x,x9) = RT(x)Rg'us? (17)
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Son olarak, RNIY sekil fonksiyonu H asagidaki sekilde ifade edilir:
H(x) = R"()Ry" = [H(x) Hp(x) ... Hpp(x)] (18)
4. INTEGRASYON YONTEMLERI

Destek alanindaki # matrisi, (17) ve (18) ya da (9) ve (10) numarali esitlikler kullanildiginda
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

u(x) = H"us? (19)
Deplasman matrisi, (1) numarali denklemde yazildiginda:
d? d?
U=ELu)T = HT = Hu®? dx (20)
Noktasal direngenlik matrisi, kj;:
d?H.r d’H
kij=ElL [(3)"(Z)dx 21

burada i ve j sayaglari 1’den n’ ye kadar degisir. n destek alanindaki diigim noktasi sayisini
gosterir. Global direngenlik matrisi i¢in birlestirme islemi (assembling procedure), smnir
kosullart uygulamasi ve diger ayrintilar [8] numarali kaynakta bulunabilir.

4.1. Gauss Integrasyon Yontemi

(21) numaral denklemi ¢dzmek igin iki farkli integrasyon semasit kullanilmistir. Bunlardan
ilki standart Gauss integrasyonudur. Bu yontemde, Sekil 1°de gdsterilen integrasyon hiicreleri
kullanilir. Ve sekil fonksiyonlari, destek alani i¢inde her bir diigim noktasi i¢in hesaplanir.
Noktasal direngenlik matrisi k asagidaki sekilde hesaplanir:

k = EI » (Jac) * [(Wl)([H]qu * [H]q1) + (Wz)([H]qu * [H]qz)] (22)

Burada Jac, Jacobian matrisi; w;,w, agirlik fonksiyonlarini; g/,¢2 integrasyon noktalarini; H
ise NIY ya da RNIY ile hesaplanan sekil fonksiyonlarini belirtmektedir.

Integrasyon noktast

i¢in destek alani, (g

———————————

Integrasyon
hiicresi, )¢

Sekil 1. Gauss integrasyon yontemi i¢in integrasyon hiicresi ve integrasyon noktasi i¢in
destek alaninin gosterimi.

4.2. Noktasal Integrasyon Yontemi

Diger integrasyon yontemi [9] tarafindan One siiriilen noktasal integrasyon yontemidir. Bu
yontemde, noktasal direngenlik matrisleri Taylor ac¢ilim1 kullanilarak yazilir. Boylece noktasal
direngenlik matrisleri su sekilde ifade edilebilir:
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ﬁ i noktasi i¢in 2 numarali integrasyon hiicresi

O

Hicre 1, Hlcre 2 ! Hiicre3
Sekil 2. Noktasal integrasyon yontemi integrasyon hiicresi gosterimi.

([H]£0 * [H xo)(dxz xl) +; 6_([H X0 * [H xo)(d dazcl)

+;ﬁ([ﬂ %o * [Hlxy)(d3 — d3y)

5. COZUMLER VE TARTISMA

Bu caligmada, Sekil 3° de gosterilen ankastre kiris problemi yukarida belirtilen integrasyon
yontemleri ile, Sekil 4’ de verilen model ve farkli destek alani uzunluklar1 kullanilarak
cozllmistiir. Sekil 5 de gortildiigl gibi, integrasyon yontemi olarak Gauss kullanildiginda,
destek alani biiylikliigli 0.3 olana kadar, ki bu biiyiiklik diiglim noktasi sayisinin 7 olma
durumudur, deplasman sonuglar1 analitik ve ANSYS sonuglariyla iyi bir uyum ig¢indedir.
Ancak destek alam biiyiikliigii 0.4 ve 0.5 igin sonuglar ciddi hatalar igermektedir. Integrasyon
yontemi olarak Noktasal integrasyon yontemi kullanildiginda, Sekil 6’da gorildigi gibi,
destek alan1 biiyiikliigii sonuglar1 ¢ok fazla etkilememektedir. RNIY kullanildiginda Sekil 5
ve Sekil 6 ‘da ki durumlar, Sekil 7 ve Sekil 8’de ayn1 sekilde gozlemlenmistir.

k = EI (23)

Sekil parametrelerinin (@, ve q) RNIY iizerine etkileri incelendiginde, a, nin 1 oldugu
durumda ve Gauss integrasyon yontemi kullanildiginda (Sekil 9) bir sapma gozlenmis; diger
biitiin durumlarda Sekil 10, Sekil 11 ve Sekil 12° de goriildiigii iizere sonuglarin ANSYS ve
analitik ¢oziimlerle biiyiik bir uyum gosterdigi gozlenmistir.

"4
i .
: Malzeme Yapisal Celik .
(E=200GPa) P=1000 N
——————————————— F-——%»  [1220.0lm
X
) > 0.1m
I m

Sekil 3. Ankastre kiris probleminin boyut ve malzeme bilgileri.

6.integrasyon hiicresindeki s4= Destek alam

ilk integrasyon noktasi igin uzunlugu
destek alani

___________

1 ‘2 3 .___5__6__;7__L$ 9 10 11
1. Integrasyon 10. integrasyon
Hiicresi Hiicresi

Sekil 4. Ankastre kirig probleminin Gauss yontemi ile ¢oziimii i¢in diizglin dagitilmis 11
diigiim noktal1 ve 10 integrasyon hiicreli NIY ve RNIY modeli.
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X (m)

1 1.2

-0.25 ~

-0.3 -

——NIY_ Gauss_sd= L;)S\\:\!\

——NIiY" Gauss sd=2L/10
—¥—NIY Gauss sd=3L/10

—6—NIY Gauss sd=4L/10
——NiY Gauss sd=5L/10

—8—ANSYS
—&— Analitik

Sekil 5. Farkli destek alan1 uzunluklarinda, NIY ile Gauss integrasyonu kullanilarak elde

edilen deplasmanlarin karsilastirilmasi.

X (m)
0.2 0.4 0.6 0.8

1 1.2

\

-0.25 ~

-0.15 +— —A—NIY Noktasal sd=L/10

0.2 +— —¥=NIY Noktasal sd=3L/10

-0.3 —

——NIY Noktasal sd=2L/10

—6—NIY Noktasal sd=4L/10
. —+—NIY Noktasal sd=5L/10

—&— ANSYS
—o— Analitik

Sekil 6. Farkli destek alan1 uzunluklarinda, NIY ile noktasal integrasyon yontemi kullanilarak

elde edilen deplasmanlarin karsilastirilmasi.

X (m)
0.2 0.4 0.6 0.8

—_—

1.2

O %\;\ | |
-0.05

—A—RNIY Gauss sd=L/10
——RNIY Gauss sd=2L/10

—%—RNIY Gauss sd=3L/10
—e—RNIY Gauss sd=4L/10

——RNIY Gauss_sd=5L/10
—8— ANSYS

Sekil 7. Farkl1 destek alani uzunluklarinda, RNIY ile Gauss integrasyon yontemi kullanilarak

elde edilen deplasmanlarin karsilagtirilmasi.
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X (m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
O .—.\-\.\I T T T 1
-0.05
-0.1
g 0.15 +—— —~—RNIY Noktasal sd=L/10
z ——RNIY Noktasal sd=2L/10
.02 +— —¥—RNIY Noktasal sd=3L/10
—6—RNIY Noktasal sd=4L/10
.025 +— —+RNIY_Noktasal_sd=5L/10
—B— ANSYS
03 11— —o— Analitik

Sekil 8. Farkl1 destek alani uzunluklarinda, RNIY ile noktasal integrasyon ydntemi
kullanilarak elde edilen deplasmanlarin karsilastirilmasi.

X (m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

O T T T 1
-0.05
-0.1
E -0.15 +— o~=1
: —A—RNIY_Gauss °_3
—X—RNIY Gauss *
0.2 1 —%—RNIY Gauss %=5 X
—6—RNIY_Gauss_0.=7
-0.25 4——— ——RNIiY_Gauss_0,=9
03 —=— ANSYS

Sekil 9. Farkli a, sekil parametresi degerlerinde, destek alani (sd) buytikliigi 3L/10 i¢in
RNIY ile Gauss integrasyon yontemi kullanilarak elde edilen deplasmanlarin karsilagtirilmasi

X (m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0 ‘ —.\-\.\;\ T T T 1
-0.05

E 015 - —A—RNIY Noktasal % ! \.\L
B —»—RNIY Noktasal %3
02 +— —%—RNIY Noktasal 0= 5

—6—RNIY Noktasal o=
025 +— —+—RNIiY Noktasal o= 9

—=—ANSYS

Sekil 10. Farkli e sekil parametresi degerlerinde, destek alani (sd) buytikligi 3L/10 i¢in
RNIY ile noktasal integrasyon yontemi kullanilarak elde edilen deplasmanlarin
karsilastirilmast
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X (m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0 .—.\-\\ T T T 1
-0.05 \.\k
-0.1
Eous - \L
s —A—RNIY_Gauss_q=0.5
—>—RNIY_Gauss_q=0.7
0.2 +— —¥—RNIY_Gauss_q=0.98
—6—RNIY_Gauss_g=1
-0.25 +— —+—RNIY_ Gauss_g=1.3
—&—ANSYS
-0.3

Sekil 11. Farkli g sekil parametresi degerlerinde, destek alani (sd) biiytiklugii 3L/10 i¢in
RNIY ile Gauss integrasyon yontemi kullanilarak elde edilen deplasmanlarin karsilagtiriimasi

X (m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0 -_—.\'\.\;\ l | T )
-0.05 \.\.\
-0.1 \
-0.15 +— —2—RNIY_Noktasal_q=0.5
—*—RNIY_Noktasal q=0.7
-0.2 +—— —*%—RNIY_ Noktasal q=0.98

—6—RNIY Noktasal q=1

025 +— —+H—RNIY_Noktasal_g=1.3
—8—ANSYS

03 11— —&— Analitik

w (m)

Sekil 12. Farkli g sekil parametresi degerlerinde, destek alani (sd) biiytiklugii 3L/10 i¢in
RNIY ile noktasal integrasyon yontemi kullanilarak elde edilen deplasmanlarin
karsilastirilmast

SONUCLAR

Calisma sonunda, destek alan1 biiylikliigiine bagli olarak diiglim noktasi sayisi artigi belirli bir
seviyeye kadar ¢Oziim dogrulugunu arttirmaktadir. Yapilan ¢oziimlerde destek alam
biiyiikliigii 4L/10 degerini asinca ve bu durumda Gauss integrasyon yontemi kullanildiginda,
sonuglar dikkate deger hatalar igermeye baslamaktadir. Bunun sebebi, destek alani i¢erindeki
diigiim noktas1 sayisinin 8’ e ulagsmasidir. Bu durum 2 boyutlu elastik ¢oziim i¢in tavsiye
edilen maksimum diigiim noktasi sayisinin yarisidir [10]. Ciinkii iki boyutlu problemde her
diigiim noktasinda deplasman serbestligi var iken, kirig probleminde her diigiim noktasinda
deplasman ve egim serbestligi vardir. Noktasal integrasyon yontemi kullanildiginda bu
problem ortadan kalkmaktadir ve daha yiliksek dogrulukta sonu¢ vermektedir. Sekil
parametrelerinin - RNIY  iizerine etkileri incelenmis, Gauss integrasyon ydntemi
kullanildiginda a, parametresinin optimum degeri olan 3 yerine 1 kullanildiginda deplasman
sonuglarinda sapma gozlemlenmistir.
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Literatiirde bulunan RNiY_ temel fonksiyonu vektorii (RT) lyilestirilmis ve ¢6ziim dogrulugu
artirllmistir. R’ diizeni, NIY temel fonksiyonunda kullanildiginda, NIY moment matrisi (Po)
tekillik durumu ortadan kalkmistir. Bu durumda hesaplama siiresi bir miktar artig géstermistir.

Gelistirdigimiz MATLAB kaynak kodlar1 sayesinde, hangi integrasyon yontemi kullanilirsa
kullanilsin  ve digliim noktast sayisi ne olursa olsun yiiksek hizda c¢oziimler
gerceklestirilmistir.

KAYNAKLAR
[1] Liu, G. R. ve Quek, S. S., “The Finite Element Method: A Practical Course”, Butterworth
Heinemann, Oxford-2002.
[2] Hughes, T. J. R., “The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic Finite Element
Analysis”, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ-1987.
[3] LeVeque, R. J., “Finite Volume Methods for Hyperbolic Problems”, Cambridge
University Press, New York-2002.
[4] Liu, G. R. ,”Meshfree Methods: Moving Beyond the Finite Element Method”, CRC Press,
New York-2002.
[5] Gu, Y. T. and Liu, G. R., “A local point interpolation method for static and dynamic
analysis of thin beams”, 5516-5518, 2000.
[6] Lu, Y. Y., Belytschko, T. and Gu, L.,”Element-free Galerkin methods, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 229-256,1994.
[7] Wang, J. G. and Liu, G.R ,”On the optimal shape parameters of radial basis functions used
for 2D meshless methods”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 191, 2611-2630,2002.
[8] Liu G.R. ve Gu Y.T., “An introduction to Meshfree methods and their programming”,
Springer, Berlin-2005.
[9] Liu, G. R., Zhang, G. Y., Wang Y. Y., Zhong, Z. H., Li, G. Y., and Han, X., “A Nodal

Integration Technique for Meshfree Radial Point Interpolation Method (NI-RPIM)”, Journal
of Solid and Structures, vol. 44, 3845-3847, 2007.

[10] Wang, J. G. ve Liu, G. R., “A point interpolation meshless method based on radial basis
functions”, Int. J. Numer. Meth. Engng., 54, 1623-1648, 2002.

348
XVIII. Ulusal Mekanik Kongresi



