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OZET

Bu calismada, elastik zemine oturan sonsuz uzun kirisin hareketli ylik altinda dinamik
davranisi incelenmistir. Hareket denkleminin analitik ¢6ziimii i¢in iistel Fourier doniistimii
kullanilmigtir. Ters doniisiimlerde ortaya ¢ikan integrallerin hesabi rezidii integral teoremi ile
yapilmis ve kirigin dinamik yer degistirmelerinin yiik hizi, yatak katsayisi ve soniime gore
degisimi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli Yiik, Rezidii Teoremi, Fourier Donlsiimii, Sonsuz Kiris,
Elastik Zemin

DYNAMIC BEHAVIOR OF AN INFINITE ELASTIC BEAM ON ELASTIC
FOUNDATION UNDER MOVING LOAD

ABSTRACT

In this study, dynamic behavior of an infinite elastic beam on elastic foundation under moving
load is investigated. The complex Fourier transform and the residue integral theorem are used
in the analytical solution. Variation of dynamic displacements of the beam under moving
loads is investigated with the load speed, the foundation stiffness, the beam damping.

Keywords: Moving Load, Residue Theorem, Fourier Transform, Infinite Beam, Elastic
Foundation
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1. GIRIS

Gilinitimiizde hizli ve giivenli ulasim i¢in {ilkeler 6nemli miktarda kaynak ayirmaktadir. Kara
veya demiryolu tasimaciliginin hizli ve giivenli olarak yapilabilmesi i¢in iiretilen araglarin tist
yap1 ve temeli lizerinde meydana getirdigi etkilerin dogru tahmini gerek ekonomik ve gerekse
can giivenligi acisindan 6nemlidir. Bundan dolay:1 yiiz yila yakin bir siiredir arastirmacilar,
hareketli yiiklerin yapilar tizerindeki etkileri konusunda yogun bir sekilde ¢caligmaktadir.

Hareketli yiik altinda elastik zemine oturan kiris problemi ilk olarak Timoshenko [1]
tarafindan ¢oziilmiis, bunu Dorr [2] ve Kenney’in [3] katkilart takip etmistir. Harmonik yiik
altinda elastik zemine oturan kiris problemi Mathews [4] ve Younesian vd. [5] tarafindan ele
almmistir. Jaiswal ve lyengar [6] harmonik yiikiin yayl kiitle ile yapiya etkimesi durumunu
incelemisglerdir. Yiikiin zamanla siddetinin degismesi durumu ise Fryba [7] tarafindan ele
almmistir. Houedec [8], Westergaard zemini {izerine oturan elastik kirigin sabit hizli hareket
yiik altindaki davranigini incelemistir. Chen ve Huang [9] viskoelastik zemin iizerine oturan
sonlu ve sonsuz Timoshenko kiriginin hareketli yiik altindaki davranisini ele almiglardir.
Awodola ve Oni [10], degisken rijitlige sahip elastik zemin iizerine oturan ve hareketli tekil
yiilke maruz elastik kirisin dinamik davranisini incelemislerdir. Mallik vd. [11] sabit hizla
hareket eden tekil ylike maruz ve elastik zemine oturan {iniform kirigin dinamik davranisini
calismislardir.

Hareketli yiikler, 6zellikle yiiksek hizlarda, yapida siddetli titresimlere ve dinamik gerilmelere
sebep olurlar. Bundan dolay1, hareketli yiik etkisi altinda kalan koprii ve demiryolu gibi son
derece yliksek maliyetli yapilarda bakim giderlerini azaltacak ve isletme Omriinii yiikseltecek
tedbirlerin alinmasi, ancak yapinin dinamik davraniginin dogru olarak tespiti ile miimkiindiir.
Bu ¢alisma, yapinin dinamik davranigini etkileyen soniim, yiik hiz1 ve yatak katsayisi gibi
parametrelerin sistemin dinamik davranigini nasil etkiledigini gérmek i¢in yapilmistir.

2. PROBLEMIN FORMULASYONU

Calismada Winkler elastik zemini {izerine oturan sabit kesitli, sonsuz uzun elastik kiris ele
almmustir (Sekil 1). P tekil yiikii kiris tizerinde € sabit hiziyla hareket etmektedir. Probleme ait
hareket denklemi

o*v(x,t o%v(x,t
(), Ut
OX ot
seklindedir. Burada; El kirisin egilme rijitligini, v(X,t) kirisin yer degistirmesini, x kirigin
birim uzunluguna gelen kiitlesini, wp kirisin agisal soniim frekansini, k yatak katsayisini, P
yiikiin siddetini, 6 Dirac-delta fonksiyonunu ve c yiikiin hizin1 géstermektedir.

X P_C»
5 !
+00

ﬁ% El,lu —_—

I ¥+kv(x,t) _Po(x—ct) 1)

Winkler Zemini

Sekil 1. Hareketli tekil kuvvet altinda elastik zemine oturan sonsuz kiris
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(1) kismi diferansiyel denkleminin ¢6zliimii i¢in (X,y) koordinat takimi yerine yiikle birlikte

hareket eden yeni bir koordinat takimi tanimlanmast uygundur [12]. A :(k/ 4El )1/40|mak

lizere s = A(X—ct) doniisiimii yapilirsa (1) kismi diferansiyel denklemi

ﬂgs)ﬂazﬂ(f)—saﬂmﬂv(s):sg(s) (2)
ds ds ds

seklinde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir [12]. Burada

P PA c C |u
V(X,t)=V0V(S), VOZ%:E, a=c—=ﬂ E

= ; ) crl 3)
ccr=2/1\/;, B=ani 5(S)=Z5(X)

seklinde tanimlidir. (3) ifadelerinde o boyutsuz hiz parametresi, f boyutsuz soniim, C,

kritik hizdir. (2) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagida tanimlanan iistel Fourier doniisiim ¢ifti
kullanilacaktir.

V(q) = j)cv(s)eiqs ds, v(s) = % f V(g)e™ dqg (4a,b)

(4a) denklemi (2) denklemine uygulanir ve

V(s) =V'(s) =V'(5) =V"(s)|__ =0 (5)

S—>to0

siir sartlar1 da dikkate alinirsa
q*V(q) —4a’q’V (a) —i8apqV (0) +4V (q) =8 (6)

ifadesi elde edilir. Bu ifade yardimiyla

8
q* -4a’q’ —i8apq+4

V(q) = (7)
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seklinde doniisiim alaninda yer degistirme ifadesi elde edilir. (7) denklemine (4b) ile verilen
ters Fourier doniigiimii uygulanirsa

4]0_0 eisq dq
Y q'-4a’q’ -i8apBq+4

v(s) =

4 ®)
T

seklinde dinamik yer degistirmeler elde edilir. (8) integrali rezidii teoremi yardimiyla
hesaplanabilir.

3. REZIiDU TEOREMI iLE KOMPLEKS INTEGRASYON

(8) integralinin hesabinda rezidii teoremi kullanilacaktir. Bunun i¢in ifade asagidaki sekilde
yazilir [12].

47 477 g
v(s)—;j&oF(q)dq—;ij(q)dq 9)
Burada
Q(a) =q" —4a’q* —iBaBq+4 (10)

seklinde tanimhidir. Q(q) kompleks degiskenli fonksiyonun kutuplar1 asagidaki gibi kabul
edilsin [12].

A=a+ib, A =-a+ib, A =a,—-ib, A =-a,-Ib (11)

Kutuplarin kompleks diizlemde gosterimi Sekil 2°de verilmistir. (11) ifadeleri dikkate alinarak
(10) ile verilen Q(q) ifadesi

Q(a)=q"-4a’q’ ~i8apa+4=(a-A)(a-A)(d-A)(a-A) (12)
seklinde yazilabilir. (11) ifadeleri (12) ifadesinde yazilirsa asagidaki esitlikler elde edilir.
20’ —al —a; =—4a®,  2bi(a;-al)=-8api, (a+b’)(aj+b’)=4  (13a<)
(13b) denklemi (13a)’da yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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8’ =207+ +%, a2 =207+ —% (14a,b)

ifadeleri elde edilir. (14a) ve (14b) denklemleri (13c) denkleminde yerine yazilirsa
b® + 2070 +(a* ~1)b* —a” 5> =0 (15)

ifadesi elde edilir. (15) denkleminin 6 tane kokii olup bunlardan pozitif olan1 kompleks
integrasyonda kullanilacaktir. Descartes kuralina gore (15) esitliginin >0, >0 sartlarini
saglayan koklerinden bir tanesi her zaman pozitif olmalidir [12]. (15) ifadesinden bulunan
b>0 kokii (14) denklemlerinde yazilarak a, ve a, degerleri elde edilir. Cauchy rezidii teoremi
yardimiyla (8) integrali

400

jF(q)dq:iZﬂiZn:resF(q) (16)

- = q=A;

seklinde yazilabilir. Burada, s>0 i¢in integral iist yarim diizlemde oldugundan isaret (+)
pozitif, s<0 igin integral alt yarim diizlemde oldugundan isaret (-) negatif alinir. (16) ifadesi
yardimiyla yer degistirmeler

Sekil 2. Kompleks kutuplarin gosterimi

2 bs .
V(s)=———— D D 0 17
(s) 81(D12+D22)e (D,cosa;s+D,sinas) s> (17)
2 bs .
V(s)=———— D -D 0 18
(s) az(D§+Df)e (Dycosa,s—D,sina,s)  s< (18)
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seklinde elde edilir. Burada
_ W2 1 2 2 N W2 1 2 2
D,=ab, D,=b —Z(ai—az), D,=ahb, D,=b +Z(a1—a2) (19)

olarak tanimlidir. Asagida (15) denkleminin pozitif kokiiniin (b) cesitli 6zel haller i¢in elde
edilisi verilmistir. b bulunduktan sonra (14) ifadeleri yardimiyla a, ve a, degerleri, ardindan
da (17-19) ifadeleri yardimiyla dinamik yer degistirme kolayca elde edilir.

o  Statik Hal (=0, p=0)

(15) ifadesinde « =0, =0 alinirsa, pozitif kok b =1 olarak elde edilir. (14) ifadelerinden
a, =1 ve a, =1 seklinde hesaplanir.

o  Soniimsiiz Hal ($=0)

e a<l, =0 hali: Pozitif kok b=+1-a® (14) ifadelerinde yazilirsa a, =a, = \1+a?
seklinde elde edilir.

e =1, =0 hali: Bu durumda kritik hiz, hareketli yiikiin hizina esittir ve b=0, aj=a,=2%?
olarak elde edilir. Soniim sifir oldugundan kiriste yer degistirme sonsuza gider.

e ¢>1, =0 hali: Bu halde 0/0 belirsizligi ortaya c¢iktigindan b kokii, Kenney [13]
tarafindan verilen

b= @B |, 1 8" | (20)

(a4 —1)1/2 8 (052 —1)2

seri yaklasimi yardimiyla seklinde hesaplanarak a, , = Ja? +1++a? -1 olarak elde edilir.

o Hafif Soniim Hali (f<<1)

e o<1, p<<l halii Pozitif kok b~+l-a® (14) ifadelerinde yazilirsa
al,azz\/1+0{2i 2o
J1-¢a?
e a=1, p<<1 hali: Pozitif kok b=2"*gY> olarak almirsa [12]
a, =a, =~ (2* £27"* B'?) seklinde elde edilir.
ap

seklinde elde edilir.

e o>1, p<<1 hali: Bu durumda b~ ve a =a, ~a® +1+a® -1 seklinde

elde edilir.
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o  Kritik Soniim Hali (B=Pcr)

Kritik soniim durumunda a, her zaman sifirdir (Sekil 3). (14b) esitliginden
apf, = 1b(20¢2 +b2)
z (21)

esitligi elde edilir. (21) denklemi (15) denkleminde yazilir gerekli islemler yapilirsa, pozitif
kok

b? = %(—az o +3) (22)
olarak elde edilir. (22) denklemi (21) denkleminde yazilirsa

1/2
2 :;T\/(_az+\/a4+3)[2a+£x/a4+3] (23)

(24

seklinde kritik sonlim elde edilir. Goriildigl gibi kritik sonlimiin degeri yiikiin hizina baghdir.
(22) ile verilen b degeri (14a) ifadesinde yazilirsa

a’ :%(20:2 o +3), a, =0 (24)

elde edilir. Sekil 3’e gore kompleks fonksiyonun kutuplari
A=a+ib, A=-a+ib, A=A=-ib (25)

seklindedir. Bu kutuplar kullanilarak rezidii teoremi yardimiyla (8) integrali hesaplandiginda
s >0 i¢in (17) ifadesi A1 ve Az kutuplari ayni oldugundan degismez. S <0 igin ise

Sekil 3. Kritik soniim i¢in kompleks kutuplar ~ Sekil 4. Kritik iistii soniim hali i¢in kompleks
(a,=0) kutuplar
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v(s)= (b—(a4+3)ms) s<0 (26)

seklinde yer degistirme elde edilir.
o Kritik Ustii Soniim Hali (B >per)

Sekil 4’e gore kompleks degiskenli fonksiyonunun kutuplart agagidaki gibi yazilir [12].
A=a+ib, A=-a+ib, A=—(b-a,)i, A=—(b+a,)i (7)

s>0 durumunda, Sekil 2 ve Sekil 4’e bakildiginda, denklemin kompleks koklerinden A ve
A, birbirine esit oldugu igin yer degistirme ifadesi (17) ile verildigi gibidir. s <0 i¢in ise

_ 1 (b-2,)s (b+2,)s
V(S)—m[(DﬁDﬂe —(D,-Dy,)e ] s<0 (28)

seklinde yer degistirme elde edilir. Burada
1 1
D, =ab, Dzzbz—z(af +a), Dy=a,b, D4:b2+z(af+a22) (29)

olarak tanimlidir.

4. HAREKETLIi YUK ALTINDA YER DEGiSTIRMENIN HESABI

Hareketli yiik altinda boyutsuz yer degistirme, (17) ve (18) ifadelerinde s=0 yazilarak
asagidaki gibi elde edilir.

V0 =— 2P 550 yw)=— 22 s< (30)
a, (D] +D;) a,(D; +D;)
Bu ifadelerde
1/2
D, = 2a2+b2+@) b Dz—bz—%
b b
o @)
D3=(2a2+b2—iﬂj b D=2+
b b
seklinde tanimlidir.
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5. SAYISAL SONUCLAR
Bu bolimde, elastik zemine oturan sonsuz uzun kirislerin hareketli yiik altinda dinamik
davranig1 ile ilgili sayisal sonuglar verilmistir. Sayisal hesaplamalarda elastisite modiilii
E=21000 kN/cm?, atalet momenti 1=1862 cm* ve birim uzunluga gelen kiitle 4=0,0125 kN/cm
olarak alinmistir [12].

Sekil 5°de soniimsiiz durumunda yiik hizina bagh olarak elastik kiriste meydana gelen
boyutsuz yer degistirmeler verilmistir. Sekle gore, yiikk hizinin kritik hizdan kiigiik olmasi
(a<1) durumunda, yer degistirme simetrik olmakta ve en biiyilik yer degistirme yiikiin altinda
meydana gelmektedir. a<1 hizlarinda hiz arttik¢a yer degistirme artmaktadir. Sistemde soniim
olmadig igin (f=0) yiikk hizinin kritik hiza esit olmasi (a=1), sistemde rezonansa sebep
olmakta ve yer degistirmeler sonsuza gitmektedir. Yik hizinin kritik hizin {izerine ¢ikmasi
(e>1) durumunda ise yer degistirme simetrik olmamakta ve en biiyiikk yer degistirme yiikiin
gerisinde meydana gelmektedir. o>1 i¢in yiik altinda yer degistirme sifir olmakta, yiikiin
oniinde ise sabit genlikli periyodik salinnm yapmaktadir. a>1 hizlarinda hiz arttikga yer
degistirme azalmaktadir. Sekil 6’da hafif soniimlii halde (f<fcr), a=1 olmasi durumunda
sistemde bliylik yer degistirmelerin ortaya ¢iktig1 goriilmektedir.

Sekil 7°de kritik tistii séniim halinde (f>fr) ylikiin hizina bagl olarak elastik kiriste meydana
gelen boyutsuz yer degistirmeler verilmistir. Kritik stii soniim halinde yer degistirme
simetrik olmamaktadir. f=0 ve f<fcr’den farkli olarak o>1 icin yiik altinda az da olsa bir yer
degistirme meydana gelmektedir. En biiyiik yer degistirme, tiim hizlarda yiikiin gerisinde
ortaya ¢ikmaktadir. Hiz arttikca yer degistirmeler azalmaktadir. Yiikiin Onilinde yer
degistirmeler soniimiin etkisiyle kiris boyunca azalarak sifira gitmektedir.

Sekil 8 ve 9’da sonlimiin yer degistirme tizerindeki etkisi incelenmistir. Yiik hiz1 sirayla a<1
ve a>1 olacak sekilde segilmistir. a<1 i¢in soniimsiiz ve hafif sontiimlii hallerde daha 6nce de
belirtildigi gibi yer degistirme simetrik olmakta ve en biiylik yer degistirme yiikiin altinda
meydana gelmektedir. Sonlimiin artmas1 durumunda (f>fcr) en biiylik yer degistirme yiikiin
gerisinde olugsmakta ve simetri bozulmaktadir. Beklendigi iizere soniim arttik¢a yer degistirme
azalmaktadir. o>1 i¢in her soniim degerinde en biiyiikk yer degistirme yiikiin gerisinde
olusmaktadir.

Sekil 10’da hareketli yiik altinda meydana gelen yer degistirmenin hizla degisimi
goriilmektedir. a<lI i¢in hiz arttik¢ca yer degistirme artmakta, o>1 i¢in ise azalmaktadir. a=1
rezonans hali olup =0 halinde yer degistirme sonsuza gitmektedir. f#0 i¢in ise f arttik¢a yer
degistirme azalmaktadir.

Sekil 11°de hiza bagh olarak kritik soniimiin degisimi gortilmektedir. Sekilden goriildiigii
tizere hiz arttikga kritik soniim azalmaktadir. Sekil 12 ve 13’de elastik zeminin yatak
katsayisina bagli olarak yer degistirme ve kritik hizin degisimi verilmistir. Sekillere gore,
yatak katsayisi arttikca (zemin sertlestik¢e) yer degistirme azalmakta, kritik hiz ise
artmaktadir. Kritik hizin artmasi1 sert zeminlerde daha yiliksek hizlarda rezonansin
gerceklesecegi anlamina gelmektedir. Diger bir deyisle, yiiksek hizlarda yumusak zeminler
daha ¢ok tehlike arz etmektedir.
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-1 -2
-1.5 4
=-0.5 4 S
= =
B B
I '
E of E™
o= = 0% <
)%1) )%D
S 0.5 4 S 059
o) o) *
9 > o o
) =
é 13 @ 154 a=0.5
=3 g —+— a=0.75
3 1.5 4 & 21 | —A— o=l
25 : —©— a=15
—4k— o=2
2 3 T T T % T T T
4 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4
S

Sekil 5. Cesitli hiz degerleri igin boyutsuz Sekil 6. Cesitli hiz degerleri igin boyutsuz
yer degistirmenin kiris boyunca yer degistirmenin kiris boyunca
degisimi (5=0) degisimi (5 =0.1)

-0.25

(=}
(=1

0.25

Boyutsuz yer degistirme, v/v,
Boyutsuz yer degistirme, v/v,

0.4
+
05 —A— 0=0.75 0.8 -
= a=1
! —©— a=1.5
I
| —k— o=2
0.75 T T T T T T T 1.2
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
K

Sekil 7. Cesitli hiz degerleri i¢in boyutsuz Sekil 8. Cesitli sonim degerleri igin
yer degistirmenin kiris boyunca boyutsuz yer degistirmenin Kkiris
degisimi (S =2) boyunca degisimi (a =0.5)
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Boyutsuz yer degistirme, v/v,

Sekil 9. Cesitli  s6ntim degerleri igin Sekil 10. Yiikiin hizma gore farkli soniim

boyutsuz yer degistirmenin Kkiris degerleri  i¢in  olusan  yer
boyunca degisimi (a =2) degistirmeler
1.5 0.01
1.25 Z
E
o8 ] S, 0.005 —
&
1 =
0.75 T T T T T T T 0 T I T [ T [ T I T
0 1 2 3 4 0 2 4 6 8 10
o k [kN/cm?]

Sekil 11. Hiza bagl olarak kritik sonim Sekil 12. Zeminin yatak katsayisina bagh
degerleri olarak vo/P degisimi
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2000

1500 —

1000 —

[km/saat]

Cer

500 —

k [kN/cm?]

Sekil 13. Zeminin yatak katsayisina bagl olarak Ccr degisimi

Ozetle, elastik zemine oturan sonsuz uzun elastik kiriglerin hareketli yiik altindaki dinamik
davranisi ile ilgili olarak asagidaki sonuglar verilebilir:

1.

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]

[6]
[7]
[8]

p<fer ve o<l icin yer degistirme grafikleri statik haldekine benzer olmaktadir. Bu
durumda kritik kesit, yiik altindaki kesit olup hiz arttikca en biiyiik yer degistirme
artmaktadir.

Sistemde soniim olsun veya olmasin a=1 rezonans halinde en biiyiik yer degistirmeler
ortaya ¢cikmaktadir.

o>1 i¢in en biiyiikk yer degistirme ylikiin gerisinde ortaya ¢ikmaktadir. f<fcr i¢in ylik
altinda yer degistirme sifir iken f>fcr i¢in sonlu bir degere sahiptir.

Kritik hiz, zemin yatak katsayisi arttik¢a artmaktadir. Buna gore yumusak zeminler
yiiksek hizlarda daha ¢ok dikkat edilmesi gereken zeminlerdir.

Hiz arttikga kritik soniim azalmaktadir.
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