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ABSTRACT

In this study, the frictionless contact problem for a functionally graded layer on a
Winkler foundation is considered in the framework of the theory of elasticity and the Fourier
integral transform technique. The layer is indented by a rigid cylindrical punch that applies a
concentrated load in the normal direction. The elasticity modulus is assumed to vary
exponentially through the thickness of the layer and Poisson’s ratio is taken as constant. The
problem is reduced to a singular integral equation with the use of Fourier integral transform
technique and the boundary conditions. The numerical solution of the problem is executed by
using Gauss-Chebyshev integration formulas. The effect of the material nonhomogeneity
parameter (y) and stiffness of the Winkler foundation (%, ) on the contact area and the contact

stress are investigated.
OZET

Bu c¢alismada, Winkler zeminine oturan fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin
sirtiinmesiz degme problemi, elastisite teorisi ve Fourier integral doniisim teknigi
kullanilarak incelenmistir. Tabakaya rijit dairesel bir pan¢ (zimba) vasitasiyla normal
dogrultuda bir tekil yiik etki ettirilmistir. Tabakanin elastisite modiiliiniin kalinlik boyunca,
iistel bir fonksiyona bagh olarak, degistigi kabul edilirken Poisson orani sabit alinmistir. Sinir
sartlari ve Fourier integral donilisiimii kullanilarak problem bir tekil integral denkleme
donistiirilmiistiir. Gauss-Chebyshev integrasyon formiilasyonu kullanilarak tekil integral
denklemin sayisal ¢oziimii gerceklestirilmistir. Tabakanin kalinlik boyunca elastisite

modiiliini belirleyen (y) katsayisinin ve zemin elastik yay katsayisinin (k) degme
uzunluklar1 ve degme gerilmeleri tizerindeki etkileri incelenmistir.
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1.GIRIS
Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler (FDM), malzeme 6zellikleri eleman boyunca
bir noktadan bagka bir noktaya bir fonksiyona bagli olarak degisen, homojen olmayan

kompozitlerdir. Yeni teknolojilerde FD malzemelerin kullanimina paralel olarak bu malzeme
tiiriiniin mekanik davraniglari {izerine yapilan ¢alismalarda da artis goriilmektedir.

FDM’le ilgili degme problemleri son 20 yildir incelenmekte olup, caligsmalar daha ¢ok
bir tabaka ile kaph elastik yarim diizlemin degme probleminde yogunlasmistir. Guler ve
Erdogan [1,2] ile Liu ve Wang [3]’1n ¢aligmalarinda tabakanin kayma modiiliiniin iistel olarak
degistigi kabul edilirken, Ke ve Wang [4,5] , Liu vd. [6] ile Chen ve Chen [7]’in
calismalarinda kayma modiiliiniin lineer degisimini gozeterek degme problemini
incelemislerdir.

Guler ve Erdogan [8] iki FD silindirin siirtiinmeli degme problemini, Yang ve Ke [9]
homojen tabaka, FD tabaka ve yarim diizlemden olusan sistemde degme problemini
incelemislerdir. Borgi vd. [10] ile Rhimi vd. [11] homojen yarim diizlem iizerine oturan FD
tabakanin diizlem ve donel simetrik problemini ele almiglardir. Choi [12] rijit bir diizleme
oturan tabakanin, Bakirtas [13] rijit pancla bastirilan FD yarim diizlemin degme problemini
incelemislerdir.

Winkler zemin modelinde zeminin sonsuz sayidaki elastik yaylardan olustugu ve
zeminde olusan reaksiyoun zemindeki ¢okmeyle dogru orantili oldugu kabul edilmektedir.
Dempsey vd. [14] ve Dempsey vd. [15], Birinci ve Erdol [16], Wozniak vd. [17] elastik
zemine oturan homojen tabakalarla ilgili calismalar yapmislardir. Matysiak ve Pauk [18]
Winkler zeminine oturan homojen tabakanin, Kadioglu vd. [19] FD tabakanin ¢atlak
problemlerini incelemislerdir.

Homojen tabakanin degme problemleri daha 6nce ¢ok sayida arastirmaci tarafindan
incelenmis olmasma ragmen, literatiirde Winkler zeminine oturan homojen olmayan FD
tabakanin degme probleminin heniiz incelenmemis oldugu goriilmektedir. Bu calismada rijit
dairesel bir pang¢ ile Winkler zeminine bastirilan agirliksiz FD tabakanin degme problemi
incelenmistir.

2. PROBLEMIN FORMULASYONU

Sekill.’de Winkler zeminine oturan /4 yiiksekligindeki FD tabakanin geometrisi
goriilmektedir. P tekil yiikii tabakaya R yaricapli rijit bir dairesel pang yardimiyla
iletilmektedir. Tabakanin Poisson orani v sabit iken elastisite modiilii dolayisiyla kayma
modiili kalinlik boyunca

H“(y) = pe”” (1)
olarak iistel bicimde degismektedir. Burada g, tabakanin iist yiizeyindeki kayma modiiliiniin
degeri ve y ise malzeme inhomojenligini belirleyen bir katsayidir.

Biinye denklemleri ve yer degistirme, sekil degistirme bagintilar1 yardimiyla gerilmeleri yer
degistirmeler cinsinden yazmak miimkiindjir.

Gerilme yer degistirme bagintilari
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Sekil 1. Degme probleminin geometrisi

o.(x,)) :M (K+1)6_u+(3_K)@
K—=1| ox oy | (2a)

o, (x,y) =M (3—K)a—u+(1<+l)@
g K—-1| ox oy | (2b)
ou oOv
T “(”{5 ’ 57} (2¢)

olarak yazilabilir. Burada u,v sirasiyla x, y dogrultularindaki yer degistirme bilesenlerini
ifade etmekte ve diizlem sekil degistirme halinde x =3 —4v degerini almaktadir.

(2) nolu denklemler kiitle kuvvetleri ihmal edilip denge denklemlerinde yazildiginda
u(x,y)and v(x,y)i¢in iki denklemden olusan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi

elde edilir

2 2 2

(K‘+1)Z—I;+(K‘—1)Z—Z+2;a‘} +7(K‘—1){Z—u+?}=0 (3a)
X y X0y Yy 0X
2 2 2

(K—1)8—§+(K+1)8—§+28“ B S L Ll (3b)
ox oy Ox0y ox oy

Problem bu kismi tiirevli diferansiyel denklem takiminin ¢dziimiinden yani u(x, y) ve
v(x, y) yer degistirmelerinin bulunmasindan ibarettir. Navier denklemlerinin, kismi tlirevli
diferansiyel denklem takimi olusturmasi problemin c¢oziimiinii zorlagtirmaktadir. Navier
denklemlerini, adi diferansiyel denklem takimina doniistiirmek ve ¢oziimii kolaylastirmak igin
integral donilistim tekniklerinden yararlanilmaktadir. wu(x, y) ve w(x, y) yer degistirme
bilesenleri Fourier doniisiimii seklinde asagidaki gibi yazilabilir:

u(x,y)= %T(ﬁ(a, y)sin(ax)da (4a)

188
XVIII. Ulusal Mekanik Kongresi



Comez, Adibelli ve Erddl

v(x,y)= %]21//(05, y)cos(ax)da (4b)

burada @(a,y)ve w(a,y) yer degistirme bilesenlerinin ters Fourier doniisiim
fonksiyonlaridir.
(4a,b) ifadelerinin gerekli tiirevleri alinip (3a,b) denklemlerinde yerine yazilarak; Navier

denklemleri, kismi tiirevli diferansiyel denklem takimindan adi diferansiyel denklem
takimina doniistiiriiliir

2
—(K+1)a2¢+(K—l)d—f—2ad—l/j+)/(K—1) 9@ _ | =0 (52)
dy dy dy
d’y o dg
—(k-Da’y +(k+1)—% s t2a—+y (8- 1()05¢+(1<+1)— =0 (5b)
dy® dy dy
(5) denklemlerinin ¢éziimiinden Fourier doniisiim fonksiyonlari
4
¢(y)=ZIAje o (6a)
=
2 n:y
w(y)=2 4me" (6b)
j=1

olarak elde edilir. 4, (j=1,...,4) bilinmeyen katsayilar olup problemin sinir sartlarindan elde

edilecektir. n, (j =1,..,4) degerleri asagidaki karakteristik denklemi saglamaktadur.
4 3 2 24,2 2 2, 2 23—k
n;+2yn;+(y" =2a)n; —2a7yn, +a’(a” +y m)=0 (7)

Buradan

’112:_5{)’+\/405 +y +4’a|7|\/ } { J4a tr +4za|7/|v } (8a,b)

(4 2yn)(-203 (=) + 20, y(1-v) - @B - 20)
I a(a2 —4}/2(—1+v)v)

©)

degerlerini almaktadir. (4,6) denklemleri (2) denklemlerinde yazildiginda tabaka i¢in gerilme
ifadeleri

o (x Y) __IZ i+ a(/c+1)]e("’+m cos(ax)da (10a)
o (x Y) :ETi : 1[(K+1)m,~n, +aB-x)|e" ™ cos(an)dar (10b)
o= K= .
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) - : TiAj [(nj _(ij')]e(nﬁy)y sin(ax)d (10c)

Hy 7% =1
olarak elde edilir.

3. SINIR SARTLARI VE INTEGRAL DENKLEMIN ELDE EDILMESI

Tabakaya ait sinir sartlar1 asagida verilmistir:

ay(x,0)={_’;(x) 2::;} (11a)

7,(x,0)=0 (0<x <o) (11b)

7, (x,~h)=0 (0 < x <o) (11c)

0,,(x,=h) =k, v(x,~h) (0<x<o0) (11d)

Me0) _ py 0<x<a (12)
Ox

burada p(x)rijit dairesel pang ile tabaka arasinda olusan degme bolgesindeki (-a,a)
bilinmeyen degme gerilmesidir. £k, elastik yay sabiti ve F(x) dairesel pangin sekil
fonksiyonunun tiirevidir

X
F(x)=— 13
(%) R (13)
Probleme ait diisey denge sart1 agagidaki gibi yazilabilir

Tp(t)dt =P (14)

Probleme ait (11) no’lu siir sartlarindan bilinmeyen katsayilar yine bilinmeyen olan
degme gerilmesi p(x)’ e bagl olarak elde edilir. (12) nolu sinir sart1 yardimiyla p(x) igin bir
tekil integral denklem olusmaktadir.

Lrom _ My X
ﬂ_J;p(t)L_x+k(x,t)}dt— 5K (15)
Burada
k(x,1) = %T[M(a) — Blsina(t - x)da (15a)
M(a) = iamjAj , f=lim M(a) = —"T” (15b,c)
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olarak tanimlidirlar. Tekil integral denklemde (14) degme gerilmesi p(x) yani sira degme

uzunlugu a’ da incelenen problemde bir bilinmeyendir. Problemin ¢6ziimii i¢in asagidaki
diisey denge sartina da ihtiyag vardir

jp(t)dt =P

4- TEKIL INTEGRAL DENKLEMIN SAYISAL COZUMU

Integral denklemi sayisal ¢oziimii i¢in o = z/h degisken doniisiimii yapilmis ve asagidaki
boyutsuz biiyiikliikler tanimlanmustir.

s=x/a, t=rla (16a)
»(r)
= 16b
¢(r) = P (16b)
Boyutsuzlagtirmalar ve degisken degisimleri sonucunda integral denklem ve denge sarti
a B 1 a
— +—k dr =— — 17
Mr){ B r)} "SRinPinn an
a 1
n jl d(r)dr =1 (18)

olarak sayisal ¢oziime hazir hale getirilmistir.

Temas u¢ noktalarinda gerilme “0” olacagindan integral denklemin (17) indeksi *“-1”
olur (Erdogan, 1978). Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii ile integral denklemin ¢6ziimii

#(r)=g(r(1-r7) (19)

olarak aranir (Erdogan,1978) ve g(r) fonksiyonunun N noktadaki degerleri i¢in asagidaki
cebrik denklem takimi elde edilir

N A ks gy =Lt By ko1 N+ (20)
= s, h ‘ RIWP/hh

1

denge denklemi ise
ay 1
> W el =— 21)
h‘s Vs

haline gelir. 7, ve s, ilgili Chebyshev polinomlarinin kékleri ve W." ise agirliklaridir:

r =cos(——)i=1,.N (22a)
+1
(ZM) k=1..N+1 (22b)
2 N+
191

XVIII. Ulusal Mekanik Kongresi



Comez, Adibelli ve Erdol

2
N_l_ri

LN+

(22¢)

Denklem (20)’de N tane bilinmeyen noktadaki g(r) degerleri i¢cin N+/ tane denklem
ortaya ¢ikmaktadir. Fazlalik olan bir denklem integral denklemi normalize ederken
kullanildigindan N+1 kollakasyon noktasindan N tanesini kullanmak yeterlidir (Krenk, 1975).
Boylelikle, bulunmak istenen N+/ tane bilinmeyen g(r,) ve a degerleri i¢in (20) ve (21)
denklemleri N+/ tane denklem vermektedir. Denklem sistemi g(7;) degerleri i¢in dogrusal

olsa da degme uzunlugunun a bilinmeyen olmasi problemi dogrusal olmayan hale
getirmektedir. Bu nedenle degme uzunluguna a baslangigta rastgele bir deger verilerek

dogrusal hale gelen (20) no’lu denklem sistemi ¢oziilerek g(7;) degerleri bulunur. Bu degerler
istenilen hassaslikta (21) no’lu denge sartin1 saglatana kadar iterasyona devam edilir.

5. BULGULAR VE IRDELEME
Tabakanin kalinlik boyunca elastisite modiiliinii belirleyen (y) katsayisinin, zemin elastik yay
katsayisinin (k,,) degme uzunluklar1 ve degme gerilmeleri iizerindeki etkileri incelenmistir.
Calismada Poisson oran1 v =0.2, yik faktorii P/(xyh)=0.002 ve pang yarigapt R/h=100

sabit degerleri kullamlmistir. Inhomojenite parametresinin (y) degisimi tabakanin elastisite
modiiliiniin £ derinlik boyunca degisimini dolayisiyla alt yilizeyle iist yiizeyin kayma
modiilleri oranin1 (g, / 1) belirlemektedir.

[k olarak degme uzunluklarinin k,/ gove u,/u, degerleri ile degisimi arastirilarak,
bulgular Sekil 2.’de verilmistir. Elastik yay katsayis1 k,, degeri arttik¢a zemin rijitlesmekte ve

tabakanin egilmesi zorlagmaktadir. x4, degerinin artmasi ise tabakanin iist ylizeyden alt

ylizeye dogru elastisite modiiliinlin artmasina ve dolayisiyla rijitlesmesine neden olmaktadir.
4, sabit kabul edildiginde k, ve u, degerleri arttikca tabaka ile pan¢ (zimba) arasindaki

degme uzunlugu azalmaktadir.

0.77\\\\\\\\\\\\\\\\\\HHHH\‘HHH\H‘\HHHH7
06— @) k/m=1 |

; (3) kw/luozlo ;
0.5% i
0.3; f
0.27\\\\\\H\‘H\HHH‘HHHH\‘HHHH\‘\HHHH7

0 1 4 5

2 3
! g
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Sekil 2. Degme uzunluklarinin g, / 1, ve (k, / 1,) ile degisimi
(v=0.2, P/(1,h)=0.002,R/h=100).

2.5 \\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\ \\\\\\\\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\

px) 1 e py =10 p(x) ] /,f oo K,/ —0 r
P/h ] S T =500 P/ha ' \ —k /=10
B LN =10 ] k/14=10 [
2 ,/ oty =02 ] ek 1 =02 C
; i Yoomemem iy g =0.1 ; 1.2 7: ]:/2:01;
15— = . | -
. £ ] | i\ F
] = 0.8 — i \\ -

| - ] ,// i \\ C
13 i ] I i \\\ E
_ . [ B 1 i N

E ', | g 1 i I F

g ) v = ] Ol C
1 . \ \ C 0.4 [ | | =
o5 [ oy F - i § :
. | I i \‘ \ - - e \. L

E / v \ . E ] | I L

3 \ i o . C b b | B
10 w ! LE a1 Hi " r

0 TTTTTT ‘\ TT ‘ T \‘\ TTTTTT ‘ TT T T T TTTT ‘ TTTTTTTTT 0 TT T T T T TT1T “\ \[ TTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT

-0.8 -0.4 0 0.4 0.8 -1 -05 0 0.5 1

Sekil 3. Degme gerilme?éfrﬁn u, 1 1, ile degisimi. Sekil 4. Degme gerﬁr/11}lesinin k,/u, ile
degisimi. (v =0.2, P/(u,h) =0.002,R/h=100,k,, / 11, =0.1) (v=0.2, P/(1,h)=0.002,
R/h=100, 1, / 11, =0.2)

0 | | ‘ 0 . Ll \‘\ L1 ‘ LLelb i rrldd ‘ Lol b rrlld B
PANN. i PEEE g
h : .......... M, /ﬂo =10 : h; E

0.2 —— ==/ 1y =50 -0.2 I
7 D =10 = e F

il i v — ==, 1y, =02 L . s

04 7 A\ e =00 04 E
06— ‘ . 06— i
08 | 08— gy gy =02 ,‘
i L 3 e, gty =0.1 N F

] i ] AV

'1 L ‘ L ‘ \‘ LI ‘ L \‘\\ T ‘\\\V‘k L ‘1 - TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ TTTTTTTTT ‘ T \M\ T ‘\ TTTT =
-4 2 4 6 8 25 -2 15 -1 05 0

. 0, ¥)/ Alg- .
Sekil 5a. o _(0,y)/ uy (n rf/,uh ﬂﬁo ile degigimi. Sekil 5b. ay?-(},(y) }}Lo’uﬁln !, ile

degisimi. (v =0.2, P/(1yh) =0.002, R/h=100,k,,/ 11, =0.1)

Degme gerilmesinin &,/ 1, ve p,/u, degerleri ile degisimi Sekil 3-4’de verilmistir.
Degme gerilmesi en biiyiikk degerlerini pan¢in hemen altinda (x = 0)almakta, degmenin
bittigi noktalara yaklastikca azalarak sifir olmaktadir. &,/ 1, ve u,/u, degerleri arttik¢a

degme gerilmesinin en biiyiik degeri de artmaktadir. Problemde &,/ 14, — oo igin rijit zemine
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oturan FD tabakanin degme problemi 6zel hali elde edilebilir. Degme gerilmesinin en biiyiik
degerinin rijit zemin i¢in bulunan degeri agsmayacagi goriilmektedir (Sekil 4).

0.(0,y)/ p, normal gerilmesi tabakanin iist kistmlarinda basing alt kisimlarinda ise

cekme olarak etkisini gostermektedir (Sekil 5). u, / 1, degeri arttiginda 6zellikle tabakanin alt

yiizeyinde ¢ekme gerilmesi 6nemli oranda artmaktadir. Catlak problemleri gézetildiginde bu
bulgudan yola ¢ikilarak malzemenin y katsayisinin se¢imine dikkat edilmesi gerekir.

6. SONUCLAR

Bu calismada, Winkler zeminine oturan fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin siirtiinmesiz
degme problemi, elastisite teorisi ve Fourier integral doniisiim teknigi kullanilarak
incelenmistir. Nonhomojenlik katsayisinin (y ) dolayisiyla elastisite modiiliiniin tabaka
derinligi boyunca iistel olarak degisiminin degme gerilmesine ve degme uzunluguna etkisinin
biiyiik oldugu goriilmiistiir. Elastisite modiilii derinlik boyunca arttiginda degme uzunlugunun
azaldig1 buna bagl olarak degme gerilmesinin en biiyiik degerinin ise arttif1 goriilmiistiir.
Zemin rijitlestikce de degme uzunlugu azalmakta ve degme gerilmesinin en biiyiik degeri
artmaktadir.Mesnetlenen alt yiizeyde elastisite modiilii {list ylizeye gore biiyiik degerler
aldiginda ¢ekme gerilmesinde biiylik artislar goriilmekte ve catlak problemi gozetildiginde y

katsayisinin se¢imine dikkat edilmelidir.
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