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AÇILABİLİR REGLE YÜZEYLERİN KÜRESEL GÖRÜNTÜLERİ ÜZERİNE 
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ABSTRACT 

Developable surfaces are used widely in CAGD. In this paper, the spherical image of  
developable surfaces via SLERP is formed. Also, the advantage of working on the spherical 
curves instead of  developable surfaces is expressed. In addition to them, required reminders 
about properties of developable surfaces and SLERP are given. 
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ÖZET 

Açılabilir yüzeyler CAGD de yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. Bu makalede, açılabilir 
yüzeylerin küresel görüntüsü SLERP vasıtasıyla oluşturulmuş, açılabilir yüzeyler yerine 
küresel eğriler üzerinde çalışmanın avantajı ifade edilmiştir. Ayrıca açılabilir yüzeylerin 
özellikleri ile SLERP hakkında gerekli hatırlatmalar yapılmıştır. 

Anahtar kelimeler- Açılabilir yüzeyler, kuaterniyon, SLERP, Gauss map. 

1. GİRİŞ 

Açılabilir yüzeyler, gerilmeden ve yırtılmadan düzleme serilebilen yüzeylerdir. Bu 
özelliğinden dolayı  sheet- metal ve plate-metal temelli endüstrilerde [1, 2],  deniz araçları 
yüzeyinde ve  uçak yüzeylerinde [3] ve mimari yapılarda  yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. 
Gemi, uçak ve mobil vasıtaların tasarımında çok kullanılan açılabilir yüzeylerin kesişimi  
literatürde  önemli bir yer tutmaktadır.  

Diferansiyel geometriden bilindiği gibi, bir açılabilir yüzey düzlem, konik, silindirik yüzey ya 
da bir eğrinin teğetlerinin doğurduğu yüzey olabilir [4]. Üreteçleri asal eğrilerdir ve yüzeyin 
tüm noktalarında Gauss eğriliği sıfırdır.  

Kuaterniyonlar ilk olarak 19. y.y da Sir William Rowan Hamilton tarafından bulunmuştur. 
Kuaterniyonlar ve özellikle birim kuaterniyonlar robotik, animasyon ve bilgisayar grafikleri 
gibi birçok alanda yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. Birim kuaterniyon, dönme matrisinin 
diğer bir gösterimidir. 
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Spherical Linear Interpolation (SLERP), bilgisayar grafiklerinde 3D dönmenin yapılabilmesi 
amacıyla Ken Shoemake tarafından sunulmuştur. SLERP, herbir kuaterniyon arasındaki 
açının sabit olması, yani sabit hızın sağlanmasından dolayı lineer interpolasyondan farklıdır.  

Bu çalışmada, açılabilir yüzeylerin özellikleri üzerinde durulmuştur. Açılabilir yüzeyin 
küresel görüntüsü SLERP kullanılarak oluşturulmuş ve son olarak bir örnek verilmiştir. 

2. REGLE VE AÇILABİLİR REGLE YÜZEYLER 

Regle yüzey, bir parametreli doğru ailesini içeren bir yüzeydir [5]. Regle yüzey, 

. (1) 

şeklinde gösterilir, burada x(v), yüzeyin dayanak eğrisi ya da doğrultmanı, a(v) ise üreteci 
olarak isimlendirilir. Bir regle yüzey, doğrunun uzayda sürekli hareket ettirilmesiyle oluşan 
yüzeydir. (1) ifadesi v=sbt için bir doğru belirtir. Bu doğru, yüzeyin üreteci olarak 
isimlendirilir. Bu denklemden,    

,                                (2) 

bulunur.  

Açılabilir regle yüzey, verilen bir üreteç boyunca tüm noktalarda teğet düzlemi sabit olan bir 
regle yüzeydir [5]. Bir noktadaki teğet düzlem, bu noktadaki yüzey normaliyle ifade 
edilebileceğinden açılabilir regle yüzey, verilen bir üreteç boyunca tüm noktalardaki yüzey 
normali sabit olan yüzey olarak da tanımlanabilir [6].  

Bir regle yüzeyin açılabilir olması için,   

 
(3) 

koşulu sağlanmalıdır [5].  

3. AÇILABİLİR REGLE YÜZEYLERİN ÖZELLİKLERİ 

Yüzeyin bir kısmının açılabilir olması için yalnız ve yalnız bu kısmın heryerinde K=0 
olmalıdır. Açılabilir regle yüzeyler düzleme izometrik olarak eşlenebilir [5]. Bu yüzden, 
sadece açılabilir regle yüzeyler izometrik olarak düzleme dönüştürülebilir. 

Gauss dönüşümü,  R3   deki bir yüzeyin her noktasını birim küre üzerindeki noktalara 
dönüştüren bir fonksiyondur. Bir yüzeyin Gauss dönüşümü diğer bir yüzeydir. Açılabilir regle 
yüzeyler, Gauss dönüşümü ile bir eğri ya da eğri ağına dönüşür. Böylece iki açılabilir yüzeyin 
kesişimi de iki küresel eğrinin kesişimi durumuna indirgenebilir [7]. Çünkü, açılabilir regle 
yüzeylerde üreteç boyunca tüm noktalarda yüzey normalleri eğrinin binormalleri olup paralel 
kalırlar. Gauss dönüşümü tek bir eğri olduğundan, yüzeyin doğrultmanı da tek bir sürekli eğri 
olur. Bu yüzeyler açılabilir regle yüzeyler ya da torsal regle açılabilir yüzeyler olarak 
isimlendirilir [6].  

4. KUATERNİYON 

R4 de bir element tanımlayan bir kuaterniyon dört değişkenlidir. Bu yüzden bir kuaterniyon, 
 reel sayılar ve i,j,k sanal sayılar olmak üzere, 
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Şekil 1: Açılabilir regle yüzey  

 

şeklinde yazılabilir. Burada i,j,k   R3  de standart ortonormal baz ve   
 dir.  

   ve        iki kuaterniyon olmak 

üzere toplamları; 

 +  = (   olur. 

Eğer kuaterniyonlar,     ve       biçiminde yazılırsa kuaterniyon 

çarpımı,  

   .       

biçiminde ya da, 

     =         

biçiminde yazılabilir [8]. 

Kuaterniyonun eşleniği,     dir.  

Kuaterniyonun normu,   N(q) =    dir, burada q skaleri N(q) ile ifade edilmiştir. 

Birim kuaterniyon,   şeklinde tanımlanır. 

Kuaterniyonun tersi, 

  dir . 

Eğer bir n vektörü etrafında  kadar dönen bir kuaterniyon varsa bu, 

   

biçiminde gösterilir [9] . 
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5. KUATERNİYON İNTERPOLASYONU 

S3 üzerindeki jeodezik yay, bilgisayar grafiğinde ayrıca SLERP olarak isimlendirilir (ilk 
kullanımı, kuaterniyonu bilgisayar grafikleri topluluğuna tanıtan Shomake tarafındandır [10]) 
[11].  SLERP, bir birim vektörü diğerine döndürürken interpole edilmiş vektörün birim 
uzunluğunu korur ve küre üzerinde kalmasını sağlar. Ayrıca SLERP, dönmenin yanında 
düzgünlük durumunu ve sabit açısal hızı da sağlar [12].   ve  kuaterniyonları baz olarak 

küre üzerinde seçildiğinde, küresel jeodezik eğrinin denklemi, 

 

(4) 

 

olarak bulunur, burada t   [0,1]  ve  ,      ve     arasındaki açıdır ve, 

 (5) 

biçiminde hesaplanır.  

Bu yüzden denklem (4), kürenin jeodeziklerine karşılık gelen büyük çemberleri verir. 

 

Şekil 2: Kuaterniyon interpolasyonu 

 

6. AÇILABİLİR REGLE YÜZEYLERİN KÜRESEL GÖRÜNTÜSÜ 

s yay parametresi olmak üzere verilen bir   eğrisinin  S.Frenet çatısı , 

 ,  

 , (6) 

, 
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dir. Burada  ,   eğrisinin teğet birim vektörü;   , asal normal birim vektörü ve 

 ise binormal birim vektörüdür [13]. 

Açılabilir regle yüzeyler, Gauss dönüşümünün uygulanması ile  binormal vektörünün 

birim küre üzerinde, binormallerin küresel göstergesi olan bir eğriye dönüşür.  

   yerine      reel birim  kuaterniyonu alınabilir. Bu durumda 

açılabilir regle yüzeyin  küresel görüntüsü SLERP kullanılarak, 

 ,        t   [0,1]  

nin  çizdiği eğriye dönüşür.  

 

Şekil 3: Açılabilir regle yüzeyin küresel görüntüsü 

SLERP ile çizilen eğri, birim kürenin jeodeziklerine yani kürenin büyük çemberlerine karşılık 
geldiğinden, açılabilir yüzeyler de birim küre üzerinde büyük çember yaylarına karşılık gelir.  

7. UYGULAMA 

   eğrisi, bir açılabilir yüzeyin küresel görüntüsü olan küresel 

bir eğri olsun.  

  ve , bu ikisi arasında interpole edilecek iki kuaterniyon, t, 0.0 (  de) ve 1.0 (  de)  

arasında bir skaler ve ,   ve  arasındaki açı olsun. Değerler aşağıdaki şekilde alınmıştır, 

 ,                                                = 1 

 ,                                      

 ,      t = 0.5 

 (7) denkleminden ve 6. Bölümden  ,   yerine alınarak aşağıdaki gibi yazılabilir,  
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 .                           

8. SONUÇ 

Bu çalışmada, açılabilir regle yüzeylerin küresel görüntüsü kuaterniyon interpolasyon ile ifade 
edilmiştir. Bu amaçla, regle ve açılabilir regle yüzeylerle ilgili gerekli hatırlatmalar yapılmış 
ve açılabilir regle yüzeylerin genel özellikleri verilmiştir. Diğer taraftan SLERP tanıtılmış ve 
bir açılabilir regle yüzeyin küresel görüntüsü  SLERP ile ifade edilmiş ve bunun için bir örnek 
verilmiştir.  

Ayrıca iki açılabilir yüzeyin kesişimi, birim küre üzerindeki jeodeziklerin kesişimine karşılık 
gelir. Böylece CAD/CAM de yaygın olarak kullanılan açılabilir regle yüzeyler, birim küre 
üzerindeki eğrilere ve SLERP’in uygulanmasıyla da büyük çember yaylarına indirgenmiştir. 
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