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ACILABILIR REGLE YUZEYLERIN KURESEL GORUNTULERI UZERINE
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ABSTRACT

Developable surfaces are used widely in CAGD. In this paper, the spherical image of
developable surfaces via SLERP is formed. Also, the advantage of working on the spherical
curves instead of developable surfaces is expressed. In addition to them, required reminders
about properties of developable surfaces and SLERP are given.

Key words- Developable surfaces, Gauss map, quaternion, SLERP.
OZET

Acilabilir yiizeyler CAGD de yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Bu makalede, acgilabilir
yiizeylerin kiiresel goriintiisii SLERP vasitasiyla olusturulmus, agilabilir yiizeyler yerine
kiiresel egriler ilizerinde c¢alismanin avantaji ifade edilmistir. Ayrica acilabilir yilizeylerin
ozellikleri ile SLERP hakkinda gerekli hatirlatmalar yapilmistir.

Anahtar kelimeler- Agilabilir ylizeyler, kuaterniyon, SLERP, Gauss map.

1.  GIRIS
Acilabilir yiizeyler, gerilmeden ve yirtilmadan diizleme serilebilen yiizeylerdir. Bu
ozelliginden dolay1 sheet- metal ve plate-metal temelli endiistrilerde [1, 2], deniz araglari
yiizeyinde ve ugak ylizeylerinde [3] ve mimari yapilarda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Gemi, ucak ve mobil vasitalarin tasariminda ¢ok kullanilan agilabilir yiizeylerin kesisimi
literatiirde Onemli bir yer tutmaktadir.

Diferansiyel geometriden bilindigi gibi, bir agilabilir ylizey diizlem, konik, silindirik ylizey ya
da bir egrinin tegetlerinin dogurdugu yiizey olabilir [4]. Uretecleri asal egrilerdir ve ylizeyin
tiim noktalarinda Gauss egriligi sifirdir.

Kuaterniyonlar ilk olarak 19. y.y da Sir William Rowan Hamilton tarafindan bulunmustur.
Kuaterniyonlar ve 6zellikle birim kuaterniyonlar robotik, animasyon ve bilgisayar grafikleri
gibi bircok alanda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Birim kuaterniyon, ddonme matrisinin
diger bir gosterimidir.
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Spherical Linear Interpolation (SLERP), bilgisayar grafiklerinde 3D donmenin yapilabilmesi
amactyla Ken Shoemake tarafindan sunulmustur. SLERP, herbir kuaterniyon arasindaki
ac¢inin sabit olmasi, yani sabit hizin saglanmasindan dolayi lineer interpolasyondan farklidir.

Bu calismada, acilabilir yiizeylerin Ozellikleri iizerinde durulmustur. Agilabilir yiizeyin
kiiresel goriintiisiit SLERP kullanilarak olusturulmus ve son olarak bir 6rnek verilmistir.

2. REGLE VE ACILABILIR REGLE YUZEYLER
Regle yiizey, bir parametreli dogru ailesini i¢eren bir ylizeydir [5]. Regle yiizey,
viuv) = x(v)+ ua(v). (1)
seklinde gosterilir, burada x(v), yiizeyin dayanak egrisi ya da dogrultmani, a(v) ise lireteci
olarak isimlendirilir. Bir regle yiizey, dogrunun uzayda siirekli hareket ettirilmesiyle olusan

yiizeydir. (1) ifadesi v=sbt i¢in bir dogru belirtir. Bu dogru, ylizeyin iireteci olarak
isimlendirilir. Bu denklemden,

v, = a(v), Yo = Tru = (2)

bulunur.

Agcilabilir regle yiizey, verilen bir iirete¢ boyunca tiim noktalarda teget diizlemi sabit olan bir
regle yiizeydir [5]. Bir noktadaki teget diizlem, bu noktadaki ylizey normaliyle ifade
edilebileceginden agilabilir regle yiizey, verilen bir iirete¢ boyunca tiim noktalardaki yiizey
normali sabit olan ylizey olarak da tanimlanabilir [6].

Bir regle yiizeyin agilabilir olmasi igin,

o odx el

[a(v),

dv '  dv ] =0 )

kosulu saglanmalidir [5].

3. ACILABILIR REGLE YUZEYLERIN OZELLIKLERI

Yiizeyin bir kismimin acilabilir olmasi i¢in yalniz ve yalniz bu kismin heryerinde K=0
olmalidir. Agcilabilir regle ylizeyler diizleme izometrik olarak eslenebilir [5]. Bu ylizden,
sadece agilabilir regle ylizeyler izometrik olarak diizleme doniistiiriilebilir.

Gauss doniisimii, R’  deki bir yiizeyin her noktasini birim kiire iizerindeki noktalara
doniistiiren bir fonksiyondur. Bir ylizeyin Gauss doniisiimii diger bir yiizeydir. Agilabilir regle
yiizeyler, Gauss doniisiimii ile bir egri ya da egri agina doniisiir. Boylece iki agilabilir ylizeyin
kesisimi de iki kiiresel egrinin kesisimi durumuna indirgenebilir [7]. Ciinkii, agilabilir regle
yiizeylerde iirete¢ boyunca tiim noktalarda yilizey normalleri egrinin binormalleri olup paralel
kalirlar. Gauss doniisiimii tek bir egri oldugundan, yiizeyin dogrultmani da tek bir siirekli egri
olur. Bu yiizeyler agilabilir regle yiizeyler ya da torsal regle acilabilir ylizeyler olarak
isimlendirilir [6].

4. KUATERNIYON

R* de bir element tanimlayan bir kuaterniyon dort degiskenlidir. Bu yiizden bir kuaterniyon,
a, b, ¢, d reel sayilar ve 1i,j,k sanal sayilar olmak {izere,
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. eneralor

E\:w‘}
Sekil 1: Acilabilir regle yiizey
g=a+ bi+cj+dk
seklinde yazilabilir. Burada 1,.k R’ de standart ortonormal baz ve
i*=j*=k*=ijk =—1dir.
q,= a, + i+ j+dik ve q,= a,+ b+, j+dk iki kuaterniyon olmak

tizere toplamlari;

gitg, =@ +a,)=( b+ b)i=(g+c)j+(dy+ d,)k olur.

Eger kuaterniyonlar, g, = a, +u ve g, =a, + ¥ bi¢iminde yazilirsa kuaterniyon
carpimi,

Q1 * ;= a0, — w + a ¥ + au+ ux 9

bi¢ciminde ya da,
gs * 2210 ] C g0y, — byby, —6ycy —dydy
- o, = [ﬁ?-ﬁ * ?:f}f _ | &4y + ayby ¥ cqdy —dycs
My T Hn T -1 | & O I R
F-P-F1P cyay + agey + dyby — byd,
lgy * 2] dya, + a6, + byoy oy b,

bi¢iminde yazilabilir [8].

Kuaterniyonun eslenigi, § = a, — ¢ = a; — byi — ¢y — dyk dir.
Kuaterniyonun normu, N(q) = 1ﬁ dir, burada q skaleri N(q) ile ifade edilmistir.
Birim kuaterniyon, [g| = |§] = 1 seklinde tanimlanir.

Kuaterniyonun tersi,

3 1
g t= —.q dir.

lgl®
Eger bir n vektorii etrafinda & kadar donen bir kuaterniyon varsa bu,

q = ["n.f.iﬂ f? ] ,COS f; H

Wi S

bi¢iminde gosterilir [9] .
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5, KUATERNIYON INTERPOLASYONU

S* iizerindeki jeodezik yay, bilgisayar grafiginde ayrica SLERP olarak isimlendirilir (ilk
kullanimi, kuaterniyonu bilgisayar grafikleri topluluguna tanitan Shomake taratindandir [10])
[11]. SLERP, bir birim vektorii digerine dondiiriirken interpole edilmis vektoriin birim
uzunlugunu korur ve kiire lizerinde kalmasini saglar. Ayrica SLERP, donmenin yaninda
diizglinliik durumunu ve sabit agisal hiz1 da saglar [12]. g4 ve g, kuaterniyonlar1 baz olarak

kiire lizerinde se¢ildiginde, kiiresel jeodezik egrinin denklemi,

e sin(l—t)e sintg (4)
gli) = g4 5-1'”!,.;. + g,
¥

sing
olarak bulunur, buradat € [0,1] ve ¢, g4 ve g, arasindaki agidir ve,
@ = cos '(g..q,) (5)

bigiminde hesaplanir.

Bu ylizden denklem (4), kiirenin jeodeziklerine karsilik gelen biiylik ¢emberleri verir.
qz,

T

\

)

1

Sekil 2: Kuaterniyon interpolasyonu
6. ACILABILIR REGLE YUZEYLERIN KURESEL GORUNTUSU
s yay parametresi olmak iizere verilen bir x(5) egrisinin S.Frenet catisi ,
x'(s) = t(s)

e

t {s)
—— = n(s (
e’ sl =),
txn = b(s),
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dir. Burada t(=), x(=) egrisinin teget birim vektorii; n(=) , asal normal birim vektorii ve
b(s) ise binormal birim vektoriidiir [13].

Acilabilir regle ylizeyler, Gauss doniigiimiiniin uygulanmasi ile b(=) binormal vektoriiniin
birim kiire lizerinde, binormallerin kiiresel gostergesi olan bir egriye doniisiir.
b(s) yerine g = a+ bi+cj=dk reel birim kuaterniyonu alinabilir. Bu durumda
acilabilir regle ylizeyin kiiresel goriintlisi SLERP kullanilarak,
sin(1-t)g sint

qt)=q — — +q_—, te0l]

SiTeg

nin ¢izdigi egriye doniisiir.

-

Sekil 3: Acilabilir regle yiizeyin kiiresel goriintiisii

SLERP ile ¢izilen egri, birim kiirenin jeodeziklerine yani kiirenin biiylik ¢emberlerine karsilik
geldiginden, agilabilir yilizeyler de birim kiire {izerinde biiyiik ¢cember yaylarina karsilik gelir.

7. UYGULAMA
b(s) = (sin’s sin s coss, coss) egrisi, bir acilabilir yiizeyin kiiresel goriintiisii olan kiiresel
bir egri olsun.
q4 V€ 4., bu ikisi arasinda interpole edilecek iki kuaterniyon, t, 0.0 ( g4 de) ve 1.0 ( g, de)
arasinda bir skaler ve @, g, ve g, arasindaki ag1 olsun. Degerler asagidaki sekilde alinmistir,
g, =0i+0j+ 1k, g, ll=1

.\I

SRRy . =
g =i+ j+ Sk, lazll =1

=

@ = 30°, t=05

(7) denkleminden ve 6. Béliimden g(t), &(s) yerine alinarak asagidaki gibi yazilabilir,

(0i+0j+HRsin 157+ (Sismjek Jesin 137

q(t) =

2

gin 3aY

L.

(OB HRI-0. 2388+

q(t) =

in
5k
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. 3.2388k+{ —0.2388 j{+| —0.2388 {02588k
(}'(\f’} — ." ~~ o
)
: (00647 +0.06474 3/ 4(0. 25880 124 1 0k
q(t) = -
.3
q(t) = 0.1294i + 0.224127j + 0.965355k. g =1

8.  SONUC

Bu calismada, acilabilir regle yiizeylerin kiiresel goriintiisii kuaterniyon interpolasyon ile ifade
edilmistir. Bu amacla, regle ve acilabilir regle ylizeylerle ilgili gerekli hatirlatmalar yapilmig
ve acilabilir regle yiizeylerin genel 6zellikleri verilmistir. Diger taraftan SLERP tanitilmis ve
bir acilabilir regle ylizeyin kiiresel goriintiisiic SLERP ile ifade edilmis ve bunun i¢in bir 6rnek
verilmigtir.

Ayrica iki agilabilir yiizeyin kesisimi, birim kiire iizerindeki jeodeziklerin kesisimine karsilik
gelir. Boylece CAD/CAM de yaygin olarak kullanilan agilabilir regle yiizeyler, birim kiire
tizerindeki egrilere ve SLERP’in uygulanmasiyla da biiylik ¢gember yaylarina indirgenmistir.
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