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OZET

Bu calismada eksenel yiiklemeye maruz kirisin enine titresim denklemi olan yiiksek
mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemin iistel matris yontemiyle ¢oziimii
sunulmustur. Bu yontemde temel olarak, iistel fonksiyonlar ve tiirevlerinin matris formlari
inga edilmis ve matris formlarinin toplamlaria siralama noktalar1 uygulanarak temel matris
denklemi elde edilmistir. Elde edilen bu matris denklemi cebirsel lineer denklem sistemine
karsilik gelmektedir. Bu denklem sistemi temel matris igslemleri ile ¢ozililmiistiir. Elde edilen
yaklagik ¢Ozlimlerin arttk ve mutlak hatalar1 incelenmistir. Yontemin etkinligini
gosterebilmek icin birkag sayisal problem 6rnek olarak ele alinmistir.

ABSTRACT

This paper presents an exponential matrix method for the solution of transverse vibration of a

beam subjected to an axial compressive load of N, governed by the high order linear
differential equation with variable coefficients. The problem is considered with the mixed
conditions. In this method, the matrix forms of exponential functions and their derivatives are
constructed basically and then the fundamental matrix equation is formed by the use of
collocation points. This matrix equation corresponds to a system of linear algebraic equations
and it is solved by basic matrix operations. The residual and absolute errors of the
approximate solution are investigated. Some numerical examples are given to demonstrate the
efficiency of the method.

1. GIRIS

Euler-Bernoulli kirisinin enine titresimi birgok arastirmaci tarafindan yaygin olarak
calisilmistir. Euler-Bernoulli kiris modelinin ayrintili derivasyonlari Inman [1], Meirovitch
[2] ve Rao’nun [3] kitaplarinda bulmak miimkiindiir. Ayrica bir¢ok arastirmaci farkli kosullar
altindaki ve durumlardaki Euler-Bernoulli kirislerinin titresim analizlerini ¢esitli matematiksel
yontemlerle yapmuglardir. Hsu et. al. [4], farkli kosullar altindaki diizgiin olmayan kesitli
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Euler-Bernoulli kiriginin serbest titresim problemi i¢in modifiye edilmis Adomian
decompostion yontemini kullanmistir. Mabie ve Rogers [5,6] bir ¢ok durumda, farkli sinir
kosullar1 ile verilmis degisken kesitli kirisleri ¢alismislardir. Naguleswaran [7-9] kama ve
koni seklindeki Euler-Bernoulli kiriglerinin enine titresimlerinin direk c¢oziimlerini elde
etmistir. Lee et al. [10], Laplace doniisimii alanindaki Green fonksiyonlar1 ile diizenli
olmayan kiriglerin titresim analizini ¢alismistir. Kocatiirk ve Simsek [11] hareketli harmonik
yiiklere maruz viskoelastik kirigleri titresimlerini Euler-Bernoulli kiris teorisi ¢er¢evesinde
analiz etmislerdir. Rosa ve Auciello [12] esnek sinir kosullar1 altindaki koni seklindeki
kirislerin serbest titresimini analizlerini Bessel fonksiyonlarini kullanarak yapmislardir.

Bu calismada FEuler-Bernoulli kiris modelinin analizinde ve modlara gore hareket
denklemlerinin ¢ozlimiinde {istel matris metodu yaklasimi ile iistel ¢ozliimler elde etmeye
odaklanacagiz. Ustel polinomlar ve fonksiyonlar birgok bilim dalinda farkli uygulamalara
sahiptir. Ustel polinomlarin ya da iistel fonksiyonlarin [13] optik ve kuantumdaki elektronik
analizlerinde [14] ve kontrol sistemlerinin glivenlik analizlerinde [15] ilgi ¢ekici uygulamalari
bulunmaktadir. Kismi diferansiyel denklemlerle modellenen bazi lineer olmayan olaylar, tistel
fonksiyonlar kullanilarak bu denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmede alternatif bir yontem olarak
sunulmustur [16]. Birgok istatistiksel tartismada, 6zellikle veri analizinde, iistel polinomlar
anahtar rol oynamis [17], ve lstel polinomlar spectral sentezin yapi tuglasi olarak kabul
edilmistir [18]. Kisa bir siire once, Ouerdiane and Ounaies [19], ortalama periyodik
fonksiyonlarin iistel polinomlarin serileri olarak ifade edilmesi problemini ele almislardir.

I boyunda, eksenel N, yiiklemesi altindaki degisken kesitli Euler-Bernoulli kirisinin enine
titresimleri incelenecektir. Bu kirisin enine serbest titresim denklemi

-
i

8%y (x,t)
dx2 *

dx?

*y(x,t)
ax?

pA(x)

0, 0=<x=<1

8%vix, t
EI(x) %] 4N,

olarak verilmektedir [20]. Burada v(x, t) kirisin enine yerdegistirmesi (sehim), x herhangi bir
noktanm kirisin baslangic noktasma olan uzakligi, t zaman, E elastisite modiilii, A(x)
herhangi bir x konumundaki kesit alani, I(x) bir x konumundaki A(x) kesit alanimmn atalet
momenti ve g kiris malzemesinin kiitle yogunlugu olarak tanimlanmustir.

Her bir titresim modu igin ¥(x,t) enine yerdegistirmesi
v(x, t) = w(x)h(t)

olarak yazilabilir. Burada w(x) moda baglh yerdegistirme ve h(t), t zamanina bagh

harmonik fonksiyondur. Eger @, h{(t) harmonik fonksiyonunun dairesel fonksiyonu olarak
tanimlanirsa
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a: .l't ¥
% = —w*w(x)h(t)

olur. Burada @ enine titresimin boyutsuz frekansi olarak tanimlanmistir. Ny eksenel yiikii
altindaki diizglin olmayan kesitli elastik kirigin enine titresim hareketi i¢in verilen denklemin
0z deger problemi degiskenlerine ayirma yontemi ile

d? d?w(x) d*w(x) .
El N = pA - 1
dx:( (x) e )‘i' R pA(X)e’*w(x), 0<x <l 1)

diferansiyel denklemine indirgenmis olur. Sinir sartlarini ise

w (0)= 4,
w' (0) =4,
w (1) =4, @)
w''(I) = 4,4

seklinde yazmak miimkiindiir. Burada 4, , (k = 0, 1, 2, 3) bilinen katsayilardir.

Ustel polinomlar {1,e™*,e™%*, ..} iistel taban kiimesi iizerine kurulmalarma dayanir ve

@, (x)=XC_,be ™, 0<x <o olarak tammlanir [21]. Bu ¢alismada amacimiz iistel
polinomlarin terimlerinin

N
w(®) 2wy (1) = ) @™, 0x<h<o ®)

n=0
formundaki yaklasik ¢6zlimiinii bulmaktir.

{1,e7™%,e7%, ..} iistel taban kiimesi olarak alinmak iizere @g, @y, ...,a, bilinmeyen iistel
polinom katsayilar1 belirlenmeye calisilacaktir.

2. USTEL MATRIS YONTEMINDEKI TEMEL MATRIS ILISKIiLERi

w(x) fonksiyonunun 0 < x < I < o araliginda yaklasik acilimi olarak verilen (3) ifadesi
asagidaki matris formunda verilebilir

[wy(x)] =E(x)A (4)
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Burada
E(x)=[1 = g% .. g Nx] (5)

ve

A=[a; a; - ay]’.

(5)’te verilen E(x) matrisi ile x bagimsiz degiskenine gore tiirevi E'(x) arasindaki iliski

0 0 0 0
0 —1 0 0
E'(x)=E(x)M, M=|0 0 -2 0
0 0 o - —N

matris denklemi ile verilir. Daha yiliksek mertebeli tiirevler i¢in bu islemi devam ettirirsek
E'(x)=E'(x)M

= E(x)M?
(6)
EX(x) =E(x)M* , k=012, ..

yazabiliriz. Burada

0 0 0 0

0o (-1 o - 0

M=o o0 (-2)% - 0

0 0 0 - (=N)E

(4) ve (6)’daki bagintilar1 kullanarak yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun tiirevlerini
w () = ER A
() = E¥ () -

= E(x)MFA.
seklinde yazabiliriz.
3. USTEL SIRALAMA (KOLLOKASYON) YONTEMI

(4) ve (7) matris bagintilarini (1) denkleminde yerine koyarak problemin matris formunu elde
ederiz.
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{EI" (x)E(x)M? + EI{x)E(x)M*+ N,E(x)M? — pA(x)w’E(x)}A =10 (8)
Elde edilen temel matris formu (8) yeniden diizenlenerek kompakt formda yazilirsa
W(x)A=10 9)
burada

W(x) = EI" (x)E(x)M? + EI (x)E(x)M* 4+ N,E(x)M? — pA(x)w?E(x)

oldugu agik¢a goriilmektedir. (9) denklemine ¢6ziim aralifindaki x_, = ;5 , (s=041,..,N)

siralama noktalarim1 uygularsak matris denklemimiz asagidaki matris denklem sistemine
dontisiir.

W(x,JA=G (10)
Denklem sistemi diizenlenerek asagidaki matris denklemi formunda yazilabilir.
WA = G yada [W; G] (12)

burada, denklem (10) daki matrisler

W(x,) 0
W = w[:ixl] ve G=
Wi(xy) 0

olarak yazilir.

Ayn1 matris notasyonu ile devam edebilmek i¢in (2)’de verilen sinir sartlar1 da (4)-(7) matris
denklemleri kullanilarak

E(0) ;Ao
_| E(OM ; A4
E()M* ; A,
matris formunda yazilir.
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Problemin (11) formundaki temel matris denkleminin uygun dort satir1 silinip, matris

formunda yazilan sinir sartlarinin (12) dort satirt bunlarin yerine yazilarak [W: ﬁ] eklenmis
matris formu elde edilir. Yani

WA=G (13)

matris denklemi elde edilir. Sonug¢ olarak det|‘ﬁ?’| # 0 olmak {lizere bilinmeyen katsayilar

matrisi olan A matrisi A = (W) '@ olarak hesaplanir. Boylelikle elde edilen N + 1 adet
katsay1 yardimiyla problemin yaklasik ¢6ziimii (3) de verilen iistel formda elde edilmis olur.

4, SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde (2) sinir kosullar1 altinda verilen eksenel yiikklemeye maruz kirisin sabit kesitli ve
degisken kesitli olma durumundaki ilk {i¢ mod yapisinin sayisal sonuglari sunulmustur.
Ayrica eksenel yiikiin parametrik olarak degisimi de grafiklerle sunulmustur. Tiim sayisal
islemlerde Maple paket programi kullanilmstir.

Ornek 1: Sabit kesitli 1m uzunluktaki ankastre-serbest kirisin geometrik ve fiziksel
parametreleri E =20 x 10 N/m?, p=8x10%kg/m?, A(x) = 0.01m?,
I(x) = 833 X 10™°*m"* ve N, = 100N. Sinir sartlar1 A, = 0,4, = 0,4, = 0.01 ve A, =0,

Kesme smirinm(N) 6 ve 8 degerleri igin temel matrisler olusturulmus ve katsayilar matrisleri
elde edilmistir. Elde edilen katsayilar matrisleri yardimiyla birinci mod yer degistirme
fonksiyonlar1

w, (x) = 0.03454951907 — 0.1112688373e * + 0.1790689348e
—0.2112160137e 3 + 0.1722887750e ™% — 0.07815817593e >
+ 0.01473579808e ~ %

wg (x) = 0.05478702010 — 0.3777998567e * + 1.540917696e  — 3.865378467e >
+ 5.988165288¢ ™ — 5.815166933e™° + 3.479446114e ™5
— 1.178363580e ™" + 0.1733927202e %

olarak hesaplanmistir. Ayrica, kesme sinirinin artmasiyla birlikte tam ¢oziime [20] daha da
yakinlastig1 Sekil 1’de goriilmektedir.
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0.01 ] w(x)

0.008

0.006

0.004

0.002

Sekil 1. Birinci mod yapisinin farkli N degerleri i¢in tam ¢dziime yaklagimi

Ik {ic mod icin iistel matris yontemi ile elde edilmis olan mod yapilari Sekil 2’de
goriilmektedir. Her {i¢ moda da etkin yaklasik ¢oziimler elde edilmis ve ¢oziimler tam ¢ozlime

iyi bir yaklasim gostermistir. Birinci mod ¢oziimii 1072, ikinci mod ¢oziimii 1077 basamak

hassasiyeti ve iigiincii mod ¢oziimii ise 10”% basamak hassasiyet ile hesaplanmistir.

0013w (x) p— ’——;,7'
0.008 < s Lo —
BirinciMod e ~ V4

0.006 R Ve
—
0.004
_—’-‘ '
0.002 ot - N, ~ o

-,
e,
.
L

-

., -~ ’

-0.002 S ~ A
%

-0.004 .. Ikinei Mod
00064

",
i -
........

0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Sekil 2. Ilk ii¢ mod titresiminin N = 20 kesme sinir1 i¢in iistel matris ¢oziimii

Her modda kesme sinirinin artmasiyla ¢éziimiin tam ¢éziime daha da yakinlastigi Tablo 1°de
goriilmektedir.

Tablo 1. Ustel matris ¢dziimiiniin ilk {i¢ mod titresiminin N = 10, 20 kesme smrlar1 i¢in belli
noktalardaki mutlak hata degerleri

x Birinci Mod Ikinci Mod Ucgiincii Mod
N =10 N =20 N =10 N=20 N =10 N =20
0 0 0 0 0 0 0

0.2 3.852e-05 9.629e-09 5.559e-04 2.927e-07 2.720e-03  6.847e-06
0.4 1.117e-04 2.789e-08 1.324e-03  6.978e-07 1.726e-03  4.324e-06
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0.6 1.592e-04 4.016e-08 1.370e-03  7.139e-07 2.835e-03  6.430e-06
0.8 1.295e-04 3.338e-08 6.800e-04  3.258e-07 2.247e-03  4.430e-06
1 0 0 0 0 0 0

Eksenel yiikiin degisiminin etkisini gorebilmek icin dordiincii mod da ti¢ farkli durumu
incelenmistir (Ny = 0, N, = 105, N, = 10%). Her ii¢ duruma ait mod yapilari Sekil 3’ te
goriilmektedir. Hesaplanan dordiincii mod ¢oziimleri N = 50 kesme sinir1 i¢in on basamak
hassasiyeti ile hesaplanmistir.

0.01 Ty (x)

0.008

0.006

0.004

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Sekil 3. Farkl eksenel yiiklerin (N, = 0, 107, 10%) dordiincii mod titresiminin N = 50 kesme
sinir1 i¢in tistel matris ¢oziimii

Ayrica Sekil 4’te Ny = 107 eksenel yiik degeri i¢in dordiincii mod titresiminin N = 50 kesme
sinirt i¢in istel matris ¢oziimliniin mutlak hata fonksiyonu verilmistir. Mutlak hata

ley(x)] = Ilw(x) — wy (x)| seklinde hesaplanmustir. Mutlak hatanin 107 mertebesinde
oldugu goriilmektedir.

leCol

1l.4e-11
1.2e-11
1.0e-11
0.8e-11
0.6e-11
0.4e-11

0.2e-11

0 X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4. N, = 107 eksenel yiik degerinde dordiincii mod igin iistel matris ¢oziimiiniin
mutlak hata fonksiyonu
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Ornek 2: Degisken kesitli 1m uzunluktaki ankastre-serbest kirisin yiiksekligi degisimi
h(x) =1/5% e™™ olarak modellenmis (Sekil 5), ayrica kirisin geometrik ve fiziksel
parametreleri E =20 x 10" N/m? p=8x10%kg/m®, A(x)=1/5XxXe *m?,
I(x)=2/3x10"* xe *m* ve N,=100Nolarak verilmistir. Sir sartlar1 ise
Ag=0,4, =0, 1, =0.01ved, = 0.

Sekil 5. Degisken kesitli ankastre-serbest kiris

Sekil 5’te goriilen degisken kesitli kirigin yiiksekligi h(x) fonksiyonu ile tammlanmistir.

Verilen degerler ve yiikseklik fonksiyonu iistel matris yontemi ile kesme sinir1t N = 40
aliarak ¢oziilmiis ve degisken katsayili diferansiyel denklemden elde edilen ilk {i¢ mod
yapist Sekil 6°da gosterilmistir.

."’
0.02 ot o
. a N
Birinci Mod

—_—
-
-
_— g
I—— -

4
e i i o
- i

o il T ey -
S A ——— -
—————— "
"~ ——a, ————

-0.02 ., A

l”’l.
08
*" Ucgtincii Mod
‘‘‘‘‘‘
0067 e e x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 iy

Sekil 6. Degisken kesitli konsol kiris i¢in iistel matris yontemi ile bulunan mod yapilar

Tablo 2. N = 10, 20,30 ve 40 kesme sinirlari i¢in {istel matris metodu ile hesaplanan moda
bagl yerdegistirme fonksiyonlarinin sayisal degerleri

Birinci Mod
. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
wp () 0 0.0004316 0.0018416 0.0041448 0.0069901 0.01
Wg () 0 0.0005617 0.0022273 0.0046896 0.0074173 0.01
Wag () 0 0.0005618 0.0022276 0.0049600 0.0074175 0.01
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Wag () 0 0.0005618 0.0022276 0.0049600 0.0074175 0.01
Ikinci Mod
x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
wy g () 0 -0.0019694 -0.0049901 -0.0048923 0.0005236 0.01
W () 0 -0.0036348 -0.0096300 -0.0107871 -0.0033719 0.01
Wag () 0 -0.0036372 -0.0096365 -0.0107953 -0.0033772 0.01
Wag () 0 -0.0036372 -0.0096365 -0.0107953 -0.0033772 0.01
Uciincii Mod
x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
wy g () 0 -0.0057342 -0.0109957 -0.0363993 0.0085768 0.01
W () 0 -0.0319057 -0.0620351 -0.0258557 0.0299580 0.01
Wag () 0 -0.0327904 -0.0637624 -0.0265955 0.0307213 0.01
Wag () 0 -0.0327904 -0.0637624 -0.0265955 0.0307213 0.01

Tablo 2’de ilk iic mod da listel matris metodu ile kesme smir1t N = 10, 20,30 ve 40 i¢in
yerdegistirme fonksiyonunun w(x) aldigi degerler verilmistir. Degerler incelendiginde
N = 20’ de 1y1 bir yakinsamanin saglandig1 goriilmektedir. Ayrica N = 30 ve N = 40’ taki
yakinsamanin ayni olmasi kesme sinirinin N = 30 olarak segilebilecegini ifade etmektedir.

5.  SONUCLAR

Eksenel yiiklemeye maruz kirisin enine titresim denklemi iistel matris yontemi ile ¢oziilerek
mod yapilar1 elde edilmistir. Sistemin titresim denklemi iistel fonksiyonlarin matris formlari
kullanilarak matris denklem sistemi haline getirilmistir ve sistem bilgisayar yazilimi ile
rahatlikla ¢oziilmiistiir. Bu yontemle elde edilen sonuclarin tam ¢dzlime hizla yakinsadiklar
goriilmiistiir. Yapilan hata analizleri bu durumu teyit etmektedir. Yontemin avantaji
sistematik ve hassas sonuglar vermesidir. Yontemin etkinlini gosterebilmek i¢in bir tane sabit
kesitli bir tane degisken kesitli kiris 6rnegi ¢coziilmiistiir. Elde edilen sonuglarin tam ¢oziimle
uyumlu olduklar1 goriilmistiir. Bu yontem tam ¢6ziimii bilinmeyen titresim denklemlerine de
rahatlikla uygulanabilir olmasi nedeniyle avantaj saglamaktadir.
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