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ABSTRACT

In this study a new mixed formulation element based on Hu-Washizu-Barr functional is
presented for vibration and inelastic analysis of beams with functionally graded material
(FGM). Distributions of stiffness and mass over a FGM beam are accurately modeled for both
elastic and inelastic material responses by the use of force interpolation functions, which also
allows vibration analysis without any need for specification of displacement field. Von Mises
plasticity model with isotropic and kinematic hardening parameters is assigned for steel and
the ceramic materials behaves according to Drucker-Prager yield criteria. 3d stress-strain
relations are solved by general closest point projection algorithm, and then condensed to the
dimensions of the beam element to get the effective FGM material response. Numerical
examples and verification studies on proposed element demonstrate accuracy and robustness
under inelastic material response as well as on capturing fundamental, higher and mix modes
of vibration frequencies and shapes.

OZET

Bu ¢alismada, Hu-Washizu-Barr fonskiyoneline dayanan karma formiilasyonlu kirig eleman1
tiretilmistir. Gelistirilen eleman fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden (FDM) olusan
kiriglerin titresim ve dogrusal olmayan malzeme davranislarinin  modellenmesinde
kullanilacaktir. Eleman formiilasyonunda FDM’den dolay: olusacak rijitlik ve malzeme
dagilimindaki farkliliklar karma formiilasyonda kuvvet bazli yaklagim yapilmasi sayesinde
kiris tepkisi elastik ve elastik olmayan durumlar altinda gergekgi olarak modellenebilmistir.
Bu yontemle hesaplanan tutarli kiitle matrisinde herhangi bir sekilde deplasman
enterpolasyonu yapilmasina gerek kalmamistir. Celik malzemesi i¢in kinematik ve izotropik
peklesmeli Von Mises plastisite modeli, seramik malzemesi iginse Drucker-Prager plastisite
modeli kullanilmistir. Ug boyutlu gerilme-birim sekil degistirme denklemleri en yakin genel
nokta projeksiyonu algoritmas: kullanilarak etkin gerilme degerleri kiris probleminin
boyutlarina indirgenmistir. Sayisal O6rnekler ve dogrulama ¢aligsmalari, elastik olmayan
malzeme davranisinin modellenmesi ve ayrica temel ve yliksek mertebe titresim modlarinin
ve sekillerinin tespitinde basarili olundugunu gostermektedir.

GIRIS
Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme (FDM) iiretme fikri, farkli ozelliklerdeki iki

malzemenin fiziksel, mekanik ve termal O&zelliklerini en verimli sekilde koruyarak
kullanmaktan esinlenmistir. FDM iiretme ve tasarim siireglerinin gelisimi ile ilgili ilk fikir
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teorik olarak yaklasik 30 yil 6nce ortaya ¢ikmistir. FDM’nin gelisim siiregleri ile ilgili detayl
bilgi [1]’deki literatiir taramasinda verilmistir. Bu malzemenin savunma sanayi, havacilik,
enerji sektoriinde ve genel olarak teknolojik uygulamalarda ilgi goren kullanim alani
bulunmaktadir. FDM’nin daha etkin bir malzeme olarak kullanilabilmesi icin iiretim
tekniklerinin yaninda, bu malzemeyle iiretilecek yapilarin analizlerinin yiiriitiilebilmesi i¢in
analiz yontemleri de yogun olarak calisilmaktadir. Bu kapsamda en ¢ok dikkate alinan
¢Oziimleme yoOntemi elastisite teorisine dayanmakta ve uygulanan yiiklerle sinir sartlarina
bagli ¢oziimler yapilmaktadir [2-4]. Bu tip ¢6ziim yontemleri yerine, sonlu elemanlar yontemi
kullanarak bu kisitlamalardan kurtularak hem dogrusal hem de dogrusal olmayan tipteki
malzeme davranislari altinda analizler yapabilmek miimkiindiir.

Bu bildiride sunulan ¢alismada, kiris tipi sonlu elemanlarla FDM malzemesinden {iretilen yap1
elemanlarinin hem titresim davranislarinin hem de dogrusal olmayan elastik davranislar
altindaki tepkilerinin hesaplanabilmesi i¢in bir tiiretim yapilmistir. Sonlu elemanlar yontemi
ile yapilan c¢aligmalarda iki farkli yontem takip edilmektedir. Bunlardan ilki ve en popiiler
olant deplasman-temelli formiilasyonlardir. Bu kapsamda FDM kirigler i¢in sonlu eleman
gelistirilmesi ilk kez Chakraborty v.d. [5] tarafindan yapilmistir. Bu makalede gelistirilen
eleman daha sonraki yillarda benzer tipteki formiilasyonla farkli ¢alismalar ve makalelerde
ilerletilmeye ¢alisilmistir [6, 7]. Kiris sonlu elemanlarin tiiretimi agisindan ikinci takip
edilebilecek yontemse karma formiilasyon yontemidir. Bu yontemin betonarme ve ¢elik yap1
elemanlarimin analizlerinde basarili bir sekilde kullanildigi bilinmektedir [8-10]. Bu arada
literatiirede FDM’nin dogrusal olmayan davranisinin modellenmesine yonelik ¢cok az galisma
tespit edilebilmistir. FDM’de kullanilan seramik tipteki kismin Drucker-Prager, metalik
kisminsa Von Mises (J;) akma fonksiyonlarmin kullanimi ile modellenebilecegi
belirtilmektedir [11].

Bu bildiride sunulan g¢alismada, Hu-Washizu-Barr fonksiyoneline dayanan karma
formiilasyon bir cerceve elemani gelistirilmis ve elemanin tutarh kiitle matrisi ile rijitlik
matrisi elde edilmistir. Gelistirilen elemanin dogrusal olmayan elastik malzeme davranigini
yakalanabilmesi i¢in Drucker-Prager ve Von Mises plastisite modelleri kullanilmustir.
Titresim davranisinin elde edilebilmesi iginse tutarli kiitle matrisi kuvvet bazli bir
formiilasyonla elde edilmistir. Gelistirilen eleman deplasman-temelli elemanlarla
karsilastirilmis ve ayrica titresim modlar1 ve sekilleri de ANSYS sonlu elemanlar programi
kullanilarak dogrulanmuistir.

ELEMAN FORMULASYONU
Gelistirilen eleman Timoshenko kiris teorisine dayanmakta ve 3 alanli karma formiilasyon
Hu-Washizu-Barr fonksiyoneli kullanilarak eleman tepkisi tiiretilmektedir. Kuvvet-bazli
enterpolasyon fonskiyonlart kullanilarak hem elastik ve hem de elastik olmayan davranislar
altinda gergek¢i modellemeler yapilmistir. Eleman tiiretimi asagida sunulan Hu-Washizu
varyasyonelinin Barr tarafindan yapilan uzatma ile dinamik durumlari da igeren halini
sunmaktadir.

S, = ISeT (8€())—b(x, L)a-s,(x)) dx—8qTIbT(x, L)e(x) dx+38qTa,u @
0

+8uTa,Tq+duTmi—duTp,,, =
Yukaridaki denklemde sunulan u alani diigiim noktalarindaki deplasmanlari, g alani eleman
uclarina etkiyen kuvvetleri, e alan1 ise kesit deformasyonlarini belirtmektedir. Diger
parametrelerden en 6nemlisi b ise kuvvet-temelli enterpolasyon fonksiyonlarini igermektedir.

Hem dogrusal hem de dogrusal olmayan durumlar i¢in yukarida verilen denklemler
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coziimlenerek eleman tepkisi elde edilmistir. Denklem 1’de sunulan m ise tutarli kiitlesi
matrisini ifade etmektedir. Bu c¢alismada gene kuvvet-temelli formiilasyon kullanilarak ve
deplasman enterpolasyon fonksiyonlarma ihtiya¢ duyulmadan m tutarli kiitle matrisi elde
edilebilmistir. Kiris elemaninin tutarl kiitle matrisi m’nin tiiretimi agisindan Soydas [12]’mn
tezinde sunulan tiiretim bu ¢alismada FDM’ye uyarlanmistir ve bu bildiride bu hususta detayl
sunum yapilmayacaktir.

Denklem (1)’de sunulan tiim alanlarla ilgili sunum asagida anlatilmaktadir ve daha detayli
tiiretim i¢in [13]’e bakiniz.

p2’u2 p5’u5
psvus’x\ Pg.Usg ’—I\
pl'ul / L / p4,U4

Sekil 1. Komple sistemde eleman diiglim kuvvet ve deplasmanlari

qZ’VZ

ﬂ qS’VS
/

L / q:, v,

Sekil 2. Temel sistemde eleman kuvvet ve deformasyonlari

Denklem 1’de sunulan formiilasyonda, eleman tiiretimi agisindan temel sistemin kullanilmasi
gerekmektedir. Temel sistemde, eleman tepkileri rijit hareket modlarindan armndirilmistir.
Kiris elemaninin Sekil 1°de sunulan komple sistemdeki durumunda diigim noktalarinda var
olan 3’er serbestlik derecesinden yani toplamda 6 serbestlik derecesinden 3 adet rijit modun
cikarilmast ile Sekil 2’deki temel sistem elde edebilir. Bu c¢alismada temel sistem olarak
konsol kiris durumu dikkate alinmistir. Bu doniisiimii saglayan denklem asagida sunulmustur.

-1 0 0 100
v=au ve p=a'q, burada a=|{0 -1 -L 0 1 0 @)
0O 0 -1 001

Kiris iistiinde herhangi bir kesitteki i¢ kuvvetler (eksenel kuvvet N(x), kesme kuvveti V(x) ve
egilme momenti M(X)) degerleri Sekil 2’deki temel sistemde sunulan eleman temel kuvvetleri

q’dan asagidaki denklemle elde edilebilir. Bu denklemde S,(X) sabit yayih yiikler altinda

kesitte olusacak degerleri temsil etmektedir ve istenirse bu tiiretim farkl tipteki eleman igi
kuvvetler i¢in de gelistirilebilir.

s(x) =[N(x) V(x) M (x)]T =b(x,L)q+s,(X)

1 0 0 L—x 0
W, ©)
b(x,L)=|0 1 0] ve s, (x)=| 0 L—x { }
0 (L-x) 1 0 (L—x)?/2|
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Denklem 1’deki kesit deformasyonlar1 e ise kesit istiindeki eksenel deformasyon &,(X),

kayma deformasyonu y(X) ve kesit egriligi &(X) ’den olusmaktadir. Kesit iistiindeki normal

ve kayma birim deformasyonlar1 kesit deformasyonu vektorii €’den asagidaki denklemle elde
edilir.

s={j:}=as(y,z)e<x> @ a2y T ] @

Kesit iistiinde hesaplanan birim deformasyonlardan, kesit tepkisi fiber model kullanilarak
asagidaki denklemde sunuldugu iizere hesaplanabilir.

$=3(e)=[alo(e)dA ve k, = j a_G (5)

Bu denklemde ¢ degeri normal gerilme o, ve kayma gerilmesi 7, ’dan olusur. Eger

malzeme tepkisi dogrusal elastik ise bu degerler o, =E ¢, ve 7,, =Gy, olarak elde edilir.

Kiris elemani1 1stinde FDM’nin dagilimi 1) sadece eksenel yonde fonksiyonel
derecelendirilmis, 2) sadece kesit derinliginde fonksiyonel derecelendirilmis, 3) karma
derecelendirilmis, olarak diisliniilebilir. Bu dagilim tiplerinden en ¢ok kesit derinliginde
fonksiyonel derecelendirilmis durum calisilmaktadir ve bu bildiride de bu durumla ilgili
karsilagtirmalar yapilmasi dikkate alinmistir. FDM malzemelerde dagilim tipleri [14]’de
sunulan eksponansiyel iliski ile ya da [15] ve [16]’da sunulan power iliskisi ile asagidaki
denklemde sunuldugu iizere elde edilebilir.

Eksponansiyel

oY) = Pus exp(—&( _QD . Power

h n 6
oY) = (9 — soa.t)(y 1) + ©
§:—Iog[@‘j
2 £

Bu denklemde ¢(x) kesit derinligindeki malzeme igin elastisite modiilii, kayma modiild,
1s1sal genlesme katsayisi, kiitle yogunlugu gibi degerleri temsil eder ve kesit tistiindeki o,

ve g, degerlerinden elde edilir.

DOGRULAMA ve KARSILASTIRMA CALISMALARI

Bu kisimda derinlik boyunca derecelendirilmis FDM kirislerin dogrusal olmayan elastik
davranisi ve titresim ozellikleri calisilmistir. ik 6rnek olarak konsol kiris problemi 4 katmanli
FDM’den olusacak sekilde ANSY’de modellenmistir ve ayni ¢alisma bu makalede sunulan
eleman kullanilarak da analiz gergeklestirilmistir.

Kirigin uzunluk/derinlik oran1 (L/d) 10, 5 ve 2, derinlikse 100 mm alinmistir. ANSYS
sonuglari 4-diigiimlii diizlem elemanlar kullanilarak ve eleman boyu 5 mm segilerek titresim
frekanslar1 kesine yakin gergekei elde edilebilmistir. Celik malzemesinin 6zellikleri: E = 210
GPa, G = 80 GPa, p = 7850 kg/m®, alumina malzemesi ise E = 390 GPa, G = 137 GPa, p=
3950 kg/m?® alinmustir.

Sekil 3 ve 4’te FDM kiris i¢in, gelistirilen elemanda kullanilan eleman sayisi artirildik¢a
ANSYS’in kesin sonuglarina yakinsama 6zelligi sunulmustur. Bu karsilastirma ilk 4 mod
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dikkate alinarak yapilmustir. Sekillerde solda diizeltme katsayis1 yapilmamis, sagda ise 5/6
diizeltme katsayist yapilarak yiiriitiilen analizlerin sonuglart gosterilmistir. Bilindigi tizere 5/6
katsayis1 homojen dikdortgen kesitlerde gecerli olan bir degerdir. Elde edilen sonuglarda
gorildigi tizere, gelistirilen eleman temel titresim modunu tek elemanla bile gergekei olarak
yakalayabilmektedir. Ayrica artirilan eleman sayisi ile yiiksek titresim modlarinin dogru
olarak hesaplanabilmesi de miimkiin olmaktadir. Kisa kiris durumundaysa, diizeltme
katsayisinin 5/6 kullanilmasi titresim modlarindan diisiik degerler hesaplanmasina sebep
olmaktadir. Bu ¢alismada sunulan tiim analizlerin sonuglarinin detay1 [13]’de mevcuttur.
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Sekil 3. Gelistirilen elemanin yakinsamasi: FDM kirig L/d = 10 (A: Eksenel, B: Egilme)
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Eleman sayisi

Sekil 4. Gelistirilen elemanin yakinsamasi: FDM kirig L/d = 2 (B: Bending, S: Kesme)
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Eleman sayisi
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Sekil 5’te ise gelistirilen eleman ile ANSYS analizlerinden elde edilen mod sekilleri
sunulmustur. Goriildiigii iizere, gelistirilen eleman karmasik mod sekillerini bile gergekei
olarak yakalayabilmektedir.

ANSYS Coziimii Gelistirilen Eleman Coziimii
L/d=10 - Mod 12: 12231 Hz L/d=10 - Mod 12: 12449.4 Hz

o~/
~—_—— \/

L/d=5 - Mod 6: 10634.0 Hz L/d=5 - Mod 6: 10688 Hz

L/d=2 - Mod 5: 23908 Hz L/d=2 - Mod 5: 25676 Hz

Sekil 5. Farkli konsol kiris uzunluklar altinda 6rnek titresim modlar1 ve sekilleri

Ikinci karsilastirmadaysa, FDM kirisin elastik olmayan davranis1 dikkate alinmustir. Celik
malzemesi i¢in Von-Mises plastisite modeli, aliimina malzemesi iginse Drucker-Prager
plastisite modeli kullanilmistir. Boylece 3 boyutlu gerilme ve birim sekil degistirme iligkisi
tammlanmustir. Ug boyutlu gerilme-birim sekil degistirme denklemleri en yakin genel nokta
projeksiyonu algoritmast kullanilarak etkin gerilme degerleri kirig probleminin boyutlarina
indirgenmistir.

[ [ [ [ [ [ [ [
600~ 1DB |
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=-==16 DB
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Kiris ortasi sehim (mm)

Sekil 6. Kiris ortasina uygulanan yiikiin, kiris ortasinda olusan sehime gore degisimi
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Dogrulama agisindan, her iki ucundan basit mesnetlenmis bir kirig 6rnegi dikkate alinmis ve
kiris uzunlugu 2 m, derinligi ise 100 mm alinmistir. Kiris ortasindan yukaridan yiikleme
yapinca, kirisin iist kismi aliimina ve alt kismi ise tamamen c¢elik olmasi yliziinden, Kkiris
egilirken eksenel yiikler olugsmustur. Yukarida alliminadan asagida celige malzeme gegisi
eksponansiyel olarak n=8 katsayisi ile dikkate alinmistir. Celik malzemesinin 6zellikleri: E =
210 GPa, G = 80 GPa, akma degeri oy = 500MPa; aliimina malzemesi i¢inse E = 390 GPa, G
=137 GPa, Gy basing = 2000MPa and oy, ¢ekme = 250MPa alinmistir.

Derinlik boyunca her bir malzemenin birbirine kenetlendigi varsayimiyla, FDM igin etkin
malzeme gerilmeleri hesaplanmistir. Ornek olarak ortasindan yiiklenmis her iki ucu da basit
mesnetli bir kirisin orta kesitinden yliklendigi durum igin gelistirilen elemanla (FB) yapilan
analizlerin sonucu ve Chakraborty v.d.[5]’nin deplasman temelli elemanin (DB) verdigi
sonuclar Sekil 6’da sunulmustur. Goriildiigl tizere, gelistirilen elemanin tek eleman tepkisi
kesin sonuclar verirken, deplasman-temelli eleman 16 elemanla dahi dogru sonucu tam tespit
edememektedir. Analiz sonunda, gelistirilen eleman i¢in derinlik boyunca olusan gerilme
dagilimi asagida sunulmustur. Gorildigi tizere, kesit ortasinda kayma gerilmelerinde ¢ok
ciddi bir artis olmaktadir.

50 8 , 50 : :
e, ¢ =B - Alumina =B = Alumina
40 "o, —e—Celik | 40 —e—Celik
. ¢ ¢+ FDM ¢+ FDM
30 LS 30
9 q
20 ° 20
IS IS
E 1oi E vQ‘..\
e ——————— S N
£ o TT===s 2 £ o0 P
o) @ ====——""
a =) ’
= -10 = -10 ‘/lr
[70] 7]
Q O
X 20 X 20
-30 -30
-40 -40 !
-50 -5 :
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 -QSO 0 50 100 150 200 250 300
Normal Gerilme (MPa) Kayma Gerilmesi (MPa)

Sekil 7. Ortasindan ytliklenmis her iki ucu basit mesnetli kirisin ortasindaki kesitte
derinlik boyunca olusan normal ve kayma gerilmesi dagilimi

SONUCLAR

Yapilan karsilagtirmalar sonucunda, gelistirilen karma formiilasyon kiris elemaninin FDM
analizleri i¢in deplasman-temelli elemanlara gore ¢ok daha yiliksek dogrulukta elastik ve
elastik olmayan davranisi yakalamada basari elde ettigi goriilmiistiir. Gelistirilen elemanla
sadece bir eleman kullanimiyla elde edilen sonucun deplasman-temelli elemanlarla ancak 32
eleman ve daha fazla eleman kullanimiyla elde edilebildigi goriilmiistiir. Titresim frekanslari
ve ayrica mod sekilleri agisindan da ANSYS ile yapilan karsilastirmalarda dogru modelleme
yapilabildigi ve karmagsik egilme, eksenel davranis ve kesmenin etkilesiminin dahi oldugu
durumlarin yakalanabildigi gériilmiistiir. Ozellikle de kiris uzunlugu/derinligi oram 10 ve 5
icin elde edilen titresim frekanslarindaki hatanin ¢ok daha diisiik oldugu goriilmiistiir. Bu oran
2’ye gelince ise artik kiris formiilasyonun ii¢ boyutlu ANSYS analizi sonuglarindan elde
edilen degerlere gore daha fazla hata pay1 igerdigi tespit edilmistir.
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